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Questão 1 – Evolução temporal e representações

Uma partícula de spin 1/2 é colocada num campo magnético ao longo da direção x,

de modo que a hamiltoniana do sistema é dada Ĥ = δσ̂x, onde δ é real.

(a) (10%) Obtenha uma representação matricial para o operador Ĥ na base {|χ1〉, |χ2〉}

de autoestados do observável Ŝz.

(b) (30%) Obtenha o operador de evolução temporal, Û(t, 0), para esse sistema e deter-

mine o vetor de estado em um tempo t, |χ(t)〉, sabendo que em t = 0 o sistema se

encontra no estado |χ1〉.

(c) (30%) Usando a descrição de Schroedinger, determine o valor médio do operador

P̂ = |χ2〉〈χ1| no tempo t. Idem usando a descrição de Heisenberg.

(d) (30%) Para a partícula no estado |χ(t)〉, calcule as dispersões 〈(∆Ŝi)
2〉 = 〈Ŝ2

i 〉−〈Ŝi〉2

(i = x, z) e verifique que elas satisfazem ao princípio de incerteza generalizado.

Interprete fisicamente o seu resultado.

Dados:

Ŝi = ~
2
σ̂i (i = x, y, z)

σ̂x =

0 1

1 0

, σ̂y =

0 −i

i 0

, σ̂z =

1 0

0 −1



(σ̂i)
n =

 1̂, n = par

σ̂i, n = impar
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Questão 2 – Fundamentos

(a) (25%) Mostre que se o hamiltoniano Ĥ de um sistema com momento angular Ĵ

é invariante por rotação, isto é, [D̂(R), Ĥ] = 0, os estados de Ĥ, denotados por

|n; jm〉, são degenerados. Determine o grau de degenerescência.

(b) (25%) Mostre que se |α〉 e |β〉 são autoestados do operador paridade π̂, então

〈α|x̂|β〉 6= 0, somente se |α〉 e |β〉 têm pridades opostas.

(c) (25%) O operador de translação finita em uma dimensão, τ̂(l), satisfaz às propriedades

τ̂(l)|x′〉 = |x′ + l〉 e τ̂ †(l)x′τ̂(l) = x′ + l. Considere o movimento de uma partícula

num potencial periódico com período espacial a, de modo que V (x + a) = V (x).

Mostre que o hamiltoniano é invariante por translações na rede.

(d) (25%) O hamiltoniano de um sistema com momento angular Ĵ é dado por Ĥ =

AĴ2
x +BĴ2

y + CĴ2
z , onde A, B e C são constantes reais. Verifique se esse sistema é

invariante por reversão temporal.

Dados:

D̂(R) = exp(−i Ĵ · n̂φ
~

)

D̂(R)|n; jm〉 =
∑
m′

|n; jm′〉D(j)
m′m(R)
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Questão 3 – Átomo hidrogenoide: Teoria de perturbação

Considere um átomo com número atômico Z e apenas um elétron, cujo hamiltoniano

é dado por

Ĥ = −~2~∇2

2m
− Z~2

a0mr
,

onde a0 = 4πε0~2/me2 é o raio de Bohr. O estado fundamental deste átomo é caracterizado

por sua função de onda e energia dados por

ψ10(r) =
1√
π

(
Z

a0

)3/2

e−Zr/a0 ; E10 = − ~2Z2

2ma20
.

Suponha que o número atômico aumenta repentinamente em uma unidade, tal que Z →

Z + 1 (em princípio isso poderia acontecer através da emissão de pelo menos um elétron

e um antineutrino pelo núcleo atômico).

(a) (20 %) Determine diretamente a nova energia do estado fundamental em termos de

E10, Z e outras constantes do problema.

(b) (30 %) Agora, determine novamente a nova energia utilizando teoria de perturbação

de primeira ordem independente do tempo.

(c) (20 %) Comparando as expressões obtidas nos itens (a) e (b), para que valores de Z a

teoria de perturbação descreveria apropriadamente a nova energia do estado funda-

mental? Em outras palavras, discuta o limite de validade da teoria de perturbação

para este problema em função de Z.

(d) (30 %) Suponha que inicialmente tivéssemos um átomo de trítio (isótopo do

hidrogênio) no seu estado fundamental, e seu núcleo se transformasse no núcleo

de um átomo de hélio. Calcule a probabilidade de encontrar o sistema no estado

fundamental do hélio imediatamente após a transformação e interprete o valor en-

contrado.

Dado: ∫ ∞
0

re−ardr = 1/a2∫ ∞
0

r2e−ardr = 2/a3
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Questão 4 – Partícula em um campo magnético: níveis de Landau

Considere um elétron com carga q = −e e massa m colocado em um campo magnético

uniforme ~B = Bẑ, descrito pelo potencial vetor ~A = −yBx̂, no gauge onde ~∇ · ~A = 0. A

equação de Schroedinger descrevendo este sistema é dada por:

ĤΨ =
1

2m
(
~
i
~∇+

e

c
~A)2Ψ = EΨ,

onde Ψ = Ψ(x, y, z), E representa a energia total do elétron e c a velocidade da luz.

(a) (30%) Mostre que os observáveis p̂x = −i~ ∂
∂x

e p̂z = −i~ ∂
∂z

são constantes de movi-

mento neste problema.

(b) (40%) Escreva a função de onda do elétron na forma Ψ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z) e

obtenha as equações satisfeitas por X(x), Y (y) e Z(z) em função das constantes de

movimento identificadas acima.

(c) (30%) Identifique as soluções para as equações obtidas no item anterior e obtenha o

espectro para as energias E do elétron (níveis de Landau).


