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QUESTAO 1 — LEIS DE NEWTON, FORMALISMO LAGRANGIANO, MULTIPLI-

CADORES DE LAGRANGE

Um pequeno corpo de massa m pode deslizar sem atrito sobre uma cavidade cilindrica
de raio R cavada num bloco de massa M. O bloco encontra-se sobre uma superficie
horizontal, sobre a qual também pode deslizar livremente. As posi¢oes dos dois corpos
podem ser determinadas pelo conjunto de coordenadas X, z, y, mostradas na figura abaixo.
Considere que o pequeno corpo é solto do repouso a partir do topo da cavidade com o

bloco também em renouso.

(a) (20%) Mostre num diagrama de corpo isolado as forgas que atuam em cada um dos
corpos e, usando as leis de Newton, escreva as respectivas equacoes de movimento.

Identifique as constantes de movimento. Justifique sua resposta.

(b) (30%) Obtenha a lagrangiana descrevendo este sistema em termos das coordenadas

generalizadas X, z,y e de suas derivadas temporais X, z, y.

(c) (30%) Identifique a equagao de vinculo entre as coordenadas e introduza o multipli-
cador de Lagrange para obter as equacgoes de movimento. Qual o significado fisico

do multiplicador de Lagrange neste problema?

(d) (20%) No limite em que M >> m, obtenha a for¢a normal que a parede da cavidade

exerce sobre o corpo de massa m.
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QUESTAO 2 — PRINCIPIO DE HAMILTON: AGAO ESTACIONARIA

O Principio de Hamilton estabelece que a acao, definida como uma integral do la-

grangiano na forma

to
S:/ L(x,x,t)dt,

t1
possui um valor estacionario para a trajetoéria efetivamente percorrida por um sistema

fisico. Muitas vezes o principio é chamado de Principio de Minima Acao, no entanto a
condicao postulada pelo principio de Hamilton é que a agao seja estacionaria, ou seja que
esteja num extremo. A presenca de uma condi¢cao de maximo, minimo ou ponto de sela
deve ser determinada a posteriori.

A seguir, iremos analisar uma aplicacao do principio de Hamilton a um oscilador

harmonico, caracterizado pelo lagrangeano

. 1 . 1
Lo(xg, Zo, t) = imxg — ékxg,

onde m é a massa e k a constante elastica, tal que a frequéncia natural é dada por
w = +/k/m e o periodo é T = 27 /w.
(a) (20%) Considerando uma perturbagao na trajetoria, tal que zo(t) — xo(t) + n(?),

obtenha uma expressao para o lagrangiano em funcgao de xg, g, 1 € 7).

(b) (30%) Obtenha uma expressao para a agao incluindo a perturbagao na trajetoria S,

em termos da ac¢ao na trajetoria nao perturbada Sy e de uma integral na forma

1 [ Lo
Sy= S0+ 5 [ m(2ai +17) = k(2o + 7))t
t1

(c) (30%) Sabendo que n(t1) = n(ts) = 0, mostre que a a¢ao pode ser escrita na forma

1 [
S77 = So + 5/ (mn2 - kﬁz)dt
t1

(d) (20%) Considere t; = 0, to = T e n(t) = esen(nt/T), onde € é uma constante.
Analisando o sinal de AS = S, — Sy, mostre que a acao pode ser maxima ou minima
dependendo da relacdo entre T e 7. E possivel ter valores de T e 7 para que AS

seja nulo? Justifique.

. ™ T
Dados: / cos® zdx = / sen’zdzr = il
0 0 2
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QUESTAO 3 — MOVIMENTO EM DUAS DIMENSOES

Considere uma particula de massa m se movendo em um plano sob a acao de um
potencial constante U(r) = U,. Use as coordenadas polares (r,0) de modo que 6§ = 0

corresponda a maxima aproximacgao da particula da origem do sistema de coordenandas

(r=0).

(a) (30%) Obtenha a lagrangiana £ = L(r, 7,6, 9) e a hamiltoniana H(r, 0, p,, ps) deste

sistema.
(b) (30%) Determine as constantes de movimento do sistema. Justifique.

(c) (40%) Obtenha a equagao da trajetoria descrita pela particula em termos das
constantes de movimento identificadas no item anterior. Mostre que a trajetoria

é uma linha reta.

Dado:

oL d oL oL :
8_(12-_%(8_4@)_0’ Pi= 5 H=> pidi—L

J aczhiug = —COS_I(%) + constante
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QUESTAO 4 — TRANSFORMAGOES CANONICAS

(a) (20%) Descreva as propriedades gerais de uma transformagao canénica na mecanica

classica e comente a sua importancia na solugao de problemas fisicos.

Considere uma transformagao de coordenada generalizada e momento conjugado:

(q,p) — (Q, P), tal que
Q = q“cos(Bp); P = ¢"sen(Bp),

onde « e B sao constantes numeéricas.

(b) (30%) Determine os valores numéricos de « e [ para que esta transformagao seja

canonica.
(c) (30%) Obtenha a fungao geradora desta transformacao canonica.

(d) (20%) Obtenha explicitamente os colchetes de Poisson {Q,Q}qp. {P, P}qp €
{Q7P}(I7P'

Dado:

dFl(Qv Q, t) = Z (Pz’d%’ - Pz‘sz‘) + (K - H)dt
dFy(q, P,t) = Z (pidg; + QidP;) + (K — H)dt

dFs(p,Q,t) = > (—dgidp; — PdQ:) + (K — H)dt
dFy(p, Pt) = (—aqidp; + QidP,) + (K — H)dt

)

ou Ov du v
{u,v}tp = Z dq; Op; B Ip; 0



