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QUESTAO 1 — FORMALISMO LANGRANGIANO

Uma conta (esfera contendo um pequeno furo) de massa m esta confinada a se mover
sem atrito ao longo de um circulo de raio R. Essa conta estda presa a uma mola cujo
comprimento natural é R e cuja constante de mola é k. A outra extremidade da mola
estd presa a uma rotula localizada a uma distancia de 3R acima do centro do circulo e

presa ao teto, conforme ilustrado abaixo. A aceleragao local da gravidade é g.

(a) (40%) Escolha uma coordenada generalizada conveniente e obtenha a lagrangiana da
conta. Nao deixe de definir bem qual serd sua coordenada generalizada, faca um

desenho para ilustra-la.
(b) (30%) Obtenha uma equagao de movimento para a coordenada generalizada da conta.

(c) (30%) Qual é o periodo das pequenas oscilagoes da conta em torno de um ponto de

equilibrio?
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QUESTAO 2 — FORMALISMO HAMILTONIANO

Considere que a hamiltoniana de uma particula seja dada por
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onde o, m e w sao constantes, ¢ ¢ uma coordenada generalizada e p é seu momento

canonico associado.

(a) (20%) Encontre as equagoes de Hamilton, ou seja, encontre equagdes para p e g.

2

1
(b) (256%) Prove que I' = 2—p2 + m;) ¢ ¢ uma constante de movimento.
m

(c) (25%) Determine a equagao da trajetoria no espago de fase realizada pela particula

para as seguintes condigoes iniciais: p(0) = po e ¢(0) = 0. Esboce a curva encontrada.

(d) (30%) Calcule ¢ = ¢(t) e p = p(t) para a condigao inicial do item (c). Encontre o

periodo de oscilagao da particula.
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QUESTAO 3 — POTENCIAL CENTRAL

Considere uma particula de massa m se movendo sob ac¢ao de uma forca central cujo
potencial é dado por V(r), onde r é a distancia da particula a origem do sistema de

coordenadas.

(a) (30%) Mostre que:
(i) o momento angular L se conserva e pode ser escrito em coordenadas polares como
L=mr20 2, onde 2 = 7 x 6.

(ii) a energia do sistema ¢ dada por

onde L = |L|.

(b) (20%) Usando a expressao da energia do item (a), mostre que a orbita da particula

em sua forma inversa é dada por

L " dr’
O(r) =06(rg) + ,
(r) = 6(ro) V2m Jry 727/E = V.(r)
L? :
onde V. (r) = 53 + V(r). {Dica: 7= % 9]
1
Considere agora o potencial do oscilador harmonico V(r) = 5/{;7’2, onde k é uma

constante positiva:

(c) (30%) Calcule o raio da érbita circular e a energia mecanica dessa orbita.

(d) (20%) Utilizando a expressao do item (b) e o potencial harmonico, calcule a equagao

de uma trajetoria qualquer § = 0(r) da particula. Para esse célcule, utilize

/ dx 1 N ( Bx 4+ 2C >
VA2 + Bx+C /-C /B2 —4AC )’

com C < 0.
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QUESTAO 4 — TRANSFORMAGOES CANONICAS

A funcao geradora de uma transformagao canénica infinitesimal, (¢, p, h) — (Q, P, H),

¢ tipicamente escrita da seguinte forma:
n n
F<Q7P7t):ZQzR+€G<qap7t):ZQZR+€G(Q7p7t)7
i=1 i=1

onde ¢ é um parametro infinitesimal e n é o nimero de graus de liberdade do sistema.
Na expressao acima, G é a chamada funcao geratriz da transformacao infinitesimal e foi
feito uso da seguinte aproximacao: €G(q, P,t) ~ ¢G(q,p,t), que é justificada pelo fato de
a diferenga entre P e p ser de ordem linear em ¢, de forma que a diferenca entre eG(q, P, t)

e €G(q,p,t) seria de ordem quadratica no parametro infinitesimal.

(a) (40%) Considerando apenas até a ordem linear em ¢, demonstre que a transformagao
{¢,pi} — {Qi, P;} gerada por F' é sempre uma transformagao candnica, qualquer

que seja a fungao G(q, P, t).

(b) (30%) Considerando (q1, g2, q3) = (z, ¥, 2), coordenadas cartesianas do R?, demonstre
que a fungao geratriz G = 2(z p, — y p,) gera uma rotacao em torno do eixo z. Qual

é a relagao entre o angulo de rotagao e o parametro €?

(c) (30%) Demonstre que o hamiltoniano h(gq,p,t) é o gerador da evolugao temporal.

Pode considerar o caso n = 1 para evitar o uso de indices.

Dados:

oF oF

F=F(qPt = p=-—, Q=—,
(¢, P,t) P g Q P,

H(Q, P,t) = h(q,p,t) + el

Rotacao finita de um angulo 6 em torno de €, em um vetor V:

Ve = cosfV, —senfV, , V, = cosfV, + senbV,, V,—=V,.



