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Questão 1 – Fundamentos da Mecânica Quântica

Considere uma partícula restrita a se mover livremente em uma única direção x e cuja

função de onda ψ(x) tem a forma de um pacote de onda Gaussiano

ψ(x) =
1

π1/4
√
d

exp

[
ikx− x2

2d2

]
,

onde k e d são constantes. Considere ainda a dispersão 〈∆A2〉 de um operador A definida

a partir de ∆A = A− 〈A〉, com 〈· · · 〉 indicando o valor esperado do operador.

(a) (10%) Interprete fisicamente k e d.

(b) (30%) Calcule 〈x〉 e 〈x2〉.

(c) (10%) Obtenha a dispersão em x.

(d) (30%) Calcule 〈p〉 e 〈p2〉.

(e) (10%) Obtenha a dispersão em p.

(f) (10%) A partir de (c) e (e), deduza a relação de incerteza entre x e p.

Dados: ∫ +∞

−∞
e−s

2

ds =
√
π∫ +∞

−∞
s2e−s

2

ds =

√
π

2
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Questão 2 – Sistema de dois níveis

Considere um sistema de dois níveis sob ação de um campo magnético externo de

módulo B. O hamiltoniano do sistema pode ser escrito como

Ĥ =

 −~ω
2

+ µB 0

0 +
~ω
2
− µB

 ,

com auto-estados |a〉 e |b〉 e as respectivas auto-energias Ea e Eb. .

a) (20%) Considere que B cresce lentamente de zero até o valor máximo ~ω/µ e esboce

o gráfico da variação de Ea e Eb como função de B.

b) (50%) Considere agora que uma perturbação é ligada, de modo que o novo hamilto-

niano do sistema passa a ser

Ĥ ′ =

 −~ω
2

+ µB ~g

~g? +
~ω
2
− µB

 ,

onde g é a constante de acoplamento entre os estados |a〉 e |b〉. Encontre os autove-

tores |a′〉 e |b′〉 e os autovalores E ′a e E ′b de Ĥ ′.

c) (20%) Considere novamente que B cresce lentamente de zero até o valor máximo ~ω/µ

e esboce o gráfico da variação de E ′a e E ′b como função de B.

d) (10%) Interprete fisicamente as diferenças encontradas entre os resultados dos itens

(a) e (c).
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Questão 3 – Potenciais centrais e momento angular

Uma partícula de massa M sem spin se encontra em um potencial esfericamente simé-

trico, V = V (r), onde r2 = r · r, sendo r o operador posição.

(a) (30%) Calcule [L, p2] e [L, r2], onde p é o operador momento linear da partícula,

p2 = p · p e L = r × p é o operador momento angular orbital. A partir disso,

determine o comutador de L com o hamiltoniano H do sistema.

(b) (20%) Use as relações de comutação do operador momento angular [Lj, Lk] =

i~
∑
l

εjklLl para determinar [L2, Lz] .

(c) (30%) Utilize a identidade L2 = r2p2 − (r · p)2 + i~r · p, para mostrar que a equação

de Schroedinger é separável em uma equação de autovalores para L2, com harmô-

nicos esféricos como autofunções, e uma equação diferencial radial para uma função

RE,l(r). Em particular, verifique que RE,l(r) depende da energia E do sistema e do

número quântico orbital l, mas independe do autovalor m de Lz.

(d) (20%) Considere E < 0 e potenciais em que lim
r→∞

V (r) = 0 e lim
r→0

r2V (r)→ 0. Deter-

mine as dependências radiais de RE,l em (I) r → 0 e (II) r →∞.

Dados:

[xj, pk] = i~δjk, [S, TU ] = [S, T ]U + T [S, U ], (a× b)k =
∑
l,m

εklmalbm,

∇2 f(r, θ, φ) =
1

r2
∂

∂r

(
r2f
)

+
1

r2sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2sen 2θ

∂2f

∂φ2

− 1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂Ylm
∂θ

)
− 1

sen θ

∂2Ylm
∂φ2

= l(l + 1)Ylm(θ, φ), l = 0, 1, 2, . . .

∑
k

εkijεklm = δilδjm − δimδjl, LzYlm(θ, φ) = m~Ylm(θ, φ)
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Questão 4 – Oscilador harmônico e teoria de perturbação inde-

pendente do tempo

Considere um oscilador harmônico simples, com frequência angular ω e hamiltoniano

H0 =
p2

2m
+

1

2
mω2x2.

(a) (20%) Utilize os operadores destruição e criação, a e a†, onde

a =
1√
2

(
x

b
+ i

bp

~

)
com b =

√
~
mω

,

para obter as autoenergias em termos do número de ocupação n do estado |n〉.

(b) (30%) Mostre que as autofunções normalizadas deste sistema são dadas por:

ψ(0)
n =

(
1

πb2

)1/4
e−

x2

2b2

√
2nn!

Hn

(x
b

)
,

onde n = 0, 1, 2, . . . e Hn (z) são os polinômios de Hermite.

Agora, suponha que uma pequena perturbação V (x) ≥ 0 é adicionada de modo que o

hamiltoniano do sistema passa a ser H = H0 + V (x).

(c) (20%) Determine a expressão integral para as correções em primeira ordem das au-

toenergias do sistema em termos de

V ímpar =
V (x) + V (−x)

2
e V ímpar =

V (x)− V (−x)

2
.

Em particular, verifique que não há contribuição de V ímpar.

(d) (30%) Para V (x) = λe−βx
2 calcule a correção em primeira ordem na energia do estado

fundamental, considerando que λ e β são constantes positivas.

Dados:

d2Hn

dz2
− 2z

dHn

dz
+ 2nHn(z) = 0,

∫ ∞
−∞

dz e−z
2

Hn(z)Hm(z) =
√
π2nn! δnm, Hn(z) = (−1)nez

2 dn

dzn

(
e−z

2
)
,

∫ ∞
−∞

dx e−ax
2

=

√
π

a
.


