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QUESTAO 1 — MECANICA NEWTONIANA E LAGRANGIANA

A figura abaixo ilustra um dispositivo usado em antigas méquinas a vapor para con-
trolar a velocidade de rotacao do motor. O dispositivo consiste de uma massa M, que
pode deslizar sem atrito ao longo de um eixo vertical, e duas massas m idénticas, cada
uma conectada ao topo do eixo e & massa M por hastes de comprimento ¢ rigidas e de
massa desprezivel. O dispositivo gira com velocidade angular w constante de forma que o
conjunto de massas e hastes esta sempre no mesmo plano. O atrito nas articula¢oes das

extremidades das hastes é desprezivel.

(a) (30%) Esboce diagramas de corpo livre para m e M, identificando todas as forgas que
sobre elas atuam. Em seguida, a partir das leis de Newton e supondo que M esta

em sua posicao vertical de equilibrio, calcule o &ngulo 6 e as tensoes nas 4 hastes.
(b) (20%) Determine a lagrangiana do sistema em termos da coordenada generalizada 6.

(c) (20%) Deduza a equagao do movimento para 6 e, a partir desta equagdo, calcule o

angulo de equilibrio. Compare seu resultado com aquele do item (a).

(d) (30%) Analisando sua equagao na vizinhanga do equilibrio, prove que o equilibrio é

estavel para todo 0 < 6 < 7/2.
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QUESTAO 2 — FORCA CENTRAL

Considere uma particula de massa m se movendo em um campo de forga central, com

energia potencial U(r), onde r é a distancia radial ao centro do campo de forga.

(a) (15%) Escreva a lagrangiana do sistema em termos das coordenadas polares (r, ¢)

da particula no plano de sua trajetoria.

(b) (25%) Calcule o momento generalizado para a coordenada ¢ e mostre que ele é

constante.

(c) (10%) Escreva a expressao, em termos de 7, ¢ e suas derivadas, para a forga central

atuando sobre a particula (F' = —9U/0r).

(d) (50%) Encontre a lei de forga que leva uma particula a se mover numa trajetoria

espiral logaritmica, dada por r = ke®®, onde k e o sdo constantes.
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QUESTAO 3 — OSCILADORES ACOPLADOS

Dois péndulos de mesmo comprimento [ e mesma massa m se encontram acoplados
por uma mola de constante de forca k, ver figura abaixo. As hastes de comprimento [ sao

rigidas e de massa desprezivel. Considere 6, e 65 os angulos entre as hastes e a vertical.
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(a) (30%) No limite de pequenas oscilagoes, escreva a lagrangiana do sistema em termos
das coordenadas 6y, 0, e suas derivadas. Despreze deformacoes da mola na direcao

vertical.
(b) (20%) Encontre as equagoes de movimento do sistema.

(c) (35%) Resolva as equagoes de movimento para os modos normais de oscilacao do

sistema.

(d) (15%) A partir dos modos normais, obtenha as expressoes para as fungoes 6;(t) e

0 (1).
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QUESTAO 4 — TRANSFORMAGCOES CANONICAS

Counsidere a hamiltoniana

(¢* + p?)?
R

Tomando proveito da forma funcional de H(q,p), podemos definir transformagoes

H(q,p) =

q,p — @, P do tipo
¢(Q,P) = f(P)senqQ,
p(Q,P) = f(P)cos@,

que tornam a nova coordenada @ ciclica em H(Q, P) = H[q(Q, P),p(Q, P)]. Porém, nem

toda fungao f(P) preserva a rela¢do canonica entre P e Q).

(a) (35%) Determine para que f(P) a transformagao acima é candnica.

(b) (35%) Supondo as condigbes iniciais ¢(t = 0) = 0e H(t = 0) = F, onde £ > 0 é uma

constante, resolva as equagoes de Hamilton para @) e P e determine ¢(t) e p(t).

(c) (30%) A partir de H(Q, P), calcule a lagrangiana em termos de Q e Q e mostre que
Q também ¢ ciclica em L(Q, Q).



