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Questão 1 – Mecânica Newtoniana e Lagrangiana

A figura abaixo ilustra um dispositivo usado em antigas máquinas a vapor para con-

trolar a velocidade de rotação do motor. O dispositivo consiste de uma massa M , que

pode deslizar sem atrito ao longo de um eixo vertical, e duas massas m idênticas, cada

uma conectada ao topo do eixo e à massa M por hastes de comprimento ` rígidas e de

massa desprezível. O dispositivo gira com velocidade angular ω constante de forma que o

conjunto de massas e hastes está sempre no mesmo plano. O atrito nas articulações das

extremidades das hastes é desprezível.

(a) (30%) Esboce diagramas de corpo livre para m eM , identificando todas as forças que

sobre elas atuam. Em seguida, a partir das leis de Newton e supondo que M está

em sua posição vertical de equilíbrio, calcule o ângulo θ e as tensões nas 4 hastes.

(b) (20%) Determine a lagrangiana do sistema em termos da coordenada generalizada θ.

(c) (20%) Deduza a equação do movimento para θ e, a partir desta equação, calcule o

ângulo de equilíbrio. Compare seu resultado com aquele do item (a).

(d) (30%) Analisando sua equação na vizinhança do equilíbrio, prove que o equilíbrio é

estável para todo 0 < θ < π/2.
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Questão 2 – Força central

Considere uma partícula de massa m se movendo em um campo de força central, com

energia potencial U(r), onde r é a distância radial ao centro do campo de força.

(a) (15%) Escreva a lagrangiana do sistema em termos das coordenadas polares (r, φ)

da partícula no plano de sua trajetória.

(b) (25%) Calcule o momento generalizado para a coordenada φ e mostre que ele é

constante.

(c) (10%) Escreva a expressão, em termos de r, φ e suas derivadas, para a força central

atuando sobre a partícula (F = −∂U/∂r).

(d) (50%) Encontre a lei de força que leva uma partícula a se mover numa trajetória

espiral logarítmica, dada por r = keαφ, onde k e α são constantes.
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Questão 3 – Osciladores acoplados

Dois pêndulos de mesmo comprimento l e mesma massa m se encontram acoplados

por uma mola de constante de força κ, ver figura abaixo. As hastes de comprimento l são

rígidas e de massa desprezível. Considere θ1 e θ2 os ângulos entre as hastes e a vertical.

𝜃1 𝜃2
l l
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01. Num sistema massa-mola, conforme a figura 

(superfície horizontal sem atrito) onde k é a 
constante elástica da mola, a massa é deslocada 
de uma distância x0, passando a oscilar. 

 
a) Em que ponto, ou pontos, a energia cinética 

da massa é igual a 7/9 da energia potencial 
do sistema? 

b) A energia cinética pode ser superior à 
potencial em algum ponto? Explique sua 
resposta. 

 
02. Um oscilador harmônico se movimenta em um 

plano horizontal liso. Se a energia mecânica total 
é 80 J, determine sua energia cinética na posição 
+A/2 
a) 20 J 
b) 30 J 
c) 50 J 
d) 60 J 
e) 80 J 

 
03. (Peruano) Um bloco de 2 kg realiza um MHS e 

sua energia potencial elástica varia com a 
posição de acordo com o gráfico a seguir. 
Determine sua velocidade na posição x = 0,2 m. 

 
a) 2 m/s 
b) 4 m/s 
c) 6 m/s 
d) 8 m/s 
e) 10 m/s 

 
04. (Peruano) A energia mecânica de um oscilador 

harmônico horizontal é de 40 J e sua amplitude 
de oscilação é 0,5 m. O gráfico a seguir descreve 
a aceleração do bloco (m=4 kg) em função do 
tempo. Determine a energia cinética ao iniciar a 
análise do movimento. 

 
a) 10 J 
b) 15 J 
c) 20 J 
d) 25 J 
e) 30 J 

 

05. (Peruano) Um bloco unido a uma mola realiza 
um MHS sobre uma superfície horizontal lisa. 
Determine o quociente entre sua energia cinética 
e sua energia potencial, no instante que a 
deformação da mola é igual a metade da 
amplitude do movimento. 
a) 1/3 
b) 2/3 
c) 1 
d) 2 
e) 3 

 
06. (Peruano) Tem-se um oscilador harmônico cuja 

amplitude é A. Determine as posições onde a 
energia cinética do bloco é igual a energia 
potencial da mola. 
a) A; A� �  

b) A A;
2 2

� �  

c) A A;
2 2

� �  

d) A A;
3 3

� �  

e) A A;
3 3

� �  

 
07. (Peruano) Um oscilador harmônico se 

movimenta em um plano horizontal liso. Ao 
passar pelas posições x = A/2 e x = -A/4 
apresenta energia cinética tal como mostra o 
gráfico abaixo. Se A é a amplitude em metros e 
Ec a energia cinética em joules, determine 
aproximadamente a energia mecânica total do 
oscilador. 
a) 13,3 J 
b) 16,3 J 
c) 22,3 J 
d) 22,6 J 
e) 26,6 J 

 
 
08. Em um plano horizontal liso, um bloco de 2 kg 

unido a uma mola, oscila com uma freqüência 
cíclica de 10 rad/s. Se a relação entre a energia 
potencial elástica e a energia cinética do bloco 
está representada no gráfico a seguir. Determine 
a amplitude das 
oscilações.  
a) 0,175 m 
b) 0,15 m 
c) 0,1 m 
d) 0,05 m 
e) 0,075 m 

 
 
 
 
 

m m

𝜅

(a) (30%) No limite de pequenas oscilações, escreva a lagrangiana do sistema em termos

das coordenadas θ1, θ2, e suas derivadas. Despreze deformações da mola na direção

vertical.

(b) (20%) Encontre as equações de movimento do sistema.

(c) (35%) Resolva as equações de movimento para os modos normais de oscilação do

sistema.

(d) (15%) A partir dos modos normais, obtenha as expressões para as funções θ1(t) e

θ2(t).
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Questão 4 – Transformações canônicas

Considere a hamiltoniana

H(q, p) =
(q2 + p2)2

4
.

Tomando proveito da forma funcional de H(q, p), podemos definir transformações

q, p→ Q,P do tipo

q(Q,P ) = f(P ) senQ,

p(Q,P ) = f(P ) cosQ,

que tornam a nova coordenada Q cíclica em H̄(Q,P ) ≡ H[q(Q,P ), p(Q,P )]. Porém, nem

toda função f(P ) preserva a relação canônica entre P e Q.

(a) (35%) Determine para que f(P ) a transformação acima é canônica.

(b) (35%) Supondo as condições iniciais q(t = 0) = 0 e H(t = 0) = E, onde E > 0 é uma

constante, resolva as equações de Hamilton para Q e P e determine q(t) e p(t).

(c) (30%) A partir de H̄(Q,P ), calcule a lagrangiana em termos de Q e Q̇ e mostre que

Q também é cíclica em L̄(Q, Q̇).


