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Questão 1 – Termodinâmica

O ciclo de Carnot usual consiste de quatro processos que ocorrem em um gás ideal:

duas transformações isotérmicas e duas adiabáticas. Suponha que, em vez de um gás ideal,

o ciclo de Carnot ocorra com um gás de fótons. Neste caso, sabe-se que a energia interna

de um gás de fótons é U = σV T 4, onde σ é a constante de Stefan-Boltzmann, V é o

volume do gás e T é a sua temperatura absoluta.

(a) (30%) Calcule o calor específico (cV ) a volume constante, a entropia (S), a pressão (p)

e o potencial químico (µ) do gás de fótons. Dê suas respostas em função de V , T e σ.

Discuta fisicamente o resultado para o potencial químico.

(b) (20%) Combinando os resultados do item (a) para S e p, mostre que a equação de

estado do gás de fótons é dada por PV α = f(S), onde a função f(S) só depende da

entropia. Determine α e f(S).

(c) (20%) Esboce o ciclo de Carnot para o gás de fótons no plano p-V . Justifique as

formas das linhas isotérmicas e adiabáticas.

(d) (30%) Calcule o calor Q1 absorvido pelo gás na isotérmica à alta temperatura T1 e

o calor Q2 cedido na isotérmica à baixa temperatura T2. Mostre que a eficiência

do ciclo de Carnot com o gás de fótons, η = 1− |Q2|/|Q1|, é idêntica à do ciclo de

Carnot com o gás ideal operando entre as mesmas temperaturas.

Dados: dS = cV
dT
T
; p = −∂F

∂V

)
N,T

e µ = ∂F
∂N

)
p,T

, onde F é a energia livre de

Helmholtz e N é o número de fótons no gás.
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Questão 2 – Ensemble canônico

Considere um sistema com N átomos não interagentes na presença de um campo

magnético externo uniforme, ~H = Hẑ. Cada átomo i (= 1, 2, ..., N) possui spin 1/2

e momento magnético de spin ~µi, com componente µiz = µSiz ao longo da direção do

campo, onde µ > 0 é uma constante e Siz = ±1. O hamiltoniano do sistema é dado por

H = −
N∑
i=1

~µi · ~H.

(a) (20%) Calcule a função de partição canônica do sistema. Expresse sua resposta em

função de µ, H, N e β = 1/(kBT ).

(b) (20%) Obtenha uma expressão para a energia livre do sistema.

(c) (20%) Obtenha uma expressão para a energia interna do sistema.

(d) (20%) Obtenha uma expressão para a entropia do sistema.

(e) (20%) Levando em consideração a terceira lei da termodinâmica, o que se pode afirmar

sobre a degenerescência do estado fundamental deste sistema?
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Questão 3 – Estatística de Fermi-Dirac

Um bloco cúbico de cobre possui aresta L e N elétrons livres. Considere que estes

elétrons não interagem nem com os átomos do material nem entre si, formando, portanto,

um gás ideal de elétrons livres. O sistema encontra-se à temperatura T = 0 K.

(a) (20%) Determine o vetor de onda de Fermi kF desse gás ideal de elétrons livres.

Expresse sua resposta em função de L e N .

Seja L = 1 cm e N = 8, 5 × 1022. Obtenha a ordem de grandeza da energia de

Fermi εF do sistema (em eV).

Dados: considere a massa do elétron m = 9, 1 × 10−31 kg; carga do eletron q =

−1, 6× 10−19 C; ~ = 1, 1× 10−34 J·s; 1 J = 6, 2× 1018 eV.

(b) (30%) Encontre uma expressão para a densidade D(ε) de estados de energia ε desse

gás ideal de elétrons livres.

(c) (30%) Seja ∆U(T ) = U(T ) − U(0) o incremento na energia livre do gás ideal de

elétrons livres quando a sua temperatura absoluta aumenta de T = 0 K até T .

Mostre que ∆U pode ser escrito na forma

∆U(T ) =

∫ ∞
εF

dε(ε− εF )D(ε)f(ε) +

∫ εF

0

dε(εF − ε)D(ε)[1− f(ε)],

onde f(ε) denota a distribuição de Fermi-Dirac. Interprete fisicamente a contribuição

para ∆U de cada integral acima.

Sugestão: Some
∫ εF
0
dεεFD(ε)−

∫ εF
0
dεεFD(ε)f(ε)−

∫∞
εF
dεεFD(ε)f(ε) = 0 à definição

de ∆U(T ).

(d) (20%) Suponha, agora, que kBT/εF � 1, de modo que D(ε) ≈ D(εF ). Considere

também o potencial químico µ = εF . Partindo do resultado do item (c), obtenha

uma expressão para o calor específico do sistema. Mostre que a sua dependência

com T é linear para este regime de temperaturas.

Dado: ∫ ∞
−∞

dxx2
ex

(ex + 1)2
=
π2

3
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Questão 4 – Modelo de Ising em 1D

Considere uma cadeia unidimensional de N spins Ising, Si = ±1, com i = 1, 2, ..., N .

Apenas spins que são primeiros vizinhos interagem com energia −J . Na presença de um

campo magnético uniforme de móduloH na direção dos spins, o hamiltoniano do sistema é

H = −J
N∑
i=1

SiSi+1 − µH
N∑
i=1

Si,

onde µ > 0 é uma constante com unidade de momento magnético e condições periódicas

de contorno são aplicadas, SN+1 = S1.

(a) (30%) Expresse a função de partição canônica ZN do sistema em termos de

T (Si, Si+1) = exp

[
βJSiSi+1 + β

µH

2
(Si + Si+1)

]
,

onde β = 1/(kBT ).

(b) (30%) Considere H = 0 neste item e nos itens a seguir. De acordo com a definição

acima, T (Si, Si+1) pode ser interpretado como os elementos de uma matriz de dimen-

são 2×2. Sejam λ+ e λ− os autovalores dessa matriz a H = 0, tal que λ+ > λ− > 0.

Calcule λ+ e λ−. Expresse ZN em função de λ+, λ− e N .

(c) (30%) No limite termodinâmico N → ∞, sabe-se que λN+ � λN− . Calcule a energia

livre f por spin nesse limite. Dê sua resposta em termos de β e J .

(d) (10%) Suponha, agora, um estado ordenado em que todos os spins estejam alinhados

para cima, Si = +1. Se a partir de um certo ponto na cadeia todos os spins se

invertem, considere que a energia livre do sistema sofre uma variação

∆F = 2J − β−1 lnN.

Baseado nessa informação, é possível que o sistema Ising em 1D se apresente no

equilíbrio termodinâmico no estado ordenado com todos os spins Si = +1 no limite

termodinâmico? Justifique.


