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QUESTAO 1: OSCILAGOES

A figura abaixo mostra duas pequenas esferas de massa m cada, conectadas a trés
molas de mesma constante elastica k. Duas das molas estao fixadas a paredes verticais.
Os pontos de fixacao das molas as paredes se encontram a uma mesma altura e separados
por uma distancia horizontal d. Por conveniéncia, a origem de um sistema de coordenadas
esta situada a uma distancia d/2 e na mesma altura dos pontos de fixagdo. A aceleragao
gravitacional no local é g = —gy.

(a) (10%) Escreva as equagoes de movimento para cada uma das esferas.
(b) (30%) Determine as posigoes de equilibrio de cada esfera.

(c) (40%) Utilize as transformagoes de varidveis q = uy — u; ¢ Q = up + u; para
desacoplar as equagoes de movimento e obtenha os modos normais de vibracao do
sistema (i.e., descreva os modos coletivos e calcule suas frequéncias de oscilagao).

(d) (20%) Suponha que as esferas estejam inicialmente em repouso, com a esfera 1 na
sua posicao de equilibrio [determinada no item (b)], enquanto a esfera 2 na origem
do sistema de coordenadas. Em ¢ = 0 o sistema é liberado. Determine as equagoes
horarias para as posicoes das esferas 1 e 2 para t > 0.
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QUESTAO 2: FORMALISMO LAGRANGIANO

Um péndulo de comprimento ¢ e massa m esta localizado numa regiao de campo
gravitacional uniforme, onde a aceleracao da gravidade é g = —gy e y é o vetor unitario
ao longo do eixo y. Tal péndulo faz um angulo v com a vertical, como ilustra a figura
abaixo. Sabe-se que o ponto de suporte do péndulo move-se ao longo da direcao vertical
com uma posigdo dada por d(t), que ¢ uma funcdo apenas do tempo t. Quaisquer efeitos
de atrito e resisténcia do ar sao desprezados. O nivel de referéncia para a energia potencial
gravitacional nula ¢ y = 0.

Atencao: Neste problema use a coordenada « como sua coordenada generalizada.
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(a) (20%) Escreva o Lagrangiano do sistema.

(b) (40%) Utilizando a equagao de Euler-Lagrange, obtenha a equagao de movimento
para o angulo a.

(c) (40%) Supondo que d(t) = At?/2, onde A ¢ uma constante positiva, calcule o periodo
de oscilagdo do péndulo para pequenas oscilagdes (pequenos angulos ).
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QUESTAO 3: FORMALISMO HAMILTONIANO E CAMPO CENTRAL

Uma particula de massa m = 1 (em unidades arbitrarias) esta restrita a se mover sobre
a superficie de um cone, com o vértice para cima e cuja geratriz faz angulo o com o eixo z
(ver figura). A aceleracao gravitacional local é dada por g = —g¢Zz, onde g é constante, e a
trajetoria da particula pode ser descrita em coordenadas cilindricas por (p(t), ¢(t), z(t)),
onde ¢ é o tempo.

(a) (35%) Encontre a Hamiltoniana H do sistema em coordenadas cilindricas.

(b) (25%) Identifique as grandezas conservadas enquanto a particula se move sobre a
superficie do cone. Justifique sua resposta.

Considere que, em t = 0, a particula se encontra no eixo x, a uma distancia py do eixo z,
e com velocidade radial v,, de tal modo que
,  F*sen’a

+—
, 0

v = 2gposen « cos «,

onde ¢ é a componente z do momento angular.

(c) (25%) A partir da energia mecanica do sistema em coordenadas cilindricas e uti-
lizando u = ¢/p, mostre que,

(du)2+ 5 o 2lgsenacosa
sen‘au’ = :

do u
(d) (15%) Determine a trajetoria da particula, i.e., p = p(¢), para £ # 0.
tan a
3

Sugestao: Utilize s? = u® e resolva a integral resultante.

20g

Dados:

dw .
———— = arcsin w + constante
1 —w?
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QUESTAO 4: TRANSFORMAGOES CANONICAS

Considere a seguinte transformacao das variaveis (g, p) para as variaveis (Q, P):

P (p —iaq)

Q = p+iagq, = :
2ia

)
onde a é uma constante.

(a) (20%) Tal transformagao é candnica? Justifique sua resposta quantitativamente e
em detalhe.

(b) (45%) Encontre a funcao geradora S = S(q, Q) para tal transformagao.

(c) (35%) O Hamiltoniano no sistema (q, p) ¢ dado por H = (p? + a®¢?)/2. Escreva as
equagoes de Hamilton para as coordenadas (@, P) e obtenha expressoes para Q(t) e
P(t), sabendo que em t =0, Q(0) = Qo e P(0) = F.




