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Questão 1 – Fundamentos

Considere um sistema físico no espaço tridimensional gerado por uma base ortonormal

constituída pelos kets |v1〉, |v2〉, |v3〉. Nesta base e com os kets nesta ordem, o operador

hamiltoniano do sistema H e os operadores A e B são descritos por:

H = ~ω


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 ; A = α


1 0 0

0 i 0

0 0 −i

 ; B = β


0 1 0

1 0 0

0 0 1

 ,

ω, α e β são constantes reais.

(a) (10%) Quais dos operadores acima representam observáveis físicos? Justifique.

(b) (40%) Obtenha a base que diagonaliza os operadores H e B.

(c) (50%) Uma medida do observável representado pelo operador B é realizada quando

o sistema se encontra no estado abaixo:

|φ〉 =
1

2
|v1〉 −

1√
2
|v2〉+

1

2
|v3〉 .

Utilize o resultado do item anterior para determinar que valores podem ser obtidos e

com que probabilidades. Para cada caso determine o vetor de estado após a medida.
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Questão 2 – Momento Angular

Um sistema quântico é constituído de dois momentos angulares j1 = 1 e j2 = 1/2.

(a) (20%) Determine os possíveis valores do momento angular total ~J = ~J1 + ~J2 e indique

a forma irredutível (genérica) de uma matriz de rotação neste espaço.

(b) (40%) Construa os kets da base |j,m〉 do subespaço com maior valor de j em

função dos kets da base |j1, j2,m1,m2〉 e determine os coeficientes de Clebsch-Gordan

(〈j1, j2,m1,m2|j,m〉): 〈1, 12 , 0,
1
2
|3
2
, 1
2
〉 e 〈1, 1

2
,−1, 1

2
|3
2
,−1

2
〉.

Considere que o sistema físico seja o elétron do átomo de Hidrogênio. Devido ao spin,

temos que levar em conta a correção de origem relativística, conhecida como estrutura fina.

Esta correção, além de deslocar os níveis de energia, quebra a degenerescência através do

termo de acoplamento spin-órbita, representado por H = a ~L · ~S, onde a é uma constante

de acoplamento.

(c) (40%) Explicite como este termo de interação quebra a degenerescência do estado 2p

(n = 2 e l = 1). Determine os novos autoestados e esboce um diagrama de níveis.

Dados:

〈j ′ ,m′ |J2|j,m〉 = j(j + 1)~2δj′jδm′m

〈j ′ ,m′ |Jz|j,m〉 = m ~ δj′jδm′m

〈j ′ ,m′|J±|j,m〉 = ~
√
j(j + 1)−m(m± 1) δj′jδm′m±1
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Questão 3 – Oscilador Harmônico Quântico e Estados Coerentes

Um oscilador harmônico unidimensional tem massa m e frequência angular ω. No

tempo t = 0, um estado Ψ(x, t) do oscilador harmônico é autofunção do operador de

aniquilação â com autovalor α (um número complexo), ou seja â Ψ(x, 0) = αΨ(x, 0).

(a) (30%) Mostre que

Ψ(x, 0) = c0

∞∑
n=0

αn√
n!
ϕn,

em que ϕn é a autofunção normalizada do hamiltoniano com número quântico n, e

c0 é uma constante de normalização.

(b) (20%) Aplicando o operador de evolução temporal e comparando com os resultados

obtidos no item (a), mostre que num tempo posterior t, Ψ(x, t) é uma autofunção

de â com autovalor α exp(−iωt).

(c) (30%) Mostre que se α = λexp(iρ), onde λ, ρ ∈ <, então

|Ψ|2= 1√
2πδ

exp[−(x− x0)2/2δ2], com x0 = 2δλcos(ρ− ωt) e δ2 = ~/2mω.

(d) (20%) Analise a evolução temporal do estado do oscilador harmônico, ilustrando sua

análise com esboços da forma do estado do sistema em vários tempos.

Dados:

â =
1√

2m~ω
(mωx̂+ ip̂x) ∼

1

2δ
x+ δ

d

dx
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Questão 4 – Dinâmica Quântica: Ressonância Magnética

Um sistema de nêutrons está sujeito a um campo magnético uniforme e constante B0

ao longo da direção z e a um campo magnético girante no plano x− y, com componentes

Br cos(ωt) ao longo de x e Br sen(ωt) ao longo de y, com Br constante.

(a) (20%) Mostre que o hamiltoniano pode ser escrito na forma H = H(0) +H(1), com

H(0) = −1

2
~ωLσz, ωL = γnB0,

H(1) = −1

2
~ωr [σxcos(ωt)− σysen(ωt)] , ωr = γnBr,

em que σx, σy, σz, são as matrizes de Pauli para o nêutron, e γn = gnµB/~ é o fator

giromagnético destas partículas.

(b) (40%) Se o estado de spin do nêutron for dado por

|Ψ(t)〉 = cα exp(
iωLt

2
) |α〉+ cβ exp(

−iωLt
2

) |β〉 ,

onde |α〉 e |β〉 são autoestados de H(0), mostre que os coeficientes cα e cβ satisfazem

às relações

ċα =
1

2
i ωr exp(iqt) cβ, ċβ =

1

2
i ωr exp(−iqt) cα, q = ω − ωL.

(c) (40%) Se em t = 0 todos os nêutrons estiverem no estado |α〉, mostre que a fração de

nêutrons no estado |β〉, no tempo t, é dada por

|cβ(t)|2 =
ω2
r

q2 + ω2
r

sen2(
√
q2 + ω2

r t/2).

Dados:

σx =

 0 1

1 0

 ; σy =

 0 −i

i 0

 ; σz =

 1 0

0 −1

 .


