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QUESTAO 1 — FORMALISMO LAGRANGIANO, PEQUENAS OSCILACOES

Suponha que uma conta (particula com furo no meio) de massa m esteja restrita a se

mover ao longo de um arame com o formato y = o 22

, como ilustrado na figura abaixo,
onde o é uma constante positiva. A conta também esta presa a uma mola com constante
de mola k£ cujo comprimento natural, quando nao esti comprimida nem estendida, é L.
A segunda extremidade da mola esta fixada na posicao 7 = 2Ly. Considere que nao haja

atrito e que a aceleracao local da gravidade seja dgrqp = —g9.

(a) (40%) Usando a coordenada x da conta como coordenada generalizada, monte o

lagrangiano desse sistema.

(b) (30%) Note que no caso especial & = 1/(8L) a expressao que aparece dentro da raiz
quadrada na resposta do item anterior é um quadrado perfeito, de forma que a raiz
pode ser extraida. Use esse fato para simplificar o lagrangiano e encontre a equacao

de movimento nesse caso especial.

(c) (30%) Encontre o(s) ponto(s) de equilibrio da conta no caso especial a = 1/(8L) e
obtenha o(s) periodo(s) das pequenas oscilagoes em torno desse(s) ponto(s). Dica:
Assuma que o movimento em torno do ponto de equilibrio € do tipo harmonico e, na

equacao de movimento, considere apenas termos lineares na amplitude.
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QUESTAO 2 — MODOS NORMAIS DE OSCILAGAO

Dois blocos de mesma massa m estao presos a molas, cujas constantes de mola sao k e
ko, com as extremidades das molas de constantes k fixadas sobre um corpo de massa M,
conforme ilustrado abaixo. O corpo de massa M esta livre para se mover sobre a superficie
horizontal. Nao existe atrito entre nenhuma das superficies de contato. Na figura, z; e x5
representam os deslocamentos das massas com relagao as respectivas posicoes de equilibrio

e X denota a posicao da massa M em um referencial inercial.
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(a) (40%) Obtenha a lagrangiana do sistema em termos das coordenadas x1, xo ¢ X e de

suas velocidades z1, 9 e X.

(b) (40%) Determine as frequéncias dos modos normais de oscilagdo deste sistema e

descreva fisicamente estes modos.

(c) (20%) Suponha agora que exista atrito entre o corpo de massa M e a superficie hori-
zontal. Considerando que o sistema é posto a oscilar a partir de uma condigao inicial
arbitraria, qual(is) modo(s) sobrevivera(ao) apos o periodo transiente. Explique sua

resposta.
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QUESTAO 3 — POTENCIAL CENTRAL, LEIS DE CONSERVAGAO

Suponha que exista um Universo paralelo onde a forca de atragao gravitacional que
uma massa pontual m; na posicao 7] exerce sobre uma massa pontual ms na posicao
seja a seguinte:

_ K myms -
= —(Tl—TQ) = |F| =
|71 — 7%
onde K ¢é uma constante positiva. Considere que M ¢ a massa de uma estrela nesse
Universo e m a massa de um planeta que orbita tal estrela. Assumindo que m < M,
de forma que podemos considerar que a estrela nao se move no referencial do centro de

massa, faca o que é pedido abaixo.

(a) (10%) Demonstre que o momento angular do planeta é conservado e que a 6rbita do

planeta esta contida em um plano.

(b) (10%) A segunda lei de Kepler (lei das areas) vale nesse Universo? Demonstre sua

resposta.

(c) (20%) Supondo orbitas circulares, diga qual é o analogo da terceira lei de Kepler (lei

dos periodos) nesse Universo.

(d) (40%) Usando coordenadas polares (r, #) para descrever a posi¢ao do planeta no plano
da orbita (com a estrela estando na origem), obtenha uma equagao diferencial de
primeira ordem para r(t) sabendo que a energia mecanica do sistema planeta-estrela

¢ E e que o mdédulo do momento angular do planeta é L.

(e) (20%) Demonstre que existem orbitas circulares e explique se essas Orbitas sdo es-

taveis.

Dados:

Sendo {7, 9} a base ortonormal polar, temos:

S . dr dr . do -
r=rr = +r—=0.

aat T
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QUESTAO 4 - TRANSFORMAGOES CANONICAS

Considere uma transformagao de coordenadas do tipo ¢; = f;(Q1,Qs,...Qs, 1) (trans-

formacgao pontual), onde ¢; (i = 1,2,3, ..., s) sao coordenadas generalizadas.

(a) (40%) Mostre que as equagdes de Euler-Lagrange sdo invariantes por esta transfor-

magao.

(b) (40%) Obtenha o momento canénico Py, conjugado a coordenada @, e a energia
total do sistema em termos de p;, H(q;, p;,t) e de derivadas das fungoes f;, onde p;

¢ o momento conjugado a ¢; e H(q;, p;,t) é o hamiltoniano.

(c) (20%) Faga uso do resultado anterior para mostrar como o momento candnico e
a energia de uma particula se transformam quando passamos de um sistema de
coordenadas cilindricas parado para um referencial que gira em torno do eixo z com

velocidade angular constante ().




