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Resumo

Young e Bakir (1987) propds a classe de Modelos Lineares Log-Gama Generalizados (MLLGG)
para analisar dados de sobrevivéncia. No nosso trabalho, estendemos a classe de modelos pro-
posta por Young e Bakir (1987) permitindo uma estrutura ndo linear para os parametros de
regressdo. A nova classe de modelos é denominada como Modelos Nao Lineares Log-Gama
Generalizados (MNLLGG). Com o objetivo de obter a correcdo de viés de segunda ordem dos
estimadores de mdxima verossimilhanga (EMV) na classe dos MNLLGG, desenvolvemos uma
expressao matricial fechada para o estimador de viés de Cox e Snell (1968). Analisamos, via
simulacao de Monte Carlo, os desempenhos dos EMV e suas versdes corrigidas via Cox e Snell
(1968) e através da metodologia bootstrap (Efron, 1979). Propomos também residuos e técni-
cas de diagnostico para os MNLLGG, tais como: alavancagem generalizada, influéncia local
e influéncia global. Obtivemos, em forma matricial, uma expressdo para o fator de corre¢cdo
de Bartlett a estatistica da razdo de verossimilhancas nesta classe de modelos e desenvolvemos
estudos de simulag@o para avaliar e comparar numericamente o desempenho dos testes da ra-
730 de verossimilhancas e suas versdes corrigidas em relacido ao tamanho e poder em amostras
finitas. Além disso, derivamos expressdes matriciais para os fatores de correcdo tipo-Bartlett
as estatisticas escore e gradiente. Estudos de simulacdo foram feitos para avaliar o desempe-
nho dos testes escore, gradiente e suas versoes corrigidas no que tange ao tamanho e poder em
amostras finitas.

Palavras-chave: Bootstrap. Correcao de Bartlett. Correcado de viés. Correcao tipo-Bartlett.
Distribuicdo log-gama generalizada. Modelo nao linear. Residuos. Técnicas de diagndstico.
Teste da razao de verossimilhancas. Teste escore. Teste gradiente.



Abstract

Young e Bakir (1987) proposed the class of generalized log-gamma linear regression models
(GLGLM) to analyze survival data. In our work, we extended the class of models proposed by
Young e Bakir (1987) considering a nonlinear structure for the regression parameters. The new
class of models is called generalized log-gamma nonlinear regression models (GLGNLM). We
also propose matrix formula for the second-order bias of the maximum likelihood estimate of
the regression parameter vector in the GLGNLM class. We use the results by Cox and Snell
(1968) and bootstrap technique [Efron (1979)] to obtain the bias-corrected maximum likelihood
estimate. Residuals and diagnostic techniques were proposed for the GLGNLM, such as ge-
neralized leverage, local and global influence. An general matrix notation was obtained for
the Bartlett correction factor to the likelihood ratio statistic in this class of models. Simulation
studies were developed to evaluate and compare numerically the performance of likelihood ra-
tio tests and their corrected versions regarding size and power in finite samples. Furthermore,
general matrix expressions were obtained for the Bartlett-type correction factor for the score
and gradient statistics. Simulation studies were conducted to evaluate the performance of the
score and gradient tests with their corrected versions regarding to the size and power in finite
samples.

Keywords: Bartlett correction. Bartlett-type correction. Bias correction. Bootstrap. Diag-
nostic techniques. Generalized log-gamma distribution. Gradient test. Likelihood ratio test.
Nonlinear model. Residual. Score test.
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Introducao

A efic4dcia de um modelo de regressdo paramétrico depende da escolha correta da distri-
buicdo da varidvel aleatéria dependente. Diferentes modelos de regressdao foram propostos na
literatura para andlise de dados de sobrevivéncia, tais como aqueles baseados nas distribui¢oes
gama, log-normal, Weibull e valores extremos. Exceto para a distribui¢do valor extremo, as ou-
tras distribui¢des normalmente fornecem ajustes satisfatorios na parte central dos dados, mas
muitas vezes nao conseguem ter um bom ajuste nas caudas. Isto porque a quantidade de dados
relevantes para inferéncia na cauda da distribui¢ao pode ser limitada, mesmo quando grandes
quantidades de dados estdo disponiveis para inferéncia na parte central da distribui¢ao. A classe
dos modelos de regressao baseados na distribuicao log-gama generalizada (Lawless, 1980) t€m
sido amplamente aplicada nas dreas de andlise de confiabilidade e sobrevivéncia, inclui como
casos especiais 0 modelo normal, ja bastante conhecido, e 0 modelo de regressao valor extremo
tipo I, que é comumente utilizado para modelagem de dados referentes a terremoto, inundagao,
entre outros desastres naturais. Neste trabalho, propomos a classe de modelos de regressdao
nao lineares log-gama generalizados (MNLLGG) que abrange o modelo de regressdo linear
log-gama generalizado (MLLGG) apresentado por Young e Bakir (1987).

A estima¢do dos parametros nos MNLLGG ¢ feita pelo método da maxima verossimi-

lhanca, que por sua vez fornece, em geral, estimadores viesados. Em alguns casos, o viés
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€ considerado insignificante quando comparado ao erro padrdo dos estimadores de médxima
verossimilhanca (EMV), visto que ele é de ordem n~!, enquanto o desvio padrio da estimativa

¢ de ordem n—!/2

. Porém, no caso de modelos ndo lineares quando o tamanho da amostra é
pequeno ou a informacgdo de Fisher € reduzida, o viés passa a ter uma magnitude comparavel
ao erro padrao do EMV (Cordeiro, 1999). Deste modo, é de suma importancia o cdlculo do
viés de segunda ordem dos EMV a fim de obtermos estimadores mais precisos.

Para os testes de hipoteses sobre os parametros dos MNLLGG, podemos utilizar as estatis-
ticas da razdo de verossimilhangas (LR), escore (S,) e gradiente (Sg). As distribui¢Oes exatas
dessas estatisticas sdo geralmente desconhecidas. Mas, em problemas regulares e em grandes
amostras, as trés estatisticas possuem distribui¢cdes que podem ser aproximadas, sob a hipdtese
nula (Hp), pela distribui¢io qui-quadrado (?). Para a estatistica LR o erro dessa aproximagao

—1/2 Encontramos

¢ de ordem n~!, enquanto para as estatisticas S, e S ¢ €sse erro € de ordem n
varios estudos na literatura cujo objetivo € obter ajustes para as estatisticas LR, S, € S, que
reduzam esses erros de aproximacgdo. A idéia é modificar essas estatisticas por um fator de cor-
recdo. No caso da estatistica LR, Bartlett (1937) propds um fator de corre¢ao produzindo uma
estatistica modificada com o primeiro momento igual ao da distribui¢io x> de referéncia, sob
Hy. Por outro lado, Cordeiro e Ferrari (1991) e Vargas et al. (2013) propuseram fatores de cor-
recodes tipo-Bartlett para as estatisticas S, e S,, respectivamente, produzindo novas estatisticas
com distribui¢io y? até erro de ordem n~!, sob Hj.

A precisdo das inferéncias realizadas, no entanto, dependerd da qualidade do modelo. Por
isso, € necessario verificar se 0 modelo ajustado se adequa bem aos dados e se existem obser-
vagdes discrepantes com alguma influéncia desproporcional ou inferencial nos resultados do
ajuste. Esta andlise € feita através dos residuos produzidos pelo modelo, assumindo o modelo
como correto e investigando se as conclusdes feitas sdo coerentes. Além disso, é importante
verificar a existéncia de observacdes influentes, isto €, pontos que exercem uma influéncia des-

proporcional nas estimativas dos parametros do modelo ao serem omitidos no ajuste do mesmo

ou submetidos a uma pequena perturbagdo.
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Diante do exposto, neste trabalho destacamos dois aspectos inferenciais no MNLLGG
usando a teoria assinttica: o primeiro corresponde a obtencdo da expressdo do viés de se-
gunda ordem dos EMV dos parametros do modelo e o segundo visa a obtencdo de ajustes
para as estatisticas LR, S, e S,. Sobre estes temas, encontramos na literatura, os mais recentes
trabalhos de Cordeiro e Cribari-Neto (2014) e de Lemonte (2016). Adicionalmente, desenvol-
vemos técnicas de andlise de residuo e diagndstico para 0o MNLLGG. Nossos resultados ndo se
aplicam para observagdes censuradas.

O trabalho é desenvolvido como segue. No Capitulo 2, introduzimos o modelo nao linear
log-gama generalizado, bem como seus aspectos inferenciais, considerando o pardmetro de
forma A2 fixo. No Capitulo 3, desenvolvemos uma expressdo, em forma fechada, para o viés
de segunda ordem de Cox e Snell (1968) dos EMV dos parametros do MNLLGG. Além disso,
discorremos sobre a obten¢do da correcdo de viés via a metodologia bootstrap (Efron, 1979).
Resultados numéricos sobre o desempenho dos EMV, bem como das suas versoes corrigidas,
em amostras de tamanho finito e aplica¢des a dados reais também sio apresentados neste ca-
pitulo. No Capitulo 4 apresentamos a obten¢do, em notagdo matricial, do fator de corre¢do de
Bartlett para a estatistica LR e do fator de corre¢do tipo-Bartlett para as estatisticas S, e Sg na
classe dos MNLLGG. Estudos de simulacdo via Monte Carlo sdo apresentados com o objetivo
de comparar o desempenho dos testes baseados nas estatisticas LR, S, € S, com suas respectivas
versoes corrigidas em relacdo ao tamanho e poder em amostras finitas. No Capitulo 5 sdo de-
senvolvidas técnicas de diagndstico para os MNLLGG baseadas nas medidas de alavancagem
generalizada, influéncia local e influéncia global. Finalmente, no Capitulo 6, encontram-se as
consideragdes finais.

Os resultados numéricos foram obtidos utilizando a versdo 4.10 da linguagem matricial
de programacdo Ox para sistema operacional Windows. Esta linguagem foi criada por Jurgen
Doornik, em 1994, na Universidade de Oxford (Inglaterra). Ela € muito flexivel com sintaxe
similar as sintaxes das linguagens de programacao C e C++. Mais detalhes sobre esta lingua-

gem de programacdo podem ser encontrados em Doornik (2007) e em Cribari-Neto e Zarkos
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(2003). As apresentacdes graficas foram produzidas no ambiente de programacgao R, tendo sido
utilizada a versdo 3.1.1 para a plataforma Windows. O R é um ambiente integrado que possui
grandes facilidades para manipula¢do de dados, geracdo de graficos e modelagem estatistica
em geral (vide Cribari-Neto e Zarkos,1999; Ihaka e Gentleman 1996; Venables e Ripley, 2002;
Rizzo, 2008; Fox e Weisberg, 2011; Mello e Peternelli, 2013).
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Modelo Nao Linear Log-Gama Generalizado

Dados de sobrevivéncia sao utilizados em anélises em que o interesse estd no tempo de
ocorréncia de um determinado evento. Nas industrias, o interesse pode estar no tempo médio
de vida de um produto ou no tempo de falha associados aos materiais expostos a fadiga, um
dano estrutural que ocorre quando um material € exposto a flutuacdes de estresse e tensdo. Na
area médica o tempo entre o diagndstico de uma doencga e o falecimento ou a cura do paciente,
assim como ao tempo entre a remissao (paciente livre de sintomas) e a recidiva da doenga sao
de suma importancia para o tratamento da mesma. J4 na drea ambiental, o tempo de ocorréncias
de alguns fendmenos, tais como temperatura minima, chuvas em periodo de seca, entre outros,
¢ de suma importancia na prevenc¢do de catdstrofes ambientais.

Na literatura, encontramos vérias distribui¢des ultilizadas para modelar a taxa de ocorréncia
do evento, comumente chamada de taxa de falha. A distribui¢do gama generalizada (GG), pro-
posta por Stacy (1962) abrange algumas dessas distribuicdes tais como a exponencial, Weibull,
gama e a log-normal. No entanto, dificuldades em realizar inferéncia para a distribui¢cdo GG,
levou Prentice (1974) a propor uma reparametrizacio de forma a obter a distribuicdo log-gama
genelarizada (LGG). Uma nova reparametrizacdo apresentada por Lawless (1980) € definida
como segue. Seja W uma varidvel aleatéria gama com parametro escalar unitdrio e parame-

tro de forma A2. A varidvel aleatéria transformada Z = A [log(W) — 2log(A)] tem distribuicdo
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LGG com func¢do de densidade (Lawless, 2003, p. 44)

2221
flmA)= )12@2) exp[Az+A%c(A) =A% exp{A~'z+c(A)}], z € R, (1)

em que ¢(A) = w(A2?) —log(A?) com y(p) = dlogI'(p)/dp sendo a fungio digama. A distri-
bui¢do LGG inclui casos especiais, como a distribui¢do normal quando A — oo e a distribui¢@o
valor extremo tipo I quando A = 1. Temos que E(Z) = 0 e Var(Z) = A2y(D(A2), em que
l[/(l) () denota a primeira derivada da funcéo digama. Neste trabalho, assumimos que o para-
metro de forma A2 é uma constante positiva fixa.

O modelo de regressao linear que considera a distribui¢do LGG para a varidvel resposta
(modelo linear log-gama generalizado - MLLGG) surge, entdo, como membro da familia dos
modelos de locagdo e escala para o logaritmo do tempo de falha apresentada por Lawless
(1980). Esta familia de modelos, também conhecida como modelos de tempo de vida ace-
lerado, analisa o efeito de uma ou mais covaridveis associadas ao tempo de falha e ainda inclui
os modelos de regressao normal, log-normal e gama generalizada. O nosso trabalho é baseado
na parametrizagdo utilizada por Young e Bakir (1987), os quais propuseram um estimador de
maxima verossimilhanca (EMV) corrigido para os pardmetros de regressdo e o parametro es-
calar do MLLGG. No entanto, varios estudos sio encontrados na literatura baseados em outras
parametrizacOes da distribuicdo LGG, como por exemplo, DiCiccio (1987), o qual obteve es-
timativas aproximadas para os quantis e o parametro de escala da distribuicao LGG; Ortega,
Bolfarine e Paula (2003), que consideraram um estudo de influéncia local em modelo log-gama
generalizado estendido com observagdes censuradas; Ortega, Cancho e Paula (2008) analisa-
ram aspectos de inferéncia estatistica e modelagem na presenca de dados censurados neste
mesmo modelo; Ortega ef al. (2012) apresentaram uma nova extensdo da LGG, a distribui-
cdo log-gama generalizada exponenciada; Hashimoto ef al. (2013) propuseram um modelo de
regressdo de locag@o e escala baseada na distribuicdo LGG para a modelagem de dados com

censura intervalar; Agostinelli, Marazzi e Yohai (2014) propuseram estimadores robustos no
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modelo log-gama generalizado estendido.

Uma das particularidades da familia LGG € a distribuicao Valor-Extremo, amplamente uti-
lizada na modelagem de valores extremos de fenomenos da natureza. Barreto-Souza e Vascon-
cellos (2011) introduziram o modelo de regressdo ndo linear valor-extremo e derivaram uma
expressao de viés de segunda-ordem de Cox e Snell (1968) dos EMV dos parametros deste
modelo. Vale salientar que Barreto-Souza e Vasconcellos (2011) assumiram uma estrutura de

regressdo ndo linear tanto para parametro de loca¢do quanto para o parametro de escala.

2.1 Definicao

Considere que Yi,...,Y, sejam varidveis independentes. Introduzimos o modelo ndo

linear log-gama generalizado (MNLLGG) definido por
Yi:n(-xbﬁ)_'_eziv i=1,...,n, (2)

em que os erros Zi,...,Z, sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
com fungdo densidade da LGG dadaem (1), B = (Bi,...,B,) " é um vetor de p (p < n) pardme-
tros desconhecidos a serem estimados, x; = (x;i,. .. ,x,~k)T representa os valores de k varidveis
explicativas. Assumimos que ¢ definido no subconjunto Qg de R” e 71(-;-) € uma fun-
¢do possivelmente nao linear no segundo argumento, continua e diferencidvel com respeito aos
componentes de B tal que a matriz de derivadas X = X(B) =an/dB ", comn = (n,...,n,) ",
tem posto p para todo . O parametro de escala 6, assim como f3, é considerado desconhecido.
Quando 71 (x;, ) = x;' B temos 0 MLLGG de Young e Bakir (1987).

Consideremos um MNLLGG definido por (1) e (2) e o vetor (p + 1) de parAmetros & =
(B,0)". Quando A = 1, 0o MNLLGG ¢ equivalente ao modelo de regressio nio linear valor-

extremo proposto por Barreto-Souza e Vasconcellos (2011). Inferéncia para o modelo de re-

gressdo proposto pode ser realizado com base nos EMV do vetor de pardmetros £. Dado o
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vetor de observagdes (y1,...,y,) ', o logaritmo da funcio de verossimilhanca (funcio de log-

verossimilhanga) dos parAmetros para & é dado por:

I(E) = (2A% — 1)nlog A —nlog[(A%) + 4 izi+nlzc(l) —lziexp{% +c(l)} —nlogh. (3)
i=1 i=1

Assumimos que a funcdo de log-verossimilhanga satisfaz as condicdes de regularidades (Cox

e Hinkley, 1974, Capitulo 9).

2.2 Aspectos Inferenciais

Definimos a matriz estendida X*, de dimensdo (n+ 1) x (p+ 1), da forma

. X 0
X = )
T
0, 1
em que 0; e 0, sdo vetores de zeros de tamanhos n e p, respectivamente. Dessa forma, a fungao
escore para o vetor de parAmetros &, condicionando em A, é dada por:
dl(&) A

Us = —22 = _Z%*Tpm1
£ 9 0 ’

em que 1 é vetor de tamanho n de uns e M = (M;,m) )" é uma matriz de dimensdo (n+ 1) x
n, com M; =diag{my1,...,my,} sendo uma matriz diagonal de dimenséo n x n cujo i-ésimo
elemento é my; = 1 —exp{A~'z;+c(A)} e my um vetor de tamanho n, com my; = my;z; +1/A,
i=1,...,n.

Seja —1;55 a matriz de informagdo observada de Fisher para & = (ﬁT, 0)", temos que
1E) | Les Lpo

Lee=——22 = 4)
¢ . .
0606\ Lgs Loo
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sendo

T 1 ~ > A’ kk

Lgg = —@XT(I—MI)X—@[MH[X ],

. 1 .- A -

Lge = —g% (I—Ml)z+mXTM11,

Log = T1-Mm 27L M1 11T1
00 —mZ ( - 1)Z+ mZ 1 +m y

em que z = (z1,...,2,) | € um vetor de dimensdo n x 1, X** = X**(B) = 92 /dBdf " é um
“array” de dimensdo n X p X p e [-][-] representa multiplicagdo de uma matriz por um “array”
chamado de produto cochete e definido em Wei (1998, p.188), Bates e Watts (1988) e Seber e
Wild (1989, p.691).

A matriz de informagdo esperada para o vetor de parAmetros &, condicionando em A, é
dada por:

. Kgg K . .
Kop Koo

sendo W uma matriz (n+ 1) x (n+ 1) dada por:

W 1 Al 1
= —2 ,
/19 IT q

com [ sendo a matriz identidade de dimensdo n x n e g = nA {1 +12w(1)(),2)}. Note que
W depende do pardmetro 6 desconhecido. E importante salientar que os pardmetros nio sio
ortogonais pois Kgg # 0. Consequentemente, temos que a inversa da matriz de informagdo €

dada por:
KBB  gBe N N
Kgl = = X Twx*)~1. (5)
Keﬁ KOG
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Meétodo de otimizacdo ndo linear como o algoritmo escore de Fisher ou o algoritmo de
Newton pode ser usado para obter os EMV do vetor de parAmetros &. Usamos 0 processo
iterativo escore de Fisher, o qual é definido como §(k+1) = é(k) + K(:_(,%) U ACE k=0,1,....Esse

processo iterativo pode ser reescrito como um processo de minimos quadrados reponderados,

€COomo Se€ seguc:

)L * O — *
é(k'i‘l) — é(k) _W(X (K) Ty (k) g (k)) L) T pp(k)q
= (XOTwo gy -1g=RTww sk — f—0,1,..., (6)

em que sk =% *(k)é (k) _ %(W("))”M (1 desempenha o papel de uma varidvel dependente
modificada, enquanto Ww®) ¢ uma matriz de pesos que muda a cada passo do processo iterativo.
Estas equagdes podem ser implementadas em qualquer software com uma rotina de regressao
linear reponderada para calcular o EMYV de & iterativamente. Aproximagdes iniciais 5(0) parao
algoritmo iterativo sao tomadas para avaliar M ©), w©), x+0) ¢ §0) o partir do qual a equagdo
(6) pode ser usado para obter a proxima estimativa 5(1). Estes novos valores podem atualizar
M,W,X* e § e assim continuar as iteracdes até atingir a convergéncia.

O estimador restrito é, dado A, tem uma distribui¢do assintoticamente normal com média
& e matriz de covariancias (K¢ )~! consistentemente estimada por ()’/Z\* TV/[\/),/Z: )L

Em particular, quando consideramos os pardmetros de escala 6 e de forma A fixos, a

fungdo escore para o pardmetro 3 é dada por:

Aot

J4 a matriz de informacédo observada de Fisher para 8 reduz a Zﬁ g, dada em (4). Consequen-

temente, a matriz de informagdo de Fisher para o parAmetro 3, condicionando em 6 e em A, é
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dado por
Kg=—X'X. (7)

Para a obtencdo do EMV de f3, o processo iterativo escore de Fisher (6) pode ser reescrito

COmo:

k+1 k 25T (k) \— ST 4,0
,3(+) — ﬁ()+(9 25 (k) X(k)) 1<_19 1y (k) M, 1)

= (X® x0)y-Ix® T s® g —01,..., (8)

em que 8% = x gk _ )»GMEk)l.
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Correcao de Viés em Modelo Nao Linear Log-Gama

Generalizado

3.1 Introducao

O principal objetivo da teoria assintética € calcular o viés de segunda-ordem do esti-
mador de méxima verossimilhanga (EMV). E bem conhecido que, sob condi¢des gerais de
regularidade, os EMV sdo consistentes, assintoticamente eficientes e com distribui¢do assinto-
tica normal. Estes estimadores tipicamente apresentam vieses de ordem O(n~!)! para tamanho
da amostra (n) grande, o que na prética sdo comumente ignorados com a justificativa de que
eles sdo pequenos quando comparados com os erros padrao dos estimadores que sd@o de ordem
O(n_l/ 2). Para tamanhos de amostras pequenos, no entanto, esses vieses podem ser aprecid-
veis e terem a mesma magnitude dos erros padrio correspondentes. Em tais casos, os vieses
nao podem ser desprezados, portanto as férmulas correspondentes para o seu cdlculo precisam
ser estabelecidos para uma ampla gama de distribuicdes e de modelos de regressdo. Alguns

métodos baseados na avaliacdo do viés de segunda-ordem para melhorar o EMV podem ser

1Se {a,}n>1 € {by}n>1 sdo duas sequéncias de nimeros reais, dizemos que a, é de ordem menor que b, €
escrevemos a, = o(by) se lim, s a,/b, = 0. Dizemos que a, é de ordem no méximo igual a b,, denotado por
an = O(by), se existe um ndmero real M > 0 tal que |a,/b,| < M, isto é, a razdo |a,/b,| é limitada. Observamos
que se a, = o(by), entdo a, = O(b,) e que quando b, — 0 a ordem fornece nogdo da taxa de convergéncia de a,
para zero.
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muito eficazes. A aproximag¢do normal usual pode frequentemente ser melhorada fazendo um
ajuste simples ao viés do EMV. No entanto, a correcao de viés pode aumentar ou diminuir o
erro quadrado médio (EQM), o qual mede a acuricia do estimador. Para alguns casos especiais,
aproximacoes para o viés dos EMV em modelos simples podem ser obtidas analiticamente.

A metodologia da corre¢do de viés foi aplicado a varios modelos de regressdao. Citamos os
seguintes modelos: modelo linear log-gama generalizado (Young e Bakir, 1987), modelo nor-
mal nao linear (Cook, Tsai e Wei, 1986), modelo linear generalizado (Cordeiro e McCullagh,
1991), modelo de regressdo nao linear multivariado (Cordeiro e Vasconcellos, 1997), modelo
linear generalizado com covaridveis modelando o parametro de dispersao (Botter e Cordeiro,
1998), modelo de regressdo nao linear simétrico (Cordeiro et al., 2000), modelo de regressao
beta (Ospina, Cribari-Neto e Vasconcellos, 2006) e modelo de regressao para valores extremos
(Barreto-Souza e Vasconcellos, 2011). Para quase todos estes modelos, € um resultado notavel
que o termo principal de viés assintdtico pode ser calculado por meio de regressao linear re-
ponderado. O viés aproximado pode ser usado para produzir estimadores corrigidos subtraindo

os vieses de ordem O(n~!) do EMV.

3.2 Correcao de Cox e Snell

O logaritmo da fung@o de verossimilhanga (fung@o de log-verossimilhanga), [ = 1(§),
apresentado em (3) é fungdo do vetor & = (fBy,...,B,,0)" de pardmetros desconhecidos e de
dimenséo (p+ 1) x 1. Assumimos que [ = /() é regular (Cox e Hinkley, 1974) com respeito
a todas as derivadas em relagdo a B,, r = 1,...,p, e 0 até a terceira ordem. Definimos os
subscritos a,b,c,d como indexadores do espago paramétrico correspondentes as componentes
do vetor &, enquanto os subscritos r,s,7,... como indexadores do espago paramétrico corres-
pondente ao vetor 3. Introduzimos as seguintes derivadas da fungio de log-verossimilhanga:
U, =031/dB,, Ug = d1/36, Uy, = 3*1/3B,dB;s, Urg = 3%1/9B,96, Uy = 3°1/3B,dBIP; e

assim por diante. A notacdo padrdo € adotada para os cumulantes conjuntos das derivadas
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da fungdo de log-verossimilhanga (Cordeiro e McCullagh, 1991): ks = E(U,s), K9 = E(U,g),
K.s = E(UUs), k.9 = E(U:Up), Krt = E(Upst), K9+ = E(Uy,9U;), etc. Todos os k’s referem-se
a um total sobre a amostra e sdo, em geral, de ordem n. Os elementos da matriz de informacao

ab _

de Fisher K¢ para & 530 Ky p = —Kgp € K —Kk“ representa o elemento correspondente de

—1
Ké .
Segundo Cox e Snell (1968), para observagdes independentes, mas ndo necessariamente

identicamente distribuidas, o viés de ordem n~! do EMV éb de &y, parab=1,2...,p+1, pode

ser expresso da seguinte forma:

A

B(&) =Y «"k* (Kéé’) —~ %Kacd> . 9)
a,c,d
Definimos um EMV corrigido &, para o parametro &, por &, = &, — E(éb), sendo 3(8;,) 0
EMV do viés (9). O viés de &, é de ordem O(n~2), pois E(&,) = &, + O(n~2). Além disso,
podemos esperar que o estimador corrigido Sb tenha melhores propriedades do que éb, cujo
viés é de ordem O(n~!).
Assim a expressao (9) para calcular o viés de segunda ordem do EMV da b-ésima compo-

nente de B, parab=1,2..., p, é dada por

B(B) = Y k" (Kr(ﬁ) — %Km) +Y khrie? <Kr(f) — %K}w)

7,8t 7,8

) 1 1
+Y kP (K‘r(e) — 57(}9;) +Y POk (Kés) EKQH)
rt st

] 1 0 1
+ZK’”K"9 (K‘r(e) - 51(',99) +Z1<b91<59 (Kés) - EKQSG)

1 1
+ZKb9 ot <1<99 — Ko 9,> + xb0 00 <Ké9) — EK{.}@Q) (10)

Da mesma forma, temos que a férmula para calcular o viés de ordem O(n~!') do EMV de
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0 ¢é da forma

B(é) = Z KGrKSt (K}g) - %Krst) +ZK9rKsQ (K’r(se) — %KrsG)

r,s,t

1 1
+ZKer 9:( 0 _EKrﬂz) +ZK99KSZ (K((%) EKGSZ)

8,0
) 1 o 1
+Z 19709 ( — 51@99) +Y k%% (K‘és) — 5K9s9>

1 o) 1
+ZK69 61 (Kee B EKGB’) | 00,00 (Ke()e) _ EKG%) , (11)

Devido ao fato dos parametros ndo serem ortogonais, as entradas da matriz de informacao
esperada ndo sdo todas iguais as zeros, consequentemente todos os termos dados em (10) e
(11) devem ser calculados. Os célculos dos cumulantes e as derivadas dos cumulantes estao
apresentados no Apéndice A e os célculos dos termos de (10) e (11) estdo no Apéndice B.

Baseado na equacao (10) obtemos o seguinte resultado:

R 1 1
B(Bb) = —2—92 ; (; Kbr)?jr> (SZJ K‘Ylféist) - 2103 ; (; K'b"_f”, (sz’t.fls KSl.f[[)
1
~ oL () (£es) g (13t o (o)
1 A
- b0 Zl' <; K”fist> - ‘V293 90 Z <Z Kbrilr)
N 2(193 (;t + 22y ) ”BZ (Z ’fetfn)

. .bo_00 2./(1) (72 (1) 22,.(2)(92
0005 {22 (2% 43y (A7) - 22y (1) }
em que %, = 9N;/0&,, Xirg = 070/ 0E,0E;, Xipg = 071/ 0E,0E,0E,, etc, segundo a notacio
proposta por Cordeiro e Paula (1989), e } ; € o somatdrio sobre todas as observagoes.

Agora definiremos algumas quantidades. Sejam )”clT

a i-ésima linha da matriz X, X; uma
matriz p X p cujo elemento (r,s) € Xjp5, i = 1,...,n, € KPP a submatriz (p X p) da inversa da

matriz de informagéo de Fisher K¢ dada pela equagdo (5). Definimos a matriz Z = XTKPBX de
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dimensdo n X n com elementos z;; = ) Xjs K% s € as matrizes diagonais D =diag{d,...,d1,},
comdj; = tr(Kﬁﬁ):(i), e Z, formada pelos elementos da diagonal da matriz Z. Adicionalmente,
definimos: g1 = (260%)71, o = 246%)7!, q3 = (6°A%) ", qu = 073 (1+(24%)71), g5 =
(2267)71, go = (26%)AYI(A2), g = (26%) 71 (4271 + 229D (22) ) e g5 = n(26%) "' x
{2&2111(1)(12) +3y(D(A%) = A2y (AZ)}. Assim, podemos escrever B(f3,) em notagdo ma-
tricial:

B(B)) = qipy KPPXTD1+qp, KPPXT 2,1+ q3p,) KPPXTXKPO + g4p) KPP1T 2,1

+ qspy KPO1T D1+ gop, KPPXT1KO0 + gp KPO1TXKPO + g5p) KPP KOO,

Definimos o bloco superior de K; !, de dimensdo p x (p+ 1), como KP* = (KB KB?) ¢ os

vetores de tamanhos n+4 1: 81 = (¢11'D,qs1"D1) " e 85,

5 @2 Zs1+ 3 XKPO + go1K9°
2 p—

Q41TZd1 —l—q71TXKB6 —|—qu60

Desta forma, o viés de ordem O(n~!) de B pode ser expresso por:

B(B) = KP*X*7(8, 4 82). (12)
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Analogamente, B(8) é dado por:

1

56 = 2 (L) (L) ok () (Do)
Zl: (Z K"’f,,) (Z KS%,S> — i 1+ #) x99 Z (;xisxsfxi,)
_ ﬁ'(% Y (Z Ks’im> - %K% i (Zr: Keriir)

Podemos escrever em notagdao matricial como

B(6) = qiK®PX D1+ k% %721+ q3KPXTRKPO + 44k %917 1

O bloco inferior de Kg_] , de dimensdo p x (p+ 1), é dado por K" = (K K99), ¢ entiio o viés

de ordem O(n~1) de 6 pode ser expresso por:
B(0) =K% X*"(85,+6,). (13)

Ao combinar (12) e (13), o viés de segunda-ordem do EMV do vetor & = (B',60)" pode

Ser escrito como:
B&) =K;'X*T(81+8,) = (XWX X T(8,+62).

Definindo & = W~'8, e & = W~1§,, temos que

B&)=(XTWX) X TW (e + &) (14)
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A equacdo (14) é o principal resultado dessa secdo. O viés B(é) pode ser obtido como o
vetor de estimador de minimos quadrados reponderado da regressdo de (€] + &) contra as co-
lunas de X*, sendo W a matriz de pesos. Ele dependerd da nio linearidade da fungdo 1 (x;; ) e
do parametro escala 6. O vetor de viés B(g) serd pequeno quando (€] + &) for quase ortogonal
as colunas de X*. A equacio (14) é facilmente obtido algebricamente para qualquer tipo de re-
gressdo nao linear, uma vez que envolve operagdes simples sobre matrizes e vetores. Podemos
ainda expressar (14) como B(é) (5) —i—Bz(é) em que Bl(é) = (X*TWXH) 1 X*Twe,
corresponde a parte ndo linear do modelo, e By (&) = (X*TWX*)~'X*TWe, representa a parte
linear. Consequentemente, se temos um MLLGG, entdo B (é) =0.

Finalmente, no lado direito da equacdo (14), o EMV do vetor de parAmetros & pode ser
inserido para definir o estimador corrigido & = & — é(é), em que 3(3) ¢ o valor estimado de

B((f) Espera-se que o estimador corrigido S tenha melhores propriedades amostrais do que o

estimador é

3.3 Correcao por Bootstrap

Uma estratégia diferente a obtencdo de um estimador corrigido € através da utilizacdo
do método bootstrap (Efron, 1979). A idéia principal € usar reamostragem dos dados a fim de
estimar a fun¢@o do viés. Considere uma amostra aleatéria y = (yy, ..., yn)T de uma varidvel
aleatoria Y com fungdo de distribuigdo F* = F¢(y), em que & € o vetor de pardmetros que indexa
a distribui¢@o e é visto como funcéo de F, ou seja, & = 7(F). Seja E 0 EMV para & baseado em
y, isto €, é = 5(y). No bootstrap paramétrico, procedemos como segue. As amostras bootstrap
e todas as estatisticas calculadas a partir delas serdo denotadas usando ‘x’. Obtemos, a partir
da amostra original y, um grande nimero (digamos, N) de pseudo-amostras y* = (y7,..., y;)T,
e entdo usamos tais amostras artificiais para melhorar as inferéncias estatisticas sobre . A
amostra y* € formada realizando-se a amostragem baseado em Fé’ ou seja, a partir da funcdo

de distribui¢do do modelo depois que os parametros desconhecidos sdo substituidos por suas
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: , . - axl sxN
respectivas EMV. Para cada pseudo-amostra y*, nds estimamos &, entdo obtemos & ..., &

Em seguida, usamos o estimador bootstrap para obter uma estimativa da fungao do viés. O viés
de & 6 B(E) = E(&) — £. Denotamos o viés do estimador & = s(y) por Bp(&,E) = Ep[E —&] =
Er[s(y)] — T(F), em que o subscrito F indica que a esperanga é calculada com base em relag¢do

a F. Entdo, a estimativa paramétrica para o viés é dado por:

Br, (€.€) = Er,[s()] - ©(F).

Se N amostras bootstrap y*!,...,y*" sio geradas independentemente a partir da amos-
.. L 4. ~xl 2*kN
tra original y, e as réplicas bootstrap correspondentes & ,...,&  sdo calculadas, em que
oKl N " . L. 2 *()
& =s("),i=1,...,N,entdo aproximamos a esperanga Er, [s(y)] pela média amostral § " =

ﬁ Yy, é*l. A estimativa do viés baseado em N réplicas de & é dado por épé (é E) = é*(') —s(y).

Finalmente, definimos o estimador corrigido via bootstrap por:

A

E=s(y)— Br,(8.6) =28 - &

3.4 Estimacao Intervalar

Intervalos de confianga assintoticos sao construidos baseados no fato do EMV ter nor-
malidade assintdtica, E SN (é,Kgl) eEAN (ﬁ,Kgl), em que Kgl ¢ a inversa da matriz de
informacdo de Fisher dada por (5). Para n grande, o intervalo de confianca assintético (ICA)

para&,, b=1,...,p+ 1, ao nivel de cobertura de aproximadamente 100(1 — )% é dado por:

(&b +2(a/2) VKPP 8+ 2(1_ g 2) VRPP),

em que —K?? = K»* representa o elemento (b,b) de K <§_ ! avaliada em é e z¢ denota o T-€simo
(0 < 7 < 1) quantil da distribuicdo normal padrao.

O intervalo de confianga assintético corrigido (ICAC) para &, com nivel de cobertura de
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aproximadamente 100(1 — a)% ¢é baseado no estimador corrigido por Cox e Snell, £, em vez

de é, denotado por:

(& +2(ay2) VR &y +2(1_ayp) VEPE), b=1,....p+1,

em que —k?? = gbb

representa o elemento (b,b) de Kgl avaliada em &.

Uma aproximacdo alternativa para a construcdo de intervalos de confianca sio fornecidos
por métodos computacionalmente intensivos, como o método bootstrap (Efron e Tibshirani,
1986). A ideia consiste em gerar N amostras bootstrap (y*', ..., y*V) de tamanho n da amostra
original y e calcular o EMV Eb*l de &, parab=1,...,p+ 1, para cada uma das N amostras bo-
otstrap com [ = 1,...,N. O intervalo de confianga percentil (ICP) para &, ao nivel de cobertura
de aproximadamente 100(1 — &) % é definido tendo como limite inferior e superior os percentis

empiricos /2 e 1 — o¢/2, respectivamente, dos valores éb*l. Assim, podemos escrever o ICP

como.

(g;(am’ gb*a—a/z)) . (15)

Se usarmos o estimador corrigido por Cox e Snell f,b*l em (15), obteremos o intervalo de
confianca percentil corrigido (ICPC).

O intervalo de confianga BCa (Bias-Corrected and accelerated) também é construido a partir
dos percentis das estimativas bootstrap, mas eles dependem de duas constantes a e zg, chamadas
de constantes de acelaragdo e de viés, respectivamente. A constante a € estimada em termos de

valores jackknife da forma:

L (60 -80)
oz (80-80) ]

a=

em que éb(i) ¢ a i-ésima réplica jackknife de éb, ou seja, € o estimador éb obtido dos dados

com a i-ésima observagdo removida, e &,(-) = Y, £,(i)/n. A constante zg ¢ estimada como a
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proporcao de réplicas bootstrap menores que a estimativa original éb da forma:

o (HE<8)
0= B ’
em que ®~! denota a inversa da funcio de distribuicio normal padrio. Assim, de forma andloga

ao método percentil, os limites do intervalo bootstrap BCa (ICBCa) com nivel de cobertura de

aproximadamente 100(1 — o) % sdo os percentis Eb* (@) ¢ g; (OCZ), em que

) 20+ 2q/2 . 20+z1-ap
o= 20+ — e =>| 20+ — .
( 1—a(Zo +Za/2)) < 1—a(Zo +Zl—a/2)

Finalmente, um outro método para construir um intervalo de confianca mais simples do que
ICBCa € o denomimado intervalo de confianca bootstrap-# (ICBt). Para o nivel de cobertura
de aproximadamente 100(1 — )%, computamos a estatistica T* = (A,;‘l —&,)/ép* a partir
de cada réplica bootstrap, em que €p* é o erro padrio de Eb*l (I=1,...,N), que é obtido a
partir da inversa da matriz de informag@o esperada. Sejam 7 (0/2) ¢ p(1-0/2) (g percentis a/2 e
1 — a/2, respectivamente, das estatisticas T+ ] = 1,...,N. Entdo, o ICBt para o pardmetro &,

b=1,...,p+1,édado por:
(&, — 1=/ /b &, §(@/2) /by,

—gbb — b

em que representa o elemento (b,b) de Kgl avaliada em é

3.5 Resultados Numéricos

Apresentamos através de alguns resultados de simulacdo de Monte Carlo, em amostras
de tamanho finito, o desempenho dos seguintes estimadores: o EMV (é), o EMV corrigido

via Cox e Snell (E) e por bootstrap paramétrico (3:‘). A fim de analisar os desempenhos desses
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estimadores, foram calculados trés medidas de qualidade para diferentes cendrios: viés, viés
relativo e erro quadritico médio (EQM). O viés relativo € definido como 100(viés/valor verda-
deiro do parametro)%. Consideramos também os intervalos de confianca discutidos na Secao
3.4, a saber: ICA, ICAC, ICP, ICPC, ICBt e ICBCa. Os resultados da estimacao intervalar sao
apresentados em termos das taxas de cobertura dos intervalos (TCI) e dos percentuais dos limi-
tes inferiores serem maiores (% Esquerda) e dos limites superiores serem menores (% Direita)
do que o verdadeiro valor do parametro.

A simulagao de Monte Carlo € baseado no seguinte modelo de regressao:

Y= B()—l-BpC]i—l-eXp(ﬁzxzi) +6z;, i=1,...,n, (16)

em que Z; ~ LGG(A = 1), xj; e xp; sdo covariadas geradas a partir da distribui¢do uniforme
U (0, 1) e os pardmetros verdadeiros séo tais que By = f; = 6 = 1 e 3, variando entre 1; 1,25; 1,5
e 2. O estudo de simulagdo de Monte Carlo foi realizado com 10.000 réplicas considerando
os seguintes tamanhos amostrais: n = 20, 30, 50 e 100. Para cada réplica de Monte Carlo,
consideramos N = 600 réplicas bootstrap.

Primeiramente, estudamos a influéncia do tamanho da amostra no desempenho dos trés
estimadores. Consideramos 3, = 1,25 e n =20, 50 e 100. A Tabela 3.1 apresenta as estimativas
do viés, do viés relativo e do EQM dos estimadores corrigidos e ndo-corrigidos dos parametros
do modelo (16). No geral, os estimadores corrigidos sdo ligeiramente diferentes dos nao-
corrigidos mesmo quando o tamanho da amostra é grande (n = 100). Os resultados da Tabela
3.1 indicam que, para um n fixo, os estimadores corrigidos possuem melhores desempenhos
do que os EMV, apresentando estimativas de viés e de EQM menores do que os estimadores
ndo corrigidos, exceto para B; quando n = 50 e n = 100. Isto mostra que as corregdes de
viés desenvolvidos nas se¢des anteriores sdo bastantes eficazes e produzem estimadores mais
precisos. Se n aumenta, o desempenho em amostras finitas de todos os estimadores melhora,

0 que estd de acordo com a teoria assintética. Entre os estimadores corrigidos, o estimador &
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Tabela 3.1 Comparagio dos trés estimadores para o MNLLGG quando By =1 =1, 5, =1,25,6 =1
e A =1 paran =20, 50 e 100.

Viés Viés Relativo EQM(10~%)

S| n S § S S § S S § S
20 0,037 0,037 0,010 3,715 3,676 1,041 13,8010 13,5110 11,0841
Bo | 50 0,018 0,009 0,003 1,752 0,944 0,350 3,0694 0,8919 0,1223
100 | 0,008 0,004 0,001 0,800 0,442 0,122 | 06405 0,1957 0,0148
20 | 0,045 0,006 0,000 | 4,491 0,551 0,022 | 20,1660 0,3037 0,0005
Bi | 50 | —0,004 —0,005 —0,006| —0,437 —0,520 —0,605| 0,1913 0,2708 0,3654
100 | —0,001 —0,003 —0,004 | —0,146 —0,316 —0,368 | 0,0212 0,099 0,1352
20 | —0,086 —0,061 0,019 | —6,863 —4,900 1,530 | 73,5920 37,5070 3,636l
B | 50 | —0,017 —0,011 —0,001 | —1,346 —0,916 —0,072 | 2,8289 1,3118 0,0081
100 | —0,009 —-0,006 —0,001 —-0,718 —0,485 —0,056 0,8047 0,3679 0,0049
20 | —-0,102 -0,013 -0,011 | —10,184 —1,258 —1,137 | 103,7000 1,5831 11,2930
6| 50 | —0,041 —0,002 —0,002| —4,055 —0,241 —0,191 | 16,4390  0,0580 0,0366
100 | 0,019 0,001 0,001 | —1,867 0,084 0,090 | 3,4839  0,0070 0,0081

teve um melhor desempenho no sentido de que, em muitos casos, forneceu a menor estimativa
de viés em valor absoluto. As estimativas dos vieses relativos e dos EQM dos estimadores
corrigidos refletem o ganho obtido com as correcdes de viés. Este fato é mais visivel para o
pardmetro 6 do que para os pardmetros 3. Analisamos outras simulagdes variando o A num
intervalo (0,5;2), os resultados foram semelhantes de quando A = 1. Em conclusio, os vieses
de segunda ordem dos EMV no modelo de regressaio MNLLGG nao devem ser ignorados em
amostras de tamanhos pequeno a moderado, uma vez que eles ndo sdo negligenciaveis.

Em segundo lugar, estudamos o comportamento dos estimadores para diferentes valores de
B> com tamanho da amostra fixo em n = 30. Os resultados apresentados na Tabela 3.2 indicam
que as estimativas de f; e 0 sdo bastante estdveis a medida que aumentamos o verdadeiro
valor de 3, enquanto as estimativas do vieses do estimador BO e de todos os estimadores de 3,
diminuem. Além disso, o EMV tendem a superestimar o verdadeiro valor de f3;, enquanto a
tendéncia dos estimadores corrigidos é de subestimar. Outro fato notério € que as estimativas
apresentadas pelo estimador é s@o bem melhores do que as dos demais estimadores em todos
0s cendrios, com exceg¢do das estimativas de f3;.

Nas Tabelas 3.3 e 3.4 sao apresentados os resultados da estimagao intervalar. Na Tabela

3.3, consideramos os niveis de cobertura de aproximadamente 90%, 95% e 99% e n = 20. Para
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Tabela 3.2 Comparagio dos trés estimadores para 0 MNLLGG quando By =1 =1, B = 1;1,5; 2,
0=1,A=1en=30.

Viés Viés Relativo EQM(10-%)

E B 5 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ é ¢
1,0| 0,026 0,024 0,006 | 2,594 2,444 0,612 | 6,729 5,973 0,375
Bo | 1,5| 0,025 0,014 0,007 | 2,490 1,433 0,696 | 6,201 2,054 0,485
2,0 | 0,025 0,010 0,007 | 2,480 1,037 0,711 | 6,150 1,076 0,505
1,0 | 0,007 —0,007 -0,009 | 0,706 —0,712 —0,909 | 0,499 0,507 0,827
Bi|1,5| 0010 —-0007 -0,010| 0,963 —0,746 —0,972 | 0,927 0,556 0,945
2,0 | 0,011 -0,008 —0,010| 1,127 —0,773 —0,980 | 1,270 0,598 0,959
1,0 | —0,050 —0,038 0,018 | —5,043 —3,835 1,807 | 25,430 14,704 3,266
B | 1,5 | —0,026 —0,014 0,000 | —1,742 —0,956 —0,024 | 6,831 2,056 0,001
2,0 | —0,015 —0,006 —0,001 | —0,773 —0,308 —0,038 | 2,393 0,379 0,006
1,0 | —0,065 —0,003 —0,002 | —6,519 —0,326 —0,226 | 42,496 0,106 0,051
0| 1,5| 0,065 —0,003 —0,002| —6,532 —0,340 —0,226 | 42,668 0,116 0,051
2,0 | —0,065 —0,004 —0,002 | —6,544 —0,353 —0,228 | 42,828 0,125 0,052

os parametros f3y, B e 6, o intervalo ICBt apresentou taxa de coberturas empiricas mais pro-
ximas dos niveis de coberturas nominais. Além disso, o ICBt foi o intervalo que apresentou
para todos os parametros o melhor balanceamento, isto é, a probabilidade do verdadeiro valor
do parametro ser menor do que o limite inferior (% Esquerda) e a probabilidade de ser maior
do que o limite superior (% Direita) do intervalo sdo praticamente iguais. Para o pardmetro 3,
associado a nao linearidade do modelo, os intervalos assintéticos ICA, ICAC e ICP apresenta-
ram os melhores desempenhos em termos do nivel de cobertura. Na Tabela 3.4, fixamos o de
cobertura de aproximado em 95% e variamos o tamanho da amostra. O intervalo ICBt tem a
menor variacdo na taxa de cobertura quando o tamanho da amostra n aumenta.

Os graficos da Figura 3.1 representam os histogramas construidos a partir das 10.000 es-
timativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo (16) e os seis intervalos de
confianga para n = 50. Os segmentos de reta representam os comprimentos dos intervalos en-
tre as médias dos limites inferiores e superiores das 10.000 réplicas. O histograma do EMV de
B> apresentou uma leve assimétria a direita, mas o ICPC correspondente apresentou o melhor
balanceamento. O histograma do EMV de 6 € assimétrico a esquerda, nesse caso o ICBt teve

um melhor balanceamento, seguido pelo ICPC.
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3.6 Aplicacao

Nesta secao, consideramos uma aplica¢io ao conjunto de dados que correspondem a 46
pecas de metal que foram submetidas a fadiga em ciclos, os quais foram analisados por Rieck
e Nedelman (1991) e Lemonte e Cordeiro (2009). A varidvel resposta N denota o nimero de
ciclos até a falha do metal e a varidvel explicativa x é o trabalho por ciclo (mJ/m?). Rieck e
Nedelman (1991) ajustaram o modelo de regressao linear log-Birnbaum-Saunders (‘Modelo I”)
dado por

yi:ﬁo-i-ﬁllog(xi)—l—ei, i=1,...,46,

em que y; = log(N;) e & ~SN(e,0,2), em que SN € a distribui¢do seno-normal. Os EMV
forneceram as seguintes estimativas (com os respectivos erros padrdo em parénteses): f)’o =
12,280(0,394), 31 =—1,671(0,110) e & = 0,410(0,043).

Lemonte e Cordeiro (2009) ajustaram o modelo de regressdo nado linear Birnbaum-Saunders

(‘Modelo IT*)

vi=PBo+Brexp(B/xi)+ &, i=1,...,46,

em que y; = log(N;) e & ~SN(,0,2). As EMV sdo dadas por: BO = 8,988 (0,744), 31 =
—5,180(0,508), 32 = —22,520(7,378) e & = 0,40 (0,042).

Finalmente, utilizamos o modelo de regressio MNLLGG (‘Modelo I1I") descrito como

yi=Po+ Brexp(Ba/xi) + 0z, i=1,...,46,

em que z; ~LGG(A), com A = 0,95. Vale salientar que o valor do A foi escolhido dentro da
faixa de valores (0;2), de tal forma que minimizasse o AIC. As estimativas pontuais e interva-
lares, segundo o intervalo Bootstrap-¢ (ICBt), dos parametros encontram-se na Tabela 3.5.

O Critério de Informagao de Akaike (AIC) para os Modelos I, II e III foram: 52,741,
52,483 e 50,162, respectivamente. Ja o Critério de Informagao Bayesiano (BIC) para os trés

modelos foram: 58,227; 59,798 e 57,477, respectivamente. Ambos os critérios apresentam o
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Tabela 3.5 Resultado da estimacao pontual e intervalar dos pardmetros dos Modelos III para os dados
em estudo.

Estimac@o pontual (erros padrao)
Parametros é S é ICBt(95%)
Bo 9,443(0,764) 9,421(0,868) 9,303(0,880) (8,591; 12,212)
B —5,619(0,563)  —5,728(0,657)  —5,428(0,669) | (—7,397; —5,008)
B2 —19,723(5,580) —18,769(5,736) —18,608(6,050) | (—31,801; —7,874)
0 0,321(0,037) 0,336(0,039) 0,335(0,039) (0,270; 0,432)

Modelo III como aquele que fornece o melhor ajuste. Alternativamente, utilizamos o critério
de validacdo definido por

CV =

S| =

; i =37,

em que y(;) = n(xi,ﬁ(i)) e 3(;’) corresponde a estimativa B quando a i-ésima observagdo é
excluida. Os valores desse critério fornecidos pelos trés modelos foram: 0,179; 0,178 ¢ 0,177,
respectivamente, o que indica uma leve vantagem na predi¢do pelo Modelo III. Finalmente,
a Figura 3.2 apresenta os valores observados versus os valores ajustados obtidos a partir do
Modelo I, II e III. Observamos que o Modelo III fornece um melhor ajuste principalmente nos

valores extremos.
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Figura 3.2 Valores observados versus valores ajustados a partir dos Modelos I, II e III para os dados
em estudo.

Model |

o4 Ne Model |
Model Il

log({N)

Trabalho por ciclo r'nJ/m3

Fonte: Autoria prépria

3.7 Comentarios

Neste capitulo consideramos o modelo de regressdo ndo linear log-gama generalizado
com o objetivo de obter um melhor desempenho dos EMV dos parametros deste modelo através
da correcdo de viés analitica ou por bootstrap. Derivamos expressdes em forma fechada para
os vieses de segunda ordem desses estimadores que sdo facilmente calculados como estimador
de minimos quadrados reponderado da regressdo linear a fim de definirmos os estimadores
com viés corrigido. Construimos seis tipos de intervalos de confianca com base nas corre¢des
de viés. Simulacdes de Monte Carlo compararam os desempenhos do EMV e suas versoes
corrigidas analiticamente e por bootstrap e a precisio dos intervalos de confianca. Os resultados
da simula¢do mostraram convincentemente que os vieses de segunda-ordem dos estimadores
corrigidos sdo menores do que os dos EMV. Por fim, apresentamos uma aplicacao a dados reais.
Consideramos o conjuntos de dados de fadiga de pecas de metal, previamente analisados por

Rieck e Nedelman (1991), e ajustamos o MNLLGG com A = 0,95. O nosso modelo apresentou
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um ajuste mais adequado do que os modelos propostos por Rieck e Nedelman (1991) e por

Lemonte e Cordeiro (2009).
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Correcao de Bartlett e Tipo-Bartlett em Modelo Nao Linear

Log-Gama Generalizado

4.1 Introducao

Os testes estatisticos baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhancas (Wilks, 1938),
de Wald (Wald, 1943) e escore (Rao, 1948) sdo bastantes conhecidos na literatura, sendo os
mais utilizados em grandes amostras. J4 o teste baseado na estatistica gradiente € mais recente
e foi proposto por Terrel (2002). Lemonte e Ferrari (2012) mostraram que nenhum desses testes
€ uniformemente superior aos outros em termos de poder local de segunda ordem. No entanto, o
teste escore tem vantagem computacional sobre o teste da razao de verossimilhancgas, visto que
este envolve estimacdo dos parametros sob a hipétese nula (Hy) e a hipétese alternativa (Hy),
enquanto o teste escore requer estimagdo somente sob Hy e, no caso em que Hy € simples, o teste
escore ndo requer estimacao alguma. J4 a vantagem da estatistica gradiente sobre a estatistica
escore € que ela ndo depende da matriz de informagdo, nem esperada e nem observada, sendo
mais simples de ser computada.

As estatisticas da razdo de verossimilhangas (LR), escore (S,) e gradiente (Sg) sdo assin-

toticamente equivalentes. Isto porque em grandes amostras e sob Hj, essas estatisticas t€ém



45

a mesma distribui¢do qui-quadrado (qu) com ¢ graus de liberdade, em que g é o nimero de
restricdes impostas por Hy. O teste baseado nessas trés estatisticas sdo denominados assin-
totico de primeira ordem por serem baseados em valores criticos obtidos de uma distribuicao
nula limite conhecida. No entanto, quando o tamanho de amostra é pequeno ou mesmo mode-
rado, esta aproximac¢do pode ndo ser satisfatéria, podendo conduzir a taxas de rejeicdo bastante
distorcida. Portanto, uma preocupacdo recorrente € verificar a qualidade dessa aproximacao.
Para a estatistica LR, Bartlett (1937) propds um fator de corre¢do, visando produzir uma
estatistica modificada LR*, cuja média estd mais préxima do valor esperado da distribui¢ao
x? de referéncia. Sob Hy, a E(LR) corresponde a g{1+ b+ O(n~2)}, em que n é o tamanho
da amostra e b uma constante de ordem n~! que pode ser estimada consistentemente sob Hy,
enquanto que a E(LR*) corresponde a g + O(n~2). Além disso, para testes de homogeneidade
de variancias, Bartlett (1937) mostrou que os trés primeiros momentos de LR* concordam com

os momentos correspondentes da distribui¢do x> até ordem n~'.

Consequentemente, temos
que a distribui¢io de LR* melhor se aproxima da distribuicio ¥ do que a distribuicdo de LR.
Lawley (1956) desenvolveu um método geral de obtencdo do fator de corre¢do que envolve
momentos das quatro primeiras derivadas do logaritmo da fun¢do de verossimilhanca (fungao
de log-verossimilhanga) e mostrou que a estatistica LR* tem todos os momentos concordando
com os respectivos da distribui¢ciio x> de referéncia, ignorando os termos de ordem n~2. Uma
alternativa para a correcdo da estatistica LR € utilizar a corre¢do de Bartlett bootstrap (Rocke,
1989), o qual consiste em estimar numericamente o fator da correcao de Bartlett. Mais detalhes
sobre a correcdo de Bartlett sdo encontradas em Cordeiro e Cribari-Neto (2014).

Assim como a corre¢do de Bartlett € utilizada para melhorar a aproximagdo da distribui-
¢do da estatistica LR pela distribui¢io xg, alguns refinamentos dos testes escore e gradiente
foram obtidos com o objetivo de melhorar a aproximacao da distribuicdo das estatisticas S, e
S, pela distribuigao xg. Os trabalhos de Taniguchi (1991) e Chandra e Mukerjee (1991), por
1

exemplo, apresentaram uma estatistica escore modificada tendo distribui¢ao )(3 até ordemn™ ",

mas valido apenas para certos casos especiais. Entretanto, Cordeiro e Ferrari (1991) obtiveram
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uma extensao da corre¢do de Bartlett, o qual pode ser utilizada em qualquer outra estatistica
assintoticamente distribuida como X(? O fator de correcao obtido por Cordeiro e Ferrari (1991)
consiste em uma transformagdo polinomial da estatistica original, por isso ndo é considerado
um fator de correcao de Bartlett genuino, sendo denominado como corre¢do tipo-Bartlett. Essa
transformacdo, no entanto, ndo € uma transformag¢do monétona da estatistica original. Para
contornar essa dificuldade, Kakizawa (1996) e Cordeiro ef al. (1998) obtiveram férmulas alter-
nativas para a estatistica escore modificada pelo fator tipo-Bartlett, as quais tem a vantangem
de serem transformacdes mondtonas da estatistica S,. O fator de correcdo tipo-Bartlett para a
estatistica S, foi obtido por Vargas er al. (2013) através de uma expansao, sob Hy, da funcdo de
distribui¢dao acumulada da estatistica S, e dos resultados de Cordeiro e Ferrari (1991). Sob Hy,
as estatisticas corrigidas gradiente (S,) e escore (S;) tém distribuigo X; até erro de ordem n~!,
enquanto as estatisticas originais tém distribuicao xqz até erro de ordem n~'/2 (vide Lemonte,
2016).

Dentre os diversos artigos produzidos na literatura que apresentam correcdes de Bartlett
para a estatistica LR em modelos variados e em situagdes especificas, destacam-se os seguintes
trabalhos: Cordeiro (1983, 1987) para o modelos lineares generalizados quando o parametro de
escala é conhecido e desconhecido, respectivamente; Cordeiro e Paula (1989) para os modelos
ndo lineares da familia exponencial com parametro de dispersdao conhecido; Cribari-Neto e Fer-
rari (1995a) para os modelos lineares normais heteroscedésticos; Cribari-Neto e Zarkos (1995)
para os modelos de regressao multivariada; Cordeiro et al. (1995) para a familia exponencial
uniparamétrica; Ferrari e Arellano-Valle (1996) para os modelos de regressao com erros ¢ de
Student; Ferrari e Uribe-Opazo (2001) para os modelos lineares simétricos; Montenegro e Cor-
deiro (2002) para os modelos ndo lineares de locagdo e escala supondo que o parametro de
escala é conhecido; Cordeiro (2004) para os modelos nao lineares simétricos, generalizando os
resultados de Ferrari e Uribe-Opazo (2001). O fator de correcdo de Bartlett para a estatistica
da razao de verossimilhancas perfilada foi obtido por Ferrari et al. (2004) para o modelo de

regressdo normal linear heterosceddstico e por Cysneiros e Ferrari (2006) para os modelos de
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regressdo ndo lineares da familia exponencial. Cordeiro et al. (2006) obtiveram uma expressao
matricial para o fator de corre¢do de Bartlett a estatistica LR nos modelos lineares generali-
zados superdispersados. Recentemente, temos o trabalhos de Lemonte et al. (2010), o qual
obteve a correcdo de Bartlett no modelo de regressdo linear Birnbaum-Saunders. Adicional-
mente, Lemonte ef al. (2010) considerou o teste da razdo verossimilhancas bootstrap para o
mesmo modelo. Posteriomente, Lemonte ef al. (2012) generalizou os resultados de Lemonte
et al. (2010) para o modelo de regressao nao-linear Birnbaum-Saunders. Alguns trabalhos
podem ser encontrados na literatura baseada nos testes da razao verossimilhancas bootstrap e
Bartlett bootstrap, entre eles estdo: Bayer e Cribari-Neto (2013) no modelo de regressao beta e
Cribari-Neto e Queiroz (2014) no modelo de regressdo beta com dispersao varidvel.

Muitos resultados t€m sido publicados na literatura sobre a correcdo tipo-Bartlett e suas
aplicagdes. Cordeiro et al. (2003), por exemplo, derivam um fator de corre¢do tipo-Bartlett
para a estatistica S, para modelos lineares com covariadas na dispersao, generalizando os re-
sultados de Cordeiro, Ferrari e Paula (1993) e Cribari-Neto e Ferrari (1995b). Uribe-Opazo et
al. (2008) e Cysneiros et al. (2010) derivaram fator de corre¢do tipo-Bartlett para a estatistica
S, na classe dos modelos lineares e ndo lineares simétricos, respectivamente. Posteriormente
os resultados de Cysneiros et al. (2010) foram generalizados por Nascimento (2010), que apri-
morou o teste escore para os modelos ndo lineares simétricos heteroscedasticos. Lagos et al.
(2010) e Lemonte e Ferrari (2011) derivaram o fator de correcao tipo-Bartlett para o teste escore
em modelos de séries temporais e Birnbaun Saunders, respectivamente. Vargas et al. (2014)
obtiveram uma férmula matricial para o fator de correc@o tipo-Bartlett da estatistica S, em mo-
delos lineares generalizados com dispersdo conhecida e desconhecida, enquanto Medeiros e

Ferrari (2016) obtiveram o mesmo em modelos simétricos e log-simétricos.
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4.2 Testes de Hipoteses

Considere um modelo multiparamétrico com vetor de pardmetros desconhecidos B =
(B{.,B,)",sendo B, = (B,... ,B4) " o vetor de pardmetros de interesse € B, = (By+1,---,Bp)
o vetor de parAmetros de perturbacéo de dimensdes g e p — ¢, respectivamente. A particdo § =
(BlT, BzT )T conduz a particio do vetor escore, descrito como Ug = ( B, ﬁ ) em que Ug, =
dl(B)/IB, e Ug, = dl(B)/dP,, sendo I = I(f) o logaritmo da fungdo de verossimilhanca
(funcdo de log-verossimilhanca). A matriz de informacdo de Fisher (K[;) e a sua inversa (K /3_ 1)
também podem ser particionadas da seguinte maneira, respectivamente:

K1 Kp» | K] 1 K12

KB = € KB_ =
K21 K22 KZI K22

Nosso interesse aqui € testar Hy : B, = [3(10) versus H; : B, # ﬁgo), sendo [3(10) um vetor

de constantes conhecidas. As estatisticas da razao de verossimilhancas, escore e gradiente sao

definidas, respectivamente, como:

LR = 2{((B)-1(B)}, (17)
S, = ;IZ 5 e
S = U5, (Bi-5").

em que ff = (ﬁlT,BzT)T ep= (BEO)T,B;)T sdo os EMV de B = (31T’ﬁzT)T irrestrito e restrito,
respectivamente, U g, € K" correspondem a U B, K 11 respectivamente, avaliados em B

No caso do MNLLGG, definido por (1) e (2), com os pardmetros A e 6 fixos, a decom-
posicdo do vetor de parAmetros 8 = (B ,B, )" induz a correspondente particio X = (X; X;),
sendo X a matriz de derivadas com X; = 91 /dB| e X, = dn/dB, . As estatisticas escore e

gradiente para o teste de Hy, assumindo valores fixos para 0 e A, respectivamente, sdo dadas
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por:

5 = _%ﬂ\m (B—B) es,= 1M R(ET) KA1,
em que M, é a matriz M, avaliada sob Hy.

Em grandes amostras e sob Hy, as trés estatisticas tém distribuicao )((5. No entanto, a dis-
tribui¢ao )(3 pode ndo ser uma aproximacao satisfatéria, podendo conduzir a graves distor¢oes
de tamanho dos testes em amostras de tamanho pequeno e moderado. A fim de diminuir esta
imprecisdo, uma alternativa estratégica é a utilizagao de uma teoria assintética de alta ordem.

Adotando r,s,t,u,v,w como indexadores do espaco paramétrico, as derivadas da funcdo de
log-verossimilhanca podem ser denotadas da seguinte maneira: U, = 91/d ., U,; = 9°1/3 B,9 Bs,
U, = 3°1/9B,d BB, e assim por diante. Consequentemente, os cumulantes conjuntos dessas
derivadas sdo definidos como &3 = E(Uy), K.s = E(UUy), Kt = E(Upg), K5y = E(UsUp),
etc. Denotamos as derivadas dos momentos em relacdo aos componentes do vetor f3 por

k) = 965/ € k) = 92K5 /9B, .

4.3 Correcao de Bartlett

A

Sob condigdes gerais de regularidade, Lawley (1956) obteve uma expansio de /() em

1

série de Taylor sob Hj até termos de ordem n~ " envolvendo derivadas até de quarta ordem da

funcdo de log-verossimilhanca. Assim, ele mostrou que:

2E{1(B},B,) —1(B1,B2)} = p+e+0(n?), (18)

sendo o termo &, de ordem n~! expresso da seguinte forma:

8p - Z(A’rstu - )Lrstuvw% (19)
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em que Y denota o somatdrio sobre todas as componentes do vetor f3,

Asis = KK (Krsm/4—i<,(§?+i<r(f”)) e

Aestuvw = K K”‘KVW{ Krry (Ksuw/ 6— Kﬁi?) + Krtu (stw/ 4 — Ks(fv))

) 4 ) }

com —k" = k¥ representando o elemento (r,s) da inversa da matriz de informagdo de Fisher

Kg de 3. Além disso, Lawley (1956) também demonstrou que:

2E{1(B\",B2) —1(B1.B2)} = p—q+&pg+ O(n?), (20)

sendo o termo €, , de ordem n~! obtido analogamente ao termo €, dado em (19) com o
somatorio Y estendendo-se apenas sobre os componentes do vetor f3,, ou seja, sobre 0s p — ¢

parametros de perturbagdo. A estatistica LR definida em (17) pode ser reescrita como:

LR=2[{I(B).f) ~1(B:.B2)} ~ {1(B1" . B2) —1(B1. B2} |

A partir de (18) e (20) segue que, sob Hy, o valor esperado de LR é dado por:

E(LR) = 2E [{I(B1.B2) ~1(B1.B2)} — {1(BY" . B) ~ 1(B1. B2)}
= q+&—€4+0(n?)

Ep—EH_
= (15 o,

Desse modo, a aproximagdo da distribuicdo da estatistica LR pela distribui¢dao xg pode ser

melhorada substituindo LR pela estatistica modificada LR* dada por:

LR*:—LR
14+d’
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ou, equivalentemente,

LR} =LR(1—d),

em que os fatores de correcdo de Bartlett, 1/(1+d) e (1 —d), sdo determinados através de

d=2"%r1 1)
q

As estatisticas modificadas LR* e LR} possuem distribui¢ao qu até ordem n~! sob Hy e sob

as condi¢des de regularidade, segundo Hayakawa (1977) (vide correcdo de Chesher e Smith,
1995). Um teste da razdo de verossimilhangas aperfeicoado compara as estatisticas LR* e LR}
com a distribui¢do xqz de referéncia. Deve-se destacar que os fatores de correcdo nao dependem
do valor da estatistica LR, mas podem depender de parametros desconhecidos e, neste caso,
estes devem ser substituidos por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanca sob
Hy, o que ndo afeta a ordem de aproximacdo resultante. Vale a pena ressaltar que no caso do
teste da hip6tese nula simples Hy : B = B(O), a quantidade d dada em (21) que determina os
fatores de corregdo de Bartlett se reduz a d = €,/p, em que €, ¢ calculado pela expressdo dada

em (19).

4.3.1 Correcao de Bartlett em MNLLGG com 6 fixo

Os fatores de corregdo de Bartlett dependem da quantidade €,, dada em (19), que €
uma funcdo aparentemente complicada dos cumulantes conjuntos k’s de derivadas da fun¢do
de log-verossimilhanga. O objetivo desta se¢do € apresentar €, em forma matricial e de facil
computacao para a classe dos MNLLGG.

Utilizamos a notacio %;, = d1;/d By, Xirs = 0°1; /9 B0 Bs, Xirss = °1; /3 B-0 Bsd By, com i =

1,...,n, e denotamos por ) ; o somatdrio sobre os dados. Temos, entdo, os seguintes cumulantes
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para os MNLLGG (vide Apéndice A):

Krs = _m Ziiriiﬁ
i
1 o 1 o o .
Krst = m inrxisxit - m Z(xirtxis + XirXist +Xirsxit) €
i
Krstu = 1294 szrxzsxztxlu + 2 93 (xiruiis)zit + XipXisuXic + XirXisXitu
1

‘l’fiu)zirt)zis ‘|’)Eiuiiriist + iiufirsiit) - m Z()Eirtuiis +)Zirt)zisu
i

‘l’)ziruiist + iiriistu + iirsuiit + jirsiitu + fiuiirst) .

As derivadas dos cumulantes dados acima sao:

(t) J K 1 - = [
Krs' = 8[3 = _mZ(xirtxis +xirxist)7
t i
(1u) N onais + FireFisu -+ FiraFist -+ ForFisr) ©
Krs = _mz XirtuXis T XirtXisu T XiruXist T XirXistu
i

w 1 e e e e e e e e e e e e -
Kef = m Z(xiruxisxit + XirXiguXir + xirxisxitu) - @ Z(xirtuxis + XirtXisu + XiruXist

"‘iiriistu + iirsufit + Xirsfitu) .

Sejam fclT a i-ésima linha da matriz X, X; uma matriz p x p cujo elemento (r,s) é Fir,

i=1,...,n,e KE " a inversa da matriz de informacdo de Fisher Kp dada pela equagdo (7).
Definimos Z = 82X (i X )~!XT, uma matriz de dimensdo n x n positiva semi-definida de
posto p com elementos z;; = X,TKE '%;, as matrizes quadradas B e C de dimensio n x n, com
elementos dados por b;; = tr(KgliiKgl):fj) ecij= ~iTK[;1):(jKﬁ_15c,-, respectivamente, € a matriz
diagonal D =diag{d,1,...,di,} com d;; = tr(Kﬁ_l):(,-). Utilizamos a notagio Z,;, B; € C; para
representar matrizes diagonais formadas pelos correspondentes elementos das diagonais das
matrizes Z, B e C, respectivamente. Denotamos 7B = z(2) ®©Z, zZ2) =7 ®Z, em que ©®
denota o produto de Hadamard (Rao, 1973, p. 30), ou seja, o elemento (i, j) de VAR z?j.

Uma expressado simples para o termo €,, em nota¢do matricial, pode ser obtida substituindo
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os k’s na expressao (19) e efetuando as somas sobre os parametros seguidas das somas sobre as
amostras. Ao procedermos assim, aparecerdo termos da forma —) %, k"X, ¥ k"X g, K %ty
Y i KM E jus kX € — Y, K™ Kirg, em que —k"™ = k¥ representa o elemento (r,s) da matriz K 5 L
r,s =1,..., p. Esses termos correspondem aos elementos das matrizes Z, B, C e D, respectiva-
mente.

Detalhamos a obtengéo das parcelas Y. Ay € ¥ Arsriny de €, no Apéndice C. Das definigdes

dos elementos das matrizes Z, B, C e D, estas parcelas sdo dados por:

1 , 1 1 1 1 2
Yo = ~ggegs L~ pgog Ladh— gy Lei+ ggn Lhi— g7 L
€
1 ;1 1 1
i,j i,j i,] L]

1 1
REYYE ,Z}Zijdiij — Wizj;zijd,'dj.

Logo,

& = Z()Lrstu - lrstuvw)
404)2 i i 9031 i iidi 03 - ii 202 - ii 162 : ;
1 3 1 1 1
0 L+ 795 LA~ 5g8 LAbiit grags LA
i,j i,j i =

1 1
—f-m iXJ}Z,’jdejj + lej‘!zijdidj.
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Em notagdo matricial temos:

1 1 1 1
= 112,71~ 1'2,D1— —-1"Cy1+ —51"Bs1— —1'DD1
= Tagiaz Moyt Pl Tyt CiTagt PdTge
1 1 1 1 1
129N 4 —<tr(ZC) — =517 (ZB) + —5—-Z477, 1'Dz7,1
62760 T o5 #C) ~ 3galn\ZB) ¥ rageatlat 3G d
1
—1"DzDL1.
"0t
A expressdo de €, resultante € decomposta em
g, =) +elM, (22)
em que 8[(,L) e 8[(,NL) tém as seguintes formas matricias:
B = Lz (1-2z) za4 2 1Tz0, 23
& = Tqpest “\!Tg2? )4l T Gaag6 23)
que reflete a parte linear do modelo e
e — L Tz, a00) (1- 27 ) p1— —1(2¢,— 26B,)1
v 4163 62 2163
1
——tr[Z(2C—A6B 24

que pode ser interpretado como um termo devido a ndo linearidade na componente sistematica
do modelo. Se 1 (-;-) for linear, as quantidades dy;, ¢; j € bjj se anulam e, consequentemente,
e},NL) =0.

Considere as matrizes Xa; = 021;/0B,0B,,i=1,....n ¢ Kg, = X, WX,. A férmula de
€4 € definida analogamente a de €, dada em (22) com X, )Z e Kp substituidos por X», )?2,- e
Kp,, respectivamente.

Os fatores de correcao de Bartlett para o teste LR discutidos nesta se¢do sao obtidos de (21)

com as quantidades €, e €, 4 deduzidas de (23) e (24). E importante salientar que a férmula
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dada em (22) somente envolve operagdes simples de matrizes e pode ser facilmente imple-
mentada em pacotes de computacdo simbolica e linguagens que permitam executar operagoes

simples de dlgebra linear, tais como Ox, MAPLE, MATHEMATICA, S-Plus, R, etc.

4.4 Correcao de Bartlett Bootstrap

Uma alternativa ao cdlculo analitico do fator de correcdao de Bartlett para a estatistica

LR ¢ utilizar o fator de corre¢do calculado através do método bootstrap introduzido por Efron

(1979). Baseado neste método, Rocke (1989) propos o teste da razdo de verossimilhangas

bootstrap corrigida, o qual apresenta inferéncia confidvel e ndo envolve cédlculos complexos,
apesar de ser computacionalmente custoso.

Denote uma amostra aleatéria y = (yy, ... ,yn)T, a correcdo de Bartlett bootstrap pode ser

descrita nos seguintes passos:

1. Geramos N amostras bootstrap (y*!,...,y*") a partir do modelo assumido,
considerando Hj verdadeira e substituindo os parametros por suas respectivas
estimativas restritas calculadas usando a amostra original y;

2. Calculamos o valor da estatistica LR para cada pseudo-amostra bootstrap, ou seja,
para cada pseudo-amostra y*” calculamos a estatistica correspondente, LR*?, com

b=1,...,N,tal que

LR =2 {l (B*b;y*”> —1 <E*b;y*”) } :

em que E*b e E*b sdo EMV de 3 sob H; and H), respectivamente, obtidos a partir da
maximizagdo de /(B;y*?);

3. O teste baseado na estatistica da razao de verossimilhangas bootstrap, consiste em
rejeitar Ho se LR > q(1_), €m que g(;_¢) € 0 percentil estimado 1 — a de

LR* = (LR*',...,LR*"V) T, tal que
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LR (e <)) 1a

em que /(-) é uma funcdo indicadora. Isto &, I({LR*® < q(1—a)}) = 1se LR* < d(1—a) €

zero, caso contrario.
A partir de agora, denotamos por LRy, a estatistica obtida a partir deste processo, ou seja,

LRy, € a mesma estatistica LR, mas é comparado com o percentil estimado em vez do quantil
da distribuicdo y. J4 a estatistica da razdo de verossimilhancas Bartlett bootstrap proposto por

Rocke (1989) € calculada por

. LR
LRboot = ﬁq?

emque LR =N"'YY  LR*.Sob Hy, aestatistica LR;,

. . o~ 2 .
boor S€EUE UmMa distribui¢do . aproxima-

damente. Vale ressaltar que no método bootstrap descrito acima a estatistica LR € assintotica-
mente pivotal, ou seja, a sua distribuicao assintética ndo depende de parametros desconhecidos.
Segundo Hall (1992, pp. 83-91) quando a estatistica ndo € assintoticamente pivotal, o erro de
aproximacio é de magnitude O(n~!), enquanto que para a estatistica assintoticamente pivotal

o erro é de magnitude O(n2).

4.5 Correcao Tipo-Bartlett
Nesta secdo, apresentaremos fatores de correcdo tipo-Bartlett para as estatisticas escore e

gradiente, respectivamente.

4.5.1 Correcao Tipo-Bartlett a Estatistica Escore

Seja Fy(-) a fungdo distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria Y2 com s graus

de liberdade. Harris (1985), seguindo as idéias de Hayakawa (1977), obteve uma expansao
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assintética até ordem n—!, sob Hj, para a estatistica S,, tal que

1
P(Sr=z) = K@)+, [A3Fq+6(1) + (A2 —343)Fy14(2) + (343 — 242 + A1) Fy12(2)

+(A2 —A —A3)Fq(2)} + 0("72), (25)
em que as expressdes algébricas para os termos Ay, A, e Az sdo definidos como:

A = 3 Z (Krst + 2Kr,st) (Kuvw + 2Kuv,w) a“a"™m" — 62 (Krst + 2Kr,st) KuMwarsatumvw

+6 Z (Kr,st - Kr,s,t) (Kuvw + 2Kuv,w) ava"'m™ — 62 (Kr,s,t,u + Kr.,s,tu) atumrs7 (26)

tu, TS, vw rS tu, VW
Ay = -3 Z KrstKuywa@ m m "~ + 62 (Krst + 2Kr,st> Kuywa@ "m-m
—62 K5t Kuywd "m™m® +3 Z Kpspum *m'™ (27)
€
Az = 3 Z K5 Kot “m™*m™ +2 Z K51 Kot m* m'™ (28)

sendo Y o somatério sobre todas as componentes do vetor 8 e, a’™ e m'*, respectivamente, 0s

elementos (r,s) das matrizes

0 O .
A= eM=K, —A.

. B
0 K5,
No entanto, Harris (1985) e, posteriomente, Cox (1988) observaram que ndo € possivel ob-
ter um fator de correcdo simples para a estatistica S, de tal forma que a estatistica modificada,
dada por S, multiplicada por este fator, tenha distribui¢io x2 até ordem n~!. Dessa forma, Har-

ris (1985) propds um teste escore aperfeicoado baseado em uma expansio, até ordem n~!, para
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seus quantis. Ou seja, em lugar de modificar a estatistica de teste S, ele propds a modificacao
do valor critico obtido da distribuicdo y? de referéncia para um nivel de significancia fixo.
Mais tarde, Cordeiro e Ferrari (1991), escreveram a expansao assintética (25) em fungao
da densidade de S, e usou a relagdo de recorréncia f,12(z) = z¢ ' f,(z), em que f,(-) denota a
fungdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria ¥ com ¢ graus de liberdade, para

mostrar que até ordem n !

8(2) = f4(2) (1 + By + Biz+ B2 +B3Z3) ,

em que

Ay —A1—A
_A2—A1 3,B

_3A3—2A2—|—A1 B, — Ar —3A3 Aj
24 B

B By= 273 o p.— .
0 24q 27 24q(qg+2) T 12q(g+2)(g+4)

1

Dessa forma, Cordeiro e Ferrari (1991) definem uma estatistica S, modificada da forma
St =S8, [1— (c+bS,+aS?)], (29)

em que o fator de correcao entre chaves é uma fungao da prépria estatistica S,. Eles obtiveram
as constantes a, b e ¢ de tal forma que a funcdo densidade da estatistica S, apresentada em (29)

coincida com f,(z) até ordem n~1. Os autores mostraram que

Aj Ay —2A5 Al —Ar+A;j
a = y O = ec= '
12g(q+2)(qg+4) 12¢(q+2) 129

A distribuicao da estatistica Sy, sob Hp, € uma xqz com o erro aproximado reduzido da ordem

n~! para ordem n3/2

. Contudo, a ndo ser que a = b = 0, a estatistica S} nem sempre serd uma
transformacdo monétona de S,. Em virtude disto, algumas férmulas alternativas a estatistica

escore modificada foram propostas na literatura. Kakisawa (1996) sugeriu uma transformacgao
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mondtona dada por K(S,) =S¥+ P(S,), com

1 4 9
P(S,) = 1 {cer +2bcS? + (2ac + gbz) S3 + 3abSt + gasz} .

Outra estatistica alternativa de uma transformacdo mondétona de S,, expressa em termos da
funcdo de distribui¢ao normal padrdo, ®(-), foi proposta por Cordeiro ef al. (1998) e é dada

por:

6 ,/%exp(%—c){¢<\/@Sr+\/%b)—<b( %b)} sea >0,
sz exp(—c) {1 —exp (—25S,)} sea=0eb#0.

As trés estatisticas ¥, K(S,) e S, sdo equivalentes até segunda ordem, isto é, elas diferem em

termos de ordem n~3/2 (Cordeiro et al., 2003).

4.5.2 Correcao Tipo-Bartlett a Estatistica Gradiente

Para obter a correcdo tipo-Bartlett para estatistica Sg, Vargas er al. (2013), através de
uma expansdo assintotica sob Hp, mostrou que a fungdo distribui¢ao acumulada de S, pode ser

escrita como

1 _
P(S, SX):Fq(x)+ﬁZRin+2i(x)+0(n D,
i=0

em que Fy(-) é a fungo distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria Y2 com s graus de

liberdade, R; = ?)A;f}7 — 2A§ -I-Ag, R; :Ag - 3A§, R; :A‘g, Ry = —(R1 + R, -|—R3), com
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A? — 3ZKrstKuvw[ rs vw( tu_|_2atu)+ars tu vw_|_2mru sV tw}
lzzKrs Kuv (KtrKsquw+atr su vw+Ktu ersw+atuavrasw)

_62 Kyt KL(;;V) [(atw o K.tw) (K.ruk.vs _aruaVS) +mr ( tu vw_|_ K.tu vw)

_|_2ast<K.ruK.vw ru VW)_|_2aSM V[ ]

+6ZKrstwmrS tw 6ZKrst K.tw) —|—2er st}
+12) Kl (k™ —a"a™), (30)
Ag — _3ZKrstKuvw [mrsmtuavw+mrs tu m™ +2m"MmsY av
1 TS Uy VW TU, SV tW
4_1 (Sm +2m"'m ' m )

+6Z Kyt KISVW) [mtw (K.ru KV — aruaVS) +m' (K.tu &Y atuavw)

+6Z rst m'S tw 32Krstwmrs tw (31)

A§ — _ZK”‘I Ky <3mrs tu vw+2mrumsvmtw) (32)

sendo Y o somatdrio sobre todas as componentes do vetor B, a’ e m'® sdo, respectivamente,
os elementos (r,s) das matrizes A e M. A partir desse resultado e baseado nos resultados
de Cordeiro e Ferrari (1991), Vargas et al. (2013) obteve uma correcdo tipo-Bartlett para a

estatistica Sy, tal que a estatistica modificada possui uma distribui¢do xg, sob Hy, até um erro
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de ordem n~! e definida como

St =8g[1— (cg+bgSe+agSy)] (33)
em que
o A8 _AS-2ay  Af-ag+aAl
8 12g(g+2)(g+4) ¢ 129(g+2) ¢ 12¢

4.5.3 Correcao Tipo-Bartlett em MNLLGG com 0 fixo

O objetivo desta secdo € apresentar, em forma matricial e de facil computagdo, os fa-
tores da correcdo tipo-Bartlett para a estatistica S,, dada em (29), e para a estatistica S, dada
em (33), para a classe dos MNLLGG. Estas corre¢des dependem das quantidades A’s, dadas
em (26)—(28) e (30)—(32), que sao funcdes dos cumulantes conjuntos k’s de derivadas da fun-
¢do de log-verossimilhanga (vide Apéndice A). Ao substituir os K’s nas expressoes dos A’s
e efetuando as somas sobre os pardmetros seguidas das somas sobre as amostras, aparecerao
termos que correspondem aos elementos das matrizes Z, B, C e D, definidas na Se¢ao 4.3.1, e o
termo z,;; = Y %isa*%j,, 0 qual corresponde ao elemento (i, j) da matriz Z, = X, (XZT Xz)*IXZT .
Adicionalmente, utilizamos a nota¢do Z; para representar a matriz diagonal formada pelos
elementos da diagonal da matriz Z,. Os detalhes da obten¢do das parcelas das quantidades A’s
estdo descritos no Apéndice D.

Assim, as quantidades dadas em (26)—(28) necessdrias no cdlculo do fator da correcao tipo-

Bartlett para estatistica S,, podem ser descritas na forma matricial como:
A=A 1AM Ay = AP L A e 4y = A,

em que AEL), AgL) e AgL) refletem a parte linear do modelo e tém as seguintes formas matricias:
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w _ 3 .7 2 18 7 2)
Al = 12961 sz(Z Zz)ZZd1+12961 ZZdZZ(Zd ZZd)l_'_Wl (Z—Zz)@Zz 1
24
a2 1" (Za — Z2a) 2241,
12 12
AP = —agel (Zi=220)22(Za~ 22)1 ~ 33551 224 (Z~ 22) (24— Z2a)1
24 8
—12961T(Z—Zz)()®Zzl+94121 (Zd—sz)zl
€
AL = T G N7 1) (Za— T 1+ 21T (2— 22) 1
3 - 2206 d 2d 2 d 2d 2206 2 .

As expressoes A%NL) e AgNL) podem ser interpretadas como termos devido a ndo linearidade na

componente sistematica do modelo, sdo dadas por:

(NL) 6 1 3 .7 12
A = —1" 2y(Z—2)D14+ —1"D,(Z—2,)D,1 1'Dy7(Zy — Zoy)1
1 Tg5 1 %2d(Z=22) Dol + gl Do (Z = 23) Dol + 5551 DaZp (Za = Z24)
6 12
— 1" (Z—2)[2C, — A6By|1 — ——1" (Zy — Z»4) D>1
e
12

AgNL) = 7 —1"Dy(Z—2)(Zy — Zoq) 1.
Se n(+;-) for linear, as quantidades dy;, ¢;; e b;; se anulam e, consequentemente, A(INL) =
AN — o,

Ja as quantidades (30)—(32) necessdrias para o cdlculo do fator da corre¢do tipo-Bartlett

para estatistica S, no MNLLGG sio apresentadas no Apéndice F. Para o modelo linear log—
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gama generalizado (MLLGG), essas quantidades sdo expressas na forma matricial da seguinte

forma:
, 3 6
A8 = WIT (ZaZ 224+ ZaZsZnq — 220470 Zna } 1 + WIT (Zz-2) 071
6
_94121T(Zd_z2d>22d17
3 3
Af = —WIT (Za —Z24) (Z—Z) (3Zd+sz)1—W1T (Zg—Z24) 25 (Zg — Zpq) 1
6
2 3 2
—A2961T(Z—22)( )@zzl—mﬂ(z_zz)( )1+94121T(Zd—22d)( 1
c

3

§ = e 1(2-2)%1.

1" 2, —2)(Z—2)(Zy)— Zog) 1 + ————
(Za = 22a) (Z = 22)(Za = Z2a) 1 + 57556

4.6 Resultados Numéricos

Com o objetivo de avaliar a eficicia das correcdes de Bartlett e tipo-Bartlett nos MLLGG
e MNLLGG, apresentamos, nesta secdo, os resultados de simulacdes de Monte Carlo. Com-
paramos os desempenhos de onze testes baseados nas seguintes estatisticas: razdo de veros-
similhang¢as (LR), razdo de verossimilhangas Bootstrap (LRy,,;), escore (S,), gradiente (S,) €
suas respectivas versdes corrigidas, a saber: LR*, LR}, LR}, ,, Sy, K (Sy), S, S;i. Estes desem-
penhos sdo avaliados em funcao da proximidade das probabilidades de rejeicao de Hy, sendo
esta verdadeira (probabilidade do erro tipo /), aos seus respectivos niveis nominais dos testes.
Avaliamos também os poderes dos testes em estudo sob algumas situacoes.

O estudo de simulacdo de Monte Carlo é baseado em 10.000 réplicas considerando os se-

guintes tamanhos amostrais: n = 20,30,40 e 50. Para cada réplica de Monte Carlo, considera-
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mos N = 600 réplicas bootstrap. Os valores do pardmetro A variam entre {0,5;0,75;1;1,5}, ja
o parametro 0 € fixo em 1. Os niveis nominais considerados sdo & = 1%,5% e 10%. Para cada
tamanho da amostra e cada nivel considerado, calculamos as taxas de rejeicao de cada estatis-
tica de teste, isto &, estimamos via simulacdo P(T > %(Za;q))’ emque T = LR, LR*, LR}, LR}, .,
Sy, S5 K(Sr), Sy, S, Se € X(Za;q) ¢ o percentil (1 — o) da distribui¢ao qu, com g = 2. Para o teste
bootstrap, a taxa de rejei¢do € obtida a partir do cdlculo da probabilidade P(LR > q(;_g)), em

que g(1_q) € o percentil (1 — @) estimado da distribui¢do empirica de LR*".

4.6.1 Modelos Lineares

Nesta secao, apresentamos os resultados numéricos baseados nos seguintes MLLGG:

Yi=Po+ fﬁjxij+ezi, i=1,....nek=1,...,8,
j=1
em que Z; ~ LGG(A). Consideramos a hipétese nula Hy : Bs = B¢ = 0 e a varidvel resposta
gerada assumindo que By = B; = ... = Bg = 0,05. As covaridveis xi,...,xg foram tomadas
como amostras aleatérias das seguintes distribui¢des: LN(0, 1), F(2,5), Cauchy, x32, Beta(2,3),
U(0,1), Exp(1) e N(0,2).

Assumindo diversos valores para A, na Tabela 4.1 temos as taxas de rejeicdo dos testes
nos modelos com p = 8 e n = 30. O teste baseado na estatistica LR mostra ser mais liberal
do que os testes baseados nas estatisticas corrigidas, rejeitanto mais do que deveria, princi-
palmente para valores menores de A. Por sua vez, os testes baseados em LR*, LR}, LRp,,; ©

LR}

hoor APresentam taxas de rejeigdo bem mais proximas aos niveis nominais € mais estaveis

em relacdo a varia¢do do valor do A, evidenciando a eficicia da correg¢do. Por exemplo, para
o=10% e A = (0,5;0,75;1;1,5) as taxas de rejeicdo do teste baseado na estatistica LR va-
riam de 15,9% a 10,5%, enquanto que as taxas de rejei¢cdo dos testes baseados em LR*, LR7,
LRpoo € LR, variam entre 9,3% e 10,1%, 7,3% e 10,0%, 9,9% e 10,7%, € 9,8% e 10,7%,

respectivamente. J4 o teste baseado na estatistica S, € o mais conservativo, apresentando taxas
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de rejeicdo inferiores aos niveis nominais correspondentes, sendo tal tendéncia atenuada por
suas versdes corrigidas (S, K(S,) e S.). No entanto, as taxas de rejei¢do de S, aproximam-se
do nivel nominal com o aumento do valor de A. O teste baseado em S,, por sua vez, apresenta
taxas de rejeicdo bastante proximas aos niveis nominais adotados, independente do valor do A,
de forma que o ganho com a corre¢do tipo-Bartlett ndo € tao notdria.

Tabela 4.1 Taxas de rejei¢do dos testes LR, LR*, LR}, LRyoor, LR}, Sr. S, K(S)), Sy, Sy € S em
MLLGG com 0 = 1, n = 30, p = 8 e diversos valores de A.

a(%) | A LR LR LR{ LRy. LR, S, S K©S) S S, s
0,50 | 2,1 0,6 0,4 1,2 0,8 03 16 2,0 0,6 0,8
1 |075| 1,7 1,1 09 1,1 0,5 0,9

1,7
1,3 1,0 1,0 0,9 1,0
1,00 | 1,5 1,0 1,0 1,2 L1 07 1,1 1,1 1,2 1,0 1,0
1,so| 1,3 1,1 1,0 1,2 1,1
5.1 4,3

1,0 0,9 1,1 L1 1,0 1,1
0,50 | 9,1 4,3 3,1 , 4,7 2,1 41 45 5,2 42
5 1075] 7,1 52 49 50 50 25 40 42 42 53 49
1,00| 61 51 50 53 53 36 47 48 48 53 51
1,50| 54 50 50 55 54 42 48 49 49 51 50
0,50 | 159 9.3 7,3 10,4 10,1 40 6,9 7,1 7,5 11,4 8,4
10 |0,75]132 10,0 9,5 99 98 63 89 90 92 11,0 9,7
1,00 | 11,9 10,1 10,0 10,3 10,1 80 9,5 9.6 9,6 10,9 10,1
1,50 | 10,5 9,7 9,7 10,7 10,7 9,0 9,7 97 9,7 102 9,8

Para avaliar o comportamento dos testes quando o tamanho da amostra aumenta, fixamos
o nimero de pardmentros p =8, A = 1 e variamos n = (20, 30,40,50). Com base nos resulta-
dos apresentados na Tabela 4.2, podemos observar que os testes baseados nas estatisticas ndo
corrigidas LR, S, e S, tendem a produzir taxas de rejei¢do mais proximas aos niveis nominais
conforme aumentamos o tamanho da amostra. Por outro lado, as taxas de rejei¢do dos testes
baseados nas estatisticas corrigidas e em LRy, tendem a permanecer estaveis mesmo aumen-
tando o tamanho amostral. Por exemplo, para a@ = 10% e n = (20,30,40,50), as taxas de
rejeicao do teste baseado na estatistica LR variam de 11,1% a 12,8%, enquanto que as taxas de
rejei¢do dos testes baseados nas versdes corrigidas LR* e LR variam entre 9,7% e 10,3%, j4 as
taxas de rejeicdo dos testes baseados em LRy, € LR}, variam entre 10,1% e 11,0%. Neste
mesmo cendrio, as taxas de rejei¢ao do teste S, variam de 7,2% a 8,9%, j4 taxas de rejei¢ao das

suas trés versoes corrigidas variam entre 9,5% e 10,0%. Mesmo produzindo taxas de rejeicao
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mais estaveis que os demais testes ndo corrigidos, o teste S, apresenta taxas de rejei¢ao, ainda
considerando o = 10%, que variam de 10,4% a 11,3%, enquanto que as taxas de rejei¢cao do
teste baseado na S, variam entre 9,9% e 10, 1%.

Tabela 4.2 Taxas de rejeicdo dos testes LR, LR*, LR}, LRyo0;, LR}, S, S5, K(S,), S, Sg € S em
MLLGG com 6 =1, p =8, A = 1 e diversos valores de n.

a(%) [ n | LR LR LR, LRpws LR,, S, S K() 5 S, S
20| 1,7 1,0 0,9 1,4 LI 0,6 12 12 13 09 1,0
1 30| 1,5 1,0 1,0 1,2 L1 07 1,1 1,1 1,2 1,0 1,0
40| 1,3 1,1 1,0 1,1 09 07 1,1 1,1 1,1 1,0 1,0
50| 1,4 1,2 1,1 1,3 L1 o8 1,1 1,1 L1 1,1 1,1
20| 7.2 5.5 53 54 52 31 49 49 50 57 5.3
5 |3 61 51 50 53 53 36 47 48 48 53 51
40| 57 50 50 52 51 39 49 49 49 53 51
so| 57 50 50 53 53 42 51 51 51 51 50
20 | 12,8 10,3 10,0 10,5 10,4 7,2 9,6 9,7 9,7 11,3 10,1
10 [30]11,9 10,1 10,0 10,3 10,1 80 9,5 96 96 10,9 10,1
40 (11,2 98 97 104 104 85 98 98 98 104 909
50| 11,1 10,1 10,1 11,0 10,9 89 10,0 10,0 10,0 10,4 10,0

Com o objetivo de analisar a influéncia do nimero de pardmetros de perturbacdo no de-
sempenho dos testes, fixamos o tamanho da amostra em n = 30 e consideramos os seguintes

preditores lineares:
L. 1 = Po+ Psxis + Pexic  (p=3),
2. ni = Po+ Prxin + Psxis + Pexic  (p=4),

3. ni = Po+ Pixi1 + Paxia + Psxis + Pexic  (p=5),

8. Mi = Po+ Pixit + Boxiz + B3xiz + Baxia + Bsxis + Pexic + Prxiz  (p=38).

Com o ndmero fixo de parametros de interesse em ¢ = 2, uma vez que a hipdtese nula a ser
testada é Hy : B5 = B¢ = 0, apresentamos na Tabela 4.3 as taxas de rejei¢do dos testes nos mode-
los acima. Podemos notar que o niimero de parametros de perturbacdo (p —2) tem um impacto

considerével sobre a aproximacio por x? das distribui¢es das estatisticas ndo corrigidas LR, S,
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eS,. A medida que aumentamos o nimero de pardmetros de perturbagio, as taxas de rejei¢io
do teste LR tornam-se consideravelmente superiores ao nivel de significancia correspondente,
0 mesmo ocorre, embora de maneira menos nitida, com o teste S,, enquanto o teste baseado
na estatistica S, tende apresentar taxas de rejeicdo bem abaixo do nivel nominal especificado.
Os testes baseados nas estatisticas corrigidas apresentam desempenhos superiores, visto que

mesmo variando o nimero de parametros de perturbacdo, as suas taxas de rejeicdo tendem a

*

permanecer mais proximas dos niveis nominais. Dentre os testes corrigidos, LRy, € LR},

sdo os que apresentam tendéncia conservativa quando o nimero de parametros de perturbacao
€ pequeno.

Tabela 4.3 Taxas de rejeicdo dos testes LR, LR*, LR}, LRyoor, LR}, S, S5, K(S,), S, Sg € Sy em
MLLGG com 0 =1, n =30, A = 1 e diversos valores de p.

a(%) [p| LR LR" LR; LRy LR, S S K©S) S S S
30 1,1 1,1 1,1 11 1,0 1,1 1,0 1,0 1,0 1,0 1,1
41 1,2 1,1 1,1 1,1 Lo 1,0 1,2 1,2 1,2 1,1 1,2
s 1,3 1,10 1,1 1,1 09 1,0 12 1,2 12 1,1 1,1
1 6| 1,3 1,1 1,1 1,2 L1 o6 1,1 1,1 L1 1,0 1,1
71 1,4 1,0 10 1,3 L1 06 1,0 1,1 1,1 09 1,1
8| 1,5 1,0 1,0 1,2 L1 07 1,1 1,1 12 1,0 1,0
3 55 52 52 47 46 49 52 52 52 51 5.2
41 55 52 52 49 48 43 52 52 52 51 52
s| 57 52 52 48 47 45 53 53 53 53 53
s |6] 58 51 5,1 52 51 37 50 50 50 51 51
71 6,1 52 5.1 52 52 37 50 50 51 53 51
8| 61 51 50 53 53 3,6 47 48 48 53 5,1
3/10,5 10,2 10,2 94 91 9,3 10,2 10,2 10,2 10,1 10,2
41109 104 104 92 91 89 10,1 10,1 10,1 10,3 10,3
5|11,2 10,5 10,4 9,3 9,1 9,3 10,3 10,3 10,3 10,7 10,4
10 |6]11,3 104 10,3 9,8 9,8 82 9,9 10,0 10,0 10,5 10,4
7 11,8 10,6 10,5 9.6 9,5 84 10,0 10,0 10,1 10,9 10,5
8|11,9 101 10,0 10,3 10,1 80 95 96 9.6 10,9 10,1

Para o estudo do poder, fixamos A = 1, n =20, p =4 e & = 5%. Os resultados apresentados
na Tabela 4.4 foram obtidos levando em consideracdo a hipdtese alternativa H; : 5 = g #0 e
diferentes valores de Bs = B = B(%), com B(?) variando de 0,0 a 3,5. Os resultados indicam que

nao ha uma perda expressiva de poder derivada do fato de usar o fator de correcao de Bartlett,

uma vez que os poderes dos testes baseados nas estatisticas LR, LR*, LR}, LRy, € LR}, sd0
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bem proximos. Por outro lado, o uso do fator de corre¢do tipo-Bartlett nas estatisticas S, e S
resulta num ganho no poder. Como observado na Figura 4.1, o desempenho da estatistica S, €
bem inferior aos dos demais testes. Os testes baseados nas estatisticas S*, K(S,), S, apresentam

poderes semelhantes, mas também ligeiramente inferiores aos dos demais testes corrigidos.

Tabela 4.4 Poder dos testes LR, LR*, LR}, LRpo:, LR,

voorr Sra 52 K(S), 8, S € S5, em MLLGG com
6=1,A=1,p=4,n=20.

B° | LR LR* LR} LRy LR;, S S K(S) S S, S
00| 58 53 54 47 47 41 53 54 54 52 53
05103 95 95 103 10,1 86 10,5 10,5 10,6 9,5 9,7
1,0 | 28,1 26,5 26,6 27,6 27,3 21,4 255 255 256 263 26,6
1,5]56,0 54,1 54,1 558 553 44,0 49,2 493 49,5 532 53,8
2,0 | 81,1 80,0 80,1 81,2 80,9 67,8 72,5 72,6 72,7 79,1 79,3
2,5(94,7 94,1 942 946 946 853 884 835 88,6 93,7 93,9
3,0 /98,6 98,6 986 99,0 99,0 94,5 958 959 96,0 984 98,5
3,5/99,8 99,8 99,8 998 99,8 98,1 98,6 98,7 98,7 99,8 99,8

Na Tabela 4.5 apresentamos comparagdes das médias e variancias das estatisticas LR, LR*,
LRy, LR}, .. Sr» Sy, K(S,), S, Sg e ng com a da distribui¢ao xzz para o modelo MLLGG com
n=20, A =0,5e p=4. Os resultados mostram que as estatisticas corrigidas apresentam
médias e variancias bem mais proximas da distribui¢ao 9522 do que as estatisticas ndo corrigidas.
Este mesmo comportamento é observado na Tabela 4.6 ao comparar os quantis amostrais dessas
estatisticas com os da distribui¢cdao x22 No geral, as estatisticas que apresentam 0os momentos €
0s quantis empiricos mais afastados da distribuigiio de referéncia so as estatisticas S, e S,. Na
Figura 4.2 construimos o gréfico de discrepancia relativa de quantis, definida como

r(l-oa)- X(Za;q)

2 b
X(aq)

em que 7 (1 — o) denota o quantil amostral de ordem (1 — &) do conjunto de valores simula-

dos da estatistica do teste 7, sendo T = LR, LR*, LR}, LR}, ., Sr, Sy, K(S;), S, Sg; Sg- Sendo

boot’

assim, quanto mais préxima da ordenada nula a curva de discrepancia estiver, melhor aproxi-
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Figura 4.1 Curva de poder dos testes para o MLLGG com 6 = 1,A =1, p =4, n = 20.

100
I

80

60
|

Poder

40

Fonte: Autoria propria

mada esté a distribuicao nula da estatistica do teste pela distribuicao assintética xzz A andlise
do grifico mostra que a curva de discrepancia da estatistica S, estd bastante abaixo da orde-

nada nula, o que ratifica a tendéncia conservadora do teste baseado nesta estatistica. Também

*

podemos observar que apenas as estatisticas LR*, LR}, LRy, ,

e S, tém curvas de discrepancia
mais proximas a ordenada nula. Por outro lado, a estatistica LR apresenta curva de discrepancia
ligeiramente acima da ordenada nula, confirmando a tendéncia liberal do teste baseado em tal

estatistica.
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Tabela 4.5 Média e variincia da distribui¢do X22 e das estatisticas LR, LR*, LR}, LR}, ., S, S5, K(S,),
S, S e Sy em MLLGG com p=4,n=20¢ A=0,5.

momentos xs LR LR* LR} LR}, S, Sy K(S) S, Se S;

média | 2,000 2,213 1,982 1,955 1,969 1,557 2,090 2,137 2,196 2,057 2,010
variancia | 4,000 4,792 3,843 3,739 3,759 2,461 4,464 4,689 4,980 3,756 4,257

Tabela 4.6 Quantis da distribui¢o x% e das estatisticas LR, LR*, LR}, LR}, ., S+, Sy, K(S,), S, Sg e Sy
em MLLGG com p=4,n=20e A =0,5.

quantis(%) | x; LR LR* LR} LR, , S S K() S S S
85,0 3,8 42 38 37 37 29 40 41 42 39 38
90,0 46 50 45 45 45 36 49 50 52 46 4,6
95,0 6,0 66 59 58 59 48 65 67 69 60 61
97,0 70 7,7 69 68 68 56 77 19 82 69 173
99,0 9,2 10,2 92 90 90 7,3 98 10,0 103 8,7 9,5
99,5 10,6 11,5 10,3 10,2 10,4 8,2 10,7 10,9 11,2 10,0 11,2

Figura 4.2 Discrepancia relativa de quantis para o MLLGG com 6 = 1,4 = 0,5 p =4, n = 20.

02 04
5

Discrepancia dos quantis
00

Quantis assintotico

Fonte: Autoria prépria
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4.6.2 Modelos Nao-Lineares

Nesta secdo, apresentamos os resultados numéricos baseados nos seguintes MNLLGG:

k
Yi=Bo+ Y Bjxij+exp(Bsxis)+60Z;, i=1,....nek=1,...,4,
j=1
em que Z; ~ LGG(A). Consideramos a hipétese nula Hy : B3 = B4 = 0 e a varidvel resposta
gerada assumindo que By = B = B = Bs = 0,05. As covariaveis xj,...,xs foram tomadas
como amostras aleatdrias das seguintes distribui¢cdes: LN(0,1), F(2,5), Beta(2,3), U(0,1) e
N(0,2).

Assumindo diversos valores para A, na Tabela 4.7 temos as taxas de rejei¢ao dos testes
nos modelos com p =5 e n = 20. Podemos observar que o teste baseado na estatistica LR,
assim como nos modelos lineares, apresenta taxas de rejeicao superiores aos niveis nominais
correspondentes, principalmente para A = 0,5. Por outro lado, os testes baseados nas ver-
soes corrigidas de LR e LRy,,; apresentam tendéncia conservativa para valores pequenos de A.
Observamos também que o teste LRy,,,; apresenta taxas de rejei¢do proximas dos respectiveis
niveis nominais. Ja o teste S, apresenta taxas de rejei¢do inferiores aos niveis nominais cor-
respondentes, porém essas taxas aproximam-se dos niveis nominais & medida que o valor de A
aumenta. Entre os testes baseados nas versdes corrigidas da S,, S; € o que apresenta taxas de
rejeicdo mais proximas aos niveis nominais mesmo com a variag¢do do valor de A.

Na Tabela 4.8, fixamos A = 1 e p =5 e variamos o tamanho da amostra. Os resultados
mostram que, em quase todos os cendrios, as taxas de rejeicdo do teste LR sdo superiores aos
dos demais testes, enquanto que o teste S, fornecem as menores taxas de rejei¢do, abaixo dos
niveis nominiais correspondente. Os testes corrigidos, no entanto, apresentam taxas de rejeicao
mais proximas aos niveis nominais mesmo com a variagdao do tamanho amostral. Por exemplo,
para a = 5% e n = (20,30,40,50) as taxas de rejei¢do do teste baseado na estatistica LR variam
entre 5,2% e 5,7%, ja as taxas de rejeicao dos testes LR* e LR} variam entre 4,9% e 5,4%, e

as dos testes LRy, € LR;,, , variam entre 4,5% e 5,2%. Por outro lado, neste mesmo cendrio,



Tabela 4.7 Taxas de rejei¢do dos testes LR, LR*, LR}, LR,

com 6 =1, p=>5, n=20 e diversos valores de A.

boot>

LRpoor> Sy, S¥, K(S,) e S, em MNLLGG

a(%) | A LR LR* LR, LRy LR, S, S K(S,) 3
050 1,6 08 0,7 1,0 09 01 08 09 1,1
1 075 1,1 08 08 09 08 04 1,0 1,1 1,1
1,00 | 1,3 1,1 1,1 1,2 1,0 07 1,1 1,1 1,1
1,50 1,0 1,0 1,0 1,2 1,1 08 1,0 1,0 1,0
0,50 | 6,6 44 43 50 47 1,1 51 56 62
5 10,75| 59 50 49 48 45 28 51 51 53
1,00 | 57 51 50 47 45 39 53 53 53
1,50 52 50 50 53 52 43 50 50 50
0,50 | 12,8 9,2 88 96 94 38 10,1 10,8 11,8
10 [0,75|11,1 9,4 93 97 96 65 104 10,6 10,8
1,00 | 11,3 10,4 10,4 10,2 10,2 8,0 10,0 10,1 10,1
1,50 | 10,6 10,2 10,2 10,3 10,2 9,0 10,2 10,2 10,2

as taxas de rejei¢@o do teste S, variam entre 3,9% e 4,7% e as taxas de rejeicdo dos testes Sy,

K(S,) e S, variam entre 5,1% e 5,4%.

Tabela 4.8 Taxas de rejei¢do dos testes LR, LR*, LR}, LR,

com 6 =1, p=5,4 =1 ediversos valores de n.

boot >

LRyoor> Sy, ¥, K(S,) e S, em MNLLGG

a(%) | n | LR LR" LR, LRuw LR, S, S K(S,) 3
20 1,3 1,1 1,1 1,2 1,0 0,7 1,1 1,1 1,1
1 (3] 1,3 1,1 1,1 L1 09 09 1,2 12 1,2
40 1,0 09 09 1,3 1,0 07 09 09 09
0| 1,1 1,0 1,0 1,1 1,0 0,7 09 09 0,9
20| 57 5,1 50 47 45 39 53 53 5.3
5 30| 57 54 54 48 47 43 52 52 572
40| 52 49 49 52 51 45 51 52 52
50| 55 53 53 50 49 47 54 54 5.4
20 | 11,3 10,4 10,4 10,2 10,2 8,0 10,0 10,1 10,1
10 [30]10,8 10,3 10,3 9,2 9,2 88 10,2 10,2 10,2
40 10,3 9,9 99 102 10,0 87 99 99 99
50| 10,8 10,4 10,4 10,5 10,3 9,5 10,4 10,4 10,4

Com o objetivo de analisar a influéncia do nimero de parametros de perturbacdo no desem-
penho dos testes, fixando o tamanho da amostra em n = 30 e A = 1, consideramos os seguintes

preditores:
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1. 1 = Baxi3 + Baxia +exp(Bsxis)  (p=3),
2. Mi = Po+ Paxiz + Baxia +exp(Bsxis) (p=4),
3. Mi = Bo+ Prxit + Baxiz + Paxia +exp(Bsxis)  (p=3),
4. Mi = Bo+ Bixit + Boxio + B3xiz + Baxia +exp(Bsxis) (p=6).

Vale lembrar que a hip6tese nula a ser testada é Hy : B3 = B4 = 0, ou seja, temos fixo o nimero
de parametros de interesse em g = 2. A Tabela 4.9 apresenta as taxas de rejei¢do dos testes.
Podemos notar que 2 medida que aumentamos o niimero de parametros de perturbagdo (p —2),
as taxas de rejeicao do teste LR tornam-se consideravelmente superiores ao nivel de significan-
cia correspondente. J4 o teste baseado na estatistica S, torna-se conservativo pois, produz taxas
de rejeicdo bem menores do que os niveis nominais 2 medida que o numero de pardmetros de
perturbacdo aumenta. O teste LR, apresenta esta mesma tendéncia de uma maneira menos
nitida. O impacto do nimero de pardmetros de perturbacdo € bem menos marcantes nos testes
baseados em LR*, LR} e LR}, ., visto que suas taxas de rejeicdo tendem a permanecerem mais

estaveis.

Tabela 4.9 Taxas de rejei¢do dos testes LR, LR*, LR}, LR}, LRyoot, Sr, Sy, K(S,) € S, em MNLLGG
com A =1, 8 =1, n =20 e diversos valores de p.

(%) LR LR* LR, LRny LR, S S& K(©S,) &
L1 1o 1,0 1,3 1,1 1,7 00 03 00
2 1,0 1,0 1,2 1,0 09 1,0 1,0 1,0
L3 1,1 1,1 1,2 1,0 07 1,1 1,1 1,1
1,5 1,2 1,1 1,0 09 05 1,0 1,0 1,0
53 50 50 53 51 52 43 52 53
566 53 53 50 49 43 54 54 54
57 51 50 47 45 39 53 53 53
6,8 56 54 43 46 37 49 50 50
10,8 10,4 10,4 10,3 10,3 9,1 9,6 10,2 10,3
11,2 10,5 10,5 10,1 10,0 89 10,4 10,5 10,5
11,3 10,4 10,4 10,2 10,2 8,0 10,0 10,1 10,1
12,5 10,7 103 98 102 81 9,7 98 98

1
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Os resultados apresentados na Tabela 4.10 foram obtidos levando em consideracdo a hip6-
tese alternativa Hy : B3 = B4 # 0 para A = 1, n =30, p =4, o« = 5% e diferentes valores de
B3 = Bs = B9, com B© variando de 0,0 a 3,5. A partir desses resultados, observamos que o
poder dos testes baseados nas estatisticas LR, LRy, € LR;,, , € ligeiramente superior aos dos
testes baseados nas demais estatisticas. Também podemos notar o ganho no poder com a cor-
recdo tipo-Batlett para a estatistica S,, visto que os testes baseados em suas versdes corrigidas
apresentam poderes superiores ao seu.

Tabela 4.10 Poder dos testes LR, LR*, LR}, LR} ., LRpoor, Sr, S5, K(S,) e S, em MNLLGG com 6 = 1,
A=1,p=4,n=20.

B° | LR LR* LR} LRy» LR, S S& K(©S,) &
00/ 56 53 53 49 50 41 53 54 54
05/ 98 91 91 92 94 86 10,5 10,5 10,6
1,0 | 26,0 24,8 24,7 254 255 21,4 255 255 256
1,5|54,2 52,8 52,7 53,8 54,3 44,0 49,2 49,3 495
2,080,6 79,6 79,6 80,2 80,5 67,8 72,5 72,6 72,7
2,5(94,5 942 942 945 944 853 834 885 88,6
3,0(98,9 988 98,8 99,1 99,1 94,5 958 959 96,0
3,5/99,8 99,8 99,8 99,8 99,8 98,1 98,6 98,7 98,7

Na Tabela 4.11 apresentamos comparagdes da média e variancia das estatisticas LR, LR*,
LR}, LR}, ., LRpoor, Sr, Si, K(Sy) e S, com as da distribuicdo )(22, para o modelo com n = 20,
A =0,5¢e p=4. Os resultados mostram que as versdes corrigidas das estatisticas LR e S,
apresentam médias e varidncias bem mais proximas da distribui¢do 122 do que as respectivas
estatisticas nao-corrigidas. O mesmo ocorre quando comparamos os quantis amostrais de LR,
S, e das suas versodes corrigidas com os da distribui¢do x22, como observado na Tabela 4.12.
Por exemplo, para o quantil de ordem 85%, o qual corresponde ao valor 3,8 na distribui¢ao xzz,
corresponde ao valor 4,2 da estatistica LR, ao valor 3,7 das estatisticas corrigidas LR*, LR} e

LR} ., ao valor 3,0 da estatistica S, 3,9 da estatistica S e 4,0 das estatisticas K(S,) e S,.

boot>
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Tabela 4.11 Média e variancia da distribui¢do )(22 e das estatisticas LR, LR*, LR}, LR}, ,, LRyoot, Sy, Sy,
K(S,) e S, em MNLLGG com p=4,n=20e A =0,5.

momentos X LR LR LR} LR}, S, S K(S,) S,
média | 2,000 2,213 1,992 1,968 1,983 1,657 2,047 2,087 2,112

varidncia | 4,000 4,729 3,834 3,739 3,905 2,815 3,930 4,180 4,357

Tabela 4.12 Quantis da distribuicéo xzz e das estatisticas LR, LR*, LR}, LR} .. LRyoot, Sr, Sy, K(S,) e
S, em MNLLGG com p=4,n=20e A =0,5.

quantis(%) | x5 LR LR* LR} LR;, ., S, S K(,) S
85,0 3,8 42 37 37 37 30 39 40 40
90,0 46 51 46 45 46 37 48 49 50
95,0 6,0 66 59 59 60 49 63 64 6,6
97,0 70 76 68 68 70 58 73 715 176
99,0 92 99 89 88 91 79 91 94 96
99,5 10,6 11,3 10,2 10,1 10,4 9,0 9,6 10,1 10,3

4.7 Aplicacoes

4.7.1 Exemplo 1

Apresentamos a seguir uma aplicacdo dos testes apresentados neste capitulo utilizando
o conjunto de dados analisados por Freund (1983), referentes a um estudo do tamanho de lulas
predadas por tubardes e atuns. A varidvel resposta P € o peso em libras de n = 22 espécimes de
lulas capturadas, as covaridveis correspondem as caracteristicas do bico ou boca das lulas, em
polegadas, sdo elas: comprimento do bico (x;), comprimento dos tentaculos (x), comprimento
do entalhe do bico (x3), comprimento do entalhe dos tentdculos (x4) e largura da lula (x5). O

modelo usado é:

yi = Bo + Bixit + Boxio + Baxiz + Paxia + Bsxis + 0z, i =1,...,22, (34)

em que y; = log(P;) e z; ~LGG(A), com A =1,9 e 6 =0,12. Os valores de 6 e A foram

escolhido dentro da faixa de valores (0;2), de tal forma que minimizassem o AIC. As esti-
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mativas de maximas verossimilhancas (com os respectivos erros padrdo em parénteses) fo-
ram: fo = —2,278(0,159), B = —5,704(1,307), B> = 0,534(0,439),55 = —0,410(0,473),
B4 =0,810(1,083), Bs = 1,808(0,624) ¢ s = 2,409(0, 828).

Estamos interessados em testar trés hipéteses, a saber: (i) Hy : By = B, =0, (ii) Hy : B3 =
Bs = 0 e (iii) Hy : Bs = 0. Realizamos estes testes de hipétese utilizando as estatisticas LR,
LRpoor, Sy, S, € suas versdes modificadas ao nivel de significincia a. Conforme apresentado
na Tabela 4.13, ao testarmos a hipétese (i), observamos que nenhum dos testes rejeitam Hy.
Como podemos notar, as corre¢des nao t€m grande efeito. Mas, ao testarmos a hipétese (ii), ao
nivel de significancia de 10%, observamos que apenas o teste S, nao rejeita Hy, enquanto que
os demais testes (inclusive os baseados nas estatisticas escore corrigidas) tem maior evidéncia
contra a hipdtese de que ndo ha efeito dos comprimentos dos entalhes do bico e dos tentdculos
no peso das lulas. Neste caso, observamos ainda que os efeitos das corre¢des para a estatistica
escore foram bem mais significativas. Por outro lado, para a hipétese apresentada em (iii), ao
nivel de significancia de 1%, observamos que apenas os testes LR, LR; ., S, € S, levam a
rejeicdo da hipétese de nulidade do efeito da largura da lula em seu peso. Podemos observar
que os testes baseados na estatistica escore e suas versdes modificadas, assim como 0s testes
baseados nas versdes modificadas da estatistica da razdo de verossimilhangas e na estatistica
da razdo de verossimilhangas bootstrap levam a nao rejeicdao de Hp ao nvel de significancia de

1%.

4.7.2 Exemplo 2

Consideramos uma segunda aplicacao dos testes estudados neste capitulo utilizando o con-
junto de dados que correspondem a 46 pecas de metal submetidas a fadiga em ciclos analisado
na Secdo 3.6. A varidvel resposta N denota o nimero de ciclos até a falha da amostra de metal

e, x, o trabalho por ciclo (mJ /m?), é a varidvel explicativa. O modelo utilizado é dado por

yi = Bo+ Brexp(Bz/xi) +0zi, i =1,...,46, (35)
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Tabela 4.13 P-valores dos testes de hipdteses no modelo 34.

Hy
Estatisticas | i =pf=0 Bz3=ps=0 ps=0
LR 0,4546 0,0364 0,0097
LR* 0,4580 0,0376 0,010l
LR; 0,4580 0,0377 0,0101
LRpoor 0,4700 0,0300 0,0133
LR}, 0,4740 0,0376  0,0095
S, 0,5266 0,1106 0,0222
st 0,5100 0,0982 0,0178
K(S,) 0,5098 0,0980 10,0178
S, 0,5095 0,0979 0,0177
Se 0,4530 0,0431 0,0099
S 0,4553 0,0430  0,0096

em que z; ~LGG(A), com A = 0,95. O valor do A foi escolhido dentro da faixa de valores
(0;2), de tal forma que minimizasse o AIC. As estimativas de méximas verossimilhancas (com
0s respectivos erros padrdo em parénteses) foram: ﬁo =9,443(0,764), gl = —5,619(0,563),
ﬁz = —19,723(5,580) e 6 = 0,321(0,037).

Nosso objetivo aqui € testar a hipétese Hy : B; = 1 contra Hy : B; # 1. Para estas hipéteses,

todos os testes LR, LR*, LR}, LRp,0, LR,

boors Sr> Sy» K(Sr) € S, forneceram p-valores menores

que 0,001, ou seja, todos os testes considerados levam a rejeicdo de Hy. Para avaliar o efeito
das correcdes em amostras pequenas, consideramos 26 observacdes selecionadas entre as 46
pecas de metal submetidas a fadiga em ciclos e reajustamos o modelo (35). Nesta sub-amostra
as EMV (com os respectivos erros padrdo em parénteses) passam a ser: ﬁo =10,020(2,111),
ﬁl = —5,704(1,307) e ﬁz = —15,030(11,889). Testando novamente Hy : B; = 1 versus Hj :

B1 # 1, os testes LR, LR*, LR}, LRpy0t, LR},

% o Srs S5, K(Sy) e S forneceram os seguintes p-

valores: 0,009; 0,0120; 0,0121; 0,015, 0,0128, 0,0284, 0,0164, 0,0158 e 0,0153. De modo
que ao nivel de significancia de 5%, todos os testes levam a rejeicdo de Hy. No entanto, ao
adotarmos o nivel de significancia de 1%, o teste LR leva a rejeicao de Hy, enquanto que a nao

rejei¢do de Hy € obtida quando os testes sao baseados em LR*, LR}, LRpoos, LR}, ., Sy, Sy, K(Sy)
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e S,. Em outras palavras, os testes baseados nas versdes corrigidas da estatistica da razdo de
verossimilhangas, na metodologia bootstrap, na estatistica escore e em suas versoes corrigidas
conduzem a conclusao diferente daquela obtida através do teste da razao de verossimilhangas

original.

4.8 Comentarios

Neste capitulo, derivamos o fator da corre¢do de Bartlett para a estatistica LR, assim
como os fatores da corregdo tipo-Bartlett para as estatisticas S, € S; nos MNLLGG. Abor-
damos o caso em que os pardmetros A e 0 sdo fixos. Resultados nimericos mostraram o
desempenho, em amostras finitas, dos testes baseados nas estatisticas ndo corrigidas e nas esta-
tisticas corrigidas LR*, LR}, Sy, K(S,), S, e Sg» também foram considerados os testes da razao
de verossimilhancgas bootstrap e sua versdo corrigida (via Rocke).

Concluimos desses resultados que o teste da razdo de verossimilhancas usual e o teste es-
core nos MNLLGG e MLLGG podem apresentar taxas de rejeicdo empiricas sob Hy bastante
distorcidas quando valores de A sdo pequenos e em amostras de tamanho pequeno e mode-
rado. O teste LR mostrou ser bastante liberal, enquanto o teste escore mais conservativo. Essas
tendéncias foram acentuadas conforme aumentamos o nimero de parametros de perturbagdo.
Nestes casos, o ganho com as correcdes de Bartlett e tipo-Bartlett foi evidente, uma vez que os
testes corrigidos LR*, LR}, LR}, ., ¥, K(S,) e S, apresentaram taxas de rejeicio mais préxima
do nivel nominal correspondente do que as suas respectivas versdes nao corrigidas. Outra van-
tagem dos testes corrigidos é que, mesmo com a variagdo do valor do A, do tamanho da amostra
e do nimero de pardmetros de perturbagdo, as suas taxas de rejeicao foram mais estaveis do
que dos testes ndo-corrigidos. J4 o teste gradiente, por sua vez, apresentou no MLLGG taxas de
rejeicdo bastante préximas aos niveis nominais adotados, independente do valor do A. No en-
tanto, quando aumentamos o nimero de parametros de perturbacdo ou diminuimos o tamanho

da amostra, esse teste apresentou tendéncia liberal, de forma que o uso da correcao tipo-Bartlett
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estabilizou as taxas de rejeicdo, deixando-as mais préximas aos niveis nominais considerados.
Quanto ao poder, os resultados indicam que os poderes dos testes baseados nas estatisticas
corrigidas foram préximos ou até mesmos superiores ao dos demais testes. No geral, os po-
deres dos testes baseados nas estatisticas escore e suas versoes corrigidas sdo inferiores aos
dos demais testes, além de apresentarem os momentos € os quantis empiricos mais afastados
da distribuicao de referéncia x22 Diante de todos os resultados obtidos, recomendamos para
aplicacdes praticas o uso das versdes corrigidas dos testes da razdo de verossimilhancas, escore

e gradiente.
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Técnicas de Diagnostico no Modelo Nao Linear Log-Gama

Generalizado

5.1 Introducao

A eficicia de um modelo de regressao paramétrico depende da escolha correta da dis-
tribuicdo da varidvel aleatdria dependente. Neste contexto, os residuos do modelo de regres-
sdo tornam-se uma ferramenta importante para validar a distribuicdo proposta para a varidvel
resposta, uma vez que fornece evidéncias sobre as observagdes cujo comportamento ndo esta
completamente descrito pelo modelo ajustado e avalia se a diferenca entre o valor observado
e explicado pelo modelo ¢ estatisticamente significante. Na validacdo do modelo, também se
faz necessario verificar a existéncia de observacdes extremas que exercam alguma interferéncia
desproporcional nos resultados do ajuste através da andlise de diagndstico.

Os residuos propostos para o modelo nao linear log-gama generalizado (MNLLGG) sdo ba-
seados nas metodologias de Cox e Snell (1968), de Pregibon (1981) e a partir da fun¢do desvio.
Na literatura, € vasto o uso destas e outras metodologias na andlise de residuos em modelos
de regressao, por exemplo, Cysneiros e Vanegas (2008) apresentam residuos para classe dos
modelos de regressdo ndo lineares simétricos, Silva et al. (2010) comparam trés residuos para

o modelo de regressdo log-Burr XII para dados com censuras, Vanegas et al. (2012) propdem
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uma definicio geral para os residuos do modelo ndo linear Birnbaum-Saunders. Por outro lado,
os procedimentos de identificagdo de observacdes influentes nas estimativas dos parametros
para MNLLGG foram densenvolvidos com base no conceito de alavancagem generalizada sob
a abordagem de Wei et al. (1998), em que eles generalizam a defini¢do de pontos de alavanca
para modelos gerais, na abordagem influéncia local proposta por Cook (1986), em que a ideia
basica consiste em avaliar a influéncia conjunta das observac¢des sob pequenas perturbacdes nos
dados ou no préprio modelo, e sob enfoque de influéncia global (Cook, 1977). Alguns autores
tém estudado os procedimentos de diagndstico com base nestas abordagens, por exemplo, Ga-
lea et al. (2000), Tang et al. (2000), Fung et al. (2002), Ortega et al. (2003), Sun e Wei (2004),
Xie e Wei (2007) e Vanegas e Cysneiros (2010).

5.2 Analise de Residuos

Uma etapa importante na andlise do ajuste de um modelo de regressao € verificar a qua-
lidade do ajuste, o qual pode ser feita iniciando com a andlise de residuos. Esta, por sua vez,
tem por objetivo avaliar a adequacgdo da distribui¢do proposta para a varidvel resposta através
da discrepancia entre os valores ajustados e o conjunto de dados, como também de detectar a
presenca de pontos aberrantes, ou seja, pontos que interfere nos valores ajustados, embora nao
estejam muito afastado dos demais pontos. Considere o modelo definido por (1) e (2). Se deno-
tarmos por é = £(y) a estimativa de maxima verossimilhanga de & e por i o vetor de valores
esperados, entdo y = E/(?) = [,L(é) € o vetor de respostas preditas. Utilizando a metodologia

apresentada em Cox e Snell (1968), propomos o residuo de Pearson para MNLLGG baseado

na diferencga y; — y; e definido como:

: vk 2
Var(Y) 20/ yM(A2) Ay (A2)’
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em que & = (yi — f1;)/0 e s = n(x;, ), parai = 1,...,n. Lembrando que A2 é o parimetro
de forma da distribui¢io LGG considerado fixo, e y{!) () denota a primeira derivada da fungdo
digama.

Considerando o parametro 0 fixo, uma segunda opg¢do seria utilizar o residuo definido por
Pregibon (1981). Este ultimo, € derivado do processo iterativo de estimacdo dos parametros
do modelo. A partir da convergéncia do processo iterativo apresentado em (8), a expressao do

estimador de 8 é dado por:

p=(XTR) XS
com § = ffﬁ’ —A6M 1, M, =diag{s1,...,M1,} sendo uma matriz diagonal de dimensio n X n
cujo i-ésimo elemento é rivy; = 1 —exp{A~'2 4+ c(A)} e & = (yi — f)/6. Assim, B pode ser
interpretado como a solug@o de minimos quadrados da regressdo linear de & contra as colunas

de X e o residuo ordindrio é definido, a partir dessa regressao, como:

rF=6—-XB=(U-H)S,
emque H = X (i X )~ IXT. Assumindo que Var(S )= 621, temos que aproximadamente Var(r*)=2
62(I —H). Como E(r*) = 0, o residuo padronizado é dado por:

ri —E(r?) _ Amy; (36)

ts, = ,
R \/ Var(r;‘) 1— /’l,','

em que h;; € o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H.

Um outra proposta, considerando o parametro 6 fixo, para avaliar a qualidade do ajuste
€ através dos residuos calculados a partir da fun¢do desvio. Esta fun¢do corresponde a dis-
tancia, para cada observagdo, entre o logaritmo da funcdo de verossimilhanca (funcao de log-

verossimilhan¢a) do modelo saturado (com n parametros) e do modelo sob investigacdo (com
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p parametros). O residuo componente do desvio nos MNLLGG ¢ dado, entdo, por
tp, = sinal(ft; — )2 {1(f1;) — 1)}/

em que sinal(f; — fI;) uma fungdo que representa o sinal da diferenca entre fI; e f1;, /(1;) corres-
ponde a fun¢ao de log-verossimilhanca dada por (3) avaliado em w; = 1 (x;, B), fi; é a estimativa
de p; no modelo saturado, ou seja, fI; = y;+ 0Ac(A), e [I; é a estimativa de ; no modelo in-

vestigado. Assim, fp, pode ser expresso por
A R 1 1/2
tp, = sinal (fi; — )V/2 { A2 (s + (1)) — Az} '/2

E possivel padronizar o residuo componente do desvio ultilizando os elementos da diagonal

principal da matriz H da seguinte maneira:

Com o objetivo de verificar as propriedades empiricas dos trés residuos prospostos, 7;, fs;, €

tbi, realizamos simula¢des Monte Carlo com 10.000 réplicas considerando o seguinte modelo:
Yl':BO+B]X1j+eXp(B2XZi)+GZi, i= 17"'7”7

em que Z; ~ LGG(A) com A variando entre 1, 1,5 e 2, as varidveis x|; e xp; foram tomadas
como amostras aleatérias da distribui¢cdo uniforme U(0,1). Enquanto que a varidvel resposta
foi gerada assumindo que By = B = B, = 6 = 1. Na primeira etapa fixamos n = 15, para os
residuos propostos foram consideradas as seguintes medidas: média, erro padrao (EP), assime-
tria (AS) e curtose (K). Os resultados apresentados na Tabela 5.1 demonstram que a média do
residuo 7 € proxima de zero, em todos os cendrios. Ja a assimetria negativa esta de acordo com a

assimetria da distribui¢do LGG e, como era de se esperar, o aumento do valor de A faz com que
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as estimativas da medida de assimetria aproximem-se de zero. Quanto a curtose, a distribuicao
de residuo 7 apresenta-se leptoctrtica para A = 1 e aproxima-se do valor da distribui¢do normal
padrio ao passo que o valor do A aumenta. J4 os resultados para os residuos zs,, apresentados na
Tabela 5.2 mostram que a sua média € proxima de zero e a sua assimetria € positiva. Da mesma
forma que o residuo 7, a assimetria do s, diminui com o aumento do valor de A, enquanto que
a sua curtose aproxima-se de 3. Quanto ao residuo tz)i, segundo os resultados apresentados na
Tabela 5.3, entre os trés residuos estudados, esse € o que apresenta médias mais distantes do
zero, embora apresente erros padrdo proximo a 1 e medidas de assimetria e curtose bem mais

préxima da distribuicao normal.

Tabela 5.1 Medidas descritivas das estimativas do residuo de Pearson no MNLLGG.

=1 2=1,5 2=2

Obs. [ Média _ EP AS K | Média _ EP AS K | Média _ EP AS K
0,09 0,87 —1,50 6,89 | 0,05 0,83 -0,96 4,56 | 0,04 0,82 —0,70 3,80
0,07 0,98 —1,30 5,89 | 0,10 0,94 -0,8 4,25| 0,08 0,93 —0,65 3,92
0,13 0,82 —1,68 7,31 | 0,08 0,78 —1,14 537 | 0,06 0,76 —0,87 4,20
0,05 0,97 —1,29 564 | 0,05 0,93 -0,8 4,27 | 0,04 093 —0,65 3,82
0,08 0,97 —1,32 6,01 | 0,08 0,95 -0,8 4,27 | 0,07 095 —0,61 3,61
0,09 0,90 —1,42 6,13| 0,06 0,87 —1,02 514 | 002 0,87 —0,72 3,81
0,05 0,97 —1,35 597 | 0,04 0,95 -0,8 4,40 | 0,03 093 —0,68 3,89
0,10 0,96 —1,48 7.81| 0,08 0,96 -0,8 4,31 | 0,08 0,93 -0,63 3,71
9| 0,11 091 —1,42 6,19 | 0,08 0,91 —1,04 500 0,08 08 —0,71 4,06
10 0,06 0,97 —1,38 6,23| 0,05 094 —0,92 4,60 | 0,04 0,94 —0,5 3,59
11| 0,08 0,9 —1,32 574| 0,05 0,8 —0,8 4,20| 0,03 0,91 -0,72 3,90
12| 0,07 0,9 —1,34 571 | 0,07 0,92 -0,8 4,19 | 0,05 0,94 —0,69 3,84
13| 0,08 0,97 —1,32 579| 0,07 095 -0,81 4,08| 005 095 —0,64 3,70
14| 0,02 09 —1,40 6,5 | 0,03 092 -0,83 4,19 | 0,03 0,92 -0,70 3,92
15| 0,05 0,92 —1,44 6,31 | 0,02 08 —0,97 4,66 | 0,01 0,88 —0,69 3,73

[c=BEN e NIV B U

Na segunda etapa fixamos n = 50 e construimos histogramas (Figuras 5.1 — 5.3), a partir
dos quais visualizamos a assimetria da distribui¢do dos trés residuos propostos. Enquanto a
distribui¢ao do residuo tl/),- apresenta uma diminuicdo na assimetria, as distribui¢des dos resi-
duos 7 e t5, vao ficando mais simétricas a medida que o valor de A aumenta. Isso ocorre porque

a distribui¢ao LGG converge para a distribui¢ao normal quando A — eo.
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Tabela 5.2 Medidas descritivas das estimativas do residuo padronizado no MNLLGG.

2=1 2=1,5 2=2

Obs. | Média EP _ AS K | Média EP _ AS K | Média EP _ AS K
1] —-0,07 0,8 0091 3,48]| —0,07 0,94 0,64 3,11 | —0,06 0,96 0,52 3,26
2| 0,05 0,99 1,34 4,8 | 0,07 1,00 0,97 4,15| 0,05 1,00 0,75 3,59
3] -0,08 0,8 0,62 2,77 | —0,07 0,95 0,44 2,83 | —0,07 0,97 0,28 2,82
4| 0,00 094 1,23 436| 000 096 091 3,92| 001 098 072 3,54
5| 005 098 1,35 4,93| 0,05 1,00 1,04 426| 0,05 1,00 0,77 3,71
6| -0,03 0,8 1,00 3,71 | —0,04 0,93 0,73 3,38 | —0,05 0,96 0,55 3,17
71 0,01 095 1,31 4,80 | 0,00 0,97 0,94 3,94| 0,00 0,97 0,72 3,62
8| 0,06 098 1,30 4,66| 0,05 1,00 0,95 3,89 | 0,05 0,99 0,74 3,62
9| 0,02 09 1,03 3,81 | 002 097 077 3,46| 0,03 0,99 0,65 3,51
10| 0,01 0,94 1,26 4,46 | 0,00 095 0,95 4,05| 0,01 0,99 0,77 3,68
11| -0,02 0,9 1,12 4,14 | —0,02 0,94 0,76 3,40 | —0,02 0,97 0,62 3,31
12| 001 093 1,19 431 | 002 097 08 3,8 | 002 0,9 073 3,70
13| 0,05 09 1,36 508 | 005 1,01 1,08 461 | 003 0,9 073 3,54
14 | —0,07 0,88 1,27 4,61 | —0,03 0,96 0,94 3,94 | —0,02 0,97 0,66 3,41
15| —0,05 0,8 1,10 4,05 | —0,07 0,93 0,78 3,53 | —0,06 0,96 0,59 3,23

Tabela 5.3 Medidas descritivas das estimativas do residuo componente do desvio padronizado no
MNLLGG.

2 =1 2=1,5 =2

Obs. [ Média _ EP AS K | Média _ EP AS K | Média _ EP AS K
1|-0,37 1,01 —0,47 3,05]| —0,26 1,03 -0,34 3,05| —0,20 1,02 —0,27 3,04
2| -0,28 1,06 —0,20 2,80 | —0,15 1,02 —0,18 2,92 | —0,10 1,01 —0,13 3,01
3|1 -0,37 1,12 —0,67 3,32 |-026 1,07 —0,51 3,28 | —0,20 1,05 —0,45 3,21
4] -033 1,05 —0,25 2,77 | =0,20 1,01 —0,21 2,93 | —0,15 1,00 —0,15 2,98
5| -0,27 1,04 —0,20 2,84 | —0,16 1,02 —0,14 2,99 | —0,11 1,01 —0,12 2,92
6| -0,33 1,05 -0,40 2,92 | -0,23 1,02 -0,32 3,08| —0,20 1,02 —-0,26 2,99
7|1 -0,32 1,05 -0,24 2,85 |-0,21 1,02 -020 2,92| 0,16 1,00 —0,17 3,03
8| -0,26 1,04 —0,23 2,91 |-0,17 1,03 —0,17 2,89 | —0,10 1,00 —0,14 2,97
9| -0,29 1,05 -0,37 2,89 | —0,18 1,04 —-0,32 3,08 | —0,12 1,02 —0,21 3,07
10| 0,31 1,04 -0,25 2,8 | —0,21 1,01 -0,21 3,01 | —0,15 1,01 —0,11 2,92
11| -032 1,03 -031 2,8 | -0,22 1,01 -0,26 2,8 | —0,17 1,02 -0,23 3,00
12| -0,30 1,04 -030 2,83 | -0,19 1,01 -0,20 2,90 | —0,14 1,02 —0,18 3,03
13| —0,27 1,04 -0,22 2,85 | —0,17 1,02 —0,12 2,95 | —0,13 1,01 —0,14 2,93
14| -0,38 1,03 —-0,28 2,93 | —0,24 1,02 —0,17 2,93 | —0,17 1,01 —0,20 3,00
15| -0,36 1,05 -0,38 2,95| —0,27 1,02 -0,30 3,03 | -0,21 1,02 —0,23 2,97




Figura 5.1 Histogramas das estimativas do residuo de Pearson.
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Figura 5.2 Histogramas das estimativas do residuo padronizado.
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Figura 5.3 Histogramas das estimativas do residuo componente do desvio padronizado.

b A=1,5
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5.3 Analise de Diagnoéstico

O objetivo na andlise de diagndstico € verificar a existéncia de observacdes que exercam
um efeito desproporcional nas estimativas dos coeficientes do modelo, levando muitas vezes
a conclusdes errdneas quanto aos resultados inferenciais. Estas observacdes sdo conhecidas
como pontos influentes e sdo caracterizadas por terem um perfil diferente dos demais pontos

no que diz respeito aos valores das varidveis explicativas.

5.3.1 Alavancagem Generalizada

O conceito de alavancagem consiste em conhecer a influéncia que cada observagdo y;
exerce no préprio valor ajustado y; e é apresentada pela derivada dy;/dy;. No caso do modelo
normal linear, essa influéncia coincide com o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
de projecio H =X (X 'X)~!X T, sendo X a matriz modelo. No entanto, Wei ez al. (1998) propu-
seram uma expressao para alavancagem em modelos mais gerais. Segundo estes, alavancagem

A

generalizada de & pode ser definida como:

GL(E) = {(Dg)(—ng)_l(tgy)}Q:g, (37)

emque Dz = dp/9E ", Leg = 9U(E)/EQE " e Le, = 9% (E)/IEDy.
No caso dos MNLLGG, temos que &€ = (B',0)", logo Dg = (Dg Dg) = (X 0;), em que
X =X(B)=0n/dB" éamatriz de derivadas n x p e 0; é um vetor de zeros de tamanho n. A

matriz 'ng ¢ definida em (4), enquanto que a matriz Z',éy ¢ dada por:

. Lg, 1 XT(1—M)
Ley=1| “e2| - T ’
LGy Z (I—Ml)—ll M]
em que M| =diag{m,,...,my,} sendo uma matriz diagonal de dimensdo n x n cujo i-ésimo

elemento é my; = 1 —exp{A~'z;+c(A1)} e z= (z1,...,2,) " é um vetor de dimensio n x 1.
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Entdo, podemos simplificar (37) da seguinte forma:
2 1 ~..ﬁB~T 1 ~ﬁ9—r A Nﬁe T
GL(&):—ﬁ)(L X (]—Ml)—m)(L Z (I—Ml)—l—mXL 1 Ml’ézé’

em que LBB ¢ [BO correspondem as submatrizes do bloco superior de ngl de dimensdo p x
(p+1). Ou seja, [P = (Lﬁ_ﬁl +FE'FT) e [PO = —[PPlgql 5, em que F = f,[;éf,ﬁg e

E=1Lgo—Lg ﬁLE;}Lﬁg. Desta forma, a matriz de alavancagem generalizada é dada por:

GL(E) = GLg (&) +GLg 4(8),

em que

XTI —My)|,_e

s 1 ..
GLg(E) = —5i XL -

. | R 1. el
GLﬂve(é):—?XFE IFTXT(I—Ml)—i—ﬁX(LBl—FE 'F1)LgeLyglz' (I—My)—A1"My]

p le—g-

Quando o parametro 6 for considerado fixo, o estimador do vetor de pardmetros & = ( BT, 0)"
n AT A ~
serdigual § = (B ,0) e amatriz de alavancagem generalizada reduzir-se-d a GL(§ ) = GLg(&).

Um gréfico dos elementos da diagonal de GL(&) versus indices pode revelar pontos com alta

influéncia no seu préprio valor predito.

5.3.2 Influéncia Local

Com o objetivo de verificar a existéncia de pontos que apds modificacdes pequenas no
modelo e/ou nos dados causam variacdes desproporcionais nas conclusdes inferenciais, Cook
(1986) propos um método de influéncia local, o qual avalia a influéncia conjunta de pontos sob
pequenas perturbacdes nas estimativas de maxima verossimilhanca.

Seja I(£) a fungdo de log-verossimilhanga dada em (3) e o vetor de perturbagdo w =
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(W1,...,wp) ", restrito a algum subconjunto Q do R". A fim de avaliar os efeitos das per-
turbagdes nas estimativas fornecidas pelo modelo, o afastamento de verossimilhanga, também

conhecido como desvio local é definido como:

LD(w) = 2{1(§) —1(&,)},

em que LD(w) > 0, é e EW sdo os estimadores de méaxima verossimilhanga (EMV) de & dos
modelos ndo perturbado e perturbado, respectivamente. Considere wq o vetor de nao perturba-
¢do, ou seja, [(G,,,) = [(S). Temos que wy € o ponto minimo da fungdo LD(w), uma vez que
LD(wgp) = 0. Cook (1986) sugere estudar o comportamento do LD(w) em torno de wy através
da curvatura normal da linha projetada LD(wg + ad), em que a € R e d é um vetor fixo ndo
nulo unitdrio, ou seja, ||d|| = 1. Cook (1986) mostra que a curvatura normal C,;(&) possui a
seguinte forma geral:

Cq(&) = 2|dTAT£g§1Ad|,

em que A é uma matriz (p+ 1) X n que depende do esquema de perturbagdo, dada por A =
02(E,)/0EAw avaliadaem & = & e w = wy.

Uma sugestao de Cook (1986) é utilizar d,,,,, 0 autovetor correspondente ao maior auto-
valor Cy, da matriz F= AT(—T;& )flA, como medida de influéncia local. O gréfico de .«
contra a ordem das observacdes pode revelar quais os pontos que, sob pequenas perturbacoes,
exercem maior influéncia em é Outra possibilidade de anélise foi proposta por Escobar e
Meeker (1992), o qual sugerem que a medida de influéncia a ser tomada seja os elementos da
diagonal principal da matriz F'. Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem que a curvatura normal
seja avaliada na direcdo da i-ésima observagdo, que consiste em avaliarmos C,(&) no vetor
d; de dimensdo n X 1 composto por um na i-ésima linha e zero nas demais. Essa curvatura é
denominada por C; que ¢é igual a 2|f;;|, em que fi; é o i-ésimo elemento da diagonal principal
da matriz . E sugerido um gréfico de C; versus indice, em que as observacdes com C; > 2C,

sendo C = Z’}Zl C;/n, merecem atengdo especial.
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Neste estudo, apresentamos trés tipos de esquema de perturbacdo no MNLLGG definido
em (1) e (2). Obteremos para cada esquema de perturbagdo a matriz A avaliada em & = 8 e
w = wy, apresentada sob a forma:

A 9%l dpow’ .
N B (L TV

Ag (&) /000wT

Perturbacio Aditiva na Resposta

Com objetivo de analisar a sensibilidade do modelo quando a varidvel resposta é sub-
metida a uma perturbagdo aditiva, considere o esquema y;, = y; +w;sy, em que i = 1,...,n,
sy € um fator de escala, utilizado com o intuito de padronizar os componentes de w e pode ser
estimado pelo desvio padrdo da varidvel resposta. Assim, a funcdo de log-verossimilhanga do

modelo perturbado assume a forma:

I(E,) = (247 = D)nlog A —nlogT(A%) + A Y. zy+nA2c(A) — A2 Zexp{% —|—c(7t)} —nlog®,
=1 i=1

1=

em que zj, = (yi +w;sy —1;)/6, sendo n; = 1(x;, ) Derivando [(§,,) em relagdo a w;, i =

1,...,n, obtemos:

dl(&,) () dziw _ Ziw Sy
ow; 0z Owi [k—lexp{w—kc(l)}} 0 (3%)

Derivando (38) em relagio ao B, s = 1,..., p, obtemos:

PUE,) s Ziw 1 9zi
IBowi _Ele"p{fﬂ(’l)}%aﬁs

= —yexp{z%—i—c(l)}fis
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em que my;, = 1 —exp{A 'z, +c(A)} e &y = IN;/dPs, i = 1,...,n. Ao derivar (38) em

relacdo ao 6 obtemos:

o = —rew{Gre)} 3 Gt e (G )] (-5)
_ —exp{%qLc(l)}Zig;y—l[l—exp{%—f—c(ﬂ,)}]%

S .
= —{(l—mliw)zl'w-l-lmliw}e—yz, i=1,...,n.

Para a perturbacio aditiva na resposta, wo = (0,...,0)" e a matriz A avaliada em & = é e

w = wy fica da forma:

A A XT(1—m, P
0 O\ 2T —m)—-21"M, 6

em que Mz = (I —M,2" (I—M;) —A1"M;) ", as matrizes X*e M, correspondem respectiva-
mente 3s matrizes X* e M avaliadasem & = é, assim como o vetor Z € formado pelos elementos
2i=(i—M)/6,i=1,....n.

No caso em que s, = 1, existe uma relagdo direta da matriz F = 2AT (—Lgz)~'A com a
matriz de alavancagem generalizada GL(&). Note que neste caso, A = iéy. Definimos o bloco
inferior de ng de dimensdo 1 x (p+ 1), como L?* = (L [99). Com isso podemos mostrar
que:

F = 2AT(—L55)IA:é(I—MI)GL(é;)—M;{LG*A.

Em particular, quando parametro 6 for considerado fixo, teremos:

F=20"2(1-M)GL(E).
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Perturbacio de Casos Ponderados

Para verificar qual a influéncia exercida pela i-ésima observa¢do no modelo, considere
agora um esquema de perturbac@o no qual a funcdo de log-verossimilhanga do modelo pertur-

bado seja expressa na forma:

1(E,) = Y wil(yi€)
i=1
= (2&2—l)log?LZwi—logF(lz)Zwi—I—?LZwizi—k?ch(l)Zwi
i=1 i~ i~

i=1

—A? y W; exp ﬁ—kc(l) _y wilog 6.
Y werp{ +e(l)} -1

Derivando /() em relagdo a w;, i = 1,...,n, obtemos:

&) _ (222 = 1)log A —logD(A%) 4+ Az + A%c(A) — lzexp{ﬁ +C(7L)} —log®.

8w,~ 2,
Consequentemente, para s = 1,..., p, temos que:
D2U(E,) Z Fig
IPow; P‘*ﬁw{1+dl”]<“6>
AL .
= _Emlixiﬁ l:1,...,l’l.

Além disso,

%(E,) Zi Zi 1 A 1 A
Gosn, = [Pree{G @] (-5) -5 =—fmia-g=—gme
com my; = my;z;+1/A,i=1,...,n. Para a perturbacio de casos ponderados, wo = (1,...,1) "

e a matriz A avaliada em & = é e w = wy fica da forma:

A=-ZxTm,

| >
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em que M corresponde a matriz M = (M, sz )T avaliadaem & = &, sendo my = (myy, ..., mo,) "

um vetor de tamanho 7.

Perturbacao Aditiva no Preditor

Agora, 0 objetivo € avaliar a sensibilidade do modelo a pequenas perturbagcdes em uma
determinada varidvel explicativa x,. Considere o esquema em que € adicionado a x, um vetor
de perturbacdo w ponderado por um fator escala sy, que pode ser o desvio padrdo da varidvel
em questdo. Ou seja,

xirw :xir+Winr, i = 1,. .o ,I’l.
Seja Niw = N (Xiw, B) com x;y = (Xi1, ..., Xirw, -, Xix) . A funcdo de log-verossimilhanca para

0 MNLLGG com perturbagdo aditiva na r-ésima varidvel explicativa € expressa por:

I(E,) = (227 = 1)nlogA —nlogT(A2) + 2 ¥ 2y +nA2c(A) — A2 Zexp{% +c(7L)} —nlog®,
i=1 i=1

em que Zjy, = (yi — Miw)/0,i=1,...,n. Derivando /(£ ) em relagdo a w;, i = 1,...,n, obtemos:

al(gw) al(éw) aZiW aniw
ow; IZiw OMiw IW;

= [),—),exp{zl%+c(l)}] (—%) S, (39)

em que f1; = dNiw/dw;. Derivando (39) em relagdo ao fB;, s = 1,..., p, obtemos:

T = Bl 92 e e o)) 5

= sen{ P ren) (—g)x,-swfu—% 1—exp {3+ eM)}] fai

1 -
= _m(l - mliw)xiswfli - EmlinziS’
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em que myj, = 1 —exp{ziw/A +c(A)}, Zigw = IMNiw/9Bs € fris = 3 f1i/dBs, i = 1,...,n. Ana-

logamente, ao derivar (39) em relagdo ao 6 obtemos:

—féfﬁi) = oo {F e} 50 (—é)fm[z—zexp{%w(m}} ol

Zi Zi 1 A Zi
= exp{% —|—c(7L)} (—%) (5) fli+ 92 [1 —exp{% -I-C(A)H fii
% A _
= —(1 _mliw)ﬁfli—i— mmuwfli, i=1,...,n.
Considere as matrizes Fy=diag{fi1,..., fin}, F» de dimensdo n X p, cujo (i,s)-ésimo ele-
mento & fa5, My = (I,z")" e Ms = (F,',—1"F)". Para perturbacio aditiva no preditor,
wo = (0,...,0)". A matriz A avaliada em & = é e w = wg dependerd da forma de 1 (x;,,, B)

através das quantidades f; e f;s e serd dada por:

2 ~ AAT A

) A 1 [ XT(I-M)FR+26F M, P e A

A= Aﬁ =7 ( ) :—A—ZX*TM4(I—M1)F1—A—2M5M1,
Ag 0%\ 2Tu—m)F —AMTEM, 6 6

em que £y, F>, My e Ms correspondem as matrizes Fi, F>, My e Ms avaliadas em & = &, as quais

dependerao da ndo linearidade da funcdo 1 (x;,3).

5.3.3 Influéncia Global

Quando o parametro 6 € fixo, ainda podemos utilizar uma outra medida bastante co-
nhecida para avaliar o impacto nas estimativas dos parametros de regressao quando a i-ésima
observagdo é excluida, o afastamento da verossimilhanca LD; = 2{I(B) — (B (1))} em que B(i)
corresponde ao estimador [§ quando a i-ésima observacao € excluida. Essa medida foi introdu-
zida por Cook (1977) e é também conhecida como influéncia global.

Uma vez que ndo € possivel obter uma forma analitica para LD;, ¢ comum utilizar a segunda
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aproximacdo em série de Taylor em torno de 3, obtendo:
LD; = (B~ ) {~Lpp(B)} (B - B)-

Substituindo —Lgpg (3) pelo seu valor esperado K (fi) e B por 3(5), temos que:

1P =0 2(B—p,) (X X)(B-B) (40)

em que § corresponde a matriz X avaliada em B .

Em geral, ndo € possivel obter uma forma fechada para 3(i) e, entdo, aproximagodes tém
sido utilizadas. Pregibon(1981) sugere a aproximagdo de um passo, que consiste em tomar
a primeira iteracdo do processo iterativo pelo método scoring de Fisher, iniciando em fi Tal
aproximacdo € dada por:

Biy=B+{~Lss(B)} 1 (B).

A

em que [ (B) é a fungdo de log-verossimilhanga sem a i-ésima observagdo. Substituindo

novamente —Lgg( B) por Kg ( B) de acordo com os cdlculos apresentados no Apéndice E, temos:

Boy=B-—"—x X)'%, (41)

em que fclT corresponde a i-ésima linha matriz X.

Substituindo (41) em (40), obtemos:

B * AT a _lA i 1 2Ta 7x AT a _IA
LD; = L (X X> X; (_ZX X) L (X X) X
( - u) 6 (l_hii)
72 R ATa\ .
SR — ) (X X)Scl
02(1 — fui)2
f*Z
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o A ATA\ "1,
com h;; :SclT (X X) X;. Logo,

)
~—Ig, (42)
(1—hy) ™
em que fg;, encontra-se definido em (36). Aqui, € adotada a aproximagao definida em (42) como
a distancia de Cook para a classe dos MNLLGG.

A aproximacdo de um passo, em geral, subestima o verdadeiro valor de LD;, no entanto é
suficiente para chamar a atencdo de pontos aberrantes e influentes. Gréficos de LD;{3 contra os

indices das observagdes e de h;; contra os valores ajustados sao recomendados.

5.4 Aplicacao

Nesta secdo, consideramos novamente o conjunto de dados que correspondem a 46
pecas de metal submetidas a fadiga em ciclos analisados na Se¢@o 3.6. A variavel resposta N
denota o niimero de ciclos até a falha da amostra de metal e, x, o trabalho por ciclo (mJ / m3), éa
varidvel explicativa. Entre os modelos analisados na Secao 3.6, vimos que o modelo MNLLGG
(‘Modelo III’) € o que melhor se ajusta aos dados segundo a metodologia de validacdo cruzada,

0 AIC e o BIC, o mesmo sendo expresso por

yi = Bo+ Bi exp(Bz/xi)+9zi,i: 1,...,46, (43)

em que z; ~LGG(A),com A =0,95. O valor do A foi escolhido dentro da faixa de valores (0;2),
de tal forma que minimizasse o AIC. As EMV (com os respectivos erros padrdo em parénteses)
foram: fo =9,443(0,764), B = —5,619(0,563), B = —19,723(5,580) e = 0,321(0,037).
Nos gréficos dos residuos, apresentados na Figura 5.4 (a,e), a observacdo 5 aparece como pos-
sivel ponto aberrante nos graficos dos residuos 7 e 7, este tltimo ainda apresenta a observagao

12 com um alto residuo. Ja as observacdes 4, 25 e 39, aparecem como possiveis pontos aberran-
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tes no gréfico do residuo g (ver Figura 5.4 (c)). Analisando os trés residuos, ndo visualizamos
presenca de heteroscedasticidade. Por outro lado, através dos envelopes apresentados para os
residuos tg e tl’) (Figuras 5.4 (d,f)), temos indicios de afastamento das suposi¢des do modelo, o
que ndo € visto no envelope do residuo 7 (Figura 5.4 (b)).

As observagoes 2, 4 e 46 aparecem com alta alavancagem na Figura 5.5, consequentemente
para os valores proximos a estes pontos teremos uma menor precisao em suas previsoes. Con-
siderando os trés esquemas de perturbacdo: perturbacdo aditiva na resposta, perturbacdo de
casos ponderados e perturbagdo aditiva no preditor; construimos os gréaficos de influéncia local
Ci, apresentados na Figura 5.6, contra os indices das observagdes. Podemos notar que, em todos
os esquemas de perturbacdo estudados, a observacao 4 é destacada. A Figura 5.6(a) indica que
pequenas mudancas nos valores da varidvel resposta podem produzir mudangas substanciais
nas predi¢Oes das observagdes 2, 4 e 46. Sob o esquema de perturbacio de casos apresentado
na Figura 5.6(b), encontramos as observacdes 1, 4, 25 e 39 como observagdes potencialmente
influentes. A Figura 5.6(c) mostra o grafico de C; quando a perturbag@o ocorre nos valores de
x. Neste caso, as observagdes 1, 2 e 4 sdo destacadas. Afim de verificar se estas observagoes
sdo valores atipicos realizamos uma andlise de sensibilidade destas observacdes. Esta andlise
consiste em remover uma determinada observacao, reajustar o modelo e, em seguida, calcular

as taxas de variacdo das estimativas dos parametros pela expressao:

em que é e fj(i) sdo os EMV no modelo completo e no modelo sem a i-ésima observacao,
respectivamente. Os resultados dessa andlise estdo apresentados na Tabela 5.4. Observamos
que as retiradas das observacdes 1 e 4 apresentaram maiores impactos nas estimativas dos
parametros, principalmente nas estimativas dos coeficientes de regressdo. O mesmo pode ser

visto no grafico de influéncia global apresentado na Figura 5.7, o qual apresenta as observacoes



Figura 5.4 Gréfico dos residuos versus o indice de observacgdes e envelope para o Modelo III.
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1 e 4 com os maiores valores da medida de influéncia LD.

Figura 5.5 Gréfico de alavancagem generalizada para o Modelo III.
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Tabela 5.4 Andlise de sensibilidade ao remover as observagdes influentes no Modelo III.

Indice

Fonte: Autoria propria

Observacgoes 1 2 4 25 39 46
Bo| 6,47 2,59 514 3,20 0,80 2,67

Bi| 880 3,34 7,77 4,50 0,60 1,59

B | 16,69 8,25 15,62 9,56 4,91 11,95

6| 1,56 1,71 2,76 2,78 1,82 0,92

100
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Figura 5.6 Grafico de C; contra o indice de observagdes segundo os esquemas de perturbagao (a) aditiva
na resposta (b) casos ponderados e (c) aditiva no preditor para o Modelo III.
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Figura 5.7 Gréfico de Influéncia Global para o Modelo III.
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5.5 Comentarios

Na andlise residual do modelo nao linear log-gama generalizado, propomos trés resi-
duos: residuo de Pearson, o residuo padronizado e o componente do desvio. Realizamos um
estudo de simulacdo para avaliar os desempenhos destes residuos. Observamos que a distri-
buicdo dos residuos de Pearson e o padronizado tem média proxima de zero, desvio padrao
préximo a 1, é leptoctirtica e ligeiramente assimétrica. A diferenga desses dois residuos é que o
residuo de Pearson apresentou assimetria negativa, enquanto o residuo padronizado assimetria
positiva. Ja o residuo do componente do desvio &, entre os residuos propostos, o que apresenta
médias mais distantes do zero, além de apresentar erros padrao préximos a 1 e medidas de assi-
metria e curtoses menores do que os demais residuos. Como era de esperar, com o aumento do
valor de A, a assimetria e a curtose dos trés residuos vao se aproximando da distribui¢ao normal.
Dos trés residuos propostos, sugerimos o uso do residuo de Pearson. Apresentamos também

algumas técnicas de diagndstico para os MNLLGG, como as seguintes medidas: alavancagem
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generalizada, influéncia global e influéncia local. Para esta dltima, adotamos a metodologia
de Cook (1986), considerando os esquemas de perturbacdo na resposta, de casos e no preditor.
Mostramos que hd uma relac@o entre a matriz de influéncia local sob perturbag@o na resposta e
a matriz de alavancagem generalizada. Por ultimo, avaliamos as técnicas de diagndstico, atra-
vés do conjunto de dados que correspondem a pecas de metal que foram submetidas a fadiga

em ciclos, as quais mostraram-se ser eficientes em detectar observagdes influentes.
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Consideracoes Finais

@)

(ii)

(111)

(iv)

Resumimos as principais contribuigdes tedricas deste trabalho nos seguintes itens:

No Capitulo 2, indroduzimos a classe de modelos ndo lineares log-gama generalizados
(MNLLGG), o qual abrange dois importantes modelos: o modelo linear log-gama gene-
ralizado (Young e Bakir, 1987) e o modelo de regressdo ndo linear valor-extremo tipo I

(Barreto-Souza e Vasconcellos, 2011).

No Capitulo 3, derivamos uma expressao em forma matricial para o viés de segunda
ordem de Cox e Snell (1968) para os estimadores de maxima verossimilhanca (EMV)
dos parametros dos MNLLGG. Os resultados cobrem a situagdo em que o parametro de

forma A2 é fixo.

No Capitulo 4 derivamos uma expressao em forma matricial do fator de correcdo de
Bartlett usado para aperfeicoar o teste baseado na estatistica da razao de verossimilhan-
cas (LR), como também do fator de correcdo tipo-Bartlett para as estatisticas gradiente
(Sg) € escore (S,) na classe dos MNLLGG, considerando fixos pardmetro de forma A2e

o parametro de escala 0.

No Capitulo 5, propomos uma metodologia de anélise de residuos e diagnéstico, sob o
enfoque de alavancagem generalizada, influéncia local e influéncia global para a classe

dos MNLLGG com o pardmetro de forma A? fixo.
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Além dessas contribuicdes, estudos de simulacdo de Monte Carlo e aplicacdes foram feitos

com a finalidade de verificar a eficicia das corre¢des e da metodologia proposta para a anélise

de residuos e diagnéstico nos MNLLGG, dos quais podemos tirar as seguintes conclusdes:

(a)

(b)

(c)

Os EMV corrigidos via Cox e Snell e via bootstrap apresentaram um bom desempenho.
As corregdes nos estimadores se fazem necessdrias mesmo com tamanhos de amostras
considerdveis, uma vez que estas produzem estimadores mais eficientes tanto em termos

de viés, como em termos de viés relativo e erro quadratico médio, do que o EMV usual.

O ganho com as correcdes de Bartlett na estatistica LR e tipo-Bartlett nas estatisticas
S, e S, foram bem evidente, de modo que com os testes corrigidos as taxas de rejei¢do
ficaram bem mais préximas do nivel nominal. As versdes corrigidas dos testes LR e S,
apresentaram taxas de rejei¢ao mais estdveis mesmo com a variagdo do valor do A, do
tamanho da amostra e do nimero de parametros de perturbacdo. Ja no teste gradiente,
0 ganho com a correcao tipo-Bartlett foi mais evidente quando variamos o tamanho da

amostra e o nimero de parametros de perturbagdo.

As técnicas de diagnodstico desenvolvidas para os MNLLGG mostram-se eficientes em
detectar os pontos influentes. Dos trés residuos propostos, sugerimos o uso do residuo
de Pearson, uma vez que a sua distribui¢do tem média proxima de zero, desvio padrao

proximo a 1, assimetria negativa, conforme a assimetria da distribuicao LGG.
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Apéndice A

Calculo dos Momentos

Considere que Y7, .. .,Y, sejam varidveis independentes e um MNLLGG definido por (1)
e (2). Nesta secao, apresentamos a obtenc¢do os cédlculos dos cumulantes de Y e as suas derivadas
em relagio ao vetor de pardmetros & = (8,0)". De (2), temos que z; = (y; — 1;)/6, em que
1; = N (x;, B), assim o logaritmo da fun¢@o de verossimilhanca (fungéo de log-verossimilhanga)
do parametro &, dado o vetor de observagdes (y1,...,y,) ' e a constante A, do MNLLGG pode
ser expresso em fungdo de log-verossimilhanga da varidvel Z,

= Z:logfZ ()%nj —nlog#.
i=1

A.1 Derivadas da Func¢ao de Log-Verossimilhanca

Assumindo que r,s,¢, sdo indexadores do espagco paramétrico correspondente as com-
ponentes 8 e denotando i, = 91;/dB,, Xirs = 0°1:i/B,Bs € Xirs = 3°N;/IBIBsIB;, por

simples diferencia¢do em relagdo aos componentes do pardmetro &, temos:

dI(S) _ 1y dlogfi(z) _9l@E) _ 1y dlogfil(z) n
_52 e U ___52—

U, = aﬁr = ia—Zi-xzr 6 — 90 - =

3z,~ G 9 '

De forma andloga, as derivadas de segunda e terceira ordem podem ser obtidas do seguinte
modo:

azlé 81 fz i ~ 1 dl fZ i)~
Us = ( ) 922 Og Z) irtis QZ o8 (Z)

aﬁraﬁs Yirkis — g i azi irs:

821 A logfi(z) . 1 «dlogfi(z).
U = 922 gfz <) i ‘rJr@Zg—]?(z)xir,

82 0° logf Zl dlog f:(z) n
Uso = 2 922 ) 922 lz Zit g
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(&) 93 log fz ) .o 9*log f;(zi) ..
Usop = W Z ZiXirXis — 93 Z a—Zixtrxts
9? logf Zl % alogf (Zz)
02 Z z ZiXirs + 02 Z a—lzxmw
2’1 (é 9 logfz i) dlog f;(zi) .
U = W Z <j zr_mza—zixlr
03 logf z, : 8210gf (zi) .
93 Z : i Air Z x ZiXir,
831@ 9° Ingz Zi) dlog f:(zi)
Useo = F65000 — Z 4 Z oz
9’ log fz Zi) 3 2”
Z G55
A derivadas de quarta ordem apenas para o vetor 3 é dada por:
841(5) 0 logfz Zl) ~ o 93 1ngZ(Zl> ~
Ustu = aﬁraﬁsaﬁtaﬁu 94 Z —xtrxtsxltxzu 93 Z T ('xl}’uxlsxlt

+xlrxlsuxn + XirXisXitu + XiuXirtXis + XiuXirXist + xmxlrsxlt)

9? lOg fz Zl

92 Z xtrtuxzs + XirtXisu + XiruXist + XirXistu + XirsuXic + XirsXitu
z

dlog f.(z
+xmxlrst) 9 Z g—f(l)xlrsm-

i

A.2 Calculo dos Cumulantes

Para obtencao dos cumulantes, utilizamos a seguinte notagdo de Young e Bakir (1987):
EY = E{~2/10"10g 1(2)/9Z")} ¢ E}), = E{~27[0"log /(2) /02| 9" log /() /0Z"]}.

Adicionalmente, Young e Bakir (1987) mostraram alguns resultados importantes:

g” = £’ =0,

g = B =-E}=1,

B = —(1+172),

5 = B =-£) = =25 =27,
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E3(3) _ 3‘1/(1)(’12)*’)“2‘//(2)(12)’
By = ael=-{eatyton)
1

E2(2) _ §Ef3) _ )LES(‘Z) _ 7L2l[/(1)(;l42)

Tomando as esperancas das derivadas de segunda e terceira ordem, obtemos os seguintes cu-

mulantes:

Kro

Koo

Krso =

Koo =

Koo =

1 0) . - 1 0) ~ 1 ~ o~
= — m E Eé ).xir-xis + 6 E El( )xiVS = 92 E :xirxis’
i i i

I, ). 1 «o0. LR o

1 2
S R

1 0~ - . 1 0), . ~ - o~ ~ o~ 1 0) ~
m ZE'JE )xirxisxi, — m ZEé )(xmxis + XirXist +xirsxil) + 5 ZEI( )xi”l
i i i

I
Y Z(xirtxis + XirXist + KirsXir),

1
ﬁ ZE'gl)iirfiS + ﬁ ZE XirXis — 2 ZE Xirs — 62 ZE Xirs
1

n
e mm@w>+4}-
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Do mesmo modo, o quarto cumulante é dado por:
1 R 1 L o o
Krstu — — 2204 inrxisxitxiu + 03 Z(xiruxisxit + XirXisuXit + XirXisXitu
PETR: PYER:
S L. 1 L
+XiuXirt Xis + XiuXirXist + xiuxirsxit) - m Z(xirtuxis
i
"‘iirtiisu ‘I’iiruiist +iir)zistu + iirsuiit + iirsiitu +iiuiirs1)-

Além disso, temos para o modelo linear log-gama generalizado os seguintes cumulantes:
1
Krsg = E(UrsUt) = _m inrxisxih
i
2
Krst = E(UrUsUt> =53 inrxisxila
A6° &
1
Krstu = E(UrsUtu> = ﬂzxirxisxitxim
0442 &
6
Krstu — E(UrUsUtUu) = szirxisxitxim
i

2
Krstu — E(UrUsUtu) = _szirxisxitxiu-
i

A.3 Derivadas dos Cumulantes

Calculando as derivadas dos segundos cumulantes em relagdo aos componentes de &,
obtemos:

e %’Z; = —% Zi,(firzfis + EirXist ),
Ky = aa’;m = % Zi:firiiw

Ky = G =~z L

K'r(g) = a;ée % : Xirs
LT

Ixgs 2
Ky = 00— Sy )
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Adicionalmente, temos:

(tu) iy 1

Krs = TJ[p a2 Z(iirtujis + iirtiisu + jiruiist + )Ziriistu) y
B, 6°L
(u) J Krgt s = = s = = o~ o~ o 1 - = . = -~
Kref = 3[3 = 2103 Z(Xiruxisxit + XipXisuXis + xirxisxitu) - m Z(xirtuxis + XirtXisu + XiruXist
u i :

+firfistu + iirsujit + jirsiitu)-

Além disso,

A
Krst = 02 Zfirxisl - m XirXisXis

1 1
lerxlsxztxlu 932, lerxlsxltu )L Z irsXitXiy + m inrsxitu
i i

Krsjpu =

Krstu — 9412 lerxlsxn‘xm

2 e o
Krstu — — 9412 inrxisxitxiu + m inrxisxitu
i i
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Apéndice B

Calculo dos Termos de B(é)

Nesta secdo, apresentamos as principais quantidades necessarias aos calculos da corre¢ao
de viés do estimador de mdxima verossimilhanca & do vetor de parAmetro £ que indexa o
MNLLGG, apresentada no Capitulo 3.

K — %Km = —2%92 ;(firzfis + Xirfise — Kips i) — ﬁ ;firfisfir,
K %Krsg = % (1 — ZLAZ) ;)E,-rfis + ﬁ;iirﬁ

Kr(;) — %K‘rgt = —% (1 + #) Xi:iirfit - ﬁ Xi:fim

K‘gs) — %K‘gst = —% (1 + #) Zi:fisfit - ﬁ;fz’sta
=00 = 2y,

= gr = 55 (32000 | Lo
Koo~ a%000 = —ms (227w (A2 43w (22) - 2y (7))

A

B.1 Calculo dos Termos de B(f3,)

Os termos em (10) sdo dados por:



t 1
Zr,s,t Kbr KSt <KI§S) -3 K.rst> —

= Z Kbr St lertxls 92 Z KbrKSt lerx”l

st st
K.br st K.brK.st
292 ’;t Zersxlt 21 93 ’;t ler.xls.xlt
— K.br K.st ~ - ( K,br~ ) SE
292 Z (}; Xirt XIS> 292 ; Zr: Xir (sZJ xlst)
1
K.br K’ - ( K.br~_ ) = K'St <
92 Z (,; irs xn) 2203 ; Zr: Xir (SZJXIS X;[)

1 = St~ 1 T ¥ ¥
= —W; <Zr: K’ xir) <; K tXist) YT H Zl: (zr: K’ x1r> <§Xis Ks’xit> ’

1

= —m (1 + m) Z Kbrxet Z-xlr-xlt 22’ 92 Z KbrKGt lert

1

BECE (1 + 2_/12) )3 (Z Kbrxlr) (Zt: Keti”) 3767 & <; K i KGt) )

b6 st (1) 1 _
Zs,z‘K K* (Kes _jKest> —

1

= 93 (1 + Z_A,z) Z Kbe K ZX,SX” 21 92 Z Kbe KStZXlst
1 - -
= 93 (1 + m) b9 Z <ZXZSK txl‘[> — WKJJO ; (sZJ K‘srxm> R
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(1)
ZK.brK.BO( (0 _%Kr69> _ _% GQZ(ZKMXW),

r

1

(1)
ZKbeKse <K - §K9s9> = _A‘ergl )KbBZ( Kse)zzs) >

1 1 4
ZKbQ ot Kgg__KGOt _ — +)~llf 12) bOZ ZKGL‘X”
203\ 1
(b0 06 (K(g%)—EKeee> _ —K”"Keez%{2&21//(1)(12)4—31//(1)(&2)—Azw(z)(lz)}.

Os termos de (11) sdo dados substituindo o indice sobrescrito b pelo 6.
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Apéndice C

Calculo do Fator de Correcao de Bartlett

Nesta secdo, apresentamos a obtencdo de expressoes gerais para as quantidades neces-
sarias ao cdlculo do fator da correcdo de Bartlett da estatistica da razdo de verossimilhancas,
apresentada no Capitulo 4. Seja ¥ o somatdrio sobre o vetor £. Definimos a seguir quantidades,
parai,j=1,...,n, que serdo de grande valia para a simplificacdo dos célculos:

fij = (Z K'm)firtu K'rs)zjs) )

giji = (VX" Xk T k%) |

hij = (Z XK Xigu K%t
(

~ VS ~ VW ~ U~
lij = inrK Kiow K" Xy k" Xju,) .
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C.1 Calculo da Primeira Parcela Y A,

lrstu — Krs Ktu (Krstu/4 - K’S:;) + K,(;M)>
1 1 1
= K" k" ( — a3 2o KirKisXilXiu + 7o ) XirXisXinu + <o ) XirKisuXir
1 1 1 1
+m Zfirufisfiz + 1000 Zfz’uimiis + 1000 Zfiufirfist + 1090 Zfiufirsfiz
i i i i
—— XirtuXis — XistuXir — —= XirsuXit — ——~ XirstXi
192 ,‘ irtuXis 402 i stuXir 492 ,' rsuXit 492 ,' irstXiu
———= Y XinFisu— —= ¥ KiruKist — —= ) KirsKitu — =7 3 KiruXisXi
102 ,‘ irtXisu 402 i iruXist 492 ,' rsXit 203 ,' ruXisXit
lz)zxx 1Ziii+12i )Z+1Z)E5€
T A AR irdisurit — 3 AR irdistitu T 55 irtutis T ;o irtlisu
267 4 267 & 67 4 67 4
1 o 1 o 1 L 1 o
+m inruxist + m inrxistu + m inrsuxit + @ inrsxitu
i i i i

1 L 1 L 1 o 1 o
_m inrsuxit - m inrsxitu - m inruxits - m inrxistu>
i i i i

1 o 3 - 3 o
Astu = KK ( T 46402 Zilxirxisxizxiu T 4030 Zi:xirxisxitu VTR Zilxirxisuxiz
—— 2, 2 KXiruXisXit T 35 ) XiuXirtXis T T34 2 XiuXirXist T 34 2 XiuXirsXit
1651 463 & 4631 & 4631 &
3 o 1 - 1 - 1 . o~
+4_92 Zi:xirtuxis - 4_92 ;xistuxir - 4_92 Zi:xirsuxit - 4_92 ;xirst-xiu

3 o 1 o 1 o
+4—92 zi:XirtXisu - 4_92 Zi:ximxm — 4—92 Xi:xirsxitu>
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Lo = ~ggiza & (L) (L ak"5) - gz L (L) (L fuk’)
49%2 (X k™ Fisu k%) = o AZ (X i K i K i)
+7 93 7 Z,: () xS k" %is) + MZI.: () i k" Figy KK )
oz 2 () (L aw5) + g T (L K"
— L (XS 5) - - ¥ (X )
- 4%2 Z (Y K Tt K" Fa) + 4%2 Z () e k" Fisu k™)
—ﬁ Z () X" T ™) — ﬁ Z (Y Eire™) () Firuc™)

1 3 3 3 1
L = ~gguza LA~ gguz Laii— gguy LGii~ gguy LCi T iy L
1 1 3 1 1
+—4937L ;Cii+—403l ;dizii+mzi:fii— m;fii— W;fﬁ
1 3 1 I« o,
_W;fii+wgbii_ W;bii_ W;di

1 1 1 1 1
erstu = T10%12 ZZ,% - mZZiidi - mzcii + z—ezzbii - Wzdzz
1 l 1 1 l
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C.2 Calculo da Segunda Parcela Y A,

Kty (Ksuw /6 — Ks(vlf,)) =

1 1 1 1
= { 2103 zi:firfitfiv ) zi:firvfiz ) zi:firfitv ) ;firtfiv} X

1 - 1 . B 5 o 5 B _
{ 6163 ijsxj”xjw 662 ijswxf“ * 502 ijsxjuw T 502 ijsuxjw}
J j j J

1w i 1w .. 1w . .
= 340 izj,x,'rxnxz-vx is¥jufjn = o3 lzj,xz-rvxzfx js¥jufjn = o3 izj,xz-rxz-tvx i juju
1 L 1 o 1 .
— 7105 LS Ejs%juEjw — ooz Y Firkufin%jonFju+ o7 ) Fin K s Kju
61.6% & 61,65 & 607 &

5 5

5
~Zna inrvxitxjsxjuw ~ Zn4 inrxitvxjsxjuw Y- inrtxivxjsxjuw
60~ — 60% =~ 60~ ==
i,] 1,] LJ
C oo o 5 v s x o 5 Yo s o= o
+—5 inrxitxivxjsuxjw Y inrvxitxjsuxjw 4 inrxitvxjsuxjw
610> = 60+ 60 ==
L,J L,J L,J
5
__694 inrtxivxjsuxjw

l'n]
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(v)

Krtu | Ksvw / 4 — Ksw =

1 o 1 o 1 o 1 o
= _l 03 ;xirxitxiu - @ ;Xiruxit - m ;X,‘rxim — m ;xirtxiu

1 o 1 _ _ 3 o 3 o
4263 ijsxjvxjw T 402 ijswxjv + 102 ijsxjvw + 192 ijsvxjw
J J i Jj

1 1
xlrxltxluxjsxjvxjw leruxllxjsxjvxjw
4 41206 Z 4 11 05
120 Py A0 Py
Lt L
- Xlrxlmx]sx]vx]w xlrtxmxjsx]vx]w
42.65 42.65
i,j i,j
! +— +—
4),65 szrxttxmx]swxjv 94 leruxztxjswx]v 94 szrxztux]swxjv
i,j i,j i,j
1 3 o 3
404 lertxmxjswxjv + == 4005 inrxitxiuxjsxjvw - 494 leruxttxjsxjvw
i,j L] i,j
3 e 3 e
64 szrxztux]sxjvw 94 inrtxiuxjsxjvw + W inrxitxiuxjsvxjw
i,j iJ iJ
3 3 3
— 17 L SinFuSisnSin = 707 ) FirfudE s — 7o5 ) FirtFaukjou % ju
i,j i,j i,j
() () v o Tyo . L. . LR o
Kt Kow = _@ inrvxit - m inrxitv _m ijsuxjw - @ ijsxjwu
J

1
= 64 lervxltx]sux]w + = 0% Zx,rx,lvxjsuxjw + — 0% lervxllx”xjwu
l] 7] a]

1

94 lerxttvx]sxjwu

ij



)"rStMVW

KJ‘S

1 1
7S U oW
K K"K 2206 szrxnxzvx]sxjuxjw a5 lervxztx]sx]uxjw
6120 i 6A6 07
1 1
6)» 95 lerxltvx]sx]uxjw 61 95 lerlxlvx] ijuxjw
1
6/195 szrxztxwx]swx]u +— 94 szrvxltx]swxju +— 94 lerxltvx]swxju
i,j i,j i,j
1 5
+694 lertxtvx]swx]u + == 6 95 thrxttxzvxjsxjuw 694 inrvxitxjsxjuw
L,j )
5 5 5
- 694 lerxltvx]sx]uw 694 szrtxzvxjsx]uw +—= 6105 szrxztxlvx]sux]w
i,j i,j i,j
5 5 5
- @ inrvxitxjsuxjw - @ inrxitvxjsuxjw - @ inrtxivxjsuxjw
L,J iJ L,J
1 1
+ 17746 lerxltxmx is¥iin = g5 Zx,mxztx 5ok j
i,j
1 1
4195 szrxztux]sxjvxjw 4195 Z-xlrlxzux]sxjvxjw
1 1 o 1 e e o~ o~
41 95 szrxztxmxjswx]v +— 194 inruxitxjswxjv + m inrxituxjswxjv
2¥) LJ
1 3 3
+494 lertxmx]swxjv + == 4005 lerxllxluijx]VW 494 inruxitxjsxjvw
L,j i,j i,j
3 3 3
494 thrxttux]sxjvw 94 szrtxzux]sxjvw + == 4005 szrxztxmx]svxjw
i,j i,j i,j
3 3 3
- 494 szruxltxjsvxjw 494 szrxztux]svx]w 494 szrtxmxjsvx]w
i,j i,j i,j

94 thrvxllxjsuxjw + = 9% szrlevxjsuxjw + = 0% lervxllxjsxjwu
i,j i,j i,j

94 lerxltvx]sx]wu + 0% leruxztx]svxjw + = o4 szrxztux]svx]w
i,j i,j i,j

94 leruxztxjsxjwv + = 94 lerxltuxjsx]wv
] iJ

KL K, (K’suw/6— Ks(fé)) + Ky <KSVW/4— K'S(X,)) Wil 4 W

(v)

KS w
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1 1
1S VW
Aestuvw = K"K 1296 lerxztxzvx]sx]ux]w 6195 szrvxltx]sx]ux]w
i,j i,j
1

6A 65

1
664

1
" 6A6°

1
" 6A6°

1
694

1 5 5
+_4 inrxitvxjsxjuw “nd lertxlvx]sx]uw +—=—= 3 lerxltxzvxjsuxjw
604 &= 66 6A0
2¥) i,j i,j
5
lerxltvx]sux]w 694 szrtxzvx]sux]w
i,j i,j
1

lerxllvxjsx]ux]w lertxlvxjsxjux]w

1
lervxltx]swx]u +— 60% szrxztvx]swxju
i,j i,j

lerxttxzvx]swxju +—

5
szrtxzvx]swxju + =7z 6105 szrxztxlvx]sx]uw +— 94 lervxltx]sxjuw
i,j

1 o 1
+@ %;xirvxitxjsuxjw +— 664

1
41296 42,65

1 1
4/1 95 lerxltuxjsx/vxjw a0 95 lertxmxjsxjvxjw
i,j i,j

lerx,zxmx s — lemxnx s juk ju

1
4065

1
464
1
404

szrxztxmx]swx]v +— 94 szruxltxjswx]v +— 94 lerxltux]swx]v
i,j

3 1 .
+— lerlxlux]swx]v + =7z 4195 lerxltxmx]sxjvw +-— 464 inruxitxjsxjvw

i, i, iJ
3 3

494 41005 lerxltxmxjsv-xjw

lertxmx]sx]vw +—=—=
i,j

szrxztux]sxjvw

1 1 e 3 L
104 494 izjxirxituxjsvxjw - W iijirtxiuxjsvxjw

+—— szruxztx]svxjw +——
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Z)vrstuvw =
1 =~ rs ~ = uz = YW &
61206 Z (inrK xjs) (inlKJ xju) (invK xjw)
i

G5 L (R Sj) (L85 i )~ 7w L (L) (LR 5k )

a ﬁ Z (Y sk iy KT ju) () T k™ E o) — ﬁ Z (X i K o™ i) (T k%)
664 Z (Y xix"%) (Y %jowk Kin ™) + — 694 Z () &k & jo k™ Eir K" %)

N @ lz} (X B k™ e K B K5 ) + W ZZ], (X Firk™%js) (YT k"% K™ i)

. % ; (35 K K 5y ) % ; (X %k %)) (X K" i k™ % )

- 6% Z, (0 i K K ) % Z, (k™ Bt 5 ) (L Tk )

N % Z, (3 i K% i K %) + % Zj, (R iK™ " T K™ )

a1 L (R k) (L™ ) + e L (L) (L) (LA™ T

- ﬁ Z,’ (X i T k%) (YT K™ Fj) — ﬁ Z,’ (%) (L K Siru) (L Ein K™ %)

e (S5 (£ 55) s T (5 53) (L)

+ ﬁ ,z,: (L i K i K T K5 0) + 47(194 ,Z,: (X ik T o™ ) (3 K" i)

+4]W ,Z,: (X i Ky K7 g K5 ) ﬁ Z (T ) (i) (L " )

+ﬁ Z (3T K Sir %) (YK %jow) + 494 Z (D™ %js) (K" Fiw) (LK™ Tjo)
o L (LS5 (L) + e L (LA k™ Ep) (L Tk

+ @ ,Z,: (X i K T KR o K ) + @ ZZJ: (L Fir k" Ejor K™ %) (3 K" Fi)

3 ‘
- @ Z (Ziiu Kjuiirt Kréijsv Kvw-fjw)
)
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I , 1 1 1
L = =720 L .68 LA T 675 Lt g gs L
1 1 1 1
+chijZij_@ZZijbji"i_WZgij‘i_@Zgij
i, i, ij i,
5 1 I 5
— % ) ZijCijt oz ) 8ii — a1 2 %iilii — 57 D &ij
6.6 Z; 66* 2;, 66° Z} 66° Z;,
T a5 2uCikij T aa 281 Tz 2.8 Tz jiZij
6165 & 66% &5 T g3 U T g1 &=
1 1 1
~ags LS g5 LMt g7 g5 Lt
Yt Y it Y - Y hd
“1 A5 ijZjj T A as Jilii T o7 iJ] — 7 pd Jiti
41,65 & 42,65 & 461 &' 4% &

a0 iz;’lij - W;ZUZ""CZJ B m;hijdj - 4_94221']'didj

]
+4_94 Zhijdj - 4005 ZhjiZii + 4—94211']' — mZhﬁdi
hJ Ly L] 1,]
3
T
L]
1 3 1 1 1
Z)brsmvw = _61296 ZZij - 195'221']‘6]'1‘4- 2—942&]'19]',‘— WZZUZ:‘MU’
L] 129) i,j ij

1 1
_22‘95 ;Zz]dzzjj— W;ledldj
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Apéndice D

Calculo do Fator de Correcao Tipo-Bartlett

Neste apéndice, apresentamos a obtencdo de expressdes gerais para as quantidades ne-
cessarias ao cdlculo dos fatores da correcao tipo-Bartlett da estatistica escore para a classe dos
MNLLGG e da estatistica gradiente para a classe dos MLLGG, com os pardmetros A e 6 con-
siderados fixos, apresentados na Secdo 4.5. Mais precisamente, vamos descrever a obtencao
das quantidades A’s, dadas em (26)—(28) e (30)—(32). Sejam — k™ = x**, o elemento (s,u) da
inversa da matriz de informacao de Fisher K 5 €, a” e m', os elementos (r,s) das matrizes

A:[O Ol]eM:K_l—A,
0 K, P

respectivamente. Para a simplificagdo dos célculos, considere as seguintes defini¢des: z;; =
— Y Xis KX jus Zaij = LXis@™Xju, Zmij = LXism™"Xju, baij = ¥ Xipgd % juy, dai = L a"Xips ©
Caij = YL Xisa™' X jvwa’wii,, emquei,j=1,...,neY osomatdrio sobre o vetor 3. Pela defini¢cdes
das matrizes A e M, temos a seguinte relagdo z,,j = z;j — Zaij- Todos 0s cumulantes necessarios
para os célulos das quantidades A’s sdo apresentados no Apéndice A.

D.1 Correcao Tipo-Bartlett a Estatistica Escore

Nesta sec@o detalhamos a obtencao das quantidades (26)—(28) que compdem o fator da
corre¢do tipo-Bartlett para a estatistica escore definido na Subsecdo 4.5.1 no MNLLGG. Seja
A=A +A+A13+A4, em que

A = 3Y (K 4 2Kns) (Kiw + 2Ki0) @™ m"™
Ap = —6 Z (Krgt +2Kr51) Ku7v7war‘ya’”mvw

Apz = 62 (Krst — Krst) (Kuvw + 2Kuvw) @”a™”'m™
Ay = —6 Z (Kpstu + Krsgu) @'m'.

Dessa forma, temos que
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3. {— ﬁ Zi:f,-,i,-si,-t - % ;f,-r,x“,»s + % ;x,-rx*,-s, - % Zi’x,-mx‘,-t } x

T S T S R
{ YT ;xijjuxjv — 52 ;xjwvxju + 52 ;xijjw — 5 ;xjwuxjv} a”a" m™
770 L (D) (L “5) (5™ 5)
g5 D (L") (S %) (L) 55 1 (L) (L S50
+ % ,Z,: (X Fira" i) (1 B %™ %) + % ,Z,: (X s T %ju) (Y %00 %)
¢ L (L ) (£ ) = e (L S ina™ )
+ % g, (X s S % ™ % ) — % ZZ], (L Tird™ i %ju) (Y Ejua™ o)
— % ; (Y xird" Zigm™ %) (Y @™ %jun) + % IZ]’ () xid gigm' %" %)
e L (L S ™53 + 55 T (L) (L") (£ 5053
+% ZZ;. (L™ %rs) (L Fam%ju) (@™ %jun) = % le: (L Firs) (LT Ejuna™ %)
+ % ; (L Firs) (LT Ejuu™ %50)

1 1 1 1
A = —6Y o VR kufy — =5 Y Einfis+ =5 Y Kt — =5 ¥ K X
12 Z{ 2163 ; irXisXit 92; irtXis 92; irXist 92; irs 1t}
{ i Zijufjvijw} At m’
0324 >
12
= WZ (Zfirarsfis> (Z)Eitamiju) (ijvmvw.fjw)
ij
12
705 Y (Y msa" xind %) (Y Zjm*™ %)
i,J
12
7@ Z (Zfiramxisramfju) (Zijvmvwijw)
i7j

12
+ g5 2 (L@ Frs) (LT %ju) (L E ™ %)
l7]
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1 3
Az = 62 { ? Zi:firfist - W ;firfisfit} X
1 F.F. £ 1 g 1 s = 1 S = sV _twru
{_W ijwxjuxjv - ? Z)Cjwvxju + @ ZXJ'W)C]'W — ? ijwuxjv} a’a"m
J J J J
6 . 6 .
= T265 Z (Ziirmmiju) (Zijvawiistatwijw) T o4 Z (Ziirmmiju) (ijwvawiistatw)
i,j iJ
6 v . 6 - - L s
+¥ Z (Z:fir"’lmxjuva‘n xislamxjw) T o4 Z (z:xirmmxjwuatWxistahn xjv)
i,j iJ
18 )
+3g6 Y (X Fom™ %) (Y Tisa™ %) (Y %™ )
l7.]
18 ,
+m Z (Zii,m’”iju) (Ziisasvijwva’”ii,)
IV./
18
Y lz]‘, () xipm"%ja” %is) () Xud " %j)

18 ' |
+W Z (Zii’mmijwuamfit) (Zfz’sa”fjv)
i,J

6 Y Y. y. v 2 Ev B Sy B4 2 Ev S B4 u rs
A = -6 Z { 9422 ;xirxisxitxiu ~ o2 Zi‘,x,'rxisxaxm + e ;xirxisxitu} a'm”

2

4 = IS <tz 12 R 2 Uz
= —gig & (T i) (L Fud" Fir) = g7 1 (L Farm i) (L 0" i)

Simplificando e utilizando as defini¢Oes z;;, Zaij» Zmij» Daij»> Caij € dai, t€MOS que:
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An+An+Ai3+Aun

3 6 3 12

21206 ;Zuiizml’jza/’j + 105 ;Zaiizmi jdaj+ ot izj'daizmi idaj+ 7296 ,ZJ" ZaiiZaijZmjj
12 12 6 18

+W iZjdaiZaijijj + m ;jZmijCaji — m iZjZmijbaji —+ W ;jzlnijzaijz(lij
24 12

T 9412 ;Zmiizaii - mzj:zmﬁdm

3 6 3
szaii (2ij — Zaij) Zajj + szaii (2ij — Zaij) daj + mzdai (2ij — Zaij) daj
iJj

LJ IJ
12 12 12
+73g6 %Zaiizmj (2j = 2ai) + 753 %}daiZaij (2jj = 2ai) + 753 ; (2ij = 2aij) €aji
6 18 24
~ 94 lX} (2ij — Zaij) baji + 1296 IX} (2ij — Zaij) ZaijZaij — 942 ; (zii — Zaii) Zaii

12
——= ¥ (2 — zaii) dai
93)‘ - u atl at
3 3
1296 2 it (@) = Zaij) [2ajj +240daj] + 57 ) dai (21 = 2aij) daj
7 7

12 6
+—1296 Z (24ii + A 0dyi] Zai (ij _Zajj) + mz (Zij _Za[j) [ZCaﬂ —l@baﬂ}
i,j i,J

18 12
T 396 Y (zij — 2aif) Zaijzaij — 9912 Y (zii — zaii) [22aii + 2. 0dai)
i,j i

Para a expressao A,, temos que

Logo,

tu rs_vw rso tu, vw
Ay = -3 Z Krs,t Kuywd m-m " + 6 Z (Krst + 2Kr,st> Ku,yw@ "1m-"m
-6 Z Krs.z Ku,V’watwmrumsv +3 Z Km’t’umrsmtu
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2 P 2 S s s 1078 VW 1 S s s 1 o
= — xx-x- — ) Xjukpxi pa +6 — = ) XXy — = ) Finki
{ l Irvis: lt} { 931 ; Jut Jv: jw} Z{ 163 ; iriisiit 62 ; irtiis
2 2
+ % XirsX —= Y FuEnk, pd m"m™ —6 — =Y E Fiky o X
; irAist — 922 LT'S: lt} {GSA Z JutJv jw} Z{ 932{ ; Lrvis: lt}
{ = ijuxjvxjw} A mtm® + 32 { i Zx,,x”x,txm} mm™
= _W IZ], (X Birm" i) (T %) (L Fjom™ %)
12 12
— 776 & (L Frais) (LB %ju) (L Epm™ %jw) = 355 1, (Y Fis Tire“Fju) (Y Fjrn™ % )
i,j L,J
12 12
+m Z (Zfirarsfistmmfju) (Z}Zjvmvwffjw) - W Z (Zarsiim) (Z}Zilmmiju) (ijvmvwijw)
ij iJ
24 , 18 ,
~go12 Z (Y xirm™ %) (Y Zim™ %) () %ua™ %) + o2 Z () xirm™zis) () %im" %)
2y l

Simplificando e utilizando as defini¢des z;j, Zaij, Zmij» baij> Caij € dai» teMOS que:

2 12 12
A2 = —_— ZZmiiZaijijj T A AR ZZaiiZmijijj — _ZdaiZVHijijj
6612 £ - 2266 4 - 205 =
6 2ZZmUZmuZau+ 7 ZZZmuZmu
) ¥ 041
12 12
- 6 22 Zii = Zaii) Zaij (2jj — Zajj) = 73 6ZZau Zij — Zaij) (2jj — Zajj)
9o ¥ 220 =
12 5
105 Z]dal Zl] Zal]) (Z]J Za]J> 0612 Zj ZIJ Zal_]) Z(ll]

94l22 Zii — Zcul

Por ultimo, temos que
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Az = 3Y KKy m m™ +2 Y 16 Ky ypom™ m m™
sy { 2 Z} {ﬁ ;x,.uxjvx,.w} ——_
2y { o3 Zx,rx,yx,t} { % Lt jw} -
= %z (X o) (L) (L ™ 1)
20 2 (L) (S ) (Lm0

Logo,

12
Az = 1296 ZZ’"”Z’”UZ’"]J + 2506 1296 ZZMZ]ZmlJZml]

12 8
= 7206 & (@i — Zair) (21 = Zaij) (2jj = 2ajs) + W;(zu—zauf

LJ

D.2 Correcao Tipo-Bartlett a Estatistica Gradiente

Apresentamos, nesta se¢do, os calculos das quantidades (30)—(32) que compdem o fator
da correcdo tipo-Bartlett para a estatistica gradiente definido na Subsecdo 4.5.2 no modelo
MLLGG. Seja Aé; =A11+An+A3+A1s+A15+ A6, em que

All — 32 Krst Koo [mrsavw ( tu +2atu) _l_ars fu vw +2mru SV tw]

t
A = —1221{5‘9)1(”3 (K KU +d"a a4+ K S —|—a’”awayw)

Az = _6ZKrstK151V;V) [(atw_KtW) (Krqus_aruav5)+mr ( tu vw+lctu vw)

+2ast( KVW VM VW)+2aSM vt I’W]

Ay = 6ZKrstwmrs lW
Ais = —6Y k) [m® (@ — k™) +2m™a"]

A16 — lzszt rsKtw a’” tw).

(1) _ w) _ (rw)

Uma vez que no modelo linear log-gama generalizado k¢ = K,;," = K;; ~ = 0, temos que
Ajp =A13=A15=A16 =0. Consequentemente, a expressao do Af é reduzida éA‘f =A11+A14,
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sendo calculado como segue:

1
g _ rs_vw tu tu rs.tu_vw ru sv _tw
A} = 32 {Wz.x,,xmx”xjuxjvxjw [m a (m +2a )—l—a m“a™ +2mtata ]
i,j

- %; (Y xirm”xis) (Y xiem™x ) (Y xjva™ xju)
+% ,Z,’ (Y xirm™xis) (Y xia™xju) (Y xjva™ X))
+% zj; (Y xira i) (Y xim™xja) (¥ xja™x0)
o © (Eon*ss) (Esss) (L)
_# Z (Y xirmxis) (Y xiua™xi)

3 6 3 6
A} = o525 ) ZmittmijZaji + 33 pag ) ImitZaijlajj + 53 g ) ZaiiZmijZajj + 75 ag Y ZmijZai Zaij
191.]. /19”. /leij lgij
6
——5 ) ZmiiZaii
0712 &
3 3 6
= 72g6 Y Zmii (2mij + 22aij) Zajj + 21206 Y zaiizmijzajj+ 1206 Y 2mijzaijzaij
0] i,j ij
6
——5 ) ZmiiZaii
6712 L
3 3
= 7356 2 (@i = Zai) (2 — Zaij + 22aij) Zajj + 73 g5 D it (70 = Zaij) Zaj
i ivJj
6 6
+;ng6 Z (Zij - Zaij) Zaijlaij — 94212 Z (zii — Zaii) Zaii
L,j i
3 6 )
= 7396 2 {zi%ii%ajj + itaijZajj — WaiitaijZaji } + 736 A (2 — Zaij) Zaij
b iJj

6
__2:(Z.._Z i) Zaii-
6412 l 2] att aitl
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O Ag também pode ser expresso como uma soma de quatro termos, ou seja, A‘§ =A +
Ay +Ar3+Ang, em que:

A21 — _3ZKrstKuvw [mrv tu vw+mrs tu vw+2mru sV tw
1 rs_tu vw ru. .Sv_ _tw
+4—1 (3m +2m 'mm ) ,
A22 — 62Krst KIEL") [mIW(K.ruK.vs_aruavs) _|_mrs (K.luK.vw_aluavw) ,

A23 — 62 o mrsmtw
€
Ay = _32 Krsowin m w

No modelo linear log-gama generalizado os termos Ay € A>3 também sdo nulos, fazendo com
que expressao do Ag se reduza a Ag = A1 + A4, sendo calculado como segue:

Aéz’ — _32{1296 thrxtsxtlxjuxjvxjw} [mrsmtu vw+mrsatu YW Y av
i,j
1 rs_tu VW ru SV IW 1 rs_tw
+4—1 (3m +2m —32 “12e% inrxisxitxiw m’°m
i

3
= —3g6 2 (L xim i) (Y xam ) (L xjva"™ )
LJ
3
~ 2206 Z (Y xirm"xis) (Y xaa™xju) (Y xjum”™x )
L]
6
— 506 2 (L xirm ™ xju) (Y xism™xj) (Y xiea™ %)
2760 &
9
— o= Y (Y xiemxis) (Y xiemxju) (Y xjum*x )
43205 &
6
— e Y (Y xiem ™ x ) (Y xigm® xjy) (Y xam™ x )
43205 &
3
+ 942 Z (inrmrsxis) (intmthl‘w) .
l

Simplificando,



138

3 3 6
Ay = — 21206 ZZmiiZmi JZajj = 7396 sziizai PEmjj = 3266 szijzmijzaij
ij i,J ]

_JTm;ZmiiZmijijj - %%zfmj + # Zi:z%m-

= —%;(Zﬁ — Zaii) (2ij — Zaij) Zajj — %;(Zﬁ — Zaii) Zaij (2jj — Zajj)
—%; (zij — 2aij) (2ij — Zaij) Zaij — ﬁ%(m — Zaii) (zij — 2aij) (2jj — 2ajj)
—ﬁ; (zij _Zaij)3 + #; (zit — Zaii)*

= - ﬁ ZZ;, (2it = 2ait) (21 = 2aij) (32 + 2ajj) = ﬁ ,Z,’ (it = Zaii) Zaij (2] — Zajj)

6 2 6 3 3
_—1296 %’ (Zij—Zaij) Zaij — W%(zu—zaq) +W;(Zii_zaii)2'

Por fim, temos que
A§ = 411 Y Kot K (3" m™ 4 2m™ m* m™)
— 411 Y { ﬁ ;j;xirxisxitx X jux jw} (B m™"m™ + 2m™m*™ ' m"™)
= ﬁz_} (Y xirm™xis) (Y xiem™x ) (Y xjum™ )
3720 o (L) (D) (L"),
o qual pode ser reescrito como:

3 1
8§ _ L V3
A3 = 22266 iZJ!ZmllZmljij]+22’296 iijmij

3 1
= 1256 L i~ Zai) (i = 2aij) (21 = Zaii)  372g6 L (27— 2aif) -
L] 1]
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Apéndice E

Influéncia Global

Suponha que a fungédo de log-verossimilhanca para o parimetro 3 seja agora expresso
na forma:

I5(B) =Y 8i(Boyi). (44)
i=1

em que /(B;y;) denota a fungdo de log-verossimilhanca correspondente a i-ésima observagao
e 0; é um tipo de perturbacéo, tal que 0 < §; < 1. Quando 6; = 1, Vi, significa que ndo ha
perturbac¢do no modelo e quando §; = 0 significa que a i-ésima observagao foi excluida.

A estimativa de 3, supondo a estrutura (44), é dada por B 5= (X TAX )_'X TAS 1, em que
§1=X 3 — A6M;1 e A é uma matriz diagonal de uns com & na i-ésima posi¢do. Ou seja, A =
diag{1,...,8,...,1}. Assim,

XTAX = XT[I-(1I-A)X

em que SclT ¢ a i-ésima linha da matriz X.

Analogamente, temos que XTAS, =XT6, - (1— 5)5ci31i. Para calcular (X "AX)~!, consi-
dere o seguinte resultado de dlgebra linear:

(AT (VAT

A+UV)T=A"T_
(A+ ) 1+VTA-IU '’

comA=X'X,U= —(1=0)x; eVl :)?IT. Logo,

XA =x'X)""+ 1_5¢iT(~T)~()_l(i1—5)5Cz
ey, (= 8E ) 5 (7R)
=X+ (1= 8)h
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em que hj; = X; (X TX)~1%;. Portanto,

Bs=(XTAX)"'XTAS,

O ERTE) A (RTR) Y (s .
:{(XT)“()—1+(1 6)()1(—}(()1—5)2,5)( X) }{XTél—(l—S)x,-SI,}

1-8)X"X) xx/ (XTX)"1XT6,

—XTR)IRTE —(1-8)(XTR) b+ (-5

(1-82X %) %% (XTX) %4
1—(1—0)hi

A

1-8)X"X) xxp
1—(1-38)hy

=XTX)7IRTE - (1-8)X ) b+

B (1 — 6)2(XTX>_1)~C,']’I,','S]Z'
1= (1= 8)hs

) e (1—8)hj; (1-8)(XTX) 'xx] B

=B-(1-8)X'X) lxi51i<1+1_(1—6)hi,~> 1—(1—08)hs

1 (1-8)(XTX) x5 B
h,,) 1—(1—8)hy

em que 7 = 6;; — X, f3.

No caso em que 0 = 0 significa que o i-ésimo ponto foi excluido, ou seja, ,B(l-) fica dado por

A _p_(vTe\lx ri
=B -0 (1),

em que h;; corresponde ao i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H = X ()Af X )~ IXT,
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Apéndice F

Material Suplementar

F.1 Fator de Correcao de Bartlett em MNLLGG com 6 nao
fixo

Nesta secdo, apresentamos as expressoes gerais para as quantidades necessdrias ao cél-
culo do fator da correcdo de Bartlett da estatistica da razdo de verossimilhancas, definidas no
Capitulo 4, no MNLLGG no caso em que o parametro escala 6 € considerado ndo fixo. Seja )’ o
somatoério sobre o vetor £. Adotamos as letras maidsculas R, S, T,U,V,W como indexadores do
espago paramétrico do vetor & e as letras mindsculas 7, s,¢,u,v,w como indexadores do espago
paramétrico do vetor 3. Considere também as seguintes quantidades, parai,j=1,...,n: z;; =
— Y XK K5, di = — Y Xiu K™, ¢ij = ¥ Xir KR jsu K%, bij = ¥ Xire K jsu K™, f1i = — L %is k%,
frij = L kO Fig K%, f3i = Lk Figru k™ € fai = ¥ kP Fiqu k%"

A expressdo para Y Agsry serd dada por:

1 1 1 1 1 1
Y drstu = _W;Z’%_m;mdi_m;cii—i_ﬁgbﬁ_mzi:diz_mzi:fliZii

2 1 1 1 1
o (xz +2> ¥ fu= gz L= g3 L= 3 (v (4% —6) " L,
1

AR ) W R TAICO) MR CR VN D

Ty [24+(312—12)w<)(x) a22yP (1Y) KL S
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Ja a expressdo Y AgsTyvw pode ser escrito como



142

Y Arsruvw
1 .1 1 1 1 1
= g6 ZZU + o5 ZZijCij - WZZijbji + 126 ZZijZiiij 5165 ZZijdiij + 108 ZZijdidj
i ij ivj i.j i.j i.j

1 2 1 5 1 1 1
+1396 ;jfljzij + ﬁ <)L2 +8> iijZjiZij + 71265 iEjfleji + 72’295 izjfleij — W;jfljbij

2760 (xz +2) ;flle'iz// MEYErH iz_j;fudﬂj/ 505 (,Lz + 2) ;;f”z”d’ + 3o gfljdidj

! ! 1 1 2 1 06 .
e <xz B 1> Laifiizii+ 7ags Laifudi+ g8 (m ‘4> it 7ags K L
12y 1] i,j i,j

[T 1 1 Y 1 1 00 1 e
f212647< ;bij+w(p+2> K ;j’ziizjj+72195 ﬁ+2 K izj’dizjj+441294’< ;didj

1 1
+W Zzlﬂu 295 1)(12)’<9921in1+ﬁ‘l/(l)(lz)Zﬁzjzu
L] 1,]
+55 )L+ v (%) Zfzﬁflﬁg T AV AN )L fajzit e | 5 FAVY Y ) L fiifiz
L] 1,] i,j
L 22 2 1 /2
95 +l'~// A7) Zfljflidj+wzfljfli2ij+m ﬁ+3 Zfljf2ij
LJ
1 1 2 99
(Azﬂ)w s B (0% -8) L
1 (/4 1
+W (ﬂ, +2)“//<1)(12)> KGQ;iji‘Fﬁ (2'2 —|—2) ( —|—3All/ ) QGZflszJ
4 06 00
27,05 <l+3w ) Zflld +2wﬁ{(zxus)w(l)(ﬂ)+/12w<2>(a2)}K Zfljzjj
n 2 2 2 00 2 2
+age {2 TR L AVIOD R L fids+ s (0D 470N 2} L
+% {(4),2+3)1,,(1)(;LZ)+/12V,(2)(12)+2}Zf4,~f1,~+ 786 (AZ +3y) )Zfljfl,

! 10 22 1 16 Drq2v2 | ,.66,.00
3165 </1 +3ay )) g«f“-/‘fliws{pﬁ (w(A%)* p %k Y 2

i.j

n 1 2 2 2. (2) 732\ | .60 ,.00

J

{ 222 +3)y(A%) + Azu/@(lz)} k®kY a
J

2n 3 1
+5¢ (,Lzzwl)w“)w)w(”(ﬂ)(lz )} < LA

s {7 22D 02 42} 9"Zf4]—ﬁ (“w (12)+2) v L i
_|_L {611”( (12) (AZW l)(AZ) _2> + (5111,(1)(12)_’_) (12W<2>(2.2)+31V(1>(ﬁ,2)) _16} 100100 Zfl
20 l A - i
2




143

F.2 Fator de Correcao tipo-Bartlett a Estatistica Gradiente

em MNLLGG

Apresentamos, nesta secdo, as quantidades (30)—(32) que compdem o fator da cor-
recdo de tipo-Bartlett para a estatistica gradiente definido na Subsecdo 4.5.2 para o modelo

MNLLGG. Para a simplifica¢do dos cdlculos, consideremos as seguintes definigdes:

Zij = LXK Tju  Zmij = LXism™ X Zaij = LXis@™ X ju

_ rs _ rs
di =Y K" X dimi = Y, m" Xy

Cij = LXis K" Xiuo K" Xy
Cmmij = Ziismsufiuwmvwfjv
Caaij = Ziisasufiuwavwijv
Camij = Zjisamfiuwmvwijv
Cmaij = thdismsufiuwavwijv
Cmxij = LXis™ Xy K" X
Cakij = Y Xisa™ Ky K'vwxﬂjv

bij = ¥ K" Xirt K" % juw
bmmij = thwiirtmmfjuw
baaij = Zalwiirtamfjuw
bmaij = thwiirtamijuw
bKaij =Y Ktwjéirtamijuw
bimij = L K" Zipgm"™ % jupy

8amij = Z)Zisarsiirtmmijuwmvwijv
8axij = Y Xisa" Kirt Kmfjuw K‘vw)zjv
8maij = ZXismmiirtatuijuwavwfjv
Smrij = L Xis" Xipg K"K ju K X jy
8xmij = Y Fis Krsiirtmtufjttwmvvvijv
8xaij = Y i Krsfirtamijuwavwijv

Vg g SW U VI
qij—zxisK xjquJ Xirt K" Xjy
Qaaij = Ziisaswfjuvvatllfirtavrfjv
—_ vy SW sz A% vd
Gmmij = L Xist™" X juppm " Xipym" £ jy

V5 g TUE W sV
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— = ru g, w, SV,
Pamij = Y %ira Xjuwh ™ Xise M X jy

N U fW SV
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V3 g lUF W sy
DPimij = LXir K™ X juyym’ Xisym* % jy,

Vg U W sV
Praij = LXirK Xjuw@ = Xist ™" X jy

J

Vg Uz Wz SV
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_ s~
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Vg SV W=
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Oxmij = )y K.tW)Eirt14/’71”555‘]9
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Omkij = Y " K Ktwfjt
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NV 5 T S VW
fmmij—zxirm Xist "X juw "~ X jy
N AT SU W
Jaaij = Y. Xird" Xisr @™ X juwa™ X j,

€maij = Zijvasviirsmmfjuwalwiit

Camij = Z)Zjvmwiirsamijuwmtwfil
emicij = L ju K Eipg " X jupy K Ky
eicmij = L& jim® Kips KX juym" Xy
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Assim, as quantidades A, Ay e Az sdo dadas por

3 6 3
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