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Resumo

Dey et al. (1997) propuseram uma classe de modelos que permite a introdugao de um se-
gundo pardmetro que controla a varidncia independentemente da média através de um modelo
de regressao, chamada modelos lineares generalizados com superdispersao. Nesta tese, estende-
mos a classe de modelos proposta por Dey et al. (1997) permitindo que as fungdes de ligagoes
da média e da dispersdo possam ser fungoes nao lineares obtendo expressoes matriciais para os
fatores de correcao Bartlett e tipo-Bartlett para as estatisticas da razao da verossimilhancas e
escore, respectivamente, na classe dos modelos nao lineares generalizados com superdispersao
(MNLGSSs). Foi realizado um estudo de simulagao para avaliar os desempenhos dos testes basea-
dos nas estatisticas da razao de verossimilhancas e escore com suas respectivas versoes corrigidas
(Bartlett e tipo-Bartlett) com relagdo ao tamanho e poder em amostras de tamanhos finitos.
Propomos também técnicas de diagnosticos para os MNLGSs, tais como: Alavancagem genera-
lizada, Distancia de Cook e Influéncia local. Finalmente, um conjunto de dados reais é utilizado

para avaliar nossos resultados teoricos.

Palavras-chave: Alavancagem generalizada; Corregdo de Bartlett; Corregao tipo-Bartlett; In-
fluéncia Local; Métodos de diagndsticos; Modelos nao lineares generalizados com superdispersao;

Teste Escore; Teste da Razao de Verossimilhangas.



Abstract

Dey et al. (1997) proposed a class of models in which allows to insert a second parame-
ter which controls the variance independently of the mean through a regression model, named
overdispersed generalized linear models. In this work, we extend this class of models proposed
by Dey et al. (1997), allowing that the mean and the dispersion link functions to be nonlinear
functions, and we obtained matricial equations to the Bartlett correction and Bartlett-type cor-
rection for likelihood ratio and score tests, respectively, in this class of overdispersion generalized
nonlinear models (OGNLM). Simulation study to evaluate the performance of the tests based
on the likelihood ratio and score statistics and its Bartlett and Bartlett-type corrected versions,
respectively on size and power in finite-samples. Also was calculated to this class of models some
of the most common diagnostic methods like Generalized leverage, Cook distance and Local

influence and application with real life data.

Keywords: Bartlett correction; Bartlett-type correction; Cook distance; Diagnostic methods;
Generalized leverage; Local influence; Overdispersion generalized nonlinear models; Ratio like-

lihood test; Score test.
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CAPITULO 1

Introducdo

O fenémeno da superdispersao tem sido amplamente discutido na literatura. O termo super-
dispersao se da quando a média da varidncia da varidvel resposta excede da varidncia nominal
predita do modelo proposto. O problema da superdispersao é facilmente detectado, mas é dificil
de ser tratado.

Nesta tese utilizamos uma forma natural de representacao da superdispersao através da classe
de distribuigoes propostas por Dey et al. (1997). Nesta classe de modelos, considera-se um mo-
delo de regressao para o parametro de locacdo e um outro modelo de regressao para o parametro
de dispersdo. Além disso, estes modelos de regressdo para os pardmetros podem apresentar
formas lineares ou nao lineares.

Dey et al. (1997) generalizaram a familia exponencial dupla proposta por Efron (1986) que
permite a introducdo de um segundo parédmetro que controla a varidncia independentemente da
média através de um modelo de regressao em que os dois pardmetros dependem de covariadas
observadas. Esta ligacao entre os parametros da média e da dispersao com suas covariadas é
feita através de uma funcao linear formando dois componentes sistematicos, ou seja com uma
estrutura similar aos modelos lineares generalizados (MLG). Esta classe de modelos é chamada
modelos lineares generalizados com superdispersao. Mas, na prética, existem casos em que esta

ligacao se da através de uma funcao nao linear, desta forma propomos nesta tese uma classe de



modelos nao lineares generalizados com superdispersao (MNLGS). A familia exponencial dupla
tem as mesmas propriedades de uma familia exponencial e pode ser generalizada para qualquer
modelo de regressao da familia exponencial.

Os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhangas e escore sao mais frequen-

temente utilizados na literatura. Em grandes amostras e sob a hipotese nula, estas estatisticas
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de teste tém uma distribui¢ao qui-quadrado (xz,

) em que m é o nimero de restrigdes impostas
pela hipotese nula, Hy, e o erro dessa aproximagao ¢ de ordem O(n~!). No entanto, quando o
tamanho de amostra é pequeno ou mesmo de tamanho moderado, esta aproximacao pode nao
ser satisfatoria.

A ideia de modificar a estatistica da razdo de verossimilhancas por um fator de correcgao,
visando produzir uma estatistica modificada com primeiro momento igual ao da distribuicio >
de referéncia é devida a Bartlett (1937). Um método geral para o calculo do fator de corre¢ao
foi proposto por Lawley (1956).

Cordeiro e Ferrari (1991) obtiveram um fator de correcao para a estatistica escore denominado
fator de corregao tipo-Bartlett, de forma que a estatistica escore aperfeicoada por este fator de
correcdo tem distribuicio x2, até ordem O(n~') sob a hipotese nula. Sob certas condicdes de
regularidade, a estatistica escore modificada é obtida através da multiplicacdo da estatistica
escore original por um polinémio de segundo grau da propria estatistica. A estatistica proposta
por Cordeiro e Ferrari (1991) nem sempre é uma transformagao mondétona da estatistica escore
original. Kakizawa (1996) sugere uma transformagao mondtona envolvendo a estatistica escore
corrigida em um polinémio de quinta ordem da estatistica escore original. Também Cordeiro
et al. (1998) propoem uma forma alternativa da estatistica escore corrigida, através de uma
transformagcdo monoétona da estatistica escore baseada na funcao de distribuicdo acumulada da
normal.

Alguns artigos surgiram envolvendo a classe de modelos proposta por Dey et al. (1997).
Cordeiro e Botter (2001) derivaram uma féormula geral para os vieses de segunda ordem via
Cox e Snell (1968) para os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros nos modelos

lineares generalizados com superdispersao (MLGSs), generalizando os resultados de Cordeiro e



McCullagh (1991) e Botter e Cordeiro (1997). Cordeiro et al. (2006) derivaram uma férmula
geral para o fator de correcao de Bartlett da estatistica da razao de verossmilhancas na classe dos
MLGSa, generalizando assim, os resultados de Botter e Cordeiro (1997) para os modelo lineares
generalizados duplos e Cordeiro (1983) para os modelos lineares generalizados. Cordeiro et al.
(2008) derivaram uma féormula geral para o vieses de O(n~!) via Cox e Snell (1968) para os
estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros nos MNLGSs.

Dentro deste contexto, nosso interesse é a obtencdo de um fator de correcao de Bartlett
em formula matricial para a estatistica da razao de verossimilhangas na classe dos MNLGSs,
generalizando assim os resultados de Cordeiro et al. (2006). Além disso, iremos obter também
um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore nesta classe de modelos.

E importante também verificar se o modelo ajustado se adequa bem aos dados e se existem
observagoes discrepantes com alguma interferéncia desproporcional ou inferencial nos resultados
do ajuste. Esta analise é feita assumindo o modelo como correto e investigando se as conclusoes
feitas sdo coerentes. A analise de diagnostico comegou com a analise de residuos para detectar
a presenca de pontos aberrantes e avaliar a adequacao da distribuicao proposta para a variavel
resposta. Pregibon (1981) propde o componente do desvio como residuo na classe dos modelos
lineares generalizados e sugere uma padronizacao. Paula (1995) apresenta uma forma padro-
nizada para o componente do desvio em MLGs com pardmetros restritos e verifica, através de
estudos de simulacao, forte concordancia na maioria dos modelos estudados entre a distribuigao
empirica do residuo padronizado e a distribui¢cdao normal padrao.

Um outro tépico importante na anélise de diagnostico é a detecgao de observagoes influentes,
isto é, pontos que exercem um peso desproporcional nas estimativas dos pardmetros do modelo.
Durante a década de 70 surgiram varias propostas relacionadas com a influéncia das observagoes
nas estimativas dos coeficientes do modelo normal linear, como os pontos de alavanca, que tém
um peso desproporcional no proprio valor ajustado. Tais pontos podem exercer forte influéncia
nas estimativas dos coeficientes da regressao. Wei et al. (1998) propuseram uma forma bastante
geral para obtencao da matrix 09/0y que pode ser aplicada em diversas situagoes de estimagao.

A delecao de pontos talvez seja a técnica mais conhecida para avaliar o impacto da retirada



de uma observagao particular nas estimativas da regressao. A distancia de Cook (1977), origi-
nalmente desenvolvida para modelos normais lineares, foi rapidamente assimilada e estendida
para diversas classes de modelos. Uma das propostas mais inovadoras na area de diagnéstico em
regressao foi apresentada por Cook (1986), que propoe avaliar a influéncia conjunta das obser-
vagoes sob pequenas mudangas (perturbagdes) no modelo ou nos dados, ao invés da avaliagao
pela retirada individual ou conjunta de pontos. Essa metodologia, denominada influéncia local,
teve uma grande receptividade entre os usuérios e pesquisadores de regressao, havendo intimeras
publicacoes no assunto em que a metodologia é aplicada em classes particulares de modelos ou
estendida para situagoes mais gerais.

Vale ressaltar aqui que nao ha estudos sobre técnicas de diagnéstico dos MNLGSs na lite-
ratura. Sendo assim, nesta tese, serao adequadas técnicas de diagnosticos para os MNLGSs, a
saber: Alavancagem generalizada, Distancia de Cook e Influéncia local.

O objetivo principal desta tese é a obtengdo de refinamentos para testes de hipoteses em
modelos nao lineares generalizados com superdispesao (MNLGSs) e estudo de diagnostico de

influéncia global e local. Especificamente:

(i) Obtivemos uma formula geral para o fator de corregdo de Bartllet, em notagdo matricial,
para a estatistica da razao de verossimilhangas original nos modelos nao lineares generali-

zados com superdispesao (MNLGSs), considerando trés tipos de hipotese.

(ii) Obtivemos uma foérmula geral para o fator corre¢ao tipo-Bartllet, em notagao matricial,
para a estatistica escore original nos modelos nao lineares generalizados com superdispesao,

considerando trés tipos de hipoteses.

(iii) Desenvolvemos métodos usuais de diagnosticos para a classe de modelos nao lineares genera-
lizados com superdispesao, como Alavancagem generalizada, Distancia de Cook e Influéncia

local.

Esta tese de doutorado esta organizada da seguinte forma:
No Capitulo 2 apresenta-se a classe de modelos nao lineares generalizados com superdispersao

(MNLGS), aspectos inferenciais (funcao escore e matriz de informagao de Fisher), assim como



a estimagao dos parametros em algumas distribuicoes pertencentes a classe dos MLGSs e como
ficam os testes de hipoteses.

No Capitulo 3 apresenta-se a obtencao do fator de correcao de Bartlett para a estatistica da
razao de verossimilhangas na classe dos MNLGSs. Os resultados deste capitulo generalizam o
artigo de Cordeiro et al. (2006).

No Capitulo 4 apresenta-se o fator de corregao tipo-Bartlett para a estatistica escore na
classe dos MNLGSs. Um estudo de simulagao via Monte Carlo é apresentado no Capitulo 5
com o objetivo de comparar o desempenho dos testes baseados nas estatisticas da razao de
verossimilhancas e escore com suas respectivas versoes corrigidas em relagao ao tamanho e poder
em amostras finitas.

No Capitulo 6, sdo desenvolvidas técnicas de diagnosticos para os MNLGSs, tais como: ala-
vancagem generalizada, Distancia de Cook e influéncia local. Vale ressaltar aqui que os Capitulos
3, 4 e 6 sdo as principais contribuigoes teéricas desta tese.

O Capitulo 7 apresenta-se uma aplicagdo das técnicas de diagnoéstico desenvolvidas no Capi-
tulo 6 com dados reais. Finalmente, o ultimo capitulo apresenta as conclusoes e as conclusoes.

Os desenvolvimentos teéricos dos capitulos citados acima e o conjunto de dados reais consi-

derados neste trabalho encontram-se nos Apéndices A e B, respectivamente.



CAPITULO 2

Modelos Ndo Lineares Generalizados com Superdispersdo

Encontra-se nos modelos de regressao a presenca de superdispersao, ou seja, a ocorréncia do
fendmeno em que os dados apresentam uma variabilidade maior do que a prevista pelo modelo
adotado. Existem varias propostas para se contornar a superdispersao como podem ser vistas em
Efron (1986) e Smyth (1989), que consideram uma familia exponencial dupla e Lindsay (1986),
que propoe utilizar modelos lineares generalizados (MLG) mistos, isto é, adicionar estruturas de
efeitos aleatorios no preditor linear.

A proposta que iremos utilizar nesta tese foi a de Dey et al (1997). Neste artigo eles definem
uma classe de modelos lineares generalizados com superdispersao estendendo a metodologia de
MLG numa classe maior, isto é, considerando um modelo de regressao adicional para o parametro
de dispersao e incorporando-o na funcao de variancia, podendo até obter os modelos néo lineares
generalizados com superdispersao em que os modelos de regressao para os parametros de locagao

e dispersao sao fungoes nao lineares.

2.1 Modelo

Dey et al (1997) estenderam a metologia dos modelos lineares generalizados proposta por
McCullagh e Nelder (1989) aplicando na familia exponencial dupla proposta por Efron (1986), em

que consideram um modelo de regressao adicional para o pardmetro de dispersao, incorporando-o



na funcao de variancia.

Este modelo segue a mesma estrutura de um MLG, ou seja, é caracterizado por um com-
ponente aleatorio e dois componentes sisteméticos com duas funcoes de ligagdo, uma para o
pardmetro de locacdo e outra para o pardmetro de dispersao.

O componente aleatorio é o que descreve a variavel resposta y, cuja funcdo de densidade
de probabilidade é apresentada por Dey et al (1997). Seja as variaveis aleatorias y1,v2,. .., Yn

sao independentes e cada variavel y; tem uma funcao de densidade (ou fungao de probabilidade)

pertencente & familia de distribuicao exponecial dupla dada por

m(y; 1, @) = Ay) exp{(y — ) ¥ (1, $) + T (y) + (11, P)}, (2.1)

em que A(), T(-) e ¥(-,-) sdo funcdes conhecidas e W) = gU+5(u, ¢)/Op"0¢°, 7,5 > 0. A
média e a varidncia de y sdo, respectivamente, E(y) = p e Var(y) = w20 6 4 média e a
variancia de T(y) sao E(T(y)) = =¥ ¢ Var(T(y)) = —4(®?), respectivamente. Pode ser
mostrado facilmente que E(0? log 7(y; u, @)/0pudp) = 0, ou seja, que os pardmetros p e ¢ sio
ortogonais.

Sejam os componentes sistematicos func¢oes nao lineares para a média definido por

g(pm) =n = fi(X;8), (2.2)

em que g(-) é denominada fungao ligagdo da média, conhecida e biunivoca, sendo X a matriz
conhecida de covariaveis, 3 é o vetor de p pardmetros desconhecidos a ser estimado, com p < n
observagoes e fi(+,-) uma fungao continua e diferenciavel com respeito aos componentes de 3 tal
que a matriz de derivadas X =90 f1(X;8)/08 tenha posto completo. E para o parametro da
dispersao

h(p) = 7 = f2(S;7), (2.3)

em que h(-) é denominada fungao ligacao da dispersao, conhecida e biunivoca, sendo S a matriz
conhecida de covariaveis, 7 é o vetor de ¢ pardmetros desconhecidos a ser estimado, com g < n
observagoes e fa(+, -) uma funcdo continua e diferenciavel com respeito aos componentes de - tal

que a matriz de derivadas S = 0 f2(S;7)/0~ tenha posto completo.



O modelo néao linear generalizado com superdispersao (MNLGS) é definido pela componente
aleatoria com fungao de densidade (ou de probabilidade) dada em e pelos componentes

sistematicos dados em e

Algumas distribuigoes pertencentes aos MNLGS serdo apresentadas a seguir.

2.2 Distribuicoes pertencentes & classe de modelos com superdis-
persao

Na sequéncia, algumas distribui¢oes de probabilidades pertencentes aos MNLGS sao apre-

sentadas.

Passeio Aleatério

O modelo do passeio aleatorio tem sido associado ao desenvolvimento de intimeros modelos
financeiros, como por exemplo os precos no mercado futuro brasileiro, e é muito comum também
adoté-lo para valores imobilidrios.

Esta distribuicao é uma reciproca de uma variavel aleatéria tendo uma distribuicao inversa
gaussiana (Johnson et al. (1994)). Se Y tem uma distribui¢ao de passeio aleatorio RW(#,9), sua

func¢ao de densidade de probabilidade é dada por

5\ 2 Sy & O

A meédia e a variancia de Y sao dadas, respectivamente, por p = 1/0 +1/§ e Var(Y) =
1/(06) +2/62. E facil verificar que a distribuigao passeio aleatério dada em ¢ um modelo
exponencial com dois pardmetros, mas nao sendo membro da classe dos MNLGS. Para escrever
a densidade (2.4 na forma da equacao , é necessério utilizar a parametrizacao dada por

Cordeiro, Botter (2001) pela expressio ¢ = —3/(20?) e
U, 6) = 2-0) {2~ 6)* ~ (=6)") 7 + [ log 2 ~ log{(2u — )/ — (~4)'/?)
—u{(2u = 9)" 2 = (=) P}

Essa distribui¢ao é considerada especial, pois ela pertence a classe de modelos MNLGS, no

entanto nao pertence aos MLG e nem aos modelos lineares duplos.



Distribuigao inversa Gaussiana generalizada (IGG)
Introduzida por Good (1953) e mais tarde estudada com interesse por Wise (1971) e J¢rgensen
(1983), a distribui¢ao IGG abaixo é dada por Johnson et al. (1994; vol 1); que utilizam trés

pardmetros para definir a funcao densidade como

T
(%)2 r—1

1
m(y;a,0,r) = Y exp {—(5y—1 + ay)} . y,a,0 >0, (2.5)
2K, (\/045) 2

em que K,(-) ¢ uma fungao de Bessel modificada de terceira ordem.
E utilizada quando a variavel resposta tem assimetria consideravel e intervalo de variacao
positivo. Ela é uma alternativa para as distribuicoes Gama e Passeio aleatorio.

A expressao acima pode ser escrita como

1 1

_ %ay+log 2}(71(23/2075)

_ 1.
my(y; o, 0,1) =y exp —59Y

Fazendo r conhecido e considerando que

0 = ‘1/(1’0)(111,’ QS) = —%, T(y) = y_17
) —
¢ = _55 € A(y) =Yy 17

como os MNLGS tem origem na forma da familia de Geland e Dalal (1990) dada por

f(y; 1, 0) = A(y) exp {0y + 7T (y) — p(0, )},

e a partir de p(6, ¢) pode-se determinar a ¥ (u, ¢), entao
a

p(0,0) = —log((S)g + log 2 + log K (@) e se ad = 4600,

r 0
p(0,0) = —ilog <¢) + log 2 4 log K. (2\/%) .

Derivando-se p(6, ¢) com relacao a 0 tem-se W(u, @)

op0.9) _ v K;(2v09) 1
00 2 K, (2y0¢) V0o
= —5 + M(9,9)
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Geland e Dalal (1990) apresentam que § = U9 (1, ¢), ou seja,

OV (i, 9)

o :9:>\Il(,u,¢)):/9du

—w(n.0) = [ W o)
que s6 pode ser calculada numericamente, ou seja, nao tem solugao explicita.
Desse modo, fica demonstrado que a distribuicao inversa gaussiana generalizada pode ser
escrita sob a forma dos modelos nao lineares generalizados com superdispersao. E ainda, quando

os parametros «, d e r assumem alguns valores na IGG, essa distribuicao cai em alguns casos

especiais, como:

i) Distribuicao inversa gaussiana, se r = —%;

ii) Distribui¢ao reciproca da inversa gaussiana, se r = %;
iii) Distribui¢do gama, § =0 e r > 0;
iv) Distribuigao reciproca gama, se r = 0.

Desse modo, pode-se dizer que a distribuigao inversa gaussiana generalizada é uma subfamilia

dos modelos nao lineares generalizados com superdispersao.

Familia exponencial dupla
Segundo Efron (1986), a familia exponencial dupla pode ser escrita pela seguinte fungao de

densidade

7(y; 0, p,a) = (8, p,a)p {exp {alyd — x*(9))} h(y;a)}’
{exp {a(yd — x*(0))} h(y; @)} " [dh(y; a)]
= c(8, p,a)p2 exp {ap(yd — x2(0))

+a(1—p) (¥0(y) — x*(0(y))) } h(y; a),

com os parametros p, 6, a conhecidos, ¥(u) = x?(6), a funcio h(y;a) também é conhecida e a

constante c¢(6, p,a) aproximadamente igual a 1. A média e a varidncia sdo aproximadamente 6
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e V(0)/ab, respectivamente. Essa familia de distribuigdo desfruta das propriedades da familia
exponencial tanto para o pardmetro da média quanto para o pardmetro de dispersao.

Fazendo, T(y) = y0(y) — x*(6(y)), a(l — p) = ¢, ou seja, p=1— £, temos

a’

a = apb,
a:a<1—¢>9e
a
o
0—a_¢.

Agora, basta substituir estas quantidades na expressao da densidade acima, e temos que

m(y; 0, p,a) = (8, p, a)p? exp {apyd — apx*(9)
a(l = p)T(y)h(y;a)},

= (0, p,a)p? exp {ay + T(y) — pla, $)h(y; a)},

e assim, fica demonstrado que a familia exponencial dupla apresentada por Efron (1986) pode
ser escrita sob a forma da familia exponencial de dois parametros apresentada por Gelfand e
Dalal (1990), que derivaram os modelos lineares generalizados com superdispersao.

Desse modo, conclui-se que os MNLGS englobam a familia exponencial dupla apresentada
por Efron (1986) e que, portanto, todas as distribui¢des denominadas familia binomial, familia
gama e Poisson dupla podem ser escritas sob a forma dos MNLGS.

Na sequéncia, a familia Poisson dupla foi escrita, com certo rigor nos detalhes, sob a forma

dos MNLGS, uma vez que foi utilizada para ajustar um conjunto de dados no Capitulo 7.

Familia Poisson dupla

Essa familia é baseada na distribuicao de Poisson, sendo que a variével resposta é inteira nao
negativa. Pode ser utilizada em controle de qualidade, visto que é comum haver interesse em
determinar o nimero de falhas de equipamentos em fungao do tempo.

Segundo Efron (1986), assume-se que a variavel resposta Y foi reescalonada, com fungao

densidade de probabilidade dada por

o) = (o) () ()", (2.6
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comy =0,1,2,3,... e média u e Var(y) = %
Considerando que A(y) = (i}#) e aplicando exponencial no logaritmo da fun¢ao densidade

de probabilidade tem-se que:

1
= A(y)exp < (y — i) [ + ¢log u] — ¢y logy + dplog p + 210g¢}
em que T(y) = —ylogy, ¥ = ¢+ plogp e

1
V(p, ¢) = pulog p+ 5 log .

Dessa forma, determinaram-se as componentes da familia Poisson dupla sob a forma MNLGS.
No contexto dos modelos nao lineares generalizados, cabe ressaltar que, a distribuig¢ao bino-
mial negativa é bastante utilizada para dados que apresentam superdispersao, no entanto, nao
pertence a classe apresentada por Dey et al. (1997), em outras palavras, esta distribuigdo nao

pode ser escrita sob a forma dos MNLGS.
2.3 Matriz Informagao de Fisher

Seja as variaveis aleatorias yi, 4o, ..., Yn, independentes. A fungdo de verossimilhanca é a
densidade conjunta das n observagoes dada pela expressao (2.1). Aplicando-se o logaritmo,
toma a seguinte forma:

n n
(B =) {(yi — 1) @O (i, ) + AT (i) + (i, ¢z’)} + Y log A(yi), (2.7)
=1 =1
com T(y), U(u,d) e A(y) fungdes conhecidas e (%) = QU5 (u;, ¢;) /Ol 0.

A funcao escore total é definida por

B C(UsBA) (06898
U=U67= < U6 ) - < 205, /0 )
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em que as componentes sdo as primeiras derivadas da fungao ¢(3,4), em (2.7, com respeito aos

pardmetros 3 e vv. Em notagao matricial essas derivadas tomam as seguintes formas

Us(B,7) = X "0EOM, (y — p), (2.8)

Uy(B,7) = STOEDD (y — ) + ST0,T(y) + STEOV (2.9)

em que My = diag{u1,...,un}, com p; = Ou;/0n; e ®1 = diag{¢1,...,¢n}, com ¢; = 0¢;/07;,
1=1,...,n.

A matriz de informacao total de Fisher K = K(3,) para (3",77)T & bloco diagonal, da

forma,
K 0
K(B,7) = < 0" K, )
em que
Kpp = [_a;g(aﬁ[;z)} = X "o0OM2X, (2.10)
%U(B,7)

Ky, =E [— T } = —STu02e2g (2.11)

sendo que M? = diag{u?,...,u2} e ®? = diag{¢?,...,¢2}.

Como K é uma matriz bloco diagonal, os pardmetros 8 e v sao globalmente ortogonais,
e seus estimadores de méaxima verossimilhanca B e ~, respectivamente, sdo assintoticamente
independentes.

Para a obtencao dos estimadores de méaxima verossimilhanca é necessario utilizar técnicas
iterativas de otimizacao; ver Nocedal e Wright (1999, Capitulo 18) e Luenberger (1973, Capitulo
12), pois, como estamos trabalhando com modelos ndo lineares, nao é possivel expressar os
estimadores de maxima verossimilhanca em uma forma analitica fechada. O processo iterativo
utilizado foi o método de otimizacao nao linear quasi-Newton BFGS, usando a linguagem de

programacao matricial 0x (Doornik, 2001).



14

2.4 Testes de Hipodteses

E comum que inferéncias para um determinado modelo envolvam apenas alguns, mas nao
todos os pardmetros do modelo. Nestes casos dizemos que os parametros envolvidos sao parame-
tros de interesse, enquanto que os demais sao chamados de parimetros de perturbacao. Nesta
secdo, iremos mostrar como ficam os testes da razao de verossimilhangas e escore para testar
um subconjunto do vetor de pardmetros de interesse dos modelos nao lineares generalizados com
superdispersao.

Considere que o vetor de pardmetros do modelo seja decomposto da seguinte forma: @ =

(/61—76;—)T ey = (7;;7;)177 €m que 61 = (617"'75p1)—r7 62 = (ﬂpl-f-l?"'aﬂp)—rv Y1 =

)T )T com p; < pe q < q. Essas decomposicées induzem

(’717"'77(11 € Yo = (’7(11+1""7r7q

as correspondentes particoes das matrizes

X =(X1,Xa), S=(5,5),

em que )Nfl, )?2, §1 e §2 sdo sub-matrizes conhecidas de posto completo e dimensoes n X p1,
n X (p—pi), nXxq,nx(qg—q), respectivamente.

Estamos interessados em testar as seguintes hipoteses:

(i) Hy : 81 = 650), Y = 750), contra H) : pelo menos uma das igualdades é violada (testar con-
juntamente uma parte do vetor de pardmetros de interesse conjuntamente, enquanto que,

o vetor de parametros ( QT , 'yQT )T séo considerados vetores de parametros de perturbacio);

(ii) Ha : 1 = BEO) contra Hf, : 81 # B%O) (testar isoladamente uma parte do vetor de parame-
tros de interesse, enquanto que, o vetor de parametros ( QT ,¥") T 1 considerado vetor de

parametros de perturbagao);

(i) Hz : 1 = %0) contra Hf : v1 # ’yg)) (testar isoladamente uma parte do vetor de parame-

tros de interesse, enquanto que, o vetor de parametros (BT,'yQT )T & considerado vetor de

parametros de perturbagao).

0 0) .~ o . . . .
Em que B§ ) e 7§ ) si0 vetores de valores nominais. A seguir veremos dois testes muito utilizados

em inferéncia estatistica.
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2.4.1 Teste da Razao de Verossimilhangas

Suponha inicialmente que estamos interessados no teste da hipotese Hy: 3, = ,3(10), Y1 =7 50)

. . s T T
contra H|: pelo menos uma das igualdades ¢ violada. Denotamos por 8 = (8, , 3, )T o vetor de
estimadores de méxima verossimilhanga irrestrito de 8, 4 = (”y]—, 'S/;—)T o vetor de estimadores de
maxima verossimilhanga irrestrito de vy, sendo 34 e 7, 0s estimadores de maxima verossimilhanca

restritos de B, e 74, respectivamente. A estatistica da razao de verossimilhancas é dada por

LRy = 2{0(By, B2, A1, 42) — LB, Bo, v\ 7). (2.12)

A estatistica da razao de verossimilhancas para o teste de Ho: 8 = ﬁgo) contra H,: B # ,Bgo),
¢é dada por

LR2 :2{£(Bl7327’?)_6(1650)71827:7)}7 (213)

- AT AT . . . .. . . N
em que B = (B;,85)" o vetor de estimadores de méxima verossimilhanca irrestrito de 3, 4 o
vetor de estimadores de maxima verossimilhanga irrestrito de v e 35 o estimador de méaxima
verossimilhanga restrito de 3.

(0)

A estatistica da razao de verossimilhangas para o teste de Hz: v; = 710 contra Hj: v, # 7§0)
é dada por
A = 0) -
LRy = 2{(B,41,%2) — (B, 11" . 72)} (2.14)

em que y = (’?I,‘?;)T o vetor de estimadores de méaxima verossimilhanca irrestrito de ~, 3
o vetor de estimadores de maxima verossimilhanga irrestrito de 3 e 3, v, os estimadorers de
maéaxima verossimilhanca restritos de B e =4, respectivamente.

Ou seja, para grandes tamanhos de amostras, e sob a hipétese nula, as estatisticas LRy, LRs

2

e LR3 tém uma distribui¢ao aproximadamente X{p1-+q1)

, X12>1 e Xgl, respectivamente, em que p;
¢ o namero de parametros a serem testados no vetor 3 e g1 é o nimero de pardmetros a serem

testados no vetor 4. No entanto, quando o tamanho da amostra é pequeno estas aproximagcoes

para a distribuicdo x? ndo é muito boa.
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2.4.2 Teste Escore

O teste escore requer somente estimagdo sob a hipdtese nula, o que o torna mais atraente
quando a estimacao sob a hipoteses alternativa exige um extenso trabalho computacional.

Assumimos inicialmente, testar a seguinte hipdtese Hy: 8, = ,6(10), v = ’ygo) contra H} : pelo

. . 0 0) . . ~
menos uma das igualdades é violada, em que Bg ) e 'yg ) 30 o0s vetores conhecidos de dimensdes
p1 € q1, respectivamente.

Seja p; = (B{,7{)" o vetor de parametros de interesse ¢ py = (Bg,74)' o vetor de

parametros de perturbagao. A fungao escore correspondente a p; e py é dada por
U= (UlTv UZT) Tv

em que

-
U1T = 0U(B,v)/0p, = (Ug1(51a,327’)’1»72)7U:yrl(ﬁbﬂza’h»‘h))

T
U2T = 8‘6(/377)/8172 = (Up—l-}; (/Bla/@2>71a72)7 U,;; (/315/32>71a72)) .

Além disso, a matriz de informacéao total de Fisher correspondente é dada por

Kg,, 0 Kg, 0

K- K K\ _ 0 Ky, 0 K,
K21 K22 KIB21 0 Kﬁ22 O ’
0 K’Yzl 0 K‘YQQ

em que as matrizes sao definidas por Kg, = X[ w@ON2X) Kg,, = Kgm = XU M2X,,
Kp,, = X WCOMEXy, Ky = -8/ 0OD925,, K\ = K] = -§[00D815 e K, =
3T w0223,

Temos também que,

B Kll K12
K 1:<K21 K22>’

sendo, K dado por

—1 -1
Kll — Kﬁu 0 — Kﬁll 0
0 K‘Yu 0 K_l 7
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em que

~ ~ \ —1
Kl = (XIT \II(Q’O)MIQX1> = (R{ Ry

com R = Ml(\I/(Q’O))l/Q)Z'l e

~ ~\ —1
151 = (8T8 = (e

com Ry = @ (—W(0:2)1/25,

De acordo com Rao (1947), a estatistica escore para o teste de H; é dada por
SRy = 0V RUTY,

em que,

70 — ( Us, ) o XTUCOM (y — p)
! Uy, STUIDD (y — p) + 57 21T (y) + ST vOVe1 )
o . . T -
em que, U e K sdo avaliadas em (,60,30) = ( gO)T,BQ,’ygo)T,’h) sendo B, e 7, os estima-

dores de maxima verossimilhanga restritos de B4 e 74, respectivamente. Para grandes amostras

2

(pr+q1)" Assim, a estatistica

e sob a hipotese nula, SR; tem uma distribuigdo aproximadamente x

escore para o teste de H; é dada por
SRy =Ug (R{ R\)™'Ug, + Uy (R Ry)™'Uy,. (2.15)

Nosso interesse agora é testar as seguintes hipdteses Hy: B, = Bgo) contra H): B, # ,850).

Nesse caso, p; = (; é o vetor de parametros de interesse e py = (,@;—,7T)T é o vetor de

parametros de perturbagao. A fungao escore correspondente a p; e py ¢ dada por
T TN\T
U=U,,0y),

em que

U = 0l(B,7)/9p, = Ug, (B1, B2, )

.
U = 0(B.7)/0ps = (Up, (B1, B2:7). U3 (81, B2s7)) -
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A matriz de informagé@o de Fisher correspondente é dada por
Kﬁu Kﬁm 0

K11 Ky
h= < Ko Kao ) —| e Ko KO ’
0 0 vy

em que Kp, = X[ WCOMX,, Kg, = K} = X[ UCOMIX,, Kg,, = X]UCOMX,,

Ky, = —gT\IJ(O’Q)@%SV. Temos

Kg Kg 0
-1 _ 21 22
0 0 K‘Y,‘Y

sendo K él é dado por
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~\—1 ~ ~
Ky = (X[ 0@OMER) + XT0ROMER, (X wCOMER,)  XoMPwOX,,

12 _ 711 —1 21 pe—1 11 2 _ p—1 -1 11 -1
€ KB - Kﬂ KBmKﬁm’ Kﬂ B K,@22Kﬁ2lKﬁ € KB o K522 + K522K521K,3 KﬁmKﬁzz'

A estatistica escore para o teste de Hy é dada por
SRy — 00 KDY,

~ ~ T ~ T ~

ou seja, U e K él sao avaliadas em ( go) , 52,§T) sendo By e 4 os estimadores de maxima
verossimilhanca restritos de 3, e <, respectivamente. Para grandes amostras e sob a hipotese
nula, SRy tem uma distribuicdo aproximadamente X1271'

Mas, ﬁf ¢ dada por

Uy = Ug, = X W00, (y — p).
Assim, a estatistica escore para o teste de Hy é dada por
T 711

Finalmente, para testar Hgz: v, = 750) contra Hf: v, # 7&0)’ seja p; = 71 o vetor de

pardmetros de interesse e p, = (,BT,’)/; )T o vetor de parametros de perturbacao. A funcao

escore correspondente a p; e p, é dada por

U=U,0))",
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em que

Ul = 0l(B,7)/0p1 = Uy, (B,71:72)

.
U = 9(8,7)/0p2 = (U7,(8.71,72), U (B, 71,72)) -

A matriz de informagao total de Fisher correspondente é dada por

Kll K12 K711 K’712 0
K= < Ko K > = | fom By 0 ’

0 0 Kgpg

em que as matrizes sao definidas por Kgg = )Z'T\I'(z’o)Mf)z, Ky, = —SlT\I'(O 2)<I>251, Ky, =

K,;Ll = —§I\I1(072)<I>%§2 e K,,, = —S’v;ll(o’z)@%gg. Temos também que
11 12
K =| Kj Kj (11 ,
0 0 Kgg

sendo K,ly1 é dado por
~ ~ ~ - -1 "
Kll (ST\IJ(O 2)(1)25 ) + SlT\I;(OQ)q)%SQ (SQT\II(O’Z)@%SQ) SQ(I)%\I,(O,z)Sl

12 11 1 21 11 22 1 11 —
e KI? = —KN K,y Kl K2 = — KUKy, KM e K2 = KL+ K3 LKy, KM K, KL

A estatistica escore para o teste de Hg é dada por
SRy = 00T RITY,

. ~ - . =T ()7 ~ \ ' =~ . ..
ou seja, U{J e K,ly1 sao avaliadas em <B ,’y(o) ,72> sendo B e 7, os estimadores de méxima
verossimilhanca restritos de 3 e 75, respectivamente. Em grandes amostras e sob a hipotese
nula, SR3 tem uma distribuicdo aproximadamente Xgl.

Mas, ﬁlo é dada por
U =U,, =S¥ (y — p) + ST &, T(y) + 5] w0V, 1.
Entao, a estatistica escore para o teste de Hz é dada por

SRy = U] K}U,,. (2.17)
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O teste escore proposto por Rao (1947) tem uma grande vantagem em relagdo ao teste
da razao de verossimilhancas, pois requer um custo computacional menos intenso, enquanto
que o teste da razao de verossimilhancas requer estimacao restrita e irrestrita dos parametros.
No entanto, sabe-se que a presenca de um numero consideravel de pardmetros de perturbagao
nos modelos, deteriora a qualidade das aproximacgoes envolvidas nas inferéncias em resultados
assintoticos. Desta forma, torna-se importante obter refinamento de testes que reduzam estes

problemas.



CAPITULO 3

Correcdo de Bartlett para a estatistica da razdo de verossimilhancas

3.1 Introducao

Sabe-se que em problemas regulares a estatistica da razao de verossimilhangas (LR) converge
para a distribuigao qui-quadrado com m graus de liberdade (x2,), em que m é a diferenca entre
as dimensoes dos espagos paramétricos sob as duas hipo6teses testadas. Entretanto, em pequenas
amostras, a aproximacao de primeira ordem pode nao ser satisfatéria devido ao fato de que a
aproximagao se da quando o tamanho da amostra tende a infinito. Uma alternativa para resolver
esse problema é usar a teoria assintotica de alta ordem, que pode tornar métodos inferenciais
tradicionais mais precisos em pequenas amostras.

Bartlett (1937), com o objetivo de melhorar esta aproximagao, propos multiplicar a estatistica
LR por um fator de corregao, dado por (1+c¢/m) ™!, obtendo assim uma nova estatistica conhecida

como estatistica da razao de verossimilhangas corrigida:

LR

LR = —
14+¢/m’

(3.1)

em que ¢ é uma constante conhecida de O(n~!) escolhida apropriadamente tal que, sob Hp,
E(LR*) = m+0(n=3/2), sendo n o tamanho da amostra. E possivel mostrar que a estatistica LR*
tem distribui¢ao (x2,) a menos de um erro de O(n=2) sob Hy, isto é, P(LR* > z4) = a+0(n"2),

enquanto que P(LR > 1,) = a+O(n™!), sendo x, ¢ o quantil de ordem (1 — a) da distribuicdo

21
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x2,. Para maiores detalhes, ver Barndorff-Nielsen e Hall (1988).
Lawley (1956) desenvolveu uma férmula geral para o fator de corregao ¢ que é uma fungao de
varios cumulantes de derivadas do logaritmo da func¢ao de verossimilhanca até a quarta ordem.
Cordeiro et al. (2006) obtiveram uma expressao matricial para o fator de corre¢ao de Bartlett
a estatistica da razao de verossimilhangas nos modelos lineares generalizados com superdispersao.
Neste capitulo, nosso objetivo é generalizar os resultados obtidos por Cordeiro et al. (2006), isto
é, derivar uma férmula geral para o fator de correcao a estatistica da razao de verossimilhangas

nos modelos nao lineares generalizados com superdispersao.
3.2 O método de Lawley

Consideremos n varidveis aleatérias independentes y1, . . ., Yn, OU seja, o0 vetor de observacoes
y = (y1,-.. ,yn)T. Seja ¢(B,4) o logaritmo da fungao de verossimilhanga total dado em
que depende dos parametros desconhecidos 8 = (8{,83)" e v = (7{,79)", em que B, =
(Bis- 3 Bp) Ty Be = Bprats - Bp) v = (71--570) T €2 = (Yqut15---,7) " compr <pe
@ <q.
Segundo Cox e Hinkley, (1974), ¢(3,~) ¢é regular com respeito as derivadas em rela¢do aos
componentes de 3 e v até a quarta ordem. Nosso interesse aqui é testar a hipotese Hy : 51 =
EO), v = %0) contra Hj : pelo menos uma das igualdades é violada (testar conjuntamente uma
parte do vetor de pardmetros de interesse conjuntamente, enquanto que, o vetor de pardmetros
(By ;75 )" & considerado vetor de parametros de perturbagdo). De acordo com Lawley (1956),

podemos escrever o valor esperado da estatistica da razao de verossimilhancas até a ordem O(n 1)

E[2(0B,9) - 4B, M} =p+a+ e, (3:2)

: ~1 )
o termo €,44 ¢ de O(n™") sendo expresso como:

€pt+q — Z (lrstu - lrstuvw) s (33)
By

em que Y 3.~ denota o somatério sobre todas as combinagdes de p + ¢ parametros de BT, AT

e os indices r, s,t,u, v e w variam em ambos os vetores 3 e 7. A notagao do lado direito de (3.3))
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segue de Cordeiro (1987), e os I’s sao obtidos por:

lystu = ﬁrsﬁtu(/@rstu/él - K/(U) - /‘QSU)) (34)

rst

Lrstuvw = KKK {Hrtv(ﬁsuw/6 - ngw)) + Krtu(Ksow/4 — /i(”)) + /@( )KZ( v 4 KJ(u) (”)} . (3.5)

Definimos a seguinte notacao para as derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca
total com respeito aos componentes de B: U, = 94(8,7)/0B, Urs = 0%4(B,~)/03,083s e assim
por diante. Ja a notagdo padrao para os cumulantes conjuntos sao: krs = E(Uys), krst = E(Uprst),
Krstu = BE(Urstu), tirs = B(UUs), krse = E(UrUst), Krstu = B(UrUstu), Frspu = E(UrsUra) —
RrsKRtu, Rrstu = E(UrUsUtu) — RrsKty € Restu = E(UrUsUtUu) — Rrshtu — BrtRsu — Rrulsu-

Denotamos as derivadas dos cumulantes em relagao aos componentes do vetor 3 por If(t) =
Okrs/ 0Py, Iirs = OFys/0B10Bu, K t = OFpst /OBy, etc. A matriz de informagao de Fisher para

"$ os correspondentes de sua inversa. O mesmo

B tem elementos ks = —Kps, sendo k"% = —k
pode ser feito para as derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanga total com respeito aos
componentes de v, mas para distinguir das derivadas de 3, as derivadas de v foram utilizadas
letra maitsculas, por exemplo Ur = 04(3,7)/0vr. E 0 mesmo ocorre para as derivadas mista,
por exemplo U,s = 0%((8,~)/0B-07s.

Os cumulantes satisfazem rela¢oes denominadas identidades de Bartlett, que frequentemente

oy , . . ~ u
facilitam seus calculos. Alguns exemplos destas identidades sao: K, s = —Kps, Hisz = KrstutKu,rst,

t t
Rrst = —HRrst — 2(3) Ry sty Rrsit = 2Kpst — Z(g) "51(”5); Ry situ = —3Kpstu + 2 Z rst - Z(G) K/7(”SU) +

(s) (rs)
Z(g) Rrstu € Ry stu = Rrstu — 2l€7’tu+"<‘

— Kps, tu, €M qUE Z( k) denota o somatorio que varre todas
as k permutacoes de indices. Assim, por exemplo, 3 e = k) 4 /@(j) + K,g). Nos MNLGSs,
o célculo do termo €,;, dado em ¢é simples devido & ortogonalidade dos paradmetros, de
modo que varios cumulantes mistos sao nulos e pois o inverso da matriz de informacao de Fisher

é bloco diagonal.

Segundo Botter e Cordeiro (1997), o termo €4, pode ser decomposto da seguinte forma:

ep+q = €p(B) + €q(7) + €p,a(B,7), (3.6)
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em que €,(/3) depende apenas da componente sistematica para a média, e,(7) depende apenas da
componente sistematica para a dispersao e €, 4(3, ) depende das duas componetes sisteméaticas.
Para o modelo nao linear generalizado com superdispersao, os termos em (3.6|) sdo apresentados

a seguir

1 1
(B) = 71T VOO ZE 1+ 1TW O MM 2R + 1T O MG 2

1 1 1

— §1T\1/(270>M1Mzzﬁdl)ﬂl - ZIT\IJ(Q’O)MIQDél — 51—'—\11(3:0) M3 Zgﬂ MBGEO
1

— 1T WO 20 M My w01 — ST WO M M 25 M My w20

1 1
+ Z]_T\1/(2,0)MlMQZﬁdZ[_}ZﬂdMlMZ\I,(Q,O)1 _ 51T¢’(2’0)MlMQZﬁdZﬁDﬁM%\I’(Q’O)]_

1
— ZlT\I!(Z’O)MngZlngng\I/(Q’o)1, (3.7)

1 1 1
c(v) = 10OV Z3 1+ 1T U0V Rte, 221 - 1T e N8l 2%
+ 51T 0OD0 204031 + 1T WOy 9, 254Dy 1 + 11T 0P 9 DI

1 1
+ élTW(O’3)¢§’Z§3)<I>§’\II(O’3)1 _ §1TW(O’Q)<I>1<I>QZ£,3)Q>1CI>2\I/(0’2)1

1 1
+ 11T\I/(0,3)cI)“i’Z.de,yZ,yd(I)if\I;(O,?))1 + 51T\I,(o,2)@1@227(127%6[@:%\1,(0,3)1

1 1
+ 11T\1/(0,2)q>1<I>QZA,C,ZAYZW¢>1(132\1,(0,2)1 + 51Tq,(o,3)q,i)ZvdZA/Dv@%\I,(o,z)1

1 1
+ 5lT\I/(O’Q)CI)%Z,de,yD7<I>1<I>2\II(O’2)1 + Z1T\Il(0’2)¢>%D,yZ,7D7<I>%\I/(O’2)1 (3.8)

epa(B:7) = %1T‘1’(2’2)M12‘1’%Zﬂd27d1 + %1T‘1’(2’1)M12‘1>2Z5dZ7d1
_ ilT‘l’@’l)Mf‘DzZBdle B %1T\I’(2’1)M12<I>1Zé2) © 7, M23, w201
n %1T\I,(2,1)Mf(plzﬂdzvzﬂdeq)l\Ij(Q,l)1 " %1T‘1/(2’1)M12<I>1ZﬁdZayZ'yd@‘i’\If(O’:”1
n %1T\I’(2’1)M%(DlzﬂdZ'yZ'yd(pl(I)Q\I](o’Q)1 n %1“11(072)CD%ngZA,DA,Mf%\II(Q’l)1,
(3.9)

em que Zg = X(XTwE0 p2x)-1XT, Zy = S(=STwO)$28)-18T 1 o vetor n x 1 de uns,

Zg’) = Z[(f) © Zg, Z[(f) = 73 ® Zg em que ® denota o produto de Hadamard (Rao, 1973, p. 30),

ou seja, o elemento ij de Zg) é 22

i
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Utilizamos a notacao Zgq e Z,q para representar matrizes diagonais formadas pelos cor-
respondentes elementos das diagonais das matrizes Zg e Z,, respectivamente. Definimos as
matrizes Dg = diag{dgi,...,dgn} e Dy = diag{dy1,...,dyn}, cujos elementos sdo dados, res-

pectivamente, por dg; = tr <)~(1K5}3> com X; = (9217/6B8BT sendo a i-ésima linha da matriz
X e dy; = tr <§2K7'17> com §Z = 827'/8’767T sendo a i-ésima linha da matriz S.
Nos MLGSs, temos que X=XeS=SeX=8= Dg = Dy = 0. Portanto, os termos

(13.7) a (3.9) sao dados por:

1 1
p(B) = ZlT\IJ(‘L’O)M{Lngl +1TOBONMEM, Z5 1 + Z1T\11(2@)J\422ng1
1
_ ng\Il(g’O)Mf’ZS)Mf’\IJ(?”O)l _ 1T\P(3’O)MfZ[(,3)M1Mg\IJ(2’O)1

1 1
- 51T\1/<270>1\411\4222,3)1\411\42\11(2’@1 + 1 VMM 25025 Z5aM1 Mo 001, (3.10)

1 1 1
ca(v) = 11PN Z5 1 + 1T U0V, 20,1 - 11T e0M 8323
1 1
+ EIT\IJ(O,3)(I)?Z§3)(I)?\I,(O,3)1 _ 5l"l'\11(0,2)(I)l(I>2Z§3)(1)1(1)2@(072)1
1 1
+ 11T‘I’(0’3)‘P?ZvdZvad‘P?\I’(o’?’)1 + §1T\I’(072)q)l(I)2Z7dZ7Z7dq)?\IJ(O’3)1

1
+ Z1T\I/(072><1>1<1>gzﬂ,dzvzwd<1>1<1>2\1/<072>1 (3.11)

epa(B,7) = %ﬂqf(?v?)qu)%Zﬁdzvdl + %IT\IJ(Q’l)MfCI)QZ,gdZ,ydl
_ %1T\P(271)M12<1>1Z[(32) © Z, M2, 001 1 i1T‘I’(Q’l)M12‘I>1ZBdZwZﬁdM12‘I>1‘I’(2’1)1
+ %1T\11(271>Mf@lzﬁdzvzwd@{’w(oﬁ)1 + %1T\11(27”Mf@lzgdzyzvdqn@g\y(‘)@1,
(3.12)
As equagoes e (3.12), coincidem com as equagdes (3.2) a (3.4) de Cordeiro et. al.
(2006), pp. 942-943.
Das equacoes a podemos facilmente obter nossas estatisticas de teste. O termo ¢

do fator de corregao de Bartlett para o teste de Hy é dado por

¢ = 1 + 6P+q — 6P*P1+Q*l11’ (313)
P1+q1
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em que €,14 pode ser calculado de a € €p—p,+q—q; também mas com Xg, Xg, 5’2 e Sg
ao invés de X, X Se S ou s€ja, €p—p,+q—q = €p(B2) + €4(V2) + €pq(Ba:72).

Assim, para o teste de Hi, temos que a estatistica da razao de verossimilhancas corrigida é

LR
LR = =2 (3.14)
C1
com ¢; dado em (3.13)) e LR; expressa como
LRy ZQ{E(Bla/@Qv’S’l,’?z) (51 ,Bza’h ' Y2) (3.15)

em que Bl, ,62, 41 e v, sao os estimadores de maxima verossimilhanga irrestritos de 3, 84,7 €
vs, sendo Bg e 74 os estimadores de méxima verossimilhanga restritos para (3, e 4, respectiva-
mente. Assintoticamente e sob Hy, a estatistica LR} tem distribuicao X12)1 taqi-

O termo ¢y do fator de correcao de Bartlett para o teste de Hy é dado por

=1+ ep(B) — €py(Ba) + €p.4(B,Y) — €pz,q(527’)’)7 (3.16)

yai

em que €p, € €p, g SA0

ep:(B2) = 1T\I'(4 DM} Z3541 + 1T OGO N2M, 7251 + ilT\II(Q’O)Mngﬁdl
_ %1T\I'(2’0)M1MQZQBdD251 _ ilT\I](Q’O)M%D%B:l _ %IT\P(B,O)M{&Zg?M?\P(&O)l
~ 1T GOV 28 My M w201 - %1T\Il(2’0)MlMgZéz)MlMg\IJ@’O)1
+ i1T\I’(Z’O)M1M222g4225225dM1M2‘11(2’0)1 -~ %1T\11(2’0)M1M2Z2ﬁdZ25D25M12\11(2’0)1

1
— 1T U@ N2Z Dy s 703 Dog MEW (2001 3.17
4 1284247234

1 1
€p,q(B2,7) = §1T‘I’(2’2)M12‘1>%Z2deﬂydl + §1T\Il(2’1)M12<I>zZzﬁdZ»yd1
1 1
_ Z1T\1;(2,1)M12<I>QZ2MD71 _ 51T\I,(z,l)]\/_/12(1,12%) © Z, M2, 21
1 1
+ Z1T\II(2’1)M12(I)1ZQ,BdZ’VZZ[idM%q)l\I’(Z’l)1 + 51T\I’(2’1)M12®1Z2ﬁdZ'yZ—yd(I)?\I’(0’3)1

1
+ %1Tx11<2:1>M12<I>1Zgﬂdz,yzvd@l%m(‘l?)1 + 51T\Il(0’2)@%ZQBdZvD,YMfCDﬂI/@U1,
(3.18)
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em que Zog = XQ(X;W(z’O)M%XQ)_IX;, Z2g4 representa a matriz diagonal formada pelos cor-
respondentes elementos da diagonal da matriz Zog e Dog = diag{dgi,...,dgn}, cujos elementos
sao dados respectivamente por dg; = tr ():2' giKﬁ_zl’ 52> com ):{' 9 = 0°n/ 8B285; sendo a i-ésima
linha da matriz )?2, 1=1,...,n.

Assim, para o teste de Hy, temos que a estatistica da razado de verossimilhancas corrigida é

LR
LRy = =2 (3.19)
C2
com ¢ dado em (3.16]) e LRy expressa como
5 A o4 0 7 2
LRy = 2{¢(By, B2, ) — (B BaA)} (3.20)

em que 31, 35 e 4 sao os estimadores de maxima verossimilhanga irrestritos de 3, 35 € v sendo
P2 o estimador de maxima verossimilhanga restrito para B5. Assintoticamente e sob Ha, a
estatistica LRy tem distribuigao X1291-

O termo c3 do fator de correcao de Bartlett para o teste de Hg é dado por

= 14 S0 =00 + 003 ~ rB70) 1)
1

em que €g, € €p g, SA0
€0 (9) = £1T\p<0»4><1>‘112227d1 + %1%(0:3)@%@223%1 — 31311@72)@3222%1
+ %1T\I/(0’3)<I>§’Z27dD271 + 1T%<I>1<I>2Z2.,dD271 + 31311(0’2)@%1)571
n élT\I,(o,s)qﬁZéi)@?q,(o,s)l _ %1T\If(°72)<I>1<I>2Z§,37)<I>1<I>2\I/(0’2)1
+ i1T\II(O’S)(I)?ZQ'dez'yZZ'ydq)?‘I’(o’?’)1 + %1T\Ij(0’2)@1@222')@!2272275[@?\1/(0’3)]_
n i1T\I,(O,2)(I)l(I>2Z27dZ27227dq)1q)2\I,(072)1 n %1T\11(073)@?Zgdeg.yngq)%\I/(on)1

1 1
+ 51TxI/(O@@%Z%dZQvDQA,@lq)zq/(Ov?)1 + ZlT\11(0’2)<I>%D27ZQ.YD27<I>%\I!(O72)1 (3.22)
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1 1
€pao(B,72) = §1T‘1’(2’2)M12®%Zﬁd227d1 + iqu’(g’l)Mf@QZBdewdl

1 1
— 21T MR8y Z5:Do1 — §1T\IJ(2’1)M12<1>1Z§) ® Zoy M2®, 0201

4
1 1

+ 11T111@1)Mf<1>1ZﬁdZQA,ZMwacpl\I/(w1 + 51T\I/(271>Mf@lzﬁdzgﬂ,z%dqﬁ’\y(oﬁ)1
1

+ 51TWvl)Mf@lzﬁd227227d¢1¢2@(072>1 (3.23)
1

+ 5lT\I!(O’Z)@%Zﬁng7D2,yM12<I>1\I/(2’1)1, (3.24)

em que Zoy = §2(§; \If(o’z)q)%gg)_lg; , Za2~4 representa a matriz diagonal formada pelos corres-
pondentes elementos da diagonal da matriz Zoy e Doy = diag{d~1,...,dyn}, cujos elementos sao
dados respectivamente por d.; = tr (S;QiK,;;,h) e seja Soi = 0T /9505 a i-ésima linha da

matriz Ss.

Assim, para o teste de Hs, temos que a estatistica da razao de verossimilhancas corrigida é

LR
LRy = =2 (3.25)
c3
com c3 dado em (3.21) e LR3 expressa como
A A 0) -
LRs = 2{U(B,41,%2) — (B 7", 72)}, (3.26)

em que 3,4, e 7y, sao os estimadores de maxima verossimilhanca irrestritos de 3, vy, e 7y, sendo ¥
o estimador de maxima verossimilhanga restrito para «y,. Assintoticamente e sob Hs, a estatistica
. . .~ 2
LR3 tem distribui¢ao xg, -
Outra forma assintoticamente equivalente para a estatistica da razao de verossimilhangas

corrigida, para o teste de H;, é dada por:
LRy = LRy - dy, (3.27)

em que o termo d; do fator de correcao de Bartlett é dado por

d=1— €ptq ;161:21;%(11 (3.28)
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e temos que ﬁl tem distribui¢ao assintoticamente Xgl +q, Sob Hi. Procedendo analogamente,

para as hipdteses Hy e H3 teremos as estatisticas da razao de verossimilhancas corrigidas LR e

LR3, como:
LRy = LRy - dy, (3.29)
LR3 = LRs - ds, (3.30)
em que
dy=1— p(B) — €py(Ba) + €p,4(B,7) — €pyq(Ba;7) (3.31)
p1 ’
€
dz =1 — €(7) = €,(V2) + .4 (B:7) = €. (8, 72) (3.32)
q1 7

e, sob as hipoteses nulas Hy e Hs, as estatisticas da razao de verossimilhangas corrigidas, LR e

LR3, tém distribuicao assintoticamente X7291 e Xgp respectivamente.



CAPITULO 4

Correcdo tipo-Bartlett para a estatistica escore

4.1 Introducao

Testes estatisticos classicos sdo usualmente baseados em aproximacoes assintoticas de pri-
meira ordem, e podem ser poucos precisos quando o tamanho da amostra é pequeno ou mesmo
moderado. Esse também ¢é o caso do teste escore (SR).

Sabe-se que em problemas regulares a estatistica escore (SR) converge para a distribuicao
qui-quadrado com m graus de liberdade (x2,), em que m é o niimero de restri¢cdes impostas sob
a hipotese nula (Hy).

Para contornar este problema, Cordeiro e Ferrari (1991) obtiveram um fator de correcao
para a estatistica escore, denominado fator de correcao tipo-Bartlett, de forma que a estatistica
escore aperfeicoada por este fator de correcio tem distribuicdo x2, até ordem O(n~!) sob a
hipdtese nula. Sob certas condigoes de regularidade, a estatistica escore modificada proposta por
Cordeiro e Ferrari (1991) (SR*) é obtida através da multiplicacao da estatistica escore original
por um polinémio de segundo grau da propria estatistica e com esta modificagao, a distribuigao
da estatistica escore corrigida tem uma melhor aproximagao para a distribuicao qui-quadrado de
referéncia.

A partir do trabalho de Cordeiro e Ferrari (1991), muitos resultados tém sido publicados

sobre fatores de correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore em varias classes de modelos de

30
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regressao. Cordeiro et al. (2003), por exemplo, derivam um fator de correcao tipo-Bartlett para a
estatistica escore para modelos lineares com covariadas na dispersao, generalizando os resultados
de Cordeiro, Ferrari e Paula (1993) e Cribari-Neto e Ferrari (1995). Recentemente, Cysneiros
et al. (2010) derivam fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore em modelos de
regressao simétricos nao lineares.

Neste capitulo, nosso objetivo é derivar uma férmula geral para o fator de correcao tipo-
Bartlett, proposta por Cordeiro e Ferrari (1991), para a estatistica escore nos modelos nao

lineares generalizados com superdispersao (MNLGSSs).
4.2 Correcoes tipo-Bartlett

Cordeiro e Ferrari (1991) mostraram que, sob certas condigoes de regularidade, a estatistica
escore SR pode ser aperfeicoada por uma correcao tipo-Bartlett, que ndo é bem uma corregdo
tradicional de Bartlett pois envolve um polindémio de segundo grau da estatistica original. A

forma corrigida para a estatistica escore SR, proposta por Cordeiro e Ferrari, é dada por:

SR*=SR[l—aSR* - bSR — |, (4.1)
com
Az Ay —2A3 Al — As + Aj
a = 5 = ————— cC= —7-—
12m(m + 2)(m + 4) 12m(m + 2) 12m

em que as quantidades a, b e ¢ sdo de ordem O(n~!), sendo estas fungdes de cumulantes que
envolvem derivadas do logaritmo da funcéo de verossimilhanca até quarta ordem. Assintotica-
mente e sob a hipotese nula, SR* tem distribuicao x2,. Os coeficientes A1, Ay e A3 podem ser

escritos como:

A =3 Z(/{ijk + 2/{i,jk)(/{rst + 2ers,t)aijastmk7‘ -6 Z(Kijk + 2ﬁi,jk)/<'r,s,taijakrmst

By By
+6 Z(m‘,jk — Kijik)(Frst + 2Krs.t)jsQgemiy — 6 Z(”i,j,k,r + Ki jkr ) QlrMij
By By

=3A1; — 6415+ 6A13 — 6A14,
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Ay = -3 E Ki j kFr,s tQkrMijMst + 6 5 (’Qijk + 2’€i,jk)ﬁr,s,taijmkrmst

By By
-6 E Ki j kbor,s tQrtMirMjs + 3 E K j ke T My
By By

= —3A21 + 6422 — 6A23 + 3A24,
A3 =3 Z K j kM Mg Mgy + 2 Z K j kKo, M M s Mt

Byy By
= 3A31 + 2A39,

sendo que os indices i, j, k, 7, s,t variam sobre os componentes dos vetores 3 e vy e Y. By denota
b

todas as possiveis combinacoes de p + ¢ parametros de B1,...,08, € 71,...,7;. As matrizes A e

0 0
(0 )

M sao dadas por

eM=K1-A
Uma dificuldade encontrada com o uso da correcao SR* é o fato de que, em alguns casos, os
coeficientes a, b e ¢ podem ser dificeis de calcular. A equagao (4.1) nem sempre é uma fungao

monoétona. Para contornar este problema, Kakizawa (1996) sugere uma transformagao monotona
K(SR) = SR*+ P(SR), (4.2)

envolvendo a estatistica SR* e os coeficientes a, b e ¢, em que P(SR) é um polinémio de quinto

grau da estatistica original SR e ¢ de ordem O(n~2). A expressio P(SR) é dada por
Lfo 2 4,9 3 4,9 2ap5
P(SR) = 1€ SR+ 2bcSR* + | 2ac + §b SR’ + 3abSR" + 0 SR’ 5.

Também, Cordeiro et al. (1998) apresentaram uma férmula alternativa para melhorar a
estatisica escore que é uma transformacdo monoétona de SR. A estatistica alternativa SR ¢

expressa em termos da funcdo de distribuigao normal padrao, ®(-), por

ﬁ%:\/iexp(?ic> {(I) <\/@SR+\/§b)¢< 32ab>} (4.3)
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se a > 0 (a é sempre nao negativa) e

—~ 1
SR = % exp(—c)l — exp(—2bSR)

sea=0eb#0. Note que, se a = b =0, SR* é uma transformagao monétona de SR e nédo
é necessario definir uma estatistica corrigida alternativa. As trés estatisicas SR*, K(SR) e SR
sao equivalentes até a segunda ordem, ou seja, elas diferem tipicamente pela O(n_3/ 2).
Consideremos n variaveis aleatoérias independentes yi, ..., ¥y,, Ou seja, o vetor de observa-
¢oes ¥y = (y1,..-,yn)' . Seja £(B3,v) o logaritmo da funcdo de verossimilhanca total dado y
que depende dos parametros desconhecidos 3 = (8{,89)" e v = (7] ,74)", em que B, =
)T

(/Blu" . 76p1)—r7 ﬁ? = (/Bp1+17"‘ 7/Bp)T7 Y1 = (717"‘77(11)—'— €Yo = (’YQ1+1"° -5 Yq com pq S pe

@ =q.

Nosso objetivo aqui é testar a hipotese Hy : 81 = 50) , VL= %0)7 contra H{ : pelo menos uma
das igualdades é violada (testar conjuntamente uma parte do vetor de pardmetros de interesse
conjuntamente, enquanto que o vetor de pardmetros (,6’;r , 'y; )T é considerado vetor de parametros
de perturbagao.

Definimos a seguinte notacao para as derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca
total com respeito aos componentes de B3: U, = 94(B3,7)/0By, Urs = 0%4(8,~)/03,083s e assim
por diante. J& a notagdo padréo para os cumulantes conjuntos é: k,s = E(Uys), krst = E(Uprst),
Rrstu = E(Urstu)7 Ry s = E(UrUs), Ry st = E(UrUst); Ry sty = E(UrUstu); Rrstu = E(UrsUtu) -
RrsKtu, Rrstu = E(UrUsUtu) — RrsKtu € Krstu = E(UrUsUtUu) — RrsBtu — Rrtlhsu — RruRsu-

(t) _

Denotamos as derivadas dos cumulantes em relagao aos componentes do vetor 3 por kpd =

Okrs/ 0P, nﬁi“) = Okyrs/0Bt0Pu, £ — Okrst/O0Pu, etc. A matriz de informacao de Fisher para

rst —

'S os correspondentes de sua inversa. O mesmo

B tem elementos ks = —Kps, sendo K™% = —k
pode ser feito para as derivadas do logaritmo da funcéo de verossimilhanga total com respeito
aos componentes de v, mas para distinguir das derivadas de 3, para as derivadas de ~ foram
utilizadas letras maitisculas, por exemplo U = 9¢(8,v)/0vr, Urs = 0%4(B,7)/03,.0vs, e outros.

Os cumulantes satisfazem relagoes denominadas identidades de Bartlett, que frequentemente

7. . . . ~ u
facilitam seus calculos. Alguns exemplos destas identidades sao: ks = —Kys, m£52 = KrstutRu,rst,
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Rp st = —HKrst — 2(3) Ry sty Rrsit = 2Kpst — Z(g) ’ﬁ(};); Ry stu = —3Kpstu + 2 2(4) "51(1;2 - Z(G) H7(”ZU) +

(s) (rs)

2(3) Krsitu € Krstu = Krstu — 2Ky, T Ky — Krstu, €M qUE E(k) denota o somatoério que varre

todas as k permutacoes de indices. Assim, por exemplo, >4 kY =kl 4 Iifi) + Iﬁg).
Nos MNLGSSs, os termos A1 a A4, Ao1 a Aoy, Azl e Ay foram obtidos substituindo os
cumulantes (ver Apéndice A) calculados para o modelo. Esses termos de 417 a Aj4 assumem as

seguintes formas matriciais:

Ay = 1TOCOM My Zo54(Zg — Zop) ZopaMy Mo 201 + 21 T WO My My Zo54(Z — Zog)
X DogMZU 01 + 1T OCON2ED,5(Z5 — Zog) DygMPT P01 4 1T OV NS, Z, 4,
X (Zy — Zioy) Z2pa®1 MEW V1 4 1TOCVNED ) Zo54(Zey — Zory) Zoma @30 0D1
+ 1T UCDNED Zogg(Zy — Zom) Zaya®1 @20 0D + 1TOCYNLZD) Zo54(Zy — Zavy) Dony
x @201 4 1T 0O Zy54(Zy — Zoy) ZomaMED1 W3V 4 1T WO By Zo54( 2y — Zory),
X ZomaME®1 02D 4 1T0ODD2 7, 5,(Z — Zooy) Doy MED 0D 41T ON@3 7,
X (Zoy = Zog) Zama®30 031 4 21T 0O 2, 1(Z) — Zon) Z2ya®1 @20 0D 1 + 1T 00D D, &,
X Zomd(Zy — Zam) Ziarya®1 @20 01 4 21T 0O Dy (7, — Zory) Z0ya @30 0D 1 4 21T 0 (02)

X ®2 Doy (Zn) — Zag) Zoma®1®@9 01 4 1T0ODS2 D, (7, — Zoy) Doy @20 (021, (4.4)

Arg = 1T OO M, My Zo30708(Z — Zapa) MW P01 + 1T OO ME Do Z5(Zp — Zoga) M7 W01
+ 1T UM My ZogaZog(Zyg — Zaya) M1@FU D1 + 1T OB MEDy3Z5( Zyg — Zaya) My
x @301 — 1T YN ZogZony(Zga — Zoga) MER1 U1 — 1T WV NG Zo5, 25,
X (Zoya — Zaya) 3001 — 170G 7, 1 70 (Z50 — Zopa) MER 0 2V1 — 1T 0023, 0,
X ZonaZony(Zga — Zopa) ME® 10 2V1 — 1T WO 02Dy Zo5(Zg — Zoya) MDD
— 1707y 120 (Zya — Z2ya) B30 O — 1T 00D D B9 20 1 Zon) (Zyi — Zoya) 3

x WO~ 1TGODS2D, 7o (Zyg — Zoya) DT OIT, (4.5)
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Az = —21TWCONBZE © (Zg — Zop) Mi M0 P01 — 1TOROM My Z2) © (Zg — Zog) My
x MoW01 4+ 21T 0N D2 25 © Zy © (Ze — Zoy) M1 970121
+ 170D 2o, © Zoy © (Zg — Zog) M1 83T 1HD1

+1T0OND3 720, © Zoy © (Zy — Zoy) @300

—1T00DD, 0970, © Zoy @ (Zy — Zany) 0102001 (4.6)
€
p 2
Ay =1" 2wM4 — UGN — WO NNM, | Zoga(Zga — Zoga)l
14 = a0 M 1 1 Mz | Zopa(Zpa — Zapa)
Ta,(3,0) 1 73 T (‘1’(2’1))2 242 2,2) 1 72 52 1,2 2
+ 1T OCONEDys(Zgg — Zopa)l + 1 2> pmy Mt - DN 2e? 4 w2 N, e?
2

B 1T g0 2 _ T (‘I’(Z’l)) 252

X Zde(Z,Bd Zggd)l 1'v M @1D27(Zﬂd ZQﬂd)]. +1 |2 20 M{®7

e Ab Ve S ‘1’(2’1)M12‘I>2} Z28d(Zyd — Zoma)1 — 1T OO M D2 Dog(Zyg — Zoma)l

T (‘I’(I’Q))2 4 0,4) g4 0,3) 3,2
+17 2% W‘I’l — 00t — vONGID) | Zyya(Zya — Zoya)l
— 170D Dy (Zyd — Zoya)1. (4.7)

Os termos de As; a Aoy assumem as seguintes formas matriciais:

Aoy = 17BN Zgy — Zoga) Zop(Za — Zopa) MPTP01
+ 20T WCON(Zsy — Zopa) Zop(Zeya — Zoma) My DI LD
+ 1T OCYNZD (Zg — Zopa) Zony(Zpd — Zopa) MED D1
+ 20T UCYNED (Zgg — Zoga) Zom (Zyd — Zomya) P30 OD1
+ 1T VIV D2 (Zyg — Zoya) Zop(Zya — Zomya) My @FU 121

+ 170NN Zy — Zoya) Zoy(Zya — Zoya) D300, (4.8)
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Agy = 1TOCON My Zo54(Zs — Zop) (25 — Zoga) MWD + 1TOEONMED,5(Z5 — Zog)
X (Zg — Zapa) MPOBO1 + 1TWCO M, My Zopa(Zs — Zog)(Zeya — Zarya) M1 DT HD1
+ 1T OCONZDy5(Z5 — Zog) (Zyd — Zomya) M1 BT D1 — 1T OCDNZD, Zo54(Zy — Zor)
X (Zg — Zopa) M1 WV — 1T WY N2D) Zo54( 2y — Zom)(Zoya — Zarya) 30031
- 1T‘II(O’3)CI)§Z27d(Z'7 - Z2’7)(Z,6d - Z2Bd)M12¢’1‘I’(2’1)1 - 1T\P(0’2)¢%D27(Z’7 - Z2'y)
X (Zg — Zopa) M1 WV — 17O, 897y 4(Zy — Z2y)(Za — Zopa) M1 W3V
— 1707y 4(Zy — Zom)(Zya — Zoya) 30031 — 1T OGS 7, 1(Z, — Zo)

X (Zyd — Zona) 21820021 — 1TWODDIDy (Z,) — Zoy)(Zya — Z2ya)PTU DL, (4.9)

Agz =1TUCONB 705 & (Zg — Zop) @ (Zy — Zog) MPTEO1
+1TOCYNRD Zoy © (Zg — Zog) © (Zg — Zog) MiD1 T >V1
+ 21T UEDMID Zo5 © (Zy — Zay) © (Zp — Zop) M7 21 W1
+ 20T UEDNL D220, @ (Zy — Zavy) © (2 — Zopg) M 9201
+ 1T OOV D2 255 © (Zy — Zon) @ (Zey — Zoy) My BT (121

+ 17002, & (Zy — Zoy) O (Ze — Zoy)B3U O, (4.10)

(w0’
P (2,0)

(\11(370)\1;(172))2
\1;(270)

A24 = lT 3 M{l - \11(4’0)]\4{1 (Zﬂd — ZQBd)(ZBd — Zgﬂd)l

w20)?
MZ2®? + 27( ) Mo — w222

+2 @0

— WEOWODNRDE | (Zgy — Zaga) (Zy — Zrya)l

(v0:2)?

AT )t g0 pd
@0 o7 — UV P

+17 (3 Zord(Zyd — Zoya)1 (4.11)
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Os termos de As; e Ass assumem as seguintes formas matriciais:

Ag1 = 1TOCOMP (Z5q — Zopa)(Zp — Z2p)(Zp — Zopa) MPWPD1
+ 21T OBOINE(Zg — Zopa)(Zg — Zop)(Z — Zomya) My 3T 1D1
+ 21T WBOINE(Zg — Zoga)(Zey — Zong)(Zmya — Zoma) MED 0211
+ 1T OCYMED (Zgy — Zopa)(Zey — Zony)(Z3a — Zopa) ME® 03D 1
+ 1T O NGB (2 — Zona)(Zs — Z2p)(Za — Zaya) M1 3T DT

+ 170N 72,y — Zoya)(Zy — Zon)(Zya — Zonya) @30 031 (4.12)

Ay = VTN (Zg — Zp) © (Zp — Zap) © (Zp — Zop) M7 V1
+ 31T WEVME® (Zg — Z3p) © (Zy — Zay) © (Zp — Zop) M7 2101
+ 31T WMLy — Zay) © (Z — Zap) © (Zy — Zoy) M1 9T U1

+ 1T‘I’(0’3)‘I’?(Z’v — Zay) O (Zy = Z2y) © (Zy — Z27)q’:%\1’(0’3)1a (4.13)

em que as matrizes envolvidas: Zg = X(XT\IJ(Q’O)Mf)?)_l)NCT, Zy = §(—§T\P(0’2)@%§)_1§T,
1 o vetor n x 1 de uns, Zgg e Z,4 as matrizes diagonais com os elementos correspondentes
de Zg e Z,, respectivamente. Assim como, as matrizes Dg = diag{dgi,...,dg,}, em que
dg; = tr <;~(1Kﬁ1ﬁ> e )N?l =0’n/0B0B" e D, = diag{dy1,...,dyn}, em que dy; = tr <§1K’;}7>
¢ S = 0% /oo T

Pode-se calcular o fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore considerando as

seguintes hipoteses, a saber: Hg : 81 = BEO) contra H), : 31 # ﬁ%o) (testar isoladamente uma
parte do vetor de pardmetros de interesse, enquanto que, o vetor de parametros ( 2T , T)T é

considerado vetor de parametros de perturbacao) e Hs : v = 750) contra Hfj : v, # %0) (testar

gl

isoladamente uma parte do vetor de parametros de interesse, enquanto que, o vetor de pardmetros

(7; ,B1)T & considerado vetor de parametros de perturbacao.



38

No caso do teste de hipétese Hy temos que Z, = Zo+, e os termos A1 a Ay4 sao dados por:

A11 = lT\If(Q’O)MlMQZQIfjd(ZI@ — ZQ@)ZQBdMlMQ\I/@’O)l + 21T\IJ(2’0)M1M2Z2@(1(Z5 — Zgg)

x DogMP W01 + 1TWCOME Do (Zp — Zog) Dap M7 W01,

Ay = 1TOCONM My Z050706(Z — Zopg) My OB + 1T OO N2 Dy Z5(Z5 — Zopa) M
x W01 AT WCEYNLD) Zo50 704 (Zpa — Zopa) MED1 0D — 170037, 17,
X (Zgd — Zopa) ME®, 0V — 1700208, 8,7, 170 (Zpg — Zoga) MED, TPV,

Az = —21TWCONBZE) & (Zg — Zog) MiMa U 01— 1TOCOM M ZE) © (Zg — Zop) M

x My@ 201 4 1T0ONS3 7, @ Zoy © (Zs — Zop) M 930121

(]
T (\I’(g’o))g 4 4,0 7 4 3,0) 7 2
A =1 QWMl — OAONE — OBV | Zoga(Zsg — Zopa)l
g21))?
+ 1T OCONPDys(Zgg — Zopa)l + 17 2(@(2,0))1\412@% — 022 4 0D M, d?

X Zg7d(Z3d — Z2Bd)1 — lT\I’(2’1)M12<I>1D27(Zﬂd — ZQIQd)l.
Os termos de A9; a Aoy assumem as seguintes formas matriciais:

An = 1T VOOMH(Zgy — Zopa) Zop(Zpa — Zapa) M Y01

+1TOCYMRD (Zgg — Zopa) Zory(Zpa — Zopa) MER, TPV,

Agy = 1T ORON My Zo54(Z5 — Zop)(Zp — Zopa) MP WO + 1T WEONZDYs(Z5 — Zop)

X (Z3 — Zopa) MPWBE01,
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Ags = 1TWEONF 235 © (Zp — Zop) © (Zy — Zog) M7 U301

+1T0CYMED, Zo, @ (Z5 — Zog) O (Zg — Zog) MEB, D1

(v60)?

_ 17T
Ay =1 |3 AeT)

M — VAONME (Zgg — Zopa)(Zpa — Zapa)l.

Os termos de As; e A3y assumem as seguintes formas matriciais:

Az = 1T‘I’(3’O)M§(Zﬂd _ Z2Bd)(Zﬁ _ Z26)(ZB _ Zzﬁd)Mf’\If(B’O)l

Agy = 1TWCOMYZp — Z3p) © (2 — Zp) © (Zp — Zop) MPUPOL.

No caso do teste de hipétese H3 temos que Zg = Zog, entao os termos de Ay; a Ay sao:

Ay = 1T OCYNZD, Zo5g(Zy — Zon) Zopa® 1 MEG D1+ 1TOEYNLZD,) Zo54( 2y — Zovy) Zorya
x Q30O L 1TOCVNMED Zogg(Zy — Zony) Zoqa®1 @20 021 4 1TOCDNRD, Zo5
X (Zoy — Zy) Doy @30 021 4+ 1T0ONSS 7, 54( 2., — Zony) ZoyaME®1 02D + 1T 00D 0, 0,
X Zogd(Ze — Zoy) ZamaME®1 WD £ 1T 0O 205,(Z, — Zooy) Doy ME® 03V 4 1T w(03)
X B3 Zoni(Zey — Ziay) Zomya®30 O 4 21T WO 720 (2, — Zoy) Zoyq®1 900D 1 41T 0O
X BB Zond(Zy — Zom) Zaya®1 @20 0D + 21 TWODNGE Dy (Z, — Zoy) Z2yq @30 0D 1 4217

X WODD2 Dy (Zy — Zory) Zoya®1 @20 O 4 1T WO DI Dy (Zy) — Zoy) Doy @300,

Ay = 1T ORON My Zo50Z95(Zya — Zoma) Mi®FOL21 + 1T OO M2 Dos Z6(Zoyg — Zoya)
x M2 D1 — 1T WCYNED) Zo50 Z0n (Zya — Zomya) D3T 01
— 17022 Dy Zog(Zyg — Zoga) MED 03D
— 170037y 1 20 (Zya — Zoqa) B30 O — 1T 00D D 09 20 1 Zon (Zyi — Zoya) D3

x WO 1T wODGID, 7o (Zyg — Zomya) @300,
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A3 = 20T 0DV D225 @ Zoy © (Zy — Zoy) + 1T U OB 25, © Zooy © (Zy — Zoy) 230091

—1T0ODD, By Zo, Zoy © (Zey — Zon) D120 (021

e
T (\I’(Q’l))Q 242 (2,2) 1 7252 (2,1) 12
— 10D N B2 Dy(Z — Zoya)l
T (‘I’(l’Q))Q 4 (0,4) g4 (0,3) 3,2
+1 QW(IDI A (I)l — P\ (I)1(I)1 ZQFYd(ZA/d — Zzﬂyd)].

— 170Dy (Zyg — Zoya)l.
Os termos de As; a Aoy assumem as seguintes formas matriciais:

Agy = +1TUEDN B2 — Zowa) Zop(Zeyg — Zoma) My 3T 121

+ 170N} Z, g — Zoa) Zon(Zrya — Zoya) BFW O,

Agy = 1T OCYNED) Zo54(Zey — Zon)(Zya — Zoya) 30031
— 1702y 4(Zy — Zoy)(Zya — Zarya) 182001

—170OD2Dy (Z) — Zon)(Zya — Zoya) D300,

Agz = +1TUEDN B2 205 @ (Zy — Zony) @ (Zy — Zany) M1 20121

+ 170D 2y, © (Zy — Zoy) © (Zey — Zory) B30 031

(v0)?

LT
Aoy = +1 37\11(2’0)

4 4) g4
01 — VOYDY| Zooy(Zyg — Zova)l.
Os termos de As; e A3 assumem as seguintes formas matriciais:

Az = 1T\I’(0’3)¢?(Z'7d - Z2'7d)(Z7 - Z27)(Z'7d - Z27d)‘1)?\1’(0’3)1

Asy = 1T WOV Zy — Z3y) O (Zoy — Zoy) © (Zy — Zoy) BFWOIL,
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Nos MLGSs temos que envolvem as matrizes de segundas derivadas, Dg e D., sao nulas. Os
termos de A17 a A4 dados em a (4.7)), sdo
Ay = 1T0CON My Zo54(Z5 — Zog) ZopaMy M@ P01 + 1T O MED) Zop4(Zey — Zovy) Zopa

x &y MEUEDT 4 1T OCYNED) Zo54(Zey — Zog) Zoma @30 01 + 1T OV V2D, Zo g,

X (Zy = Ziog) Zama®1 @20 O 4 1T WODNGS 705,(Z., — Zo) Zoma MR 0211

+ 1TV, 0y Z054(Zy — Zom) ZaqaMi®1 8PV 170037, (7, — Zoy) Zora

x 030031 4 21T OO 7, 4(Zy — Zoy) Z2ya®1®2W 0P + 1T OD D, 8975, 4(Zy — Zos)

X Zoya®1 @20 01,

Ay = 1T OCON My Z030205(Z — Zoga) METEO1 + 1T 0RO N My Zo54Z0(Zyg — Zoma) M
x @201 — 1T OV M2, Zo54 70~ (Za — Zopa) ME®, 031 — 1T OV N2D, Z,y4,
X Zoy(Zyd = Zaya) O30 O = 1TW OB 2,1 70 (Zga — Zopa) M7 010 3D1 — 1T 002 @,
X By ZonyiZom (Zpd — Zopa) MES UV — 110N 72y 70 (24 — Zoyg) D301

— 170D By Zo g Zon (Zyd — Zomya) P3OV T,

Ars = —21TOCONMZE © (Zg — Zog) My Ma W01 — 1TWCON ML ZE) © (25 — Zap) M
x MpW 01 4+ 21T 0DV B2 725 © Zy © (Zy — Zoy) + 1T U320, © Zoy © (Zg — Zop)
x M@ £ 1T 007y, © Zoy © (Zy — Zoy) 03001 — 1T 0020, 8,7,

® Zony @ (L — Zany) 21820021

e
T (\I](370))2 4 4,0) 2 74 3,0) 152
T i (\II(2’1))2 24,2 2,2) 2 7242 (1,2 2
+17 |25 Mo - VEINERY + VD Mo®? | Zowyi(Zga — Zoa)l
T : (‘I/(Q’l))2 24,2 (2,2) 1 122 (2,1) 12
T : (‘1’(1’2))2 4 0,4) 5,4 0,3) 5,2
+1 2Wq>1 — 00Dt — wONBID) | Zoya(Zya — Zorya)l.
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Os termos de A9y a Agy dados em (4.8) a (4.11)), assumem as seguintes formas matriciais:

An = V' UCOMN(Zga — Zopa) Z2p(Zpa — Zapa) M7 ¥ 01
+ 20T VCON(Zgy — Zopa) Zop(Zmya — Zoma) My DI LD
+ 1T WD M (Zpa — Zapa) Zon(Zpa — Zapa) ME®1 W31
+ 21" WD MPD(Zg — Zapa) Zon(Zi — Zanya) 201
+ 1T OV D2(Zyg — Zovya) Zop(Zya — Zama) M @3U 121

+ 1T 0O} Z,0 — Zoya) Zony(Zya — Zoya) D300,

Agy = 1T OO N My Zo54(Zg — Zop)(Zs — Zopa) MU B (Zg — Zogg) MG 01
+ 1T UCON My Zoga(Z5 — Zop)(Zyd — Zoma) Mi®3O L1 — 1T OCVNMED, Zo54(Zy — Zory)
X (Zg = Zopa) MWD — 1T WY N2D, Zy54( 2 — Zon)(Zya — Zoya) 30031
— 170D} 7y 4(Zy — Zoy)(Zga — Zopa) MEBL WV — 1T WO S8y 70 4(Ze) — Zory)
X (Zga — Zoga) ME® 103V — 1T0ONG3 7, 1(Z, — Z9o) (Zyd — Zoya) D301

- 1T\Il(0’3)<1>?22,7d(Z7 — Zon ) (Znya — Z27d)‘1>1¢’2‘1’(0’2)1,

Ay = 1T WOON 255 © (Zg — Z2p) © (Zy — Zop) MU0
+ 1T\I’(2’1)M12‘I’1Z2'7 © (Zg — Zop) © (Z — Z2B)M12(I)1‘I’(2’1)1
+ 21T WDV MPD Zog © (Zy — Zoy) © (Z — Zop) Mi®1 031
+ 20T VDN D2 20, @ (Zy — Zavy) © (2 — Zog) My &FT 11
+1TOEDNM B2 255 O (Zey — Zon) © (Zey — Zony) M1 B30 1D1

+ 1T\I’(0’3)q):fz2'7 O (Zy = Zay) © (Zy - Z2’7)(I)£13\I’(0’3)1
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T (‘I’(g’o))Z 4 4,0) 3 4
Ay =17 |32 o M — VA M (Zga — Zaga)(Zsa — Z2pa)l
(‘I"(&O)‘I"(I’Q))Q 24,2 ("I’(2’1))2 24,2 2,2) 1 7252
+2 | Mi® + 2 gy Mi% - W22 p2p?

- \D(2’0)\II(O’2)M12<I>%} (ZBd = Z2pa)(Z~ — Za~ya)1

(v0:2)°

4 0,4) 5,4
o ot — w0 !

+17 (3 Zomi(Zyi — Zoa) 1.

Os termos de A3z; e Azz dados em (4.12) a (4.13]), assumem as seguintes formas matriciais:

Az = 1TOCOMY (Z5q — Zopa)(Zp — Z2p)(Zp — Zopa) MPWPV1
+ 21T OBOINE(Zg — Zopa)(Zg — Zop)(Z — Zomya) My 3T DT
+ 21T OEOINE(Zg — Zopa)(Zey — Zony)(Zya — Zoma) MED W2V 1
+ 1T UEYNED (Zgg — Zoga)(Ze — Zony)(Zpd — Zopa) MED, 0D
+ 1T VDN D2 (Zyg — Zovya)(Zs — Zop)(Zya — Zamya) M @3U 121

+ 1T\I'(O’3)‘I):1)’(Z‘yd — Zoyd)(Zy = Zony)(Zya — Z2‘Yd)q)zl))\]:l(073)1

Agy = 1TUCONMH(Z — Zop) © (Zp — Zap) © (2 — Zop) MP TP
+ 31T UEDNED, (25 — Zop) @ (Zy — Zoy) © (Zs — Zopg) MED, U211
+ 31T VDN D2(Zy — Zoy) © (Zg — Zog) © (Ze — Zomy) M1 B3O 121

+1T0ON(Z, — Zoy) © (Zy — Zoy) @ (Zy — Zany) B30T,



CAPITULO B

Resultados de simulacio

Neste capitulo, nosso objetivo é comparar, através de simulagoes de Monte Carlo, os de-
sempenhos de varios testes baseados nas seguintes estatisticas: razao de verossimilhancas (LR),
razdo de verossimilhangas corrigidas (LR* e fé), escore (SR) e escores corrigidas (SR, LR e
K(SR)), respectivamente. Enfocaremos trés situagoes em que as hipoteses nulas de interesse sao

as seguintes:
(i) Hy : 81 = 650), v = ,AO) contra H) : pelo menos uma das igualdades é violada;

(ii) Hy: By = B contra Hy : B # B1”;

(i) Hg:y = ’AO) contra Hj : v1 # ’AO).

As estatisticas LR e SR sao dadas no Capitulo 2 em (2.12)) e (2.15) para o teste de Hy, em
(2.13)) e (2.16)) para o teste de Hy e em ([2.14]) e (2.17) para o teste de Hs, respectivamente. Ja as
estatisticas LR* e LR sdo dadas no Capitulo 3 em 1D e l' para o teste de Hy, em (3.19)

e (3.29) para o teste de Hy e em (3.25)) e (3.30) para o teste de Hs. Finalmente, as estatisticas
SR*, SR e K(SR) sio dadas no Capitulo 4 em (4.1)), (4.3) e (4.2).
A comparacao do desempenho dos testes é feita em fungao da proximidade das probabilidades

de rejeigao da hipotese nula, sendo esta verdadeira (erro do tipo I), aos seus respectivos niveis

nominais dos testes.
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As simulagoes realizadas sdo baseadas no modelo Passeio Aleatério. Para a obtencdo da
variavel resposta com distribuicao passeio aleatorio, foi necessario primeiro gerar uma distribuigao
inversa gaussiana, conforme sugerem Cordeiro e Botter (2001), ou seja, X ~ IG(6;0), sendo que
os parametros 0 e 0 sdo considerados como média e dispersao. Fazendo Y = 1/X | entdo a
variavel aleatéria Y tem distribuicdo passeio aleatorio, isto é, Y ~ PA(u;¢) com parametros
média e dispersao dados por

1 1 =y

HEGTE 0T o

Os componentes sisteméaticos do passeio aleatério sao dadas por:

e = exp(ne) = exp(Bo + Sixe + exp(Baxea)

¢¢ = exp(7) = exp(y0 + 1501 + exp(V25¢e2),
emque ¢ =1,...,n. A variavel resposta foi gerada assumindo que = (1,1,1)T ey = (1,1,2)7,
p =3 eq=3. As covariadas foram geradas como amostras aleatorias da distribui¢do uniforme
padrao. O ntmero de réplicas de Monte Carlo foi fixado em 10000 e foram considerados os
seguintes niveis nominais: a = 10%; a = 5% e a = 1%. As simulagoes foram realizadas usando
a linguagem de programacao matricial 0x (Doornik, 2001).

Para cada tamanho da amostra e cada nivel considerado, calculamos as taxas de rejeicao

), P(LR* > X))

dos testes citados acima, isto é, estimamos via simula¢do P(LR > X% am)

aim) (asm)):
2
(asm)):

X
), PSR 2 x2,,). PSR* 2 x4, P(SR 2 \2,,) ¢ P(K(SR) > x

(a;m) (a;m =

P(fé 2 X%a;m)
em que X%a;m) é o percentil (1 — a) da distribuicio x2 e m é o niimero de parametros a serem
testados. Ao testarmos as hipoéteses Hi, Ho e Hg temos que m assume os valores p1 + q1, p1 € q1,
respectivamente.

Nas Tabelas a fixamos os valores de p; e g1 em 2 e variamos o tamanho da amostra
em n = 20, 30,40, 50, 60 e 80. Vale salientar aqui que o teste da razao de verossimilhancas e suas
versoes corrigidas foram apresentados para testar todas as hipoteses definidas neste capitulo,

enquanto que, o teste escore e suas versoes corrigidas somente foram apresentados para o teste

de Hs, considerando os tamanhos de amostra n = 20, 30,40 e 50.
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Analisando essas tabelas, notamos que o teste razao de verossimilhanga é notavelmente liberal,
até mesmo para n = 80 (13,80%), apresentando taxas de rejeigdo bem maiores do que os niveis
nominais correspondentes. Por outro lado, para os testes baseados nas estatisticas de razao de
verossimilhancas corrigidas, o fator de correcao de Bartlett aplicado a estatistica da razao de
verossimilhangas faz com que a taxa de rejeicdo empirica fique mais proxima do nivel nominal
do teste, mas nao corrige sua tendéncia liberal completamente.

Observa-se que para n = 20 e a = 10% o teste baseado na estatistica LR apresenta taxa de
rejeicao igual a 31,93%, ou seja mais do que o triplo do nivel nominal selecionado, enquanto que
as taxas de rejeicao correspondentes fornecidas pelos testes baseados nas estatisticas da razao de
verossimilhangas corrigidas (LR* e fﬁ) sao iguais a 19,49% e 15,62%, respectivamente, para a
hipotese Hy. Para a hipotese Hg, o teste LR apresentou taxa de rejeicao igual a 32,62%, e as
taxas de rejeicao dos testes LR* e LR foram iguais a 19,35% e 11,55%. E para a hipotese Hg, o
teste LR apresentou taxa de rejeicao igual a 23,71%, e os testes LR* e LR apresentaram taxas
de rejeigao iguais a 15,64% e 13, 14%.

Também pelas Tabelas a é evidente que entre os testes baseados nas estatisticas LR*
e LR tém melhores desempenhos do que aquele baseado em LR.

No entanto, conforme cresce o tamanho da amostra, as taxas de rejeicdo do teste usual vao
se aproximando dos respectivos niveis nominais. Ja para os testes corrigidos, quando o tamanho
da amostra aumenta, as taxas de rejeicdo permanecem mais estaveis em relagdo aos respectivos
niveis nominais se comparadas as taxas de rejeigdo do teste baseado em LR.

Na Tabela podemos observar que os testes baseados nas estatisticas da razao de verossi-
milhancas e escore corrigidas (LR*, LR, SR*, SR e K (SR)) apresentam melhores desempenhos
do que os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhangas e escore usuais (LR e
SR). Notamos ainda que estes testes sao notavelmente liberais, apresentando taxas de rejei¢ao
superiores aos niveis nominais correspondentes, principalmente quando o tamanho da amostra é
pequeno. Paran = 20 e a = 10%, por exemplo, os testes baseados em LR e SR apresentam taxas
de rejeicao iguais a 23,71% e 17,38%, respectivamente, enquanto que as taxas correspondentes

fornecidas pelos testes baseados em LR*, EE,SR*, SRe K (SR) sao, espectivamente, 15,64;
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13,14; 12,82; 11,20 e 11,50. Conforme o tamanho da amostra aumenta, as taxas de rejeicao
de todos os testes vao se aproximando dos niveis nominais considerados. Mesmo para n = 50,
as taxas dos testes LR e SR estdo acima dos niveis nominais. Entre os testes nao corrigidos, o
teste escore apesar de liberal, tem um melhor desempenho do que o teste da razao de verossimi-
lhangas. Observamos que entre os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas
corrigidas, o teste que apresentou melhor desempenho foi o teste baseado na estatistica LR. Por
outro lado, entre os testes baseados nas estatisticas escore corrigidas, os teste que apresentou
melhor desempenho foi o teste baseado em SA’R, seguido pelos testes baseados em K(SR) e SR*,

respectivamente.

Tabela 5.1: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR para o teste Hj.

n a (%) LR LR* LR
10% 31,93 19,49 15,62

20 5% 922,67 11,37 8,61
1% 8,91 3.45 2,40
10% 24,01 14,79 12,43

30 5% 15,16 8,14 6,46
1% 5,22 2,21 1,38
10% 19,79 13,27 11,94

40 5% 12,18 7,23 6,38
1% 3.76 1,68 1,27
10% 17,29 11,68 10,78

50 5% 9,87 6,21 5,59
1% 2,70 1,20 1,04
10% 15,12 10,75 10,23

60 5% 8,52 5,66 5,30
1% 2,42 1,23 1,10
10% 13,80 10, 46 10,17
80 5% 7.61 5,37 5,17

1% 1,81 1,11 1,02




Tabela 5.2: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR para o teste Ho.

n a (%) LR LR* LR
10% 32.62 19,35 11,55

20 5% 23,04 11,02 5,33
1% 9,78 2,51 0,92
10% 25.39 15,68 11,55

30 5% 16, 87 8,67 5,76
1% 6,32 2,05 0,96
10% 91,49 13,58 11,24

40 5% 13,26 7,30 5,65
1% 4,32 1,68 1,17
10% 18,53 12,59 11,06

50 5% 11,25 6,47 5,49
1% 3.40 1,42 1,00
10% 16,88 11,68 10,79

60 5% 9,87 6,08 5,35
1% 2,86 1,48 1,17
10% 14,38 10,51 10,00

80 5% 7,96 5,69 5,36
1% 2,27 1,21 1,05
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Tabela 5.3: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR*, /I:E, SR, SR*, SRe K(SR)

para o teste Hj.

n o«(%) LR LR* LR SR SR* SR K(SR)
10% 23,71 15,64 13,14 17,38 12,82 11,20 11,50
20 5% 14,91 8,92 7,28 10,90 6,50 5,40 5,80
1% 5,56 2,46 1,69 2,70 1,90 1,32 1,35
10% 16,90 11,68 10,33 14,30 11,50 10,33 10,38
30 5% 10,01 6,10 5,16 820 570 5,10 5,30
1% 2,85 1,37 1,03 2,30 1,40 1,10 1,20
10% 15,20 11,03 10,27 12,70 10,38 10,10 10,20
40 5% 870 5,75 524 6,90 520 510 5,20
1% 2,25 1,18 1,00 1,64 1,20 1,00 1,10
10% 13,62 10,09 9,67 11,41 10,10 10,01 10,05
50 5% 7,36 5,12 4,75 535 510 5,00 5,05
1% 1,79 1,00 0,89 1,16 1,10 1,00 1,05
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A Tabela[5.4) apresenta os resultados de simulagao obtidos levando em consideragao a hipotese
alternativa Hz para n = 30 ao nivel @ = 10% e diferentes valores de v, = v; = 7,4, com 7,
variando de 0,5 a 1,5 foram considerados. E importante observar estas simulacoes de poder
correspondem & situagdo abordada na Tabela para n = 30.

Pode-se observar que a medida que os valores de v, e 7y, vao se afastando da hipétese nula
o poder dos testes aumentam, e o poder dos testes baseados em §R, SR*, K(SR) e LR sio
maiores do que os poderes dos testes baseados nas estatisticas LR e SR.

Os resultados na Tabela[5.4] indicam que nao ha nenhuma perda de poder derivada do fato de
usar os fatores de correcao de Bartlett e tipo-Bartlett derivados nos Capitulos 3 e 4. Os poderes
dos testes baseados nas estatisticas escore e razao de verossimilhancas corrigidas sao semelhantes,
com leve vantagem dos testes baseados nas estatisticas corrigidas SR e fé, vantagem esta que

se origina de sua menor distorcao de tamanho.

Tabela 5.4: Poder dos testes estimados baseados nas estatisticas LR, LR*, Eﬁ, SR, SRe K (SR)
para o teste Hj.

Ya LR LR* LR SR SR* SR  K(SR)

0,5 29,36 32,59 34,20 27,73 33,12 34,20 34,80

0,7 52,84 56,83 58,56 54,90 56,82 58,70 58,99

0,9 74,42 77,41 78,98 76,57 77,65 78,99 78,57

1,1 90,21 91,97 92,55 91,35 92,36 93,99 93,71

1,3 96,71 97,40 97,60 96,48 97,50 97,70 97,62

1,4 98,61 98,93 99,10 98,79 98,97 99,30 99,23

1,5 99,28 99,44 99,57 99,79 99,63 99,90 99,80

Outro estudo de simulagao foi realizado com o objetivo de analisar a influéncia do nimero
de parametros de perturbacdo no desempenho dos testes apresentados. As hipdteses nulas con-
sideradas aqui foram as seguintes: Ho : B = B§0) contra HYy : 31 # 650), Hy : vy = 7{0) contra

Hf v # 750)7 fixamos o tamanho da amostra n = 30 e consideramos os seguintes cenérios:
1. ne = Po+ 2?22 Bz + exp(Bprpe) € T = Yo + Y1510 + exp(V252¢);

2. ne = Po+ Brwre + exp(Bamar) € T =0 + 30—y Vit + exp(Yg5ge),
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com £ =1,...,n. Vale ressaltar aqui que no primeiro cenario, o nimero de parametros do vetor
~ é fixo em 3 e no segundo cendrio, o nimero de parametros do vetor § ¢é fixo em 3.

Nas Tabelas e sao referentes aos dois cenérios quando a hipotese nula é Hy: B =
B; = 0. E as Tabelas e sao referentes aos dois cenarios quando a hipétese nula é
H3: vy =7, =0.

Podemos observar na Tabela a4 medida que o ntmero de parametros de perturbacao
referentes ao aumentando os pardmetros de perturbagao do vetor 5 a taxa de rejeicao do teste
baseado na estatistica LR vai aumentando, tornando-se consideravelmente liberal. Observa-se
que para @ = 5% e j = 5, a taxa de rejeicao deste teste é 21,88%, isto &, 4 vezes maior do
que o nivel nominal selecionado. A tendéncia do teste em rejeitar com frequéncia demasiada a
hipotese nula é atenuada pela correcao de Bartlett, de forma que, o teste baseado na estatistica
LR* apresentou distor¢bes de tamanhos menores, porém o teste ainda é liberal. Novamente,
para a = 5% e j = 5, taxa de rejei¢ao do teste baseado em LR* & 9,95%. O teste baseado na
estatistica LR foi eficaz em reduzir as taxas de rejeicao do teste baseado em LR exibindo taxas
de rejeicao menores que o nivel nominal considerado. Temos que a sua taxa de rejeicao para
a=5%ej=2>5¢3,8%. O impacto do numero de parametros de perturba¢do no cenéario 1
é bem menos marcante no caso do teste baseado em fé, seguido pelo teste baseado em LR*.
Enquanto que as taxas do teste baseado na estatistica LR aumentam, ficando bem maior do que
os niveis nominais correspondentes, & medida que o nimero de pardmetros aumenta.

Na Tabela 4 medida que o ntimero de pardmetros de perturbacao referentes ao vetor =y
aumenta, as taxas de rejeicao do teste da razao de verossimilhangas também vao aumentando.
Ja as taxas de rejeicao dos testes baseados nas estatisticas corrigidas se mantém mais estaveis,
sendo que o teste baseado em LR* é mais liberal com taxas de rejeicdo mais proximas dos niveis
nominais correspondentes e o teste baseado em LR & mais conservador com taxas de rejeicao
mais baixas que os niveis nominais correspondentes.

Na Tabela observamos que ao aumentarmos o niamero de parametros de perturbacao J,
as taxas de rejei¢ao do teste da razao de verossimilhancas aumenta. As taxas dos testes baseado

em LR* e LR aumentam um pouco e permanecem mais proximas dos niveis nominais. O teste
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baseado em LR apresenta taxas de rejeicdo mais proximas dos niveis nominais correspondentes

do que as do teste baseado em LR*. O mesmo ocorre para a Tabela s6 que as taxas dos

testes baseados em LR* e LR sao mais liberais do que na situacao anterior.

Nas Tabelas e foi feito o estudo da influéncia do aumento do ntimero de parametros

de perturbacao para a hipdtese nula H3: vy = vy = 0 com os cenarios descritos anteriormente.

Podemos observar que, para os dois casos, as taxas de rejeicao dos testes vao aumentando com o

acréscimo de parametros de perturbagao, sendo que as taxas dos testes baseados em LR* e LR

apresentam um aumento menor do que as da razao de verossimilhanga, e o teste baseado em LR

apresentou taxas menores e mais proximas dos niveis nominais correspondentes.

Tabela 5.5: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR para o teste Ha,

aumentando os pardmetros de perturbacao do vetor .

j o (%) LR LR LR
10% 28,60 17,05 11,35
2 5% 19,61 9,55 4,97
1% 7,86 2,33 0,77
10% 30,17 16,85 9,35
3 5% 20, 48 9,29 3,71
1% 8,16 2,15 0,48
10% 30,32 17,71 8,77
4 5% 21,37 9,43 3,75
1% 8,87 2,23 0,53
10% 30,99 17,49 8,87
5 5% 21, 88 9,95 3,85
1% 9,47 2,55 0,57
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Tabela 5.6: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR para o teste Ha,

aumentando os pardmetros de perturbacao referentes ao vetor +.

] o (%) LR LR LR
10% 25,54 15,75 11,58

2 5% 16,98 8,70 5,80
1% 6,34 2,03 0,97
10% 27,61 16,06 10,59

3 5% 18,22 8,50 5,06
1% 6,48 1,79 0,69
10% 29,33 16,48 10,17

4 5% 19,72 8,69 4,45
1% 6,70 1,72 0,64

10% 28,56 15,14 9,05

5 5% 18,61 7,84 4,00
1% 6,54 1,59 0,48

Tabela 5.7: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR*

aumentando os parametros de perturbacao referentes ao vetor f.

e LR para o teste Hs,

j o (%) LR LR LR
10% 20,10 14,54 13,45

2 5% 12,72 8,50 7,43
1% 4,33 2,18 1,85

10% 23,490 16,39 14,33

3 5% 15,11 9,55 8,03
1% 5,68 2,61 2,12

10% 26,66 18,46 16,00

4 5% 17,95 11,27 9,35
1% 7,26 3,38 2,75

10% 28,44 19,06 15,77

5 5% 19,36 11,43 9,13
1% 7,66 3,46 2,92
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Tabela 5.8: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR para o teste Hs,
aumentando os pardmetros de perturbacao referentes ao vetor +.

j o (%) LR LR LR
10% 18,65 13,78 12,89
2 5% 11,13 7,65 7,18
1% 3,45 1,83 1,67
10% 19,70 14,77 13,89
3 5% 11,57 8,24 7,77
1% 3,56 2,08 1,87
10% 19,37 15,12 14,53
4 5% 11,57 8,18 7,60
1% 3,34 2,05 1,80
10% 20,55 16,47 15,91
5 5% 12,70 9,77 9,37
1% 4,23 2,70 2,55

Também analisou-se os desempenhos dos testes quando o ntimero de pardmetros de interesse
aumenta, ou seja, fixamos o tamanho da amostra n = 30 e consideramos os mesmos preditores

nao lineares acima, mas as hipoteses foram:

Nas Tabelas e foi feito o estudo da influéncia do aumento do niimero de parametros
de interesse (j) para Hy e Hs. Podemos observar que, para os dois casos, as taxas de rejeigao
dos testes vao aumentando com o acréscimo de pardmetros de interesse, principalmente as taxas
do teste baseado em LR, que por exemplo, para j = 5 apresenta taxa (50,04%) 5 vezes maior
que o nivel nominal 10%. No entanto, as taxas dos testes baseados em LR* e LR apresentam
um aumento bem menor, ainda que levemente liberal, do que as taxas do teste da razao de
verossimilhangas, e o teste baseado em LR apresentou taxas menores e mais proximas dos niveis

nominais correspondentes.



Tabela 5.9: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR para o teste Hy.

j o (%) LR LR LR
10% 31,74 18,14 11,45
2 5% 22,49 10,18 5,63
1% 9,29 2,31 0,83
10% 38,70 20,31 11,61
3 5% 27,82 11,32 5,23
1% 11,92 2,88 0,84
10% 45,08 23,69 12,87
4 5% 33,75 14,41 6,37
1% 16,75 4,10 1,10
10% 50,04 26,00 13,47
5 5% 38,53 16,10 6,50
1% 20, 57 4,49 0,99

Tabela 5.10: Tamanho dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR para o teste Hs.

j o (%) LR LR LR
10% 19,78 13,89 12,81
2 5% 12,09 7,61 6,72
1% 3,77 1,96 1,69
10% 22,24 15,07 13,77
3 5% 13,77 8,49 7,63
1% 4,53 2,32 1,99
10% 24,65 16,43 14,98
4 5% 15,66 9,27 8,43
1% 5,26 2,58 2,05
10% 27,23 18,00 16,34
5 5% 17,57 10,11 9,12

1% 5,87 2,62 2,36




CAPITULO ©

Técnicas de Diagnésticos

Uma etapa importante na andlise de um ajuste de regressao é a verificagdo de possiveis
afastamentos das suposicoes feitas para o modelo, especialmente para o componente aleatério
e para a parte sisteméatica do modelo, bem como a existéncia de observagoes discrepantes com
alguma interferéncia desproporcional ou inferencial nos resultados do ajuste. Tal etapa, conhecida
como analise de diagnoéstico, tem longa data, e comegou com a anélise de residuos para detectar
a presenca de pontos aberrantes e avaliar a adequacao da distribuicao proposta para a variavel
resposta.

Uma observacgao é dita influente se ela alterar o valor das estimativas quando a retiramos do
conjunto de dados ou quando ela é submetida a perturbagoes. E é dita ponto de alavancagem
quando uma observacao tem um peso desproporcional no préprio valor ajustado.

Em modelos normais lineares, uma das técnicas de diagndsticos mais utilizadas é a anéalise da
matriz de projecao H, ela é também conhecida como matriz chapéu ou hat. A diagonal dessa
matriz representa a influéncia do valor observado sobre o respectivo valor predito, e este valor
corresponde ao peso desproporcional que tal observagao exerce sobre seu valor estimado. Neste
capitulo iremos apresentar uma forma bastante geral para se calcular alavancagem, que pode ser
utilizada em modelos nao lineares generalizados com superdispersao.

Contudo, uma das propostas mais inovadoras na area de diagnostico em regressao foi apre-
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sentada por Cook (1986) que propoe avaliar a influéncia conjunta das observagoes sob pequenas
mudangas (perturbagdes) no modelo ou nos dados, ao invés da avaliagao pela retirada individual
ou conjunta de pontos. Essa metodologia, denominada influéncia local, teve uma grande recepti-
vidade entre os usuarios e pesquisadores de regressao, havendo intimeras publicagoes no assunto
em que a metodologia é aplicada em classes particulares de modelos ou estendida para situagoes

malis gerais.
6.1 Alavancagem Generalizada

Wei et al. (1998) generalizaram a definicdo de pontos de alavanca para modelos bastante
gerais cuja variavel resposta seja continua. A ideia de pontos de alavanca é estudar o efeito de
cada observacao, y, no proprio valor ajustado, §. Segundo Wei et al (1998), a matriz 09/0y

pode ser obtida da forma geral

oY N
GL(9) = oy = {De (—Lee) Lye} N (6.1)
" 2 . 2
em que Dp = 7, Log = %ﬁ;@ e Lyo = gog.gi)'

A matriz de informag@o observada sera utilizada nos métodos de detecgdo de pontos de
alavanca e influéncia local. A matriz de informagao observada é denotada por Leo ot e pode

ser expressa da seguinte forma

Lyp Loy
em que
.. 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~
Lgp = 5,82(2 = XTECOME(y — )X + X TEEOMy(y — )X - XTEPOMEX
+ WO (y - W)X,

20(0) < -
Loy = 355,7 = XToEYM @ (y — p)S,
. 0%(0) _ &t 5
L= =STOEIUNB (y — )X e

¥8B 678BT 191 (y — )

. 20(0) = ~ = = = = = ~
Ly =55 8(7% = STe0i(y — p)S+ STEEVDy(y — p)S + ST R T(y)S + ST RIS

+STwODG, S + NP, (y — ,u,)§ + T(y)¢1§ +oODP, T,



Também precisaremos das matrizes Dg e Lgy. Como

op

T nT\T
Dg - W - (D,B7D‘Y) 5
temos que
o dg'(m)  dg~'(n) on =
P=98 "  op on o8~ !
e
op
D = — =
Y a,.), 0
Entdo, DY = (M1X,0)T. Analogamente,
¢
¢ _ _ (T pT\T
Dy = 20T (Dg,D,)
temos que
o¢
Dg=—=0
B 8B ?
e
o¢ Oh~l(r) oOn(t)or ~
T Oy o~y or Oy 15
Entao, Dg =(0,8,5) e
B 020(0)
%" 960y T
sendo
2
Ly %Q = X0, e
Y
0%0(0) ~
W GrayT STole, 4 ST, T (y).

Substituindo essas quantidades em (6.1]) temos que

. . _1 ~
~ Lgg L XTw0pr
GLMO)=| MpX 0 || PP 2PY = .
(6) [ ! } [ Lyg Loy STEING + ST T (y)
~ L7V + FE-IFT —FE-! XTw0 g,
_ 8B o N
[ X o | [ _ElpT B ] STOUDG, + 576, T (y) |

em que F' = I.’;B,(IBE,B% FT = L"/BL,(;é e Bl = Ly — Lvﬁifi}aiﬁv- Logo,
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- - Y T q(2,0)
GLH(0) = | MX (Lgh+ FEZ'FT) MK (-FE™) | X LM

STOUDG, + ST, T (y)

= MiX (Lgh+ FETFT) XT0@ONM, - M X (FET) [STO000, + 570, T (y)] -
Podemos, rescrever GL#(0), da seguinte forma,
GL*(0) = GLg(O) + GLE(O),

em que

GL4(6) = My XLgh X Tw0 0,

GLE(0) = MiXLghlay L) Laglgs X T 000,

~ MiXLghlp C(RTR) ' CTL gl gh X TWEO M,
~ M XLghEe, L0 [§T\1/<1v1)¢)1 + §T<I>1T'(y)}

+ M XLl C(RTR)TICT [§T\If<1»1><1>1 + §T<1>1T’<y)} ,

. .. e -1
sendo C = Loy Lng ¢ (RTR) ™ = (Lpa + Loy L7t Eag)
Analogamente, temos que

)“(’T\I,(Q,O)Ml
STUADG, + ST, T ()

Y

[ Lzk+ FE-'FT —FE-1
GL*(6) = | 0 @15}[ B gt g ]

em que F' = ﬁg},f]@v, FT = i7gﬁ§é e B~ = Loy — L.Y,gl'igél.z/@.y. Logo,
)?T\I/(Z,O)Ml

STEEDG, + ST, T (y)
= -0, SEFTXT0ON, + 0, SET'FTSTo) 4+ &, SE~10,T'(3).

GL?(6) = [ _®,SEFT &,5E }

Podemos, reescrever GL? (), da seguinte forma,
GL?(8) = GL}(0) + GL2(0),

em que

GL2(6) = 1S (L) LSTU DD 4 B S(Lyy) ST T (y) B4,
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GL%(0) = -0, [(LW)*1 +C(RTR)'CT| Lyp(Lag) ' X TWE0 0,

+ &, SC(RTR)'¢TSTuM e, + & SC(RTR)'C 0,5 T (y)®1.

Como em geral 53(0) depende de 0 sugerimos para detectar pontos de alavanca o grafico

dos elementos da diagonal principal de @(9) contra os valores ajustados.
6.2 Influéncia

A delecao de pontos talvez seja a técnica mais conhecida para avaliar o impacto da retirada de
uma observagao particular nas estimativas dos pardmetros do modelo proposto. Por exemplo, a
distancia de Cook, ver Cook e Weiberg (1982) originalmente desenvolvida para modelos normais
lineares, que mede o afastamento pela verossimilhanca quando eliminamos a i-ésima observagao

denotado por

LD; =2 {z(é) - é(é(i))}
sendo portanto uma medida que verifica a influéncia da retirada da i-ésima observagao em 0,
que denotaremos por é(i). Nao sendo possivel obtermos uma forma analitica para LD;, é usual

utilizarmos a segunda aproximacao por série de Taylor em torno de 6. Essa expansao leva ao

seguinte resultado:

~

LD;=(0—8)T {—Lge(é)} 0 — 6).

Substituindo Lgg (é) pelo correspondente valor esperado e @ por 6;), obtemos

LD} = (B~ Bu) T (XTWEIMIX)(B - By 02

LD} = (4 = 4() T (STOOD1) (5 — 4. (6.3)

Como em geral nao é possivel obtermos uma forma fechada para 9(i), a aproximacao de um
passo tem sido utilizada (ver Cook e Weisberg, 1982), que consiste em tomarmos a primeira

iteragao do processo iterativo pelo método escore de Fisher quando o mesmo é iniciado em 6.
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Essa aproximagao, introduzida por Pregibon (1981), é dada por

~1 ~ . al N
6(iy = 0+ {—Loa(6)} "£(;(6),

~

em que £(;(0) é o logaritmo da fungdo de verossimilhanga sem a i-ésima observagao. Substituindo
novamente Lgg(0) por K (é) para cada elemento de 6 obtemos

A 2 Yi — ﬂ'l > S 1 2,0
By =8- M(XT\P(Q’O)MfX) 1Xi(\I/£ )M12i)1/27 (6.4)

(2

em que hi; sao elementos da diagonal principal da matriz

ﬁ' — (\I/(Q,O)M12)1/2)?<5€T\IJ(2,0)ijé)*l)?T(ﬂ[l(Z,O)MlQ)l/Q?

Yo = ) (GTy02038) 15 (00}, (6.5)
Vi o (1 = pu)

7

sendo p;; sdo elementos da diagonal principal da matriz
P = (0022)1/25(5T w02 23) 15T (w02 §2)1/2,

Assim, substituindo as expressoes (6.4]) e (6.5]) acima em (6.2)) e (6.3)), respectivamente, temos

que

LDz‘B = hiiA t4s,
L — hig
em que
tor = (yi — f1i) i
TN
e
LDZ = 1 fuﬁ“t%w
sendo
(yi — f1i)

tri =

(‘1’52’0))_1/2\/ 1- ﬁu‘.

Graficos de indices de LD; e de pj;; (hi;) contra os valores ajustados sao recomendados.
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6.3 Influéncia Local

Um método muito conhecido na detecgao de pontos influentes no modelo é o método de
influéncia local proposto por Cook (1986), que avalia a sensibilidade dos estimadores de maxima
verossimilhanca com respeito a perturbagoes no modelo ou nos dados.

Perturbagao é qualquer modificagdo nas suposi¢oes do modelo ou nos dados que causam di-
ferengas substanciais nos resultados da analise. Os esquemas mais conhecidos sao: perturbagao
de casos ponderados, perturbagao aditiva na resposta, perturbacao aditiva no preditor, entre
outros. Neste trabalho vamos nos ater aos trés primeiros casos.

Para um conjunto de dados observados seja £(0) o logaritmo da fungao de verossimilhanga
do modelo onde € é um vetor (p 4+ ¢) x 1 de parametros desconhecidos. Podemos introduzir
um vetor de perturbagdo w de dimensdo n x 1 cujo logaritmo da funcao de verossimilhanca é
£(0y,), e comparar os estimadores de maxima verossimilhanga para se determinar a influéncia
local. O método de Cook calcula LD, ou seja, desvio local, que nada mais é do que a diferencga
das verossimilhangas avaliadas em seus estimadores (é e 910) Grandes valores de LD indicam

que as estimacoes sao altamente sensiveis a perturbacao,

LD(w) = 2 {e(é) - e(éw)} . (6.6)

Um grafico de LD (w) versus w contém informagao sobre a influéncia do tipo de perturbagao
escolhido. Este grafico forma uma superficie chamada de grafico de influéncia (denotaremos por
a(w)). Um estudo de influéncia local consiste em analisar como a superficie se desvia de seu
plano tangente em wy, onde wy é um vetor de ndo perturbagao, tal que £(0) = £(0,,). Esta
analise pode ser feita estudando-se as curvaturas das se¢oes normais a superficie a(w) em wy,
que sao intersegoes de a(w) com o plano que contém o vetor que é normal ao seu plano tangente
em wy.

Para construir uma segdo normal, considere uma linha aumentada (lifted line) em w que

passa através de wg. Esta linha pode ser representada por:

w(a) = wo + at,
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onde a € R e t é um vetor unitario, ou seja, tem comprimento 1.
A curvatura Cy, que é a curvatura da segdo normal de a(w) em wqy na direcao de ¢, é
usada para caracterizar o comportamento do grafico de influéncia em uma vizinhanca de wqg. A

curvatura é dada por:

Ci(0) =2t ATL, At (6.7)
em que L 1 522(67)’ A & uma matriz (p+ q) x n que depende do esquema de pertubagao cujos
elementos sao dados por A;; = a;g(glzu) comi=1,....p+qej=1,...,n avaliado em 0e wy.

6.3.1 Perturbagao aditiva na resposta

Considere uma perturbagao aditiva sobre a i-ésima resposta, isto é, ¥ = ¥y; + w;, onde
w; pode ser uma estimativa do desvio padronizado de y;. Entao, o logaritmo da fungao de

verossimilhanca é:

n

£(0|w) Z{ Yiw — i) ¥ ( )(#i>¢i)+¢i T (Yiw) + Wilpi, di) } ZlogA Yiw)-

i=1

~T ~T ~T ~T
Vamos assumir que a matriz A = (Ag,A,) em que o (ji)-ésimo elemento de Ag &
820(0|w) DN s T
dado por . , analogamente temos que o (ji)-ésimo elemento de A, é dado
P 9B;0w; (B= w=w0) g q (j1) ~
por 224619)
159 | (y=4 w=w0)

Assim, temos que

0%((0|w)
Ag= —1—
7 opowT
= Z ¢§2’0)m1i(8)i7
=1
em que (s); = 0n;/0B. Portanto, em forma matricial, temos
Ag=XTwE0)y, (6.8)
Analogamente, temos que
_ 9H(Olw)
T O‘yawT

= Z { @, Dei(S); + T/(yiw)¢1i(s)i} :
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Portanto, em forma matricial, temos
A, =STO0DS, 4+ ST T (yy). (6.9)
6.3.2 Perturbacao aditiva nos preditores

Considere uma perturbagao aditiva sobre a i-ésima obesrvacao do preditor k, isto €, x;g, =

Zik + w;. Entao, o logaritmo da fungao de verossimilhanca é:

06w) = > { (s = 15u) 0" (i, Gui) + 6T (1) + Wil dus) } + ZlogA vi)-

i=1

Assim, temos que

920(6|w)

Ap = 0BOw T

‘ﬂ:Bﬂ—UZUJO

. - (3,0) ) ) alufiw 877lw o (2, 0)8 Hiw Thw 8771111
- Z {wl mlz(s)z’u} 677“1} 811]1 (yl ) 17/) 877“1) 8“}1 85@ (

Hiw)

! L ow; 9B 03;0w;

Em forma matricial, temos

a iwa LW 82 w
—P 0y, Paiw & +¢§270)(yi — i) M d }

Ap =X WOOM (y—p,) Py + X WO My(y — p, ) Fy = X OCOME 4 GO, (y — ) P,

(6.10)
em que F} = %mﬂ = g}z %)5)’1 a”““X e Iy = 88/3 % Analogamente, temos
_ 0H(0|lw)
! Oyow? =5, w=wo
OPiw OTiny (1,1) 82¢iw OTiw
— — (S, WD 0 — (S,
2{ ? s ) G T+ 0 (s ) () T

(L1, - ‘ A 827'2'11; A 82(;52'1” OTiw ‘ A ‘ 32%@
+ (i — uz)%w—a%awi+T(yz)—8% B (S),w—i-T(y,)qShwia%awi

(0,2) Obiw OTin 0.1 v O Piw OTiw o1, T
w ¢lzw le 811)1‘ (S)zw +'¢i (S)zw 87'@%0 8wi +'¢i ¢11w 8%811)1- .

Em forma matricial, temos

Ay =S 0y — p)Gr + S, 8V @y(y — )G+ BB (y — p)Ga + S, 82T (y) Gy
(6.11)

T(y)®1Gy + S 0V82G, + 5] w0V @,Gy + OV, Gy,

_ 87—“0 . aTiw 8Sw — 827'1'1“
em que Gy = Fpe = Few e e Gy = Dy 0w; "
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6.3.3 Perturbacao de casos ponderados

Com este tipo de perturbacao se deseja avaliar se a contribuicao das observagdes com ponde-
ragoes afetam o estimador de maxima verossimilhanga. O logaritmo da fungao de verossimilhancga

do modelo perturbado é dado por

n

(Blw) = " w; {(yi — )W (i, 63) + ST (i) + Wi (i, ¢i)} + ) wilog A(y:).

i=1 i=1

Assim, temos que

9%0(0|w)
Ag="""
P oBowT
= Z%(Q’O) (yi — pi)mai(s);.
i=1
Em forma matricial, temos
Apg=XTWEONE(y — ). (6.12)

Analogamente, temos

020(0|w)
A= BrowT

=> {1/)@-(1’1)(% — 1:)$15(S)i + T(yi)$14(S)i + ¢f0’1)¢1i(5)i} :
i=1
Em forma matricial, temos
A, =ST OIS (y — )+ ST, T(y) + 5 &, 8OY, (6.13)

Utilizando as derivadas da matriz A para os esquemas de perturbagao e calculando a curva-
tura da equacao , podemos avaliar quais pontos sao influentes no modelo proposto de acordo
com cada caso. Um grafico interessante de se observar é o grafico C versus seus indice.

Escobar e Meeker (1992) sugerem que os elementos da diagonal principal da matriz B, dada da
seguinte forma B = —ATEé_gA’ devem ser tomados como medida de influéncia. Ja Lesaffre

w=wq
e Verbeke (1998) sugerem que se deve avaliar a curvatura na dire¢do da i-ésima observagao,
ou seja, avaliamos C} no vetor t; de zeros com um na i-ésima posicao. Assim, obtemos que

C; = 2|by|, em que b;; é o elemento i da diagonal da matriz B. As observagoes tais que

C; > 2C, onde C é a média das curvaturas, devem ser estudas com cautela.



CAPITULO [

Aplicacdo das Técnicas de Diagndsticos

Para testar a aplicacao das técnicas de diagnosticos dos MNLGS, empregou-se os dados
experimentais obtidos durante um teste de aprendizagem e memoria espaciais aplicado em ratos
portadores de lesao cerebral isquémica, ou seja, pela falta de sangue no cérebro, dados analisados
por Cordeiro, Previdelli, Samohyl (2008). Esse teste utiliza o modelo do labirinto radial de 8
bragos conforme Figura usado pelo Laboratério da Isquemia Cerebral e Neuroprotegao, do

Departamento de Farmacia e Farmacologia da Universidade Estadual de Maringé.
7.1 Dados dos Ratos

A necessidade de desenvolvimento de estratégias farmacologicas para o tratamento e/ou pre-
vencao de doengas neurodegenerativas agudas (lesdo cerebral de origem isquémica, infecciosa,
traumaética, etc) ou cronicas (doenga de Parkinson, doenga de Alzheimer, entre outras) é urgente.
A populacdo idosa do globo cresce em escala geométrica e essas doencas afetam fundamental-
mente pessoas da terceira idade, ou seja, acima de 65 anos. reproduzem tanto as doencgas quanto
as sequelas das mesmas nos seres humanos representam o ponto de partida para a investigagao
dessas questoes.

Na experimentacao pré-clinica, o rato é o animal frequentemente utilizado, inclusive como

modelo para as doencas neurodegenerativas e suas sintomatologias. Disfunc¢oes de aprendizagem

65
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e memoria podem ser medidas nesses modelos animais mediante o uso de testes e/ou modelos
comportamentais, tais como os chamados labirintos. Estes medem, de modo geral, a capacidade
do animal para executar uma determinada tarefa que demanda “atencao”, “raciocinio”, “motiva-
¢ao”, ou seja, fungoes cognitivas (aprendizagem e memoria). Além disso, o teste de labirinto é
suficientemente sensivel para detectar os efeitos das drogas no rato, isto é, na eficacia terapéu-
tica em facilitar ou dificultar a capacidade de aprendizagem ou dos efeitos causados por lesoes
cerebrais, além dos efeitos do envelhecimento, entre outros.

Foi utilizado no experimento um labirinto radial de oito bragos aversivo, o mesmo é consi-
derado como um modelo de aprendizagem que pretende imitar situacoes que o animal possa se
deparar no ambiente natural. Na Figura temos uma representacao esquematica do labirinto
radial de oito bracos aversivo. Esse tipo de experimento parte do pressuposto de que alguns
comportamentos aprendidos pelo animal sao tteis em sua sobrevivéncia no meio selvagem, como
por exemplo, a procura por agua e comida. No labirinto utilizado no experimento, os bragos se
originam num ponto central e a comunicagao dos bracos com a arena central tem transito livre.
Nas extremidades dos bragos, uma abertura permite o acesso do animal a uma pequena caixa
escura localizada logo abaixo de cada orificio, a qual pode ser inserida e removida como uma
gaveta abaixo, servindo como refligio para o rato em relagdo as areas iluminadas do labirinto.
Dentre os oito bracos, somente um contem o reftigio verdadeiro, sendo que nos demais bracos os
esconderijos sdo de fundo falso. As fungoes cognitivas de todos os ratos foram testadas através
do teste do labirinto, no qual era avaliada a capacidade do rato em encontrar o esconderijo.
Cerca de vinte dias apés a inducgdo da isquemia cerebral, os ratos foram colocados diariamente
no labirinto. O experimento durou 15 dias, e a cada dia de teste foram dadas trés tentativas ao

animal para encontrar o esconderijo.
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Figura 7.1: Representacao esquematica do labirinto radial de oito bragos aversivo.

Foram utilizados 51 ratos Wistar machos, adultos, pesando entre 280 e 300 gramas (apro-
ximadamente 3 meses de idade). Eles permaneceram em condiges padrao de alojamento, com
ciclo de luz claro/escuro, temperatura controlada (22 £ 1°C) e receberam agua e ragdo a von-
tade. Vinte e cinco animais foram submetidos a isquemia cerebral global e transitoria conforme
o modelo de oclusao dos quatro vasos, e os outros 26 animais, designados como grupo falso
isquémico (nao-lesionado), também foram submetidos ao mesmo procedimento cirtrgico, porém
sem a oclusao das artérias vertebrais e car6tidas.

No teste do labirinto radial avaliou-se a capacidade de aprendizagem e memoria espacial no
rato. A cada dia de teste foram dadas trés tentativas ao animal para encontrar o esconderijo.
Dentro de cada tentativa, um erro de referéncia é contado toda vez que o animal entrar num
brago falso do esconderijo, pela primeira vez. Um erro operacional é registrado toda vez que o
rato torna a entrar num braco previamente visitado. Por essa defini¢do, o animal utiliza-se da
memoria de referéncia para se lembrar de que apenas um dos oito bragos contém a recompensa
(esconderijo), e que a sua relativa localizagao espacial se manteve inalterada ao longo das varias

sessoes (dias) de teste, indicando, portanto, uma memoria de longo-prazo. Diferentemente, a
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memoria operacional implica que o animal deve se recordar de qualquer dos outros sete bragos
(sem recompensa), os quais foram previamente visitados durante uma mesma tentativa, definida

por memoéria de curto-prazo.
7.2 Modelo nao Linear

O delineamento descrito é a contagem do nimero de erros observados no mesmo rato em
tempos diferentes. Esses dados ja foram analisados por Cordeiro, Previdelli, Samohyl (2008) pela
metodologia de modelos lineares mistos, utilizando uma matriz de covariancia nao estruturada.
No entanto, segundo Dobson (2001), uma anéalise alternativa é considerar os modelos da familia
exponencial, como, por exemplo, um modelo de regressao Poisson.

A variavel resposta corresponde ao nimero de erros cometidos pelos ratos e as covariaveis

foram

1 , se o i-rato for nao lesionado
o — s .
0 , caso contrario,

1 , se o i-rato for lesionado
r1 = 2o
0 , caso contréario,

e xo que corresponde ao tempo representado em cinco blocos de trés dias cada, conforme as
Tabelas [B.] e B2

Para comparar dois ou mais modelos para o mesmo conjunto de dados, utilizou-se o critério
de AIC (critério de informacao de Akaike), que penaliza o ntimero de pardmetros no logaritmo

da funcao de verossimilhanca dado pela expressao
AIC = —2log £(0) + 2npqy,

em que Nyq ¢ o nimero de parametros do modelo ajustado. Sob essa definicao, prefere-se o
modelo com menor AIC.

No ajuste da Poisson obteve-se AIC' = 173,81 e no ajuste da Poisson dupla um AIC =
87,743. Pode-se observar pelos valores dos critérios AIC que o modelo Poisson dupla se ajusta

melhor aos dados, pois possui o menor valor do AIC.
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O modelo utilizado por Cordeiro et al (2008) foi o modelo de regressao nao linear generalizado
superdispersado Poisson dupla, tendo com fungao de ligacao para o pardmetro de locacao a fungao

identidade e no qual

ni = Boxoi + x1;exp(Bixai) + xo; exp(Pozxo;), i=1,...,255, (7.1)

e o parametro de dispersao, com funcao de ligacao exponencial, é estimado pela componente

sistematica dada por

i = exp(y0 + N1wai), i=1,...,255. (7.2)

Os parametros §’s e ’s foram calculados, com os valores iniciais encontradas pelo modelo

nao linear normal na linguagem de progamagao 0x (Doornik, 2001).
7.3 Ajuste do modelo de regressao Poisson Dupla

A Tabela [7.I] contém as estimativas dos parametros do submodelo da média com seus res-

pectivos p-valores.

Tabela 7.1: Estimativas do submodelo da média da Poisson dupla.
estimadores estimativas  p-valor

Bo 0,0601 0, 2879
B —0,6488 < 0,0001
B -0, 3306 0,0043

Pode-se observar que o estimador Bo foi nao significativo, ou seja, ha evidéncias de que a
meédia dos erros dos ratos lesionados e a dos nao lesionados inicialmente nao diferem; no entanto,
isso vai mudando ao longo do tempo. A estimativa ,31 = —0, 6488 corresponde ao déficit de
aprendizagem para os ratos nao lesionados e BQ = —0, 3306 para os ratos lesionados. A Figura
[7-2] evidencia que o decréscimo dos erros para os ratos lesionados é menor.

A Tabela contém as estimativas dos pardmetros do submodelo da dispersao com seus

respectivos p-valores.
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Tabela 7.2: Estimativas do submodelo da dispersao da Poisson dupla.
estimadores estimativas  p-valor
Y0 —0.62679 0,0025
Y1 0.44064 < 0,0001

A Figura[7.2] abaixo apresenta o submodelo da média ajustada pelo modelo Poisson dupla.

08

- ndo lesionado
— lesionado

06

numero médio dos erros
04

02
1

Figura 7.2: Modelo Poisson dupla ajustado.

Pela representacao grafica dos modelos ajustados, tanto para os ratos lesionados como para
os nao lesionados, pode-se afirmar que estes aprendem ao executar uma tarefa, pois os erros
até achar a recompensa diminiu ao longo do tempo. No entanto, hd uma declividade maior no
niamero médio dos erros para os ratos nao lesionados, isto é, estes aprendem numa velocidade
maior ao longo do tempo.

As Figuras a[7.10] apresentam alguns graficos de diagndstico para o ajuste do modelo. Na
Figura temos o grafico de é’f(u) contra os valores ajustados e ha um ponto em destaque,
a observagao 102. Ja no grafico de influéncia (Figura foram destacados 2 pontos, 64 e 69,
mas a partir do grafico da Figura[7.5]identificamos que nenhum ponto se destaca. Na Figura [7.0]

tem-se o grafico de residuos tg; contra os valores ajustados, varios pontos estao fora do intervalo
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[—2, 2], as observagoes 64, 102, 192, 197 e 230 estao bem distantes das outras. As observagoes 64,
69, 102 (ratos lesionados) e 192, 197 e 230 (ratos nao lesionados) sao os ratos que apresentaram
erros mais altos nos blocos 3 para as primeiras observacoes destacadas e bloco 5 para a ultima

observacao, respectivamente.
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Figura 7.3: Grafico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da média da Poisson
dupla.
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Figura 7.4: Gréfico de influéncia global referente ao submodelo da média da Poisson dupla.
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Figura 7.5: Gréafico de hii por valor ajustado referente ao submodelo da média da Poisson dupla.
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Figura 7.6: Gréfico de residuo por valor ajustado referente ao submodelo da média da Poisson
dupla.
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Na Figura temos o grafico de éz(qb) contra os valores ajustados e ha dois pontos em
destaque, a observacao 77 e a observagao 204. Ja no grafico de influéncia (Figura foram
destacados 3 pontos, 192, 241 e 244, mas a partir do grafico da Figura [7.9] identificamos que
nenhum ponto se destaca. Na Figura tem-se o grafico de residuos tp; contra os valores
ajustados, varios pontos estao fora do intervalo [—2, 2], as observagoes 64, 192 e 102, estao bem
distantes das outras. As observagdes 64, 77, 102 (ratos lesionados) e 192, 204, 241 e 244 (ratos
nao lesionados) sao os ratos que apresentaram erros mais altos no bloco 3 para as observagoes
64, 102 e 192, bloco 4 para as observagoes 77 e 204 destacadas e bloco 5 para as observagoes 241
e 244, respectivamente.

Retirando todas as observagoes destacadas pelos gréficos de diagnostico, uma de cada vez, nao
houve mudanca inferencial. Ou seja, apesar dos pontos se destacarem nos graficos de diagnosticos,
ao serem retirados as estimativas dos parametros ndo se alteraram. Assim, mesmo que alguns
ratos tiveram erros maiores do que os outros em determinados blocos de tempo, a média dos
erros ao longo do tempo continuaram a decrescer & medida que o tempo passava; e os ratos
nao lesionados erraram menos que os ratos lesionados ao passar do tempo como visto no grafico
Levando a conclusao que a érea afetada do cérebro dos ratos influencia na memoria e

aprendizagem dos ratos.
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Figura 7.7: Gréfico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da dispersao da Poisson
dupla.
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Figura 7.8: Grafico de influéncia global referente ao submodelo da dispersdo da Poisson dupla.
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Figura 7.10: Grafico de residuo por valor ajustado referente ao submodelo da dispersao da Poisson
dupla.

7.4 Influéncia Local

Como foi dito na secao 5.3, iremos analisar a influéncia local através dos seguintes esquemas
de perturbacao: perturbagao de casos ponderados, perturbacgao aditiva na resposta, perturbacao
aditiva nos preditores, tanto para o submodelo da média quanto para o submodelo da dispersao.

As Figuras a apresentam os graficos de curvaturas para o ajuste do modelo nos
esquemas de perturbagdo citados acima. Pela Figura [7.11] podemos ver que, para o esquema de
perturbacao aditiva na resposta, os ratos nao lesionados nao apresentam curvaturas acima do
ponto de corte (2C), ja os ratos nao lesionados, observacdes 230 a 255 destacadas, apresentam
um grupo com curvaturas muito acima dos demais. Na Figura[7.12] podemos notar que, para o
esquema de perturbacao aditiva nos preditores, nao houve nenhuma observagao que se destacou
para ambos os ratos lesionados e nao lesionados. E na Figura podemos observar que,
para o esquema de perturbagdao ponderada, os ratos lesionados, observagoes 101, 106, 114, 119
e 123, apresentaram curvaturas bem acima dos demais, enquanto que os ratos nao lesionados
apresentaram poucas curvaturas acima dos demais.

Retirando, uma de cada vez, todas as observagoes destacadas pelos graficos de curvaturas
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nao houve mudanca inferencial nos parametros do modelo proposto. Com isso percebemos que o
esquema de perturbacao aditiva nos preditores nao ha nenhuma alteracao no modelo proposto.
E para os esquemas de perturbacao aditiva na resposta e aditiva nos preditores, os estimadores

sa0 mais sensiveis a perturbagoes mas nao ao ponto de interferir com as estimativas do modelo.
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Figura 7.11: Gréafico de indice do C; com perturbagao aditiva na resposta referente ao modelo
da Poisson dupla.
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Figura 7.12: Gréafico de indice do C; com perturbacgao aditiva nos preditores referente ao modelo
da Poisson dupla.
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Figura 7.13: Grafico de indice do C; com perturbagao ponderada referente ao modelo da Poisson
dupla.



CAPITULO 8

Conclusio

Resumimos as principais contribuig¢oes tedricas desta tese nos seguintes itens:

(i) Obtivemos um fator de corre¢do para o teste da razao de verossimilhangas nos modelos nao

lineares generalizados com superdispesao, estendendo assim a proposta de Cordeiro et al.

(2006).

(ii) Obtivemos um fator de correcao de tipo-Bartllet para o teste escore original nos modelos

nao lineares generalizados com superdispesao.

(iii) Aplicamos métodos usuais de diagnosticos para a classe de modelos nao lineares generali-
zados com superdispesao, como alavancagem generalizada, distancia de Cook e influéncia

local.

Além dessas contribui¢oes, podemos ter as seguintes conclusoes:

Através de resultados de simulagao, verificou-se que os testes baseados nas estatisticas escore
e razao de verossimilhancas corrigidas, respectivamente, tém taxas de rejeicdo empiricas mais
préximas dos niveis nominais selecionados do que os testes baseados nas estatisticas escore e razao
de verossimilhancas nao corrigidas, em amostras finitas. Também verificou-se através de estudos

de simulacao os desempenhos dos testes baseados nas estatisticas maxima verossimilhanca e
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escore e suas versoes corrigidas quando aumentava-se o nimero de pardmetros de perturbacao e
de interesse, onde os testes baseados nas estatisticas corrigidas apresentaram taxas menores do
que os testes baseados nas estatisticas originais. A importancia das correcoes fica ainda mais
evidente no caso em que o tamanho da amostra nao é grande ou o nimero de pardmetros de
perturbacao é consideravel. E quanto ao poder do teste, & medida que nos afastamos da hipotese
nula, os poderes dos testes baseados nas estatisticas corrigidas sao maiores que os poderes dos
testes baseados nas estatisticas originais.

As técnicas de diagnosticos apresentadas no Capitulo 6 para os modelos néo lineares genera-
lizados com superdispesao foram aplicadas em banco de dados reais. Assim, a partir do Capitulo
7, nota-se que as técnicas desenvolvidas nesta tese detectaram pontos discrepantes, mas uma
analise mais profunda, verificou que apesar dos pontos se destacarem na anélise, eles nao afetam
as estimativas dos parametros. Toda a analise de verificacdo de observacoes influentes foi reali-
zada por métodos graficos, construidos com os software 0x (Doornik, 2001) e R, este disponivel
gratuitamente em www.r-project.org.

Com isso, conclui-se que as técnicas de diagnosticos para os modelos néo lineares generalizados
com superdispersao desenvolvidas neste trabalho podem contribuir na 4rea de modelagem em

situagoes reais em analise de regressao.
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APENDICE A

Cumulantes para os MNLGS

E importante lembrar algumas notagoes para o célculo dos cumulantes, tais como:
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A.2 Cumulantes para o componente -y
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APENDICE B

Dados da Aplicacdo dos Métodos de Diagnésticos

Tabela B.1: Erros totais cometidos pelos ratos isquémicos (lesionados).

Ratos Bly Bls Bl Bly Bl | Ratos Bl; Bl Blg Bly Blj
1 5 12 3 5 3 14 32 26 27 8 3
2 ) 10 6 0 3 15 22 19 3 0 3
3 3 ) 2 6 3 16 19 3 4 2 3
4 3 4 0 0 3 17 9 18 11 10 3
) 8 1 0 0 3 18 18 19 8 2 3
6 13 10 ) 0 3 19 32 26 27 8 3
7 8 1 2 0 3 20 22 19 3 0 3
8 23 4 0 0 3 21 19 3 4 2 3
9 6 8 0 0 3 22 9 18 11 10 3
10 4 0 0 0 3 23 18 19 8 2 3
11 1 2 6 0 3 24 8 10 0 3 3
12 3 2 8 0 3 25 2 4 2 2 3
13 2 0 9 1 3
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Tabela B.2: Erros totais cometidos pelos ratos nao lesionados.

Ratos Bll Blg B13 B14 B15 Ratos Bll BIQ B13 B14 B15
1 8 0 0 0 0 14 9 0 1 0 0
2 3 4 2 0 0 15 28 18 10 0 1
3 7 0 0 0 0 16 9 7 0 0 0
4 7 8 0 0 0 17 8 4 2 0 0
) 8 4 1 0 0 18 4 2 1 0 0
6 9 3 1 0 0 19 7 2 0 0 0
7 6 1 0 0 0 20 33 18 7 2 0
8 11 12 3 2 0 21 24 13 0 0 0
9 2 6 3 0 0 22 33 18 7 2 0

10 11 0 0 0 0 23 24 13 O 0 0
11 2 1 0 0 0 24 6 3 3 0 0
12 1 0 0 1 25 4 0 2 2 0
13 1 0 1 0 0 26 12 1 0 0 0
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