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RESUMO

Esta tese apresenta uma proposta de sistemas de comunicagdo digital baseados na topo-
logia de atratores cadticos. Inicialmente, € apresentado um novo mapa cadtico unidimen-
sional baseado na fun¢do tangente hiperbolica. Analisa-se suas propriedades cadticas e o
desempenho deste mapa quando utilizado como um modulador cadtico em um canal com
ruido aditivo Gaussiano branco (AWGN, aditive white Gaussian noise). As propriedades
espectrais de sinais cadticos gerados por este mapa também sdo investigadas. Em seguida,
apresenta-se uma metodologia para a construc¢do de sistemas de comunicac¢io baseados em
atratores cadticos tridimensionais. E proposta uma associacio entre o fluxo cadtico gerado
pelas equagdes diferenciais que definem o atrator e um diagrama de estados, construido a
partir de um particionamento de uma secdo de Poincaré do atrator cadtico. Este diagrama
€ usado na decodificagdo com a finalidade de explorar a memdria existente no processo de
transmissio. E feita uma analise de desempenho do sistema proposto em um canal AWGN.
Em seguida, sdo introduzidas restricdes de visitacao na se¢do de Poincaré, visando melho-
ria de desempenho do sistema. Estas restricdes, que modificam a dindmica do sistema, sdo
representadas por grafos rotulados construidos a partir dos conjuntos de sequéncias proibi-
das no fluxo cadtico. A partir destes grafos, calcula-se a entropia do sistema com restri¢des
de visitagc@o e sao construidos codificadores para gerar sequéncias simbdlicas permitidas de

acordo com a dindmica das trajetérias cadticas.

Palavras-chave: Comunicacdo cadtica. Mapas iterativos. Sistemas dinamicos cadticos.

Topologia de atratores cadticos.



ABSTRACT

In this thesis, we propose a digital communication system based on the topology of
chaotic attractors. First, we define a new unidimensional chaotic map based on the hyper-
bolic tangent function. The chaotic properties of the map are studied and the performance of
the system that employs this map as a chaotic modulator in an aditive white Gaussian noise
(AWGN) channel is analyzed. The spectral properties of the chaotic signals generated by this
map are evaluated. In the sequel, we propose a methodology to construct communication
systems based on tridimensional chaotic attractors. We associate the chaotic flow generated
by the differential equations that define the attractor to a state diagram, by labeling a parti-
tion of a Poincaré section of the attractor. This state diagram is used in the demodulator, in
order to exploit the memory of the transmission process. We analyze the performance of this
system in an AWGN channel. Finally, we introduce visitation restrictions in the Poincaré
section to obtain performance gains. These restrictions modify the system dynamics and are
represented by labeled graphs defined from the set of forbidden sequences of the chaotic
flow. We calculate the entropy of the system with restriction represented by these graphs and

construct finite-state codes to generate the restricted sequences.

Keywords: Chaos communication. Iterative maps. Chaotic dynamical systems. Chaos

topology.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo, € feita uma introdugdo aos conceitos fundamentais necessdrios ao en-
tendimento geral desta tese. Inicialmente é feita uma introdug@o aos sistemas dinamicos
cadticos e suas aplicacOes, tanto na drea de comunicagdes quanto em areas correlatas. Em
seguida, € introduzida a ideia de comunicagdo cadtica, seu desenvolvimento histérico e as
vantagens da utilizacdo de sistemas dinamicos cadticos definidos por mapas unidimensionais
no projeto de sistemas de comunicacdo. A secdo seguinte introduz os sistemas dinamicos
cadticos tridimensionais do ponto de vista topoldgico, cuja representacdo geométrica no es-
paco de fase é dada por atratores cadticos. Estes objetos sdo brevemente apresentados e suas
propriedades topoldgicas sdo analisadas. Apresenta-se uma metodologia para a utilizacdo de
atratores cadticos tridimensionais no projeto de sistemas de comunicacdo digital. Por fim,

especifica-se os objetivos desta tese.

1.1 INTRODUCAO AOS SISTEMAS DINAMICOS CAOTICOS

Sistemas dinamicos sdo modelos matemadticos deterministicos que descrevem a evolucio
temporal dos estados de um sistema. Estes podem ser classificados em relagdo a varidvel
tempo como discretos ou continuos, sendo o primeiro caso descrito por equagdes de dife-
rengas e o segundo por equacdes diferenciais ordindrias. Quando as equagdes que definem
o sistema dindmico sao nao lineares, as trajetérias definidas pelas solucdes das equagdes

podem apresentar caos, que € o fenomeno caracterizado pelas seguintes propriedades [1]:

> evolugdo deterministica;
> comportamento recorrente e ndo periddico;

> sensibilidade as condig¢des iniciais;
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Os conceitos iniciais da teoria do caos surgiram com os trabalhos pioneiros de Henri
Poincaré no final do século XIX, nos seus estudos sobre a estabilidade do sistema solar [2].
Atualmente, um vasto conjunto de sistemas, desde sistemas bioldgicos até circuitos ele-
tronicos sdo descritos por equagdes diferenciais ndo lineares e podem apresentar compor-
tamento cadtico. O entendimento da dindmica cadtica ganhou impulso no ano de 1963,
quando Edward Lorenz derivou um conjunto de trés equacdes diferenciais ordindrias nao li-
neares, que descrevem o movimento de conveccao na atmosfera [3]. A descoberta de Lorenz
impactou o desenvolvimento cientifico ao mostrar que um conjunto simples de equacdes di-
ferenciais pode dar origem a um comportamento altamente complexo, que evolui no tempo
oscilando de forma irregular, nunca se repetindo, mas ao mesmo tempo limitado em uma
sub-regido do espaco definido pelas varidveis do sistema, denominado espago de fase [2].

A principal caracteristica do comportamento cadtico € a sensibilidade as condi¢des ini-
ciais. Esta propriedade significa que condi¢des iniciais proximas se afastam com taxa expo-
nencial em funcdo do tempo. Uma forma de avaliar o comportamento cadtico € pela taxa
de separacdo de trajetdrias proximas, dada pelo expoente de Lyapunov, que assume valores
positivos quando um sistema apresenta caos [2]. A sensibilidade as condi¢des iniciais tem
um impacto direto na andlise da estabilidade de sistemas cadticos, pois uma perturbacdo
minima pode levar a uma evolu¢do dindmica completamente diferente, impossibilitando o
funcionamento estdvel de determinadas classes de sistemas.

Em particular, sistemas dindmicos cadticos possuem aplica¢do na drea de comunicacoes,
na qual os moduladores sao constituidos por sistemas caéticos e a transmissao de informagao

¢ realizada pelo mapeamento de simbolos de informacdo em formas de onda cadticas [4].



19

1.2 SISTEMAS DE COMUNICACAO BASEADOS EM MAPAS CAOTICOS UNIDI-

MENSIONAIS

A utilizacdo de sistema dinamicos cadticos no projeto de sistemas de comunicacao surgiu
no inicio da década de 90, apds a publicagdo de dois trabalhos fundamentais que estabelece-
ram os principios bdsicos para a construcao de sistemas de comunicacao baseados em caos.
Inicialmente, Ott, Grebogi e York [5] propuseram o conceito de controle de caos, que con-
siste em aplicar pequenas perturbacdes controladas por um parametro externo adicionado
as equacdes que definem o sistema, para alterar a evolucao dindmica natural das trajetérias
cadticas. Os mesmos autores propuseram em [6] um procedimento para mapear sequéncias
bindrias de informagdo em sequéncias cadticas, mostrando que um sinal caético pode ser
empregado como uma forma de onda transmissora de informagdo. Neste procedimento é
definido um particionamento bindrio e uma rotulagdo bindria nas regides da particao, e as
trajetdrias cadticas sao modificadas por a¢des de controle para for¢é-las a atravessar a regiao
associada ao simbolo de informacdo que se deseja transmitir. Esta ideia € o fundamento do
conceito de controle de caos para comunicacdes.

Em outro trabalho, desenvolvido por Pecora e Carrol [7], propde-se uma estratégia de
transmissao de informacao utilizando o sincronismo entre osciladores cadticos, um no trans-
missor € 0 outro no receptor, para a constru¢ao de sistemas de comunicagdo. Neste método, o
oscilador cadtico no receptor € forcado a seguir a mesma evolu¢@o dindmica que o oscilador
do transmissor, replicando a informag¢ado contida na evolu¢do dindmica das trajetérias cadti-
cas geradas no transmissor. O sincronismo de osciladores e o controle de caos compdem as
duas principais formas de modulacdo de simbolos de informac¢ao em formas de onda geradas

por sinais cadticos.
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1.3 APLICACOES DE SINAIS CAOTICOS EM COMUNICACOES

Sinais cadticos sao conhecidos por sua irregularidade, aperiodicidade, descorrelacdo e
espectro faixa larga [1]. Apesar disso, podem ser gerados por sistemas dinamicos determinis-
ticos simples [8], 0 que motiva sua aplicagdo em diversos cendrios como criptografia [9-16],
geracdo de niimeros aleatdrios [17—19], marca d’agua [20] e comunicagdes [21-28].

A reconhecida propriedade de descorrelacdo e larga faixa espectral os torna candida-
tos potenciais para implementagdo de sistemas de comunica¢do com espalhamento espec-
tral [1, 8]. Tais sistemas oferecem vantagens como robustez a multiplos percursos e baixa
probabilidade de interceptacao [29]. Além disso, o comportamento errdtico do sinal cad-
tico propicia seguranca a informacdo na camada fisica do sistema. Como hd uma gama
de sistemas cadticos de facil construcdo, inclusive através de circuitos eletronicos, pode-se
consideré-los para implementacdo de sistemas de baixo custo [11, 21].

Virios esquemas de modulagdo cadtica coerentes e ndo coerentes t€m sido propostos
na literatura. No caso da modulacdo coerente, o sistema requer um conhecimento exato da
sequéncia cadtica para demodular o sinal recebido. A detec¢do é realizada por correlatores no
receptor, o que implica em uma estrutura mais complexa do sistema de comunicagdo. Alguns
esquemas de modulagdo coerente bem conhecidos sdo o chaos shift keying (CSK) [29] e o
chaos based DS-CDMA [30], em que sequéncias cadticas sdo utilizadas para espalhar sinais
modulados. Por outro lado, a modulagdo ndo coerente evita problemas relacionados a sincro-
nizacdo de osciladores no receptor. Devido a esta estrutura menos complexa, o estudo deste
tipo de modulagdo se intensificou, como nos sistemas do tipo differential chaos shift keying
(DCSK) [29]. Nos sistemas DCSK, cada simbolo transmitido é representado por dois sinais
cadticos consecutivos. O primeiro € o sinal de referéncia e o segundo, que € o sinal portador

de dados, € exatamente igual ao sinal de referéncia, ou o seu inverso, dependendo do sim-
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bolo de informacdo a ser transmitido. Outros esquemas de modulacio ndo coerente tém sido
propostos para evitar a diminui¢do da taxa de dados e aumentar o desempenho do sistema.
No esquema quadratic chaos shift keying (QCSK) [31], a informacdo digital ¢ modulada em-
pregando funcdes cadticas de base ortogonais. No high efficiency DCSK (HE-DCSK) [32],
o receptor recicla cada sinal de referéncia para transportar dois bits de informagdo quando
uma amostra de dados é modulada. A eficiéncia da largura de banda é aumentada e o sis-
tema se torna mais robusto a interceptagdo. Multi-carrier DCSK (MC-DCSK) [33] é uma
generalizagdo do DCSK para sistemas multiusudrio. Uma solucdo alternativa, denominada
OFDM-DCSK, foi proposta em [34]. No esquema Improved DSCK (I-DCSK) [35], o sinal
de referéncia € adicionado com inversdao temporal ao sinal portador de dados para diminuir
a duracdo do simbolo transmitido pela metade e melhorar a eficiéncia espectral. Outro es-
quema proposto recentemente € o short reference DCSK (SR-DCSK) [36], que utiliza sinais
de referéncia de tamanho reduzido quando comparado ao DCSK para incrementar a taxa de

dados e aumentar a efici€éncia energética do sistema.

1.4 SISTEMAS DE COMUNICACAO BASEADOS NA TOPOLOGIA DE ATRATORES

CAOTICOS

Sistemas dinamicos cadticos sdo definidos por sistemas de equacdes diferenciais ndo
lineares. Quando o sistema exibe caos, as solugdes das equacdes ddo origem a estruturas ge-
ométricas complexas denominadas atratores estranhos [1]. Estes objetos sao formados pelas
trajetérias determinadas pelas solucdes das equagdes que definem o sistema representadas
no espaco de fase, que, no caso de sistemas tridimensionais, € o espaco Euclidiano tridimen-
sional. A denominacao atrator significa que as trajetérias que se aproximam dessa regiao sao

atraidas e confinadas nesta regido, e a denominagao estranho se relaciona a estrutura fractal
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inerente a esses conjuntos [37]. Como os atratores sdo conjuntos limitados, as trajetdrias do
atrator possuem vinculos relacionados a topologia do mesmo. Isto significa que apenas as
sub-regides do espaco Euclidiano contidas no atrator podem ser visitadas pelas trajetérias do
sistema durante a sua evolu¢do dinadmica.

A topologia do atrator € identificada pela organizacdo topoldgica de suas Orbitas perio-
dicas instdveis [38], que sdo Orbitas imersas no atrator com a propriedade de retornar arbi-
trariamente préximas da condi¢@o inicial apés um determinado intervalo de tempo, isto &,
o periodo da 6rbita. Estas 6rbitas formam um conjunto denso no atrator, de tal forma que
qualquer 6rbita pode ser aproximada por elas. As Orbitas periddicas instaveis podem ser
analisadas de forma simples pela interse¢io do fluxo do atrator com uma superficie (N — 1)-
dimensional, em que N é a dimensdo do espaco de fase. Esta superficie ¢ denominada sec¢ao
de Poincaré [1]. Os sucessivos cruzamentos do fluxo cadtico com a secao de Poincaré siao
determinadas pelo mapa de Poincaré, e reduzem o estudo da dinAmica do atrator ao estudo
de um mapa discreto com dimensao menor, porém com as mesmas informag¢des dindmicas
essenciais a descri¢do topoldgica do atrator [38]. A aplicacdo do mapa de Poincaré, discre-
tizando o sistema dindmico, sugere uma ligacdo entre a evolu¢do dindmica de um sistema
cadtico com sistemas de transmissao de informagdo, pois uma codificacdo definida na secao
de Poincaré transforma o fluxo continuo numa sequéncia de simbolos definidos por um de-
terminado alfabeto. Portanto, o sistema dinamico pode ser visto como uma fonte discreta de
informacao.

Esta ideia € equivalente a estudar um sistema dindmico por dindmica simbdlica [39], na
qual o espago de fase € particionado em diferentes regides e a cada uma delas € atribuido
um simbolo distinto. Este formalismo simplifica a anédlise do comportamento dindmico das

solucdes das equagdes que definem o sistema. Neste caso, a evolu¢do dindmica das traje-
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térias é mapeada numa sequéncia de simbolos, que representa a sequéncia de visitacao das
trajetdrias cadticas nas regides definidas no particionamento. No caso do mapa de Poincaré,
o particionamento € feito na secdo de Poincaré e as Orbitas do sistema dindmico sao descritas
por sucessivos cruzamentos na se¢ao [1].

O fato de atratores cadticos gerados por sistemas dindmicos cadticos possuirem geome-
tria com elevado grau de complexidade levou a novos mecanismos de descri¢do relacionados
a sua topologia. Existem dois processos elementares que geram o comportamento cadtico:
expansao e contracdo. O primeiro deforma um conjunto de condi¢des iniciais em uma dire-
¢do, enquanto que o segundo contrai o conjunto em outra dire¢do [38]. Este mecanismo foi
descrito inicialmente por Smale [40] e contribuiu para o entendimento da dindmica cadtica
com a descri¢do dos mecanismo que dao origem ao comportamento cadtico, que até entiao
eram desconhecidos. Em [38], foi apresentada uma classificagdo dos sistemas dinamicos
cadticos baseada em sua topologia. Esta descricao classifica os sistemas de acordo com os
processos de expansdo e contragdo, de forma que atratores resultantes dos mesmos processos
sdo topologicamente equivalentes. Para classificar a topologia do sistema, o primeiro passo
€ construir algumas Orbitas periddicas instdveis, formando o esqueleto do atrator e assim a

evolucdo dindmica das trajetdrias fica bem definida em termos de caracteristicas topoldgicas.

1.5 OBIJETIVOS E CONTRIBUICOES DA TESE

Esta tese tem como objetivo empregar caracteristicas topoldgicas dos atratores cadticos
para modular sequéncias de simbolos de informacao nas formas de onda cadticas geradas por
um sistema dindmico cadtico. No caso de sistemas dindmicos unidimensionais, o procedi-
mento usual é utilizar dindmica simbdlica em conjunto com iteracao reversa das Orbitas para

modular sequéncias bindrias de informacdo [6]. Nesse contexto, um sistema baseado em
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um mapa linear por partes foi proposto em [41], com um parametro de controle que permite
alterar o comprimento de uma regido de guarda, propiciando maior ou menor imunidade ao
ruido. Outros sistemas de comunicacio baseados em caos foram propostos baseados neste
mapa, que possui uma regido que nunca € visitada [42—44]. A existéncia de uma regido de
guarda restringe a dinamica do sistema cadtico em funcdo do comprimento dessa regido, o
que induz inevitavelmente um compromisso entre desempenho e seguranca.

Esta tese apresenta um novo mapa unidimensional baseado na fun¢do tangente hiperbo-
lica, que pode ser utilizado em sistemas de comunicacdo e permite a inducdo de uma regiao
de guarda natural que controla a relagdo entre desempenho e seguranga sem interferir na
dinamica do sistema. As propriedades cadticas deste mapa sdo investigadas e € projetado
um sistema de comunica¢do com modulacao por iteracgdo reversa. O desempenho do sistema
¢ analisado em um canal AWGN. Para estudar a estrutura da dindmica cadtica do mapa,
duas novas métricas sio introduzidas, a taxa de espalhamento e o fator de contragdo. Na
sequéncia, este mapa é generalizado com a introdu¢do de um novo parametro de controle
que possibilita uma melhor formatagdo do espectro dos sinais cadticos gerados pelo mapa.

No caso de sistemas dinamicos cadticos tridimensionais, definidos por sistemas de equa-
coes diferenciais ordindrias ndo lineares, ndo existe um procedimento padrdo para a modu-
lagdo de sinais cadticos. Esta tese propde a construcao de sistemas de comunicacdo basea-
dos em atratores cadticos tridimensionais, utilizando caracteristicas topoldégicas dos atratores
para transmitir sequéncias bindrias de informacdo em um sistema de comunicagdo digital.
Para tanto, € feita uma associacdo entre a evolug¢ao dindmica de um atrator caético tridi-
mensional e um diagrama de estados definido a partir de uma se¢ao de Poincaré do atrator
cadtico. A metodologia proposta utiliza o diagrama de estados para projetar um sistema de

comunicacdo com um modulador bipolar, com a indugdo de transi¢cdes no diagrama reali-
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zada por controle de caos. As sequéncias de informacao transmitidas sdo decodificadas com
a utilizagdo do algoritmo de Viterbi [45].

Para obter melhorias no sistema de comunicacao proposto, sdo introduzidas restri¢cdes
de visitagdo na se¢do de Poincaré, com o objetivo de atenuar o efeito do ruido presente nas
formas de onda cadticas geradas pelo sistema. E feita uma andlise da dindmica simbélica
do fluxo cadtico associado ao sistema de comunicagd@o com o objetivo de estabelecer agcdes
de controle que possibilitem a utilizacao de restricdes com pouca interferéncia na dinamica
natural do fluxo cadtico. A partir da dindmica simbdlica das trajetdrias cadticas, sdo cons-
truidos grafos que representam a dindmica do fluxo, com os quais calcula-se a entropia do
sistema. Finalmente, sdo construidos codificadores com o objetivo de mapear sequéncias
simbdlicas sem restricdo em sequéncias restritas que obedecem a dinamica estabelecida pelo

fluxo cadtico gerado por atratores tridimensionais.

1.6 ORGANIZACAO E ESTRUTURA DA TESE

Esta tese estd organizada da seguinte forma:

> No capitulo 2, apresentam-se os sistemas cadticos unidimensionais, denominados mapas
cadticos, e mostra-se como eles sdo empregados em sistemas de comunicagdo baseados em
caos. Também € apresentado um novo mapa cadtico unidimensional, baseado na fungao
tangente hiperbdlica, que possui vantagens em relacdo aos mapas normalmente utilizados

na literatura.

> No capitulo 3, a constru¢do de sistemas de comunicagdo baseados em caos € estendida
para fluxos cadticos tridimensionais. Estes sistemas podem ser classificados de acordo
com a topologia dos atratores gerados por sistemas de equacdes diferenciais. Investigam-

se as propriedades topoldgicas dos atratores e é feito um estudo de caso para os atratores



26

de Rossler e Lorenz, mostrando como as caracteristicas topoldgicas do atrator podem ser
utilizadas para a construcao de sistemas de comunicac¢io e como a topologia do atrator se

relaciona com o projeto do sistema.

No capitulo 4 € feita uma representacdao em grafos da dinamica simbdlica das trajetérias
cadticas geradas pelo atrator de Rossler, a partir dos quais se calcula a entropia do sistema.
Em seguida, € feita uma anélise dos efeitos da inclusdo de restri¢des na se¢do de Poincaré
na capacidade de transmissdo de informacdo do sistema e sdo construidos codificadores

para gerar as sequéncias com restri¢ao.

Por fim, no capitulo 5, sdo apresentadas as conclusdes derivadas do trabalho realizado

nesta tese e sdo apresentadas propostas de continuidade deste trabalho.
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2 SISTEMAS DE COMUNICACAO DIGITAL BASEADOS EM MAPAS

CAOTICOS UNIDIMENSIONAIS

Neste capitulo, € proposto um novo mapa cadtico unidimensional baseado na funcdo
tangente hiperbdlica, denominado mapa tanh. Este mapa € utilizado na constru¢do de um
sistema de comunicagdo digital com modulagdo realizada por iteracio reversa das orbitas.
Em seguida, o mapa tanh é generalizado para garantir uma maior flexibilidade espectral,
sendo denominado mapa stanh. As suas propriedades cadticas s@o investigadas pela anélise
do expoente de Lyapunov e do diagrama de 6rbitas. Além disso, s@o propostas duas novas
métricas, denominadas taxa de espalhamento e fator de compressdao, com o objetivo de ca-
racterizar a estrutura local da dindmica cadtica de mapas unidimensionais. Finalmente, é

feita uma andlise espectral dos sinais caéticos gerados pelos mapas tanh e stanh.

2.1 SISTEMAS DE COMUNICACAO BASEADOS EM DINAMICA SIMBOLICA

Nesta se¢do sdo introduzidos alguns mapas cadticos unidimensionais conhecidos e detalha-

se 0 método de modulagdo cadtica baseada em iteracao reversa.

2.1.1 Mapas Caéticos Unidimensionais

Mapas caéticos unidimensionais sdo gerados pela aplicacdo iterativa de uma funcio nao

linear e ndo inversivel f(x), tal que

Ty = f(Tn1), n=1,2,.... 2.1)

Esta iteragdo gera uma série temporal discreta {z;}5°,. Partindo de uma condigéo inicial
7o, a aplicacdo iterativa gera a sequéncia {zo, f(zo), f2(xo), ...}, em que f*(z) denota a

k-ésima composicdo de f(z). Esta sequéncia é denominada 6rbita de xy por f(x). Por
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Figura 1 - Grdfico do mapa logistico com o parametro v = 4 (esquerda). A direita sdo mostradas duas séries
temporais obtidas pela iteracdo do mapa logistico com r = 4, uma para a condicdo inicial o = 0,1 (linha

cheia) e a outra para x¢ = 0,1000001 (linha pontilhada).
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Fonte: O autor, 2018.
exemplo, um mapa unidimensional conhecido é o mapa logistico f : [0, 1] — [0, 1]

Tp1 = f(zn) =12, (1 — ) 2.2)

em que r é um pardmetro real definido no intervalo [0,4]. Quando 3,56995 < r < 4,
o mapa logistico apresenta intervalos de valores de » com comportamento cadtico [1]. A
Fig. 1 ilustra o grafico do mapa logistico com o parametro dado por » = 4. Também sdo
ilustradas duas séries temporais geradas pela iteracdo do mapa logistico com » = 4 com
condicdes iniciais o = 0,1 (linha cheia) e o = 0,1000001 (linha pontilhada). Observe que
apesar da proximidade entre os valores das condi¢des iniciais, depois de aproximadamente

20 iteracdes as Orbitas se descorrelacionam, indicando o comportamento de sensibilidade as

condigdes iniciais.

2.1.2 Modulacio Caédtica Baseada em Iteraciao Reversa

Técnicas de modulacao de sinais cadticos utilizando dindmica simbdlica foram propostas
inicialmente em [6, 46]. O principio bésico consiste em criar um particionamento do espaco

de fase do sistema dinamico e atribuir um simbolo distinto a cada regiao da particao. Desta
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forma, uma sequéncia de informacdo € transformada em uma sequéncia de simbolos que
representa a dinamica da visitacdo da orbita no espago de fase. Por exemplo, no caso de
sequéncias bindrias, o particionamento € realizado em duas regides: a uma delas € atribuido
o simbolo 0 e a outra o simbolo 1 [46].

A utilizacdo de mapas cadticos em sistemas de comunicagdo € realizada pela aplicacdo
iterativa do mapa. Aplicagdes sucessivas do mapa estdo associadas a sucessdes de cruza-
mentos da 6rbita com uma sec¢do de Poincaré adequada, cujas regides do particionamento
induzido sdo rotulados adequadamente, de forma a garantir as érbitas sequéncias tunicas de
simbolos, ou equivalentemente, sequéncias codigo unicas. Interpretando essas sequéncias
como simbolos de informacao, pode-se modula-las em Orbitas geradas pelo mapa cadtico.

Para ilustrar esse método, vamos apresentar o mapa modificado de Bernoulli [41]. A
fungdo f(x) é definida sobre um intervalo limitado H tal que f(IH) = H, de forma que H
¢ invariante por f. Este mapa € linear por partes e induz um particionamento de I[H em trés

subintervalos I, I e 5, sendo definido por

p

2x4(1
%7 —1<z<-p (L)
fla)=9q =, p<z<p (D) (2.3)
2x—(1
| 55, p<e<t (D).

A modulacio cadtica baseada na iteracdo direta do mapa em (2.3) apresenta dois inconve-
nientes: amplificacdo de erro e erro de quantizacdo [41]. Para contornar estes problemas é

utilizada a iteracdo reversa, por meio do mapa de Bernoulli modificado inverso
(

(1fp):v2*(1+p)’ s=0 (I

fl@) =9 pa, s=2, (I,) 24)

(1—p)z+(1+p)
2 b

S = 1, (Il),

\

que € um conjunto de mapas de contracdo sobre [H. A modulacdo cadtica de uma sequéncia

finita de simbolos s,,5,,+1 - .. sp—1 € feita iterando (2.4) a partir de uma dada condicao final
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xn. Essa abordagem € considerada em diversos cendrios de comunicagdo cadtica [41-43].
O procedimento € mapear o bit de informagdo O para s = 0 e o bit de informacdo 1 para
s = 1. Desta forma, a regido interna /5 (para s = 2) nunca € visitada e € interpretada como
uma regido de guarda que garante uma distincia minima entre as sequéncias transmitidas.
Por exemplo, seja a sequéncia de informacdo 010110 e p = 0,3. Escolhendo zy = 0,5, o
bit 0 é mapeado em —0,475, que corresponde a aplicacdo da primeira expressdao em (2.4)
sobre 0,5. O préximo bit € 1, logo a iteragdo € feita com a aplicacdo da terceira expressao
em (2.4) sobre —0,475. Procedendo de forma andloga, a sequéncia cadtica obtida é —0,475;
0,48375;—0,480688; —0,481759; 0,818616; —0,363484. Esta sequéncia cadtica € a sequén-
cia modulada transmitida pelo sistema de comunicacao.

A largura da regido de guarda depende do parametro p, tornando o sistema mais robusto
ao ruido quando p aumenta. Entretanto, o sistema se torna mais previsivel, diminuindo a se-
gurancga para aplicagdes criptogréficas. Outro inconveniente deste mapa € o enfraquecimento
das propriedades cadticas ao diminuir os graus de liberdade do sistema a partir da proibicao
da ocorréncia de valores na regido /». A Fig. 2 ilustra o mapa de Bernoulli modificado com
regido de guarda em funcdo do parametro p.

Este problema é contornado com o mapa cadético denominado de mapa tanh. Este mapa
tem um parametro de controle que pode ser convenientemente escolhido para manter uma
regido com pouca probabilidade de visitacdo (que pode ser interpretada como uma regiao
de guarda) sem a necessidade de alterar a dindmica do sistema com a proibi¢ao de visitacao
de regides do mapa original. Na préxima secao é definido o mapa tanh e suas propriedades

caodticas sdo estudadas.
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Figura 2 — Mapa de Bernoulli modificado. A regido central é a regido de guarda, com extensdo controlada

pelo pardmetro p.
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Fonte: O autor, 2018.

2.2 O MAPA TANH

O mapa tanh é um mapa cadtico unidimensional com dois parametros de controle, r e
b, baseado na funcdo tangente hiperbdlica. O mapa tanh € uma contribuicdo desta tese e é

definido analiticamente por f : [-1,1] — [—1,1]:

e-tanh(r-(z+1)) —1 z <0
flz) = (2.5)
(—1)°- (e-tanh(—r- (xz—1)) —1) x> 0.

O parametro e € um fator de escala utilizado para assegurar que a imagem do mapa esteja
definida no intervalo [—1, 1]. Ele é definido pela expressdo

2
e=——>-—. 2.6
tanh(r) (2.6)
Os parametros de controle t€ém a funcao de alterar caracteristicas do mapa. Neste caso, 0s

parametros alteram a paridade e o formato do mapa. A paridade € controlada pelo pardmetro

b, que pode assumir os valores b = 0 ou b = 1. Quando b = 0, o mapa tem paridade par e é
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denominado mapa e-tanh. A simetria par implica que o mapa € simétrico em relagdo ao eixo
x = 0. Quando b = 1, o mapa tem simetria impar e € denominado mapa o-tanh. Esta simetria
torna o mapa o-tanh anti-simétrico em relag@o ao eixo x = 0. O outro parametro de controle
é o pardmetro r € (0, 10|, que controla o formato do mapa e a taxa de ocupacéo de pontos
gerados pela iteracdo do mapa. Alterando o valor de r, o mapa € expandido na sua regido
central, sendo esta regido mais ou menos extensa de acordo com o valor do parametro r.
Este comportamento pode ser observado na Fig. 3, que mostra o mapa e-tanh para 3 valores
de r,r = 0,1; 3;8. Além disso, pode-se ver uma amostra da série temporal do mapa para
cada um dos valores de . Analogamente, a Fig. 4 mostra comportamento do mapa o-tanh.
Também pode-se observar que quando o parametro r assume valores pequenos, cOmo no
caso de r = 0,1, o mapa e-tanh se aproxima do mapa da tenda e o mapa o-tanh se aproxima
do mapa de Bernoulli. Este fato pode ser demonstrado analiticamente aplicando a expansao
em série de Taylor na Equacdo (2.5). Fazendo a aproximagdo tanh(y) =~ y, a Expressdo

(2.5) se reduz para

2z + 1, x <0
flz) = 2.7)
(=1 (=22 +1), =>0.

A Equacdo (2.7) contém exatamente as expressoes que definem o mapa da tenda, para b = 0
e o mapa de Bernoulli, no caso de b = 1. Portanto, os mapas da tenda e de Bernoulli sdo
casos particulares do mapa tanh.

Para aplicacOes em sistemas de comunicagdo cadtica, os valores do mapa sdao tomados
pela aplicacdo iterativa, caracterizando o mapa tanh como um sistema dindmico discreto. O
processo de modulacdo € feito por iteragdo reversa, em que o bit de informagdo 0 é mapeado

em s = 0 e o bit de informacgdo 1 € mapeado em s = 1. Para o processo de iteragdo reversa,



33

Figura 3 — O mapa e-tanh e suas orbitas para trés valores de r,r = 0,1; 3; 8.

Fonte: O autor, 2018.
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Figura 4 — O mapa o-tanh e suas orbitas para trés valores de r,r = 0,1; 3; 8.
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¢ utilizado o mapa tanh inverso, que é dado por

E tanh™! (:v + 1) -1,
[e=q )

r

(2.8)

1 —1)°. 1
—— tanh™* (H—x+) +1, s=1. (L)
e

O parametro  também altera a distribuicdo espacial de pontos das drbitas geradas pelo mapa

tanh. Este comportamento pode ser observado na Fig. 5 para o mapa e-tanh. O histograma

mostra a distribui¢cdo de pontos de uma Orbita com um total de 10000 pontos para cada

valor de 7. Pode-se ver que a distribui¢c@o € uniforme quando r tende a zero e se acumula nas

extremidades do intervalo quando r aumenta. Também se pode perceber que as extremidades
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Figura 5 — Cluster de histogramas do mapa e-tanh utilizando 10000 iteracées para cada valor de r. A
esquerda, o histograma 3D para 0,01 < r < 10. A direita, uma secdo transversal do histograma 3D para

r =2 (cima) e para r =9 (baixo).
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Fonte: O autor, 2018.
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possuem uma assimetria na distribui¢do em relagdo a x = 0. Para r < 7,1, os pontos ficam
mais concentrados na extremidade = 1 e quando r > 7,1 este comportamento se inverte. A
Fig. 5 também mostra uma secao transversal para r = 2 e para para r = 9, mostrando como
a concentracdo dos pontos nas extremidades varia com o pardmetro r. A Fig. 6 mostra,
analogamente, o comportamento do mapa o-tanh, que, ao contrario do mapa e-tanh, nao
possui assimetria de distribuicdo em relagdo a x = 0. Tanto o histograma 3D quanto as
secOes transversais ilustram a propriedade da simetria do mapa o-tanh na distribuicao de
pontos das orbitas.

Outra forma de analisar a distribuicdo de pontos € observar a distribui¢do invariante do
mapa [47, 48]. As Figs. 7 ¢ 8 mostram a distribui¢do invariante ;(z) para os mapas e-tanh e
o-tanh, respectivamente, para dois valores de r. As curvas foram obtidas via simulacdo pelo
método desenvolvido em [49]. Observa-se, assim como nos histogramas, uma assimetria na
distribuicdo em torno de x = 0 para o mapa e-tanh, enquanto a distribui¢do € simétrica em

torno de x = 0 para o mapa o-tanh. Uma caracteristica comum do mapa tanh € o aumento
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Figura 6 — Cluster de histogramas do mapa o-tanh utilizando 10000 iteracées para cada valor de r. A
esquerda, o histograma 3D para 0,01 < r < 10. A direita, uma secdo transversal do histograma 3D para

r =2 (cima) e para r =9 (baixo).
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Fonte: O autor, 2018.

de pontos gerados nas proximidades dos valores extremos, que é devido a baixa ocorréncia
de valores proximos de z = (. Pontos zj nesta regido (em torno de x = () sdo gerados
com baixa probabilidade e, portanto, esta regido pode ser interpretada como uma regiao de
guarda, com largura controlada pelo parametro r.

A existéncia de uma regido de guarda natural € uma vantagem do mapa tanh em relagao a
outros mapas unidimensionais que sao usualmente empregados em comunicacao cadtica. Em
mapas lineares por partes, a regido de guarda € introduzida artificialmente. Esta regido, que é
a regido central, nunca € visitada e tem a largura controlada por um paradmetro. No processo
de modulagdo, os bits de informa¢do sdo mapeados nas regides a esquerda e a direita da
regido de guarda. Isto melhora a imunidade ao ruido quando se separa consideravelmente as
duas regides. Por outro lado, faz com que o sistema seja mais previsivel, pois € reduzido o
intervalo de ocupagdo dos pontos das orbitas. Surge entdo um compromisso entre segurancga
e desempenho, de forma que o parametro deve ser escolhido de acordo com a necessidade

da aplicac@o. Outra desvantagem desta abordagem € que a eliminag@o de pontos da Orbita
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Figura 7 — Distribuicdo invariante para o mapa e-tanh parar =2 er = 9.
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Figura 8 — Distribuicdo invariante para o mapa o-tanh parar =2 er = 9.
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Fonte: O autor, 2018.

altera a dindmica natural do sistema, que pode comprometer a dindmica cadtica do mapa.
Eliminando os pontos da regido de guarda, uma quantidade significativa de pontos das 6rbitas
sdo descartados. No caso do mapa tanh, ndo € necessdrio eliminar nenhum dos pontos das
Orbitas, e isto mantém a dindmica natural do mapa inalterada. Assim, surge uma relacdo
entre compromisso e desempenho, que € ajustada pelo valor do parametro .

Para avaliar o desempenho do mapa tanh, na préxima secdo € analisado o comportamento
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Figura 9 — Diagrama de blocos do sistema de comunicacdo cadtica baseado no mapa tanh.
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Fonte: O autor, 2018.

de um sistema de comunicacao baseado no mapa tanh em presenca de ruido.

2.2.1 Analise de Desempenho

Um sistema de comunicacdo cadtico proposto em [41] € composto de um modulador
cadtico baseado em dinamica simbdlica e na iterac@o reversa das orbitas do mapa modificado
de Bernoulli € um canal de comunicac¢do ruidoso. O decodificador utiliza o algoritmo de
Viterbi sobre uma trelica de dois estados para estimar a sequéncia bindria transmitida. A
estrutura de blocos do sistema de comunicagdo € mostrada na Fig. 9. O mesmo sistema de
comunicacao foi considerado em vdrios outros cendrios, como em [42—44]. Nestes trabalhos,
€ realizada uma andlise do impacto do comprimento da regido de guarda em relacdo ao
parametro de controle do sistema por simulagcdes computacionais. Nesta secdo € realizada
uma andlise similar para o mapa tanh sobre um canal com ruido aditivo Gaussiano branco
(AWGN, aditive white Gaussian Noise).

Seja [sg, $1,- -+, Sny_1] uma sequéncia bindria de informagdo, ou seja, s, € {0,1}. A
sequéncia cadtica [zg, x1,- - - ,xy] é gerada pela iteracdo reversa do mapa tanh, a partir de

uma condigdo inicial conhecida zy (obtida por (2.8) com os parametros b e 7 fixos), isto €
xk:fs_kl(xk""l)’ k=N-1,---,0.

Neste esquema de modulagdo cadtica, se s = 0 a primeira equacdo de (2.8) € utilizada no
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Figura 10 — Secdo da trelica utilizada pelo algoritmo de Viterbi para decodificar a sequéncia cadtica.
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processo iterativo. Caso contrdrio, se s = 1 a segunda equacdo € utilizada. O sinal recebido
no k-ésimo intervalo é dado por

Ty = Tk + N, (2.9)

em que 71 em (2.9) é uma varidvel aleatéria Gaussiana de média zero e varidncia Ny /2. O
decodificador implementa o algoritmo de Viterbi, denominado em [41] por Viterbi decoding
algorithm for chaotic signals (VDAC). O decodificador utiliza uma trelica simplificada de
dois estados e dois ramos partindo de cada um dos estados, correspondendo a cada um dos
simbolo de informacdo. A estrutura da trelica no k-ésimo intervalo € mostrada na Fig. 10. No
k-ésimo intervalo, o ¢-ésimo estado armazena a amostra cadtica obtida pela iteracdo reversa
do mapa iniciando por z e seguindo o caminho sobrevivente até esse estado, denotado por
%, e a métrica correspondente associada a esse estado, C.. A métrica do ramo associado ao

J-€simo ramo iniciando do estado 7 é
cijlk] = [rx — f7H (@)%

O algoritmo de decodificagdo encontra a métrica no (k — 1)-ésimo intervalo (C ) e os
caminhos sobreviventes correspondentes e processa a sequéncia recebida de forma recursiva

para encontrar o caminho na trelica com a menor métrica.
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Figura 11 — BER versus SNR para a iteragdo reversa do mapa cadtico e-tanh para r = 8,10, 12.
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A relacdo sinal-ruido (SNR, signal to noise rate) é definida por

SNR = %
No’

em que a energia média da sequéncia transmitida F, €

N-1

_ 1
E, == ;. (2.10)

k=0

A Fig. 11 mostra a taxa de erro de bit (BER, bit error rate) em fungdo da relagcdo sinal-ruido
(SNR) para o mapa e-tanh para r = 8;10;12. A curva de desempenho do sistema BPSK
também € mostrada para referéncia. Quando  aumenta, o desempenho do mapa tanh fica
muito proximo da curva BPSK, indicando que o mapa tanh cumpre o objetivo de prover uma
regido de guarda natural especificada pelo parametro 7 sem descartar pontos das Orbitas. O
mapa o-tanh apresenta 0 mesmo comportamento. A variagdo do pardmetro r tem um impacto
importante no desempenho do sistema em relacao a BER, porém esta variacao nio apresenta
impacto significativo na dindmica cadtica do mapa. Para que seja possivel fazer esta anélise,

€ necessdrio utilizar ferramentas para analisar o comportamento cadtico do sistema. Um dos
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conceitos mais utilizados para esta tarefa é o expoente de Lyapunov. Na proxima secdo,
este conceito € introduzido e € feita uma andlise do comportamento cadtico do mapa tanh.
Além disso, vamos introduzir duas novas métricas para estudar a dindmica cadtica de mapas

unidimensionais.

2.3 ANALISE DO COMPORTAMENTO CAOTICO E NOVAS METRICAS

Nesta secdo, € feito um estudo do comportamento cadtico do mapa tanh definido em (2.5).
Esta andlise é baseada em conceitos bem estabelecidos, como o expoente de Lyapunov e o
diagrama de 6rbitas. Para uma melhor compreensao destes conceitos, ver as referéncias [2, 8,
48]. Esta andlise € estendida com a introducao de duas novas métricas, que s@o contribui¢des

desta tese, e sao denominadas taxa de espalhamento e fator de contragdo.

2.3.1 Expoente de Lyapunov e Diagrama de Orbitas

O expoente de Lyapunov quantifica a taxa de separacdo de duas Orbitas tipicas inicial-
mente vizinhas. Um sistema que apresenta caos possui um valor positivo do expoente de
Lyapunov. Desta forma, duas drbitas do atrator infinitesimalmente préximas tendem a se se-
parar exponencialmente. Neste caso, dizemos que o sistema se expande na direcao associada
ao expoente de Lyapunov. Quando o expoente de Lyapunov é negativo, a separacdo entre
as Orbitas se contrai. Se o sistema for multidimensional, existe um expoente de Lyapunov
para cada uma das direcdes e o conjunto de expoentes € denominado espectro de Lyapunov.
Para sistemas multidimensionais, ocorrem ao mesmo tempo expansdes e contragdes nas di-
recoes de cada um dos expoentes. Neste caso, € o conjunto desses processos (expansoes €

contragdes) que dd origem ao comportamento cadtico.
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Para sistemas discretos unidimensionais, o expoente de Lyapunov € definido por [1, 8]

N—
A:Nhinm%; n|f(z;)] (2.11)
em que f'(z) é a derivada de f(x) e os pontos {z;} formam uma 6rbita tipica do mapa. O
expoente de Lyapunov pode ser calculado exatamente quando o mapa € ergddico e a sua
distribuicao invariante y(x) é conhecida. Neste caso, a propriedade da ergodicidade implica
que médias temporais equivalem a médias espaciais no espaco de fase em relacio a distri-

bui¢do invariante sobre um dominio de integracao X, e, portanto, o expoente de Lyapunov é
dado por [47]

~ [ w7 @) te) do. @.12)

X

O expoente de Lyapunov do mapa tanh € invariante em relacdo ao parametro b, como ¢é
demonstrado a seguir. Sejam {x;}° e {y;}:2, duas 6rbitas geradas pelo mapa e-tanh e pelo
mapa o-tanh, respectivamente. Suponha que xy = yo € |x¢| # |y,| para algum inteiro positivo
¢. Entdo, existe um inteiro minimo 4, 0 < ¢ < ¢, tal que |z;11| # |y;+1|. Pode-se ver de (2.5)
que |z;41] € |yi+1| sdo distintos apenas se x; # y;, mas como |x;| = |y;|, segue que y; = —x;.

Sem perda de generalidade, suponha que z; > 0, entdo

[wi1| = |f(z:)| = |e- tanh(—r(z; — 1)) — 1 (2.13)

= ’e -tanh(r(—z; + 1)) — 1’ (2.14)

= |e-tanh(r(y; + 1)) — 1 (2.15)

= )l = lyiral- (2.16)

Consequentemente, iniciando das mesmas condi¢des iniciais (zg = ), conclui-se que

{lz:}_y = {lvil}i—, para todo ¢ > 0. Agora, demonstra-se que o valor absoluto da de-

rivada do mapa tanh depende apenas do valor absoluto do argumento. Suponha novamente
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Figura 12 — Expoente de Lyapunov versus o pardmetro r para o mapa e-tanh.
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que z; > 0 e que f(z) é o mapa e-tanh, entdo

|f(z:)] = le-(=r)-sech®(—r(z; — 1)) (2.17)

= le-r-sech®(r(—z; +1))| = | f'(—s)|, (2.18)

0 que também ¢é verdadeiro para o mapa o-tanh. Portanto, {|z;|}¢_, = {|vi|}{_, implica que
{1 @) Yeso = {1 (ys)|}izo. Assim, conclui-se de (2.11) que o expoente de Lyapunov do
mapa tanh € invariante em relacao ao parametro b.

A Fig. 12 mostra que o expoente de Lyapunov do mapa tanh € positivo em todo o inter-
valo de valores considerados do parametro r. Neste grafico, consideramos uma 6rbita finita
com N = 10.000 pontos, sendo descartados os primeiros 200 pontos para elimina¢do do
comportamento transiente. E importante observar que, quando r tende a zero, o valor do
expoente de Lyapunov do mapa tanh é o mesmo do mapa da tenda, que € igual a 0,693, e ele
diminui lentamente com o aumento de 7.

Por outro lado, o expoente de Lyapunov do mapa de Bernoulli modificado definido em
(2.3) depende fortemente do parametro p, e se comporta conforme mostrado em [50]. Neste

caso, € possivel expressar analiticamente o expoente de Lyapunov A em fun¢do do parametro
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Figura 13 — BER versus SNR para a iteragdo reversa do mapa de Bernoulli modificado comp = 0,8 e p = 0,9

e para o mapa caotico e-tanh parar = 12.
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p, € a expressao para o mapa de Bernoulli modificado € dada por

2 1

Por exemplo, A = 0,639 parap = 0,8 e A = 0,394 para p = 0,9. O expoente de Lyapunov
do mapa de Bernoulli modificado para p = 0,8 € aproximadamente o mesmo que o valor do
expoente do mapa tanh com r» = 12. Para fazer um comparativo dos dois mapas, fixamos
esses parametros, e comparamos as respectivas BER, como é mostrado na Fig. 13. Esta si-
mulacgdo foi realizada com o mesmo cendrio de comunicagao discutido na subsecdo anterior.
Também pode ser visto na Fig. 13 que para p = 0,9, o desempenho € melhor que no caso
de p = 0,8 com o custo de um menor valor do expoente de Lyapunov. As curvas na Fig. 13
também mostram que o mapa tanh com r = 12 supera o desempenho do mapa de Bernoulli
para os dois valores de p considerados.

Um outro conceito que € utilizado para a andlise do comportamento cadtico de um sis-

tema € o de diagrama de Orbitas. O diagrama de 6rbitas mostra como € a distribui¢do de
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Figura 14 — Diagrama de orbitas em relacdo ao pardmetro r para o mapa the e-tanh.

Fonte: O autor, 2018.

pontos das 6rbitas em fungdo dos valores do pardmetro de controle do mapa. Quando o
sistema possui comportamento cadtico, existem regides nas quais os pontos ocupam toda
a faixa de definicdo do parametro, de forma aparentemente aleatéria. O diagrama de Orbi-
tas do mapa e-tanh € mostrado na Fig. 14. Na proxima se¢do, sdo introduzidas duas novas
métricas para avaliar o comportamento de mapas unidimensionais, denominadas faxa de es-
palhamento e fator de contragdo, que podem ser utilizadas para estudar a estrutura local da
dindmica cadtica. Antes de introduzi-las, € feita uma revisao de algumas métricas importan-

tes ja estabelecidas na andlise de mapas unidimensionais.

2.4 METRICAS ESTUTURAIS

Um sistema dindmico pode ser analisado por vdrias perspectivas, que € o objetivo das
defini¢cdes das métricas estruturais, tais como a dimensao do espaco de fase, dimensao to-
poldgica, dimensao fractal, dimensao de informacao, entropia de informacgao e dimensao de
embebimento [51]. Nesta se¢do, sao revisitadas trés métricas generalizadas bem conhecidas
que capturam a estrutura local do atrator [52, 53]. Em seguida, duas novas métricas sdo

introduzidas, denominadas taxa de espalhamento e fator de contra¢do, motivadas pelo ganho
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de desempenho observados no sistema de comunicagdo cadtico considerado na Secdo 2.2.1.
Este ganho € alcancado explorando a concentracdo de pontos observados na distribui¢do
invariante do mapa tanh. Assim, a taxa de espalhamento mede a concentragdo de pontos
no atrator como consequéncia do processo dinamico do mapa cadtico, enquanto o fator de

contra¢cdo quantifica como os pontos se acumulam nas regides de alta concentracao.

2.4.1 Meétricas em Atratores

Seja {z;} Y, uma 6rbita de um mapa cadtico e considere uma cobertura do seu atrator
por hipercubos com arestas de comprimento ¢. O niimero de hipercubos que contém pontos
do atrator é M (/). O conjunto de medidas que associa a estrutura local fractal de atratores é
baseado nestes conceitos. Como primeiro exemplo, considera-se a dimensdo fractal, ou di-
mensdo de Hausdorff-Besikovich, denotada por D [54], uma medida puramente geométrica
que caracteriza o aumento do nimero minimo de hipercubos de arestas de comprimento ¢
necessarios para formar uma cobertura do atrator quando ¢ — 0. Pode ser demonstrado que
M(¢) ~ ¢~P. Esta medida é independente da frequéncia com que uma trajetéria tipica visita
as vdrias regides de um atrator. Um aspecto a ser destacado € a dificuldade computacional
para calcular D.

Uma alternativa para D que captura o padrdo de ocupagdo do atrator é a entropia de
informagdo, S(¢). Ela pode ser entendida como a informagio adquirida por um observador
ao medir o estado atual do sistema x; com precisdo ¢, assumindo que ele conhece todas
as propriedades do sistema, exceto o estado inicial xy. A entropia de informacao pode ser
escrita como [51, 55]

M(0)
S) =— Zpi Inp; ~ Sy —olnt, (2.20)

=1

em que p; = lim m;/N, para uma sequéncia de comprimento N com m; ocorréncias no
N—o00
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i-ésimo hipercubo, e o é chamada a dimenséo de informacdo. E importante observar que
Sp € uma constante relacionada com a entropia diferencial, e € obtida pelo limite (quando
¢ — 0) da entropia relativa entre a distribui¢@o de ocorréncias dos hipercubos sobre o atrator
e a ocupacao uniforme dos hipercubos [56, 57]. Além disso, no contexto de compressao
analégica sem perdas, a dimens@o de informagao € interpretada como a taxa de entropia de
uma expansao diadica do sistema [57], uma relacdo que evidencia uma conexao intrinseca
entre sistemas de informacao e sistemas dinamicos. Para uma distribuicao uniforme, p; =
1/M (¢), a entropia é maxima e a dimensdo de informacao € igual a dimensao fractal [52, 53].
A complexidade computacional para o cdlculo da dimensdo de informagdo é similar a do
calculo para a dimensao fractal [51].

Devido a divergéncia exponencial das trajetérias, a maioria dos pares (x;, ;) com ¢ # j
sdo pares dinamicamente descorrelacionados. Entretanto, os pontos estdo sobre o atrator,
sendo assim espacialmente correlacionados. Esta correlacdo espacial pode ser medida pela

integral de correlagdo C'(¢) [58], definida por

1
C(¢) = lim ~Nz X { nimero de pares (3, j) tais que |z; — z;| < (}. (2.21)

N—oo

E conhecido que, para pequenos hipercubos com arestas de comprimento /,
C) ~ 17, (2.22)

em que v € uma constante que pode ser interpretada como uma medida da estrutura local do
atrator estranho [58].

A préxima subsecdo introduz uma nova métrica que captura a concentracao de pontos
sobre o atrator de um sistema cadtico unidimensional. E importante mencionar que a métrica
proposta apenas captura os aspectos dindmicos que geram concentra¢do de pontos, 0 que
€ obtido pela supressdo dos efeitos da geometria (aspectos estiticos). Além disso, ela é

definida sobre o grifico f(z) e ndo sobre o atrator do mapa.
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2.4.2 Taxa de Espalhamento

O atrator gerado pelo mapa tanh ndo é homogeneamente ocupado pelos pontos das 6rbi-
tas geradas a partir de condicdes iniciais definidas dentro do dominio do mapa. Os pontos se
concentram em algumas regides com maior frequéncia que em outras, gerando regides com
grande densidade de pontos e regides com pouca densidade, isto é, pouco visitadas. Para
medir a concentragdo de pontos nas regides do atrator, definimos uma métrica, a qual deno-
minamos taxa de espalhamento, que quantifica como os pontos de uma 6rbita se concentram
no atrator. A taxa de espalhamento (SR, spread rate) mede o quanto o atrator € efetivamente
visitado para uma Orbita especifica. Neste caso, o termo efetivamente visitado significa uma
regido delimitada por dois pontos consecutivos sobre o atrator, gerada por uma Orbita finita
com NN pontos com comprimento menor ou igual a s;;, = L/N, em que L é o comprimento

da curva f(z) do mapa cadtico, obtida pela expressdo

L= /1 V14 [f'(2)]*d. (2.23)

O termo sy, (limiar) € o comprimento de uma regido efetivamente visitada se os pontos da
6rbita sdo distribuidos de forma homogénea sobre o atrator. E importante salientar que a
estrutura multifractal do atrator implica que uma escolha diferente para s;, < L ndo tem
efeito no comportamento da SR. Portanto, é possivel utilizar outros valores do limiar, mo-
tivados por alguma outra andlise especifica. A razdo entre o comprimento total das regides
efetivamente visitadas e o comprimento de f(x) especifica a SR, e assim o valor maximo da
S8R € igual a um, e isto ocorre para atratores homogeneamente ocupados, pois cada uma das

regides tem comprimento L/N. Para uma 6rbita arbitrdria {z;}~ ', ndo necessariamente

distribuida homogeneamente, seja {Z; fV:_Ol a Orbita reordenada em ordem crescente nos in-

dices, isto é, T; < T;;1. Os arcos que particionam f(x) sdo delimitados pelos pares vizinhos
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(T4, f(2;)) e (Zix1, f(Zit1)), € 0 k-ésimo arco tem comprimento

Sk = /xk L+ [f(z))Pde, k=1,2,--- N (2.24)

O comprimento s; do k-ésimo arco é contado como parte do comprimento efetivamente

ocupado s se s, < Sy, entdo

s= > sk (2.25)

Sk<Sth
1<k<N-1

Finalmente, define-se SR por

SR & (2.26)

i

Foi observado por simulagdes computacionais que, para a mesma condi¢ao inicial, 0 mapa
tanh gera conjuntos distintos de comprimentos de arco para b = 0 e b = 1, mas hd uma
convergéncia estatistica das curvas de SR para esses dois valores do pardmetro b. Assim,
as propriedades ergddicas do mapa tanh pela métrica SR sdo invariantes sob o parametro b.
Esta observagao também € vélida para a estatistica que sera definida na préxima secao.

As curvas da SR versus r para trés valores de N sdo mostrados na Fig. 15. Observa-
se uma concordancia significativa das curvas para valores diferentes de /N, o que revela a
consisténcia estatistica da SR. Para 0 < r < 2, aproximadamente, a SR apresenta compor-
tamento uniforme, e mostra que apenas uma regifio em torno 26% do comprimento de f(+)
contribui globalmente para as regides efetivamente visitadas, ou seja, cerca de um quarto do
atrator € efetivamente ocupado. Para r > 2, SR apresenta um decaimento aproximadamente
linear com coeficiente angular de aproximadamente 0.02, isto €, 8% do valor inicial da SR.
Portanto, SR diminui 8% por unidade para 2 < r < 10 de r = 2. Também foi computada a
porcentagem de pontos dentro de uma regido efetivamente visitada. Esta porcentagem muda
de 63% com r = 2 para 72% com r = 10. Assim, o aumento de r resulta num nimero

crescente de pontos dentro de uma regido menor do atrator. Esta propriedade pode ser anali-
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Figura 15 — SR versus r para o mapa tanh com N igual a 10%, 5 x 10* e 10°.
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sada quantitativamente, e para isto vamos definir, na préxima se¢ao, uma nova métrica para

estudar este comportamento do atrator.

2.4.3 Fator de Contracao

Conforme observado na se¢@o anterior, o aumento do valor de 7 aumenta o nimero de
pontos dentro de regides menores do atrator. Isto significa que ocorre uma compressao
dos pontos das 6rbitas, aumentando a concentracdo de pontos em regides cada vez meno-
res do atrator. Para quantificar esta propriedade, é definida uma nova métrica, que assim
como a SR, possui comportamento estatistico, e que é denominada de fator de contragio
(CT, contraction factor).

Considere os comprimentos de arco {s;}4_, calculados como em (2.24). A razio en-

tre o comprimento médio dos arcos normalizados por s;, € a raiz quadrada da média do
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comprimento dos arcos normalizados define o fator de contracao (CJ)

N
1 Sk

= (2.27)

em que a igualdade vem da definicdo de sy, e do fato de que para [V suficientemente grande
Efle s = L. Demonstra-se agora que o denominador em (2.27) é no minimo igual a um,
com a igualdade se os comprimentos dos arcos sdo iguais (neste caso os pontos da Orbita
sa0 homogeneamente distribuidos no atrator). Aplicando o método dos multiplicadores de
Lagrange para f(s1,...,Sy) = ij:l steg(si,...,sn) = fozl sy — L, os pontos extre-
mos de f(sy,...,sxn) com a restricdo ¢(si,...,sy) = 0 sdo determinados solucionando o

sistema de equacdes

Vf+AVg=0
(2.28)

g(s1,...,8n) =0

para algum A. A unica solucdo deve satisfazer s; = s; para 1 < 4,57 < N. Para de-
terminar se este ponto extremo é um ponto de maximo ou minimo, seja s; = L/N, en-
tdo f(s1,...,sy) = L?/N. Entretanto se todos os s; forem nulos, exceto um, temos que
f(s1,...,snx) = L?, e portanto este ponto extremo é um minimo.

A concentragdo de sub-regides em regides de alta densidade no atrator € associada com
a diminuicdo do CJ, pois a raiz quadrada média aumenta com o aumento dos comprimentos
dos arcos acima de sy, ou equivalentemente, a diminuicdo abaixo de s;;, dos comprimentos
dos arcos restantes. Utilizando a defini¢do de sy, 0os comprimentos dos arcos em (2.27) sdo
normalizados por L, o que faz a anélise independente do comprimento real do atrator.

As curvas do CJ versus 7 para trés valores de N sdo mostrados na Fig. 16. A invariancia
com NN é observada novamente. Note que o decrescimento monotdnico do CF com 7, o que

contrasta com a SR para o intervalo inicial até » = 2. Aproximando as curvas por uma linha
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Figura 16 — CTF versus r para o mapa tanh map com N igual 104, 5 x 10* ¢ 10°.
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reta de » = 0 até » = 10 passando pelos valores extremos de CJ, observamos uma contracao
de 24%, com 2,4% de ganho de concentragdo por unidade de r.

Para ganhar um entendimento mais profundo da aplicagdo analitica das estatisticas SR e
CT, na proxima se¢ao € feita uma comparacao entre o comportamento do mapa de Bernoulli

modificado e do mapa tanh, considerando os curvas de SR e CJ.

24.4 SR e CT para o Mapa de Bernoulli Modificado

A métrica SR estd relacionada com a extensdo das regides sobre o atrator das regides de
maior concentragdo para um dado limiar s, € a CJ mede a forca da concentracdo nestas
regides. Nesta subsecdo, é proposta uma descri¢do qualitativa da concentra¢do de pontos
para uma 6rbita pelo produto ponto a ponto CF x SR. Este produto quantifica a composicao
de dois diferentes mecanismos que atuam no acimulo de pontos em sub-regides do atrator.

A SR versus o parametro p para o mapa de Bernoulli modificado definido em (2.3) é dado

na Fig. 17. Observa-se que para um grande intervalo de p o valor da 8R € quase constante.
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Figura 17 — SR para o mapa de Bernoulli modificado em funcdo do pardmetro p.
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Para um mapa cadtico, isto indica que a regiao de maior concentragdo depende do parametro
.

O fato da SRR ser quase constante ndo deve ser interpretado como a invariancia de concen-
tracdo com p, pois 0 mecanismo relacionado como o €J também deve ser considerado. Na
Fig. 18 a dependéncia da for¢a da concentragdo em funcao de p € apresentada, e observa-se

uma forte compressao para os valores extremos de p.
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Figura 18 — CF para o mapa de Bernoulli modificado em funcdo do pardmetro p.
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O efeito conjunto de SR e CJ, representado pelo produto ponto a ponto de ambas as
métricas, € mostrado na Fig. 19 para o mapa de Bernoulli modificado e na Fig. 20 para o
mapa tanh. Ambos os mapas permitem o controle da concentracdo de pontos pela variacdo
dos respectivos parametros. Esta figura mostra a variacao da concentragdo de pontos sobre o
mesmo intervalo, de 0,065 a 0,185, entretanto o comportamento do mapa tanh € monotoni-
camente decrescente, enquanto o mapa de Bernoulli modificado tem um formato concavo. E
estabelecido um limiar de 0,15 para o efeito conjunto da concentracao para ambos 0s mapas.
Para o mapa de Bernoulli modificado, este limiar € atingido apenas para valores de p meno-
res ou iguais a 0,1 ou maiores que 0,7. Porém, este mapa tem um decrescimento severo no
seu comportamento cadtico para p > 0,8, como demostrado em [50] utilizando o diagrama
de drbitas e o expoente de Lyapunov. Desta forma, um bom compromisso entre compressao
e comportamento cadtico € atingido para valores de p no intervalop < 0,1 e 0,7 < p < 0,8.

A curva monotonicamente decrescente do mapa tanh alcangca uma concentracdo conjunta de

pontos abaixo de 0,15 para r > 4. Esta andlise indica que o mapa tanh é mais adequado
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Figura 19 — Concentragdo conjunta (SR x CF) para o mapa de Bernoulli modificado com 0 < p < 1.

0.30
025}

0.20F
0.15] /‘ ]
0.10} \\

0.05 b
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

p

SR x CF

Fonte: O autor, 2018.

para aplicagdes nas quais se requer mapas com regides de guarda, pois eles t€m uma melhor
concentracao conjunta como uma func¢ado do intervalo do parametro do mapa do que o mapa
de Bernoulli modificado.

Adicionalmente, o comportamento da SR e CF para o mapa tanh permite determinar uma
expressdo analitica para o efeito conjunto. Considerando linhas retas passando pelo ponto
final das curvas, podemos estimar SR(r) ~ —0,011 x r+ 0,265 e CF(r) ~ —0,025 x r 40,7,
assim o efeito conjunto é dado por (SR x CF)(r) ~ 2,75 x 10~*r? — 0,0143 x r + 0,1855,

tendo uma boa aderéncia a curva da Fig. 20, coincidindo nos pontos extremos.

2.5 ANALISE ESPECTRAL

O comportamento da densidade espectral de poténcia (PSD, power spectral density) de
sinais cadticos gerados por mapas lineares por partes € investigado em [59, 60]. Nestes
trabalhos mostra-se que variando o parametro de controle do mapa € possivel gerar sinais

cadticos de caracteristicas passa-baixa ou passa-alta. Nesta secdo, estende-se esta andlise
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Figura 20 — Concentragdo conjunta (SR x CF) versus r para o mapa tanh.
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para o mapa tanh utilizando simula¢des computacionais.

A partir de uma condigio inicial 2 é gerada uma 6rbita finita {z;}2 ;' utilizando (2.1).
Esta orbita, que é um sinal deterministico, pode ser considerada uma funcdo amostral de
um processo estocastico estaciondrio [59], em que cada fun¢do amostral € gerada com uma
condigdo inicial distinta. Assim, {z; Z-]\L_Ol € uma sequéncia de varidveis aleatdrias discretas
indexadas pelo indice 7 tal que a média de x; é n = E[x;] e a fun¢io de autocorrelagdo
(ACF, autocorrelation function) é dada por R[m| = E[z;x;,,,], em que a média é somada
sobre todas as condi¢des iniciais. Para as simula¢des numéricas da AFC foram empregadas
Orbitas de tamanho N = 1024 e um conjunto de 20.000 condi¢des iniciais uniformemente

distribuidas no intervalo [—1, 1].

A PSD ¢ a transformada de Fourier de tempo discreto da ACF, isto é,

Sw)=Y_ R[mje ™. (2.29)

m=—0oQ

Se n # 0, a PSD é uma soma de duas partes, componentes periddicas espectrais discretas

e uma componente continua, sendo esta dltima a componente considerada nas figuras desta
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Figura 21 — PSD de sinais cadticos gerados pelo mapa e-tanh, para r = 0,1;2;5; 8.
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secdo. A Fig. 21 mostra a PSD de um conjunto gerado pelo mapa e-tanh para quatro valores
diferentes do parametro r. As curvas estdo normalizadas para um valor unitdrio igual a 1.
Quando r se aproxima de zero, o sinal possui uma PSD uniforme e se comporta como um
ruido branco, o que é esperado, ja que o mapa e-tanh se aproxima do mapa da tenda. Quando
r aumenta, a PSD varia de passa-alta (r = 2) para passa-faixa (r = 5 e r = 8). No caso do
mapa o-tanh, a Fig. 22 mostra que o mapa gera sinais cadticos de comportamento passa-baixa
e com o parametro r controlando a largura de banda. De uma forma geral, a PSD dos sinais
cadticos gerados pelo mapa tanh ndo é de larga faixa espectral e a poténcia desses sinais
¢ concentrada em faixas de frequéncia dependentes dos parametros do mapa. Na préxima
secdo, o mapa tanh é generalizado com a introducio de um novo pardmetro de controle. E
feito um estudo das propriedades cadticas do mapa generalizado, que é denominado de mapa
stanh (skew-tanh), assim como o efeito do novo parametro nas caracteristicas espectrais dos

sinais gerados pelo mapa.
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Figura 22 — PSD de sinais cadticos gerados pelo mapa o-tanh, parar = 0,1;2;5;8.
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2.6 O MAPA STANH

Em mapas lineares por partes, a introdu¢do de um parametro relacionado com o deslo-
camento do eixo central dos mapas pode modificar o espectro dos sinais gerados por estes
mapas. Por exemplo, o mapa de tenda pode ser generalizado com um novo parametro de
deslocamento e € denominado de mapa da tenda assimétrico (skew tent map), como pode
ser visto em [59]. Com a adi¢do deste parametro, os sinais gerados por este mapa variam
de comportamento passa-baixa a passa-alta de acordo com a escolha do valor do parame-
tro. Porém, esta caracteristica estd diretamente relacionada com o comportamento cadtico
do mapa. Para se conseguir sinais de espectro bastante concentrado nas regides de alta ou
baixa frequéncia, por exemplo, é necessdrio reduzir de forma intensa o valor do expoente
de Lyapunov do mapa, que pode tender a zero para determinadas escolhas do valor do para-
metro associado ao deslocamento do eixo central do mapa, gerando entdo um compromisso

entre controle espectral e comportamento cadtico.
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Esta mesma generalizagdo pode ser aplicada ao mapa tanh, gerando o mapa denominado
stanh. O mapa stanh, porém, ndo apresenta uma alteragdo na dinamica tdo forte quanto
o mapa da tenda. Assim, € possivel escolher valores do parametro de deslocamento que
concentram o espectro dos sinais mas mantém a evolu¢do dinamica natural, o que ndo ocorre
no mapa da tenda. Portanto, o mapa stanh € um mapa caético que nao reduz de forma intensa

o expoente de Lyapunov, sendo um mapa robusto em relagdo as propriedades cadticas.

2.6.1 O Mapa Stanh

O mapa stanh f : [—1,1] — [—1, 1] é definido por

e-tanh{l_i_a-(:c—l—l)}—l, r <o
fx) = (2.30)
(—l)b-le-tanh[—lr -(:E—l)}—l], T > a.

—

O fator de escala e € o mesmo definido anteriormente para o mapa tanh em (2.6) e os pa-
rAmetros de controle sdo especificados pela tripla (b, r, a). O pardmetro b define a simetria
do mapa stanh e pode assumir os valores 0 ou 1, assim como no mapa tanh. No caso em
que b = 0, o mapa stanh possui simetria par ¢ ¢ denominado e-stanh e no caso de b = 1
a simetria é impar € o mapa € denominado o-stanh. O parametro r controla a largura da
regido de guarda do mapa stanh, também como no mapa tanh, e pode assumir valores reais
maiores que zero. Considera-se que 7 estd definido no intervalo (0,10]. Para o mapa stanh a
regido de guarda € a regido central do mapa que tem uma baixa taxa de visitagdo. Todas as
propriedades estabelecidas acima sdo comuns ao mapa tanh.

O parametro « € o novo parametro de controle e esté relacionado com o deslocamento
do eixo central. Assim, ele é interpretado como um parametro de deslocamento, pois seu
efeito € deslocar o eixo central do mapa stanh, localizado em x = 0. Quando tomamos

valores positivos de «, o eixo central € deslocado para a direita, e quando assumimos valores
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Figura 23 — Mapa e-stanh (b = 0) para trés valores de o (o« = 0;0,3; —0,8) com pardmetro r = 3.
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negativos, o eixo central se desloca para a esquerda. Quando @ = 0, o mapa e-stanh se
transforma no mapa e-tanh e o mapa s-otanh se transforma no mapa o-tanh. Segue entdo
que definindo o« = 0 e no limite em que r tende a zero, o mapa e-stanh tende ao mapa da
tenda e 0 mapa o-stanh tende ao mapa de Bernoulli. Portanto, o mapa s-tanh pode assumir
o comportamento de varios mapas diferentes com a escolha adequada dos parametros de
controle. A propriedade de generalizar comportamentos diferentes no mesmo mapa o torna
importante do ponto de vista de aplicacdes em comunicagdo cadtica, pois pode-se conseguir
varios comportamentos em um Unico mapa. A Fig. 23 ilustra o mapa e-stanh para um valor
fixo de r, r = 3, e para trés valores do parametro «. Uma figura similar para o mapa o-stanh
€ mostrada na Fig. 24. Observe que no caso de a = 0, € obtida a mesma curva dos mapas
e-tanh e o-tanh.

A modulacgdo de sinais cadticos gerados pelo mapa stanh € feita por iteragdo reversa, em
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Figura 24 — Mapa o-stanh (b = 1) para trés valores de o (aw = 0;0,3; —0,8) com pardmetro r = 3.

10 05 00 05 10

Fonte: O autor, 2018.

que o mapa stanh inverso € dado por

1 1
—i_Oétamh_1 (x+ )—1, s=0 (lo)

1- 1
"% tanh™! <x+ )+1, s=1 (Ih).

A adequacgdo desse mapa para aplicagdes em comunicagdo € estabelecida com relagdo as

2.31)

propriedades do sinal cadtico. Para estudar estas propriedades, vamos investigar o expoente

de Lyapunov do mapa, que serd analisado a seguir.

2.6.2 Comportamento Caédtico

O comportamento cadtico do mapa stanh é um pouco mais complexo em relacdo ao mapa
tanh devido a introducdo do parametro «. Este parametro desloca o eixo central do mapa
stanh para a esquerda ou direita e este deslocamento altera o expoente do Lyapunov do mapa.
A Fig. 25 ilustra o comportamento do expoente de Lyapunov versus o parametro « para o
mapa o-stanh (b = 1) para trés valores do pardmetro . Um comportamento semelhante foi
observado para o mapa e-stanh (b = 0). Observa-se nesta figura que o expoente de Lyapunov

€ positivo para o intervalo de parametros considerado. Quando r assume valores préximos
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Figura 25 — Expoente de Lyapunov \ versus o para o mapa o-stanh parar = 0,1;2; 5.
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de zero, o expoente tende a zero nos extremos do intervalo de definicdo de a.

Ao aumentarmos o valor de r, o expoente tem uma variacdo uniforme, indicando uma
maior robustez do comportamento cadtico a variagdo do parametro . A Fig. 26 mostra
como o exponente varia em relagdo a r para trés valores do pardmetro «. Para valores peque-
nos de r observa-se uma maior variacdo do exponente de Lyapunov com «. Esta variacdo
diminui quando « € reduzido. Adicionalmente, para valores suficientemente elevados de r,
independente do «, todas as curvas apresentam um decaimento linear com leve inclinagao.
Observa-se que esse estado € alcancado para valores cada vez menores de r quanto menor for
o valor de a. Assim, o aumento do valor de r assegura um mapa com melhores propriedades
cadticas, ou seja, um expoente de Lyapunov com pouca sensibilidade a variacdo dos outros
parametros do mapa. Outra ferramenta importante para o entendimento das propriedades

cadticas de mapas unidimensionais € o grafico cobweb.
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Figura 26 — Expoente de Lyapunov X versus r para o mapa e-stanh para o = 0,2;0,5;0,9.
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2.6.3 Graficos de Cobweb

O gréfico de cobweb € uma ferramenta para estudar qualitativamente a dindmica de um
mapa unidimensional. O procedimento para gerar o grafico de cobweb pode ser encontrado
de forma detalhada em [1]. Comecando de uma condic¢ao inicial especifica xy, desenha-se
uma linha vertical conectando os pontos (g, 0) e (o, 1), em seguida, desenha-se uma linha
horizontal até o ponto (x1, z1), na diagonal e entdo conecta-se ao ponto (z1, x2). Analoga-
mente, toma-se o préximo ponto (s, z5) e assim por diante. A Fig. 27 mostra o grafico de
cobweb do mapa e-stanh. Pode-se ver que uma entrada na vizinhanca de 1 sempre mapeia
na vizinhanga de —1, isto é, z,,; = —1 + ¢, enquanto que uma entrada na vizinhanca de
—1 mapeia o préximo ponto da drbita em um ponto negativo maior que o anterior e segue
lentamente a iteracdo até alcangar 1 novamente. A Fig. 28 mostra que quando « é negativo
a drea central é deslocada para a esquerda aumentando o valor da derivada da curva perto de
—1. Por outro lado, quando « € positivo a drea central é deslocada para a direita, como pode

ser visto na Fig. 29, desta forma diminuindo a derivada perto de x = —1. Da Fig. 28, pode-
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Figura 27 — Grdfico de cobweb do mapa e-stanh parar =1 e o = 0.
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Figura 28 — Grdfico de cobweb do mapa e-stanh parar = 1 e o = —0,9.
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se concluir que um maior valor da derivada da curva préximo de —1 implica que o sistema
evolui de —1 para 1 com poucas iteragdes, o que indica um comportamento de alta frequén-
cia. Além disso, como pode ser visto na Fig. 29, um menor valor da derivada préximo de
-1 implica que o sistema evolui lentamente de —1 para 1, indicando um comportamento de
baixa frequéncia. Diferentemente do mapa e-stanh, no mapa o-stanh uma entrada perto de

qualquer um dos valores extremos do intervalo € mapeada em um ponto perto da entrada an-



64

Figura 29 — Grdfico de cobweb do mapa e-stanh parar =1 e o = 0,9.
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Figura 30 — Grdfico de cobweb do mapa o-stanh parar =5 e a = 0.
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terior. Por exemplo, uma entrada perto de —1 é mapeada em uma saida também perto de —1,
entdo conclui-se que as transi¢des sempre sdo lentas. Assim, espera-se um comportamento
passa-baixa tal que a frequéncia de corte aumenta com o aumento do parametro 7.

O gréfico de cobweb do mapa o-stanh para » = 5, @ = 0 € mostrado na Fig. 30. Além
disso, a0 mudar o valor de « espera-se que a derivada da curva aumente perto de uma das

extremidades e diminua perto da outra. Por exemplo, um valor negativo de o aumenta a deri-
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vada proximo de —1 e diminui préximo de 1. Assim, como consequéncia da simetria impar,
espera-se que mudancas no pardmetro o ndo afete significativamente o comportamento es-
pectral do mapa.

Como uma andlise final das propriedades do mapa stanh, na préxima secdo avalia-se o

comportamento da PSD deste mapa com a variagdo dos seus parametros.

2.6.4 Comportamento Espectral

Nos mapas lineares por partes, € possivel obter sinais cadticos de comportamento passa-
baixa ou passa-faixa variando os parametros de controle do mapa [59, 60]. Para o mapa stanh
podemos obter trés tipos de comportamento: passa-baixa, passa-alta e passa-faixa.

A Fig. 31 mostra o grafico da PSD para alguns sinais cadticos gerados pelo mapa e-
stanh para quatro valores de r e « = —0,9. As curvas estdo normalizadas para um valor
maximo da PSD unitdrio. Quando 7 € pequeno, o sinal apresenta comportamento passa-
alta sendo mais seletivo com valores menores de r. Aumentando o valor de r observa-se
um aumento na faixa de passagem porém o expoente de Lyapunov também aumenta. Com
isto, pode-se gerar sinais passa-alta com maior ocupagdo espectral € com maior robustez
as propriedades cadticas. Finalmente, para valores de » maiores que 5, a PSD assume um
comportamento passa-faixa. Para valores positivos de «, o sinal gerado pelo mapa e-stanh
tem comportamento passa-baixa quando r € pequeno e passa-faixa quando r é maior que 5,
conforme € ilustrado na Fig. 32. Em suma, os comportamentos passa-baixa e passa-alta com
faixa estreita do mapa e-stanh estao relacionados a valores pequenos de r em conjunto com «
positivo (passa-baixa) ou o negativo (passa-alta). Com o aumento de r o mapa e-stanh gera
comportamentos passa-faixa e quanto maior o valor de r, menor a dependéncia dos sinais

em relagdo ao parametro a.
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Figura 31 — PSD do mapa e-stanh parar = 0,1;2;5 e o = —0,9.
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O mapa o-stanh ndo possui a mesma variacao espectral do mapa e-stanh. A Fig. 33 mostra
que o comportamento da PSD para o mapa o-stanh € passa-baixa com maior seletividade
para valores pequenos de r. Observou-se que este comportamento passa-baixa € invariante

em relacdo ao sinal do parametro a.
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Figura 33 — PSD do mapa o-stanh parar = 0,1;2;5 e o = 0,9.
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2.7 CONCLUSOES

A partir da variagdo dos parametros de controle do mapa stanh é possivel obter sinais
cadticos com vdrias caracteristicas espectrais. O conjunto de pardmetros (b, r, ) pode ser
definido para gerar sinais cadticos com comportamentos espectrais passa-baixa, passa-alta
ou passa-faixa. Além disso, no limite em que 7 tende a zero, obtemos os mapas da tenda
ou o mapa de Bernoulli modificado, de acordo com a paridade definida pelo parametro b.
Como o mapa stanh generaliza o mapa tanh, ele herda todas as propriedades inerentes ao
mapa tanh.

Os mapas cadticos unidimensionais sao uma classe importante de sistemas cadticos e
possuem vdrias aplicacdes em sistemas de comunicagdo baseados em caos. Também sdo
utilizados sistemas dindmicos cadticos tridimensionais, definidos por equacdes diferenciais
ndo lineares. Estes sistemas possuem estrutura mais complexa que a dos mapas unidimen-
sionais e a geometria gerada pelas solucdes das equagdes pode ser bastante complicada, de

forma que a andlise do seu comportamento € mais adequada pelo estudo das propriedades
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relacionadas a topologia do sistema. No préximo capitulo, € proposta uma metodologia para
a utilizacdo de sistemas cadticos tridimensionais no projeto de sistemas de comunicagdo, e

como pode-se empregar as formas de onda cadticas geradas por estes sistemas para modular

simbolos de informacdo.
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3 SISTEMAS DE COMUNICACAO DIGITAL BASEADOS EM ATRATORES

CAOTICOS TRIDIMENSIONAIS

Neste capitulo € apresentada uma metodologia para a constru¢@o de sistemas de comu-
nicacdo baseados em atratores cadticos tridimensionais. Para a introducdo da metodologia,
sao detalhados dois estudos de caso, os atratores de Rossler e Lorenz. Esta metodologia de-
riva da associacdo entre o fluxo cadtico gerado pelas equacdes do sistema e um diagrama de
estados, construido a partir de um particionamento de uma se¢ao de Poincaré do atrator. Os
ramos do diagrama sdo rotulados com simbolos de informagao e as transi¢des entre os seus
estados representam segmentos de trajetérias cadticas no atrator que conectam as regides
definidas pelo particionamento. Os sinais cadticos sdo transmitidos em um canal com ruido
aditivo Gaussiano branco e o desempenho do sistema é avaliado em termos da probabilidade

de erro de bit.

3.1 Descri¢do Topologica de Atratores Cadticos

Sistemas dinamicos com evolug@o continua no tempo sdo descritos por conjuntos de
equacdes diferenciais ordindrias ou parciais de primeira ordem acopladas [1, 2, 8]. No caso
de equagdes diferenciais ndo lineares, o sistema pode exibir caos desde que a dimensdo do
espaco seja maior ou igual a tr€s. O ambiente natural para se estudar um sistema dinamico
€ o espaco Euclidiano definido pelas varidveis do sistema, denominado espacgo de fase, que
descreve a evolucdo temporal dos estados do sistema. As trajetérias estabelecidas pelas
solucdes das equagdes de sistemas dinamicos cadticos possuem estrutura complexa, podendo
gerar conjuntos denominados atratores estranhos (ou atratores cadticos), que sdo conjuntos

atratores que podem possuir dimensao fractal [1, 8]. Apesar da geometria complexa, de
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estrutura fractal, a organizacdo topoldgica das trajetérias em geral € simples e deriva de
dois mecanismos bdsicos que geram o comportamento cadtico: 0 mecanismo de expansao,
associado a sensibilidade as condi¢des iniciais € 0 mecanismo de contrag¢do, associado ao
comportamento recorrente € nao periddico [38]. Qualquer segmento de curva, definido por
trajetdrias cadticas no atrator, obedece a estes vinculos dinamicos, que definem a topologia
do atrator, da qual se deriva o comportamento das trajetdrias na sua evolucdo dinamica.

O comportamento de um sistema dinamico pode ser parcialmente descrito pelo estudo
de sua estabilidade. Uma forma compacta de descrevé-la € através do espectro de expoentes
de Lyapunov. O espectro caracteriza localmente as direcdes de contragdo e expansdao no
espaco de fase. Para que ocorra caos, que é caracterizado pela sensibilidade as condi¢des
iniciais e por uma evolucao recorrente e nao periddica no espaco de fase, pelo menos um
dos expoentes deve ser positivo. No caso de atratores estranhos imersos em espagos de
dimensao trés, suas caracteristicas estruturais sdo rigidamente definidas pelos mecanismos de
contracdo e expansao responsaveis pela dinamica cadtica [61]. Assim, essas caracteristicas
sdo preponderantes para especificar as propriedades dinamicas do sistema cadtico. Portanto,
a dinamica de um sistema € regida pelas suas propriedades topoldgicas [38], que permitem
inferir sobre o comportamento das 6rbitas possiveis, em decorréncia das restricdes impostas

pelo fluxo.

3.1.1 Seciao de Poincaré e Dindmica Simbdlica de Trajetorias

A evolucdo dindmica de um atrator cadtico N-dimensional pode ser descrita por sucessi-
vos cruzamentos das curvas solu¢do do sistema, as trajetdrias cadticas, com uma superficie
(N — 1)-dimensional, denominada se¢do de Poincaré [2]. No caso de atratores tridimen-

sionais, uma se¢do de Poincaré ¢ uma superficie bidimensional tal que o fluxo cadtico a
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atravessa a cada revolu¢do em torno da superficie. A andlise dos sucessivos cruzamentos
do fluxo cadtico na se¢@o de Poincaré associa o sistema dindmico continuo no tempo a um
sistema discreto, reduzindo a dimensdo do sistema de N para (N — 1). Além disso, per-
mite a defini¢cdo de particionamentos aos quais se pode definir uma dindmica simbolica [62],
possibilitando a codificacido das Orbitas, que s@o trajetérias associadas a uma determinada
condic¢do inicial. A dindmica simbdlica das drbitas € utilizada para classifica-las e pode ser
relacionada com processos de transmiss@o de sequéncias de simbolos de informacao.

A topologia de um atrator estranho € identificada através da organizacdo topoldgica das
suas Orbitas periddicas instdveis. Estas s@o trajetorias imersas no atrator com a propriedade
de retornar arbitrariamente préximas do seu ponto inicial apés um determinado intervalo de
tempo, denominado periodo da érbita. As drbitas periddicas instdveis formam um conjunto
denso sobre o atrator, de forma que qualquer 6rbita do atrator pode ser aproximada por estas.
A identificag@o de orbitas periddicas instaveis sobre um atrator cadtico /V-dimensional pode
ser reduzida ao estudo da intersec¢do do seu fluxo com a sua se¢do de Poincaré. Assim,
a dindmica pode ser avaliada pelos sucessivos cruzamentos na secdo de Poincaré, o que
simplifica a descricdo da dindmica, enquanto mantém as caracteristicas essenciais do fluxo.

A identificacdo e andlise das Orbitas periddicas instdveis, € consequentemente a andlise
do proéprio fluxo, podem ser simplificadas pela codificacdo das trajetérias através de um
particionamento adequado da secdo de Poincaré, o qual € definido como uma cole¢do de
subconjuntos disjuntos tal que a unido destes subconjuntos forma uma cobertura da secio.
Rotulando cada subconjunto da particao por um simbolo distinto de um alfabeto pré-definido,
as trajetorias no espaco de fase sao representadas por sequéncias de simbolos associados aos
sucessivos subconjuntos visitados da se¢do de Poincaré na evolug¢do dinamica da trajetoria.

Um particionamento bindrio € feito em [38] pela divisdo da secdo de Poincaré em duas re-
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gides. O ponto de cisdo deste particionamento € estabelecido pelo valor minimo do mapa
de Poincaré, que € construido com as sucessivas interseccdes do fluxo com a secao de Poin-
caré [63]. As sequéncias obtidas sdo representadas por sua dindmica simbolica, que pode ser
entendida como uma descri¢io simbdlica do mecanismo de evolugdo do sistema dinamico.
Neste capitulo mostramos como atratores cadticos tridimensionais podem ser emprega-
dos para projetar sistemas de comunicagdo. O particionamento e rotulacio da secio de Poin-
caré definem a dinamica simbdlica associada a evolu¢ao dinamica do sistema. As sequéncias
simbolicas geradas pelas trajetorias cadticas possuem restri¢des derivadas das restri¢des di-
namicas do fluxo caédtico advindas das caracteristicas topoldgicas do atrator. A dinamica
do sistema € modelada por um diagrama de estados, em que os ramos sio rotulados com
simbolos de informacao e as transi¢des entre estados representam segmentos de trajetdrias
cadticas que conectam as regides da se¢do de Poincaré associadas aos estados do diagrama.
O mecanismo de modulacdo faz uso de controle de caos para indugdo das transi¢des no atra-
tor, de acordo com o diagrama de estados, e o processo de demodulagdo estima a sequéncia

transmitida utilizando o algoritmo de Viterbi.

3.2 CONTROLE DE CAOS

O conceito de controle de caos foi proposto na década de 90 [5] por Ott, Grebogi e Yorke
e consiste na aplicagdo de pequenas perturbagdes em uma trajetdria cadtica para modificar
sua evolucdo dindmica. A intervengdo controlada nas trajetdrias cadticas utiliza a principal
caracteristica dos sistemas dinamicos cadticos, que € a sensibilidade as condi¢des iniciais,
para controlar a evoluc¢do dindmica do sistema. Geralmente, o controle de caos se aplica em
dois casos: estabilizacdo de oOrbitas periddicas instdveis [64] e direcionamento de trajeto-

rias para sub-regides especificas na se¢do de Poincaré [65]. O controle de caos se baseia na
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propriedade dos sistemas cadticos de possuirem um grande nimero de Orbitas periddicas ins-
taveis embebidas no atrator [38]. Desta forma, o controle visa aproximar uma dada trajetoria
cadtica a alguma dessas Orbitas, pré-definida segundo o comportamento que o sistema deve
apresentar, de acordo com os requerimentos do mesmo. Fazendo pequenas perturbacdes para
que a trajetdria controlada transite entre as diversas Orbitas periddicas instdveis existentes, é
possivel induzir o fluxo cadtico a evoluir controladamente.

A estabilizag@o de drbitas periddicas instdveis € utilizada quando se pretende empregar
o sistema cadtico em aplicacdes que necessitam de um sistema periddico. A vantagem deste
método € a versatilidade de regimes periddicos existentes em atratores cadticos, associados
as diversas Orbitas periddicas instdveis. Outra vantagem € o baixo requerimento energético
necessario para manter a orbita estabilizada. No procedimento de estabilizacao, a aplica¢ao
pontual de pequenas perturbacdes € suficiente para corrigir o desvio da trajetdria cadtica
em relacdo a Orbita, e induzir a evolucdo periddica do sistema. Além disso, a mudanca
entre diferentes regimes periddicos é simples, sendo realizada pela aproximacao da trajetoria
cadtica de outras Orbitas periddicas instdveis, associadas a outros periodos.

O direcionamento de trajetdrias € empregado em duas situacdes. No caso de estabili-
zacdo de Orbitas, a trajetdria cadtica pode levar muito tempo para se aproximar da Orbita
periddica instdvel que se deseja estabilizar. Neste caso, aplica-se o direcionamento para que
a trajetdria cadtica se aproxime da 6rbita de forma mais rdpida do que ocorre na evolucao
dinamica natural do sistema. Outra situac¢do € na defini¢do de um particionamento da sec¢ao
de Poincaré, ao qual se associa uma dinamica simbdlica. As sequéncias simbdlicas geradas
sdo definidas pela dindmica natural do sistema. Entretanto, em comunicacdes pode ser re-
querida uma sequéncia que ndo corresponde aquelas geradas pela evolucao natural. Desta

forma, aplica-se pequenas perturbacdes na trajetdria cadtica para induzir cruzamentos nas
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sub-regides da se¢do de Poincaré associadas gerando as sequéncias desejadas.
O controle de caos € realizado pela introducdo de um parametro de controle externo e
acessivel em uma ou mais equacdes do sistema [5, 6, 64]. Por exemplo, seja um sistema

dindmico cadtico definido por

g(t) = glz),y(t),2(t)) (3.1)

Para controlar este sistema, definimos os parametros de controle d,,(t), ,(t), e 6,(t), respon-
séveis pela perturbacdo em cada uma das varidveis, e os acoplamos as equagdes do sistema.

Desta forma,
o(t) = [(2t),y(t), 2(t) + 0.(1)
y(t) = glx(t),y(t), 2(t)) + 0,(?) (32)

2(t) = h(x(t),y(t), 2(t) + 6:().

Neste trabalho, a intervengdo ocorre apenas na varidvel x(¢) e, consequentemente, d,(t) =

d.(t) = 0. Para a correta execugdo do controle de caos, a evolu¢do dindmica do sistema deve
ser monitorada continuamente e o parametro de controle modificado de forma a induzir a
trajetdria cadtica as sub-regides desejadas na secio de Poincaré. Dois métodos principais sdo
empregados neste caso, 0 método OGY [65], baseado na linearizagdo do mapa de Poincaré,

e o método de Pyragas [64], baseado em realimentacdo com atraso.

3.3 SISTEMAS DE COMUNICACAO BASEADOS NO ATRATOR DE ROSSLER

Nesta secao, detalha-se a metodologia proposta para o caso do atrator caético de Rossler.
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3.3.1 O Atrator de Rossler

O sistema dinamico de Rossler € definido pelo sistema de equacdes diferenciais ordina-

rias acopladas [66]
i(t) = —y(t) —2(t)

y(t) = @(t) +ay(t) (3.3)

|2 = b (a(t) = 0)=(t),

em que a, b e ¢ sdo os parametros de controle do sistema. Existem varios conjuntos de
valores para os quais o sistema de Rossler exibe comportamento cadtico. Em particular,
utilizamos os valores a = 0,432, b = 2 e ¢ = 4 [67]. Cada ponto (z(t), y(t), z(t)) do atrator,
para um valor especifico de ¢, indica um estado do sistema, obtido pela solucdo de (3.3). As
trajetdrias cadticas z(t), y(t) e z(¢) sdo representadas simultaneamente no espago de fase,

definindo a geometria do atrator.

3.3.2 Particionamento da Secao de Poincaré e Diagrama de Estados

Inicialmente definimos o alfabeto A,, = {Ag, Ay, ..., A,_1}, de cardinalidade n, e uma
secdo de Poincaré conveniente ao atrator de Rossler. Esta é dada por uma superficie bidimen-
sional perpendicular ao seu fluxo. Em particular, vamos tomar um plano paralelo ao plano
xz, localizado em y = —0,53, que € a coordenada y do centro do atrator. Particionando a
secdo de Poincaré em conjuntos disjuntos, denotamos cada uma das regides da sec¢do obtidas
pelo particionamento por um simbolo distinto s € A,,. Desta forma, a evolugdo dindmica
do fluxo cadtico define sucessivos cruzamentos na se¢do de Poincaré, gerando sequéncias
simbdlicas sgs15s . . ., s; € A, que equivalem a dindmica simbdlica das trajetdrias cadticas.

No caso do particionamento bindrio, define-se duas regides sobre o alfabeto A, = {A, B},
em que o limiar entre as regioes € definido a partir do mapa de Poincaré [6, 63], que € cons-

truido pelos sucessivos cruzamentos do fluxo cadtico com a se¢do de Poincaré [8]. O atrator
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Figura 34 — Atrator de Rossler com pardmetros de controle a = 0,432, b = 2 e ¢ = 4 (esquerda) e sua

projecdo no plano xy com a segcdo de Poincaré com particionamento bindrio (direita).

Fonte: O autor, 2018.

caotico tipico associado ao sistema de Rossler € ilustrado na Fig. 34, para o conjunto de va-
lores considerado, no espago Euclidiano tridimensional e em projecao no plano zy. Também
€ mostrada a se¢do de Poincaré com um particionamento bindrio. Tomando o valor minimo
do mapa de Poincaré, obtemos o valor do limiar, que é dado por z;, ~ —1,85, conforme
ilustrado na Fig. 35.

No caso do particionamento quaterndrio, particionamos cada regido do caso bindrio em
duas novas regides, que representam dois comportamentos distintos, o retorno a mesma re-
gido e a transi¢do para a outra, em dois cruzamentos sucessivos na se¢do de Poincaré. Para
representar as regides quaterndrias, vamos definir o alfabeto A, = {A,B,C,D}. Neste
caso, a regido bindria A gera as regides quaterndrias A e B e a regido bindria B gera as re-
gides quaterndrias C e D, conforme ilustra a Fig. 36, em que o limiar € definido pelo ponto
no qual ocorre esta mudanca entre os dois comportamentos possiveis. De forma similar,
partindo do particionamento quaterndrio obtemos o particionamento em oito regides. Para

isto, cada regido do particionamento quaterndrio € dividida em duas, de forma andloga ao
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Figura 35 — Mapa de Poincaré para o atrator de Rossler.
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Fonte: O autor, 2018.

Figura 36 — Secdo de Poincaré para o atrator de Rossler com particionamento em quatro regioes em projecdo

no plano xy.

T

Fonte: O autor, 2018.

caso quaterndrio, originando oito regides, as quais denominamos de acordo com o alfabeto
As ={A,B,C,D,E,F,G,H}.
O numero de sequéncias simbdlicas de comprimento dois associadas a um alfabeto A,,,

as quais denominamos transicdes, é dado por n?. Entretanto, devido aos vinculos dinAmicos
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resultantes da estrutura topoldgica do atrator, o ndmero de transi¢des possiveis na evolu-
cdo dinamica do sistema € dado por 2n. Logo, o nimero de transi¢cdes possiveis se iguala
ao total de sequéncias simbolicas de comprimento dois, associadas a um alfabeto de tama-
nho n, quando n? = 2n, ou seja, n = 2. Desta forma, no caso bindrio existe um total de
2 x 2 = 2% = 4 transi¢des entre regides, identificadas pelas sequéncias simbdlicas de tran-
sicdo AA, AB, BA e BB, que sao todas as sequéncias de comprimento dois que podem ser
geradas utilizando o alfabeto A,. Quando n > 2, ndo ocorrem todas as transi¢des associadas
ao alfabeto. Por exemplo, no caso quaterndrio, existe um total de 2* = 16 sequéncias sim-
bdlicas de comprimento dois associadas ao alfabeto A4, das quais ocorrem apenas oito na
evolucdo do sistema de Rossler: AC, AD, BA, BB, CA, CB, DC e DD. Analogamente, o
particionamento em oito regides possibilita um total de 64 sequéncias simbdlicas associadas
ao alfabeto Ag, das quais apenas dezesseis ocorrem no caso do atrator de Rossler.

A estrutura dindmica do fluxo caédtico pode ser representada em um diagrama de estados,
no qual cada estado é associado a uma regido da se¢do de Poincaré e as transi¢des entre
estados sdo definidas por cruzamentos sucessivos do fluxo caético com a se¢do de Poincaré,
de acordo com as restrigdes dinamicas derivadas dos vinculos topoldgicos do atrator. As
transi¢Oes deste diagrama sdo associadas a simbolos de informagdo. Para isto, definimos uma
rotulacdo no diagrama, que associa a cada transi¢do que diverge de um estado um simbolo
de informacdo distinto. A Fig. 37 mostra os diagramas de estados para o particionamento
em duas, quatro e oito regides. Também sao ilustradas as suas rotulagdes, utilizadas para a
transmissdo de sequéncias bindrias. A transmissdo de sequéncias de informacao requer um
mapeamento entre os simbolos de informacdo e as formas de onda cadticas associadas as

transi¢des entre estados. Na sequéncia, definimos as formas de onda cadticas do sistema.
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Figura 37 — Diagramas de estados do atrator de Rossler para os particionamentos em duas, quatro e oito

regides. As rotulacoes dos diagramas também sdo mostradas.

Fonte: O autor, 2018.

3.3.3 Curvas de Transicao e Formas de Onda Cadticas

Uma transicdo no diagrama de estados representa o segmento de trajetdria cadtica que
conecta as duas regides visitadas em dois cruzamentos sucessivos na secdo de Poincaré.
Devido ao comportamento cadtico, as curvas de transi¢do sdo sempre diferentes entre si,
sendo maior esta diferenca quando as regides da se¢do de Poincaré t€m maior extensao,
como ocorre no particionamento bindrio, por exemplo.

O intervalo de tempo entre dois cruzamentos sucessivos na se¢ao de Poincaré nao é cons-
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Figura 38 — Curvas de transicdo do atrator de Rossler com particionamento em duas regides, em projecdo no

eixo xy.

—-— AA
AB
BA

| —— BB

Fonte: O autor, 2018.

tante em atratores cadticos, devido a aperiodicidade do comportamento cadtico. Idealmente,
um sistema de comunicagdo deve ter tempo de sinalizacido constante, necessdrio para a sin-
cronizac¢do de relégio do demodulador. Para solucionar este problema, definimos a variavel
angular 0, que representa o angulo formado entre o vetor definido pela secido de Poincaré e
o vetor obtido conectando o centro do atrator com um ponto da trajetdria cadtica, em proje-
¢do no plano zy. Desta forma, as curvas do atrator passam a ser discretizadas pela varidvel
angular ¢, com uma taxa de amostragem angular constante, e cada curva de transicao é re-
presentada por um numero fixo de amostras angulares. A Fig 38 mostra uma realizacio das
curvas de transi¢ao (identificadas pelas sequéncias s1s3, em que $1, So € Ajs) para o atrator
de Rossler com particionamento bindrio. Também € mostrado o angulo 6 e os pontos sobre
as curvas obtidos pela amostragem angular uniforme com o angulo 6. Este procedimento
garante periodicidade ao sistema em relagdo a varidvel angular 6, com periodo 27, ou seja,
|AO| = 27, em que A é a variagdo angular durante a transi¢do, para qualquer transicao.

As formas de onda cadticas associadas as transi¢des entre estados sao os segmentos de traje-
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Figura 39 — Formas de onda cadticas x(0) versus 0 das curvas médias de transi¢do geradas pelo atrator de

Rossler com particionamento quaterndrio.

0.4 0.6
6/2 (Rad)

Fonte: O autor, 2018.

térias cadticas associados aos sinais gerados pelas varidveis do sistema durante a transi¢ao.
Pode-se utilizar o sinal gerado por qualquer varidvel, isto é, x, y € z, assim como com-
binagdes entre estas varidveis. A Fig. 39 ilustra as formas de onda dadas pela varidvel x
associadas a uma realizac¢do das curvas de transi¢do com particionamento quaterndrio.

A distancia d entre duas curvas de transicdo c; e ¢y, em relagdo a varidvel x € dada
por [68]

e = [ @) - wo)a, G34)

0

que € o erro quadritico médio entre as duas curvas de transi¢ao. A energia de uma curva de

transi¢do € definida por

Ly
E:/zﬁ@ﬁ (3.5)
t

0

A energia média F das curvas de transicao € dada pelo valor esperado E da energia conside-
rando todas as transi¢des possiveis

E = E[E], (3.6)
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A distancia normalizada d é definida por

d
=

d= (3.7)

No caso da varidvel angular #, com a representacdo discreta das curvas, a distincia é dada
por

0=2m

Pler,c) = Y (21(6) — x2(0))” (3.8)

0=0

e a energia de uma curva de transi¢do € dada por

E=> 2%0). (3.9

No caso de um sistema com n estados, as 2n curvas de transi¢cdo geram um conjunto de
distancias relativas. Seja diin = Min(d(ci, ¢;)), 0 < 4,5 < 2n. E conveniente escolher
sinais associados as varidveis que possibilitem um maior valor de d,,;,, de acordo com o erro
quadratico médio como métrica de comparagdo. Neste caso, a varidvel x apresenta maior

dpmin. Além disso, podem ser implementados procedimentos para aumentar d,;,,, conforme

serd apresentado na se¢do a seguir.

3.3.4 Modificacoes nas Formas de Onda Caéticas

Na sequéncia, algumas modificagdes nas formas de onda necessdrias para a construgao

do sistema de comunicacdo sdo apresentadas.
Inversao de Transicoes

A Fig. 39 indica que curvas que rotulam ramos que divergem de um mesmo estado (as-
sociadas a ramos com bits de informacdo distintos) sdo relativamente proximas, implicando
em uma estrutura vulnerdvel a erros introduzidos pelo canal. Uma modificagdo proposta
consiste em inverter as curvas (multiplicacdo por —1) associadas ao bit 0. A inversado divide

o conjuntos de curvas de transi¢do em dois grupos, um associado ao bit 1 e outro associado
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Figura 40 — Formas de onda cadticas x(0) das curvas médias de transicdo geradas pelo atrator de Rissler

com particionamento quaterndrio com inversdo das transigcoes associadas ao bit 0.

----- -AD

----- +BB

----- -CB
-DC

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 +DD
0/27 (Rad)

Fonte: O autor, 2018.

ao bit 0. Ocorre portanto um aumento na distancia entre as curvas associadas a transi¢oes
que divergem de cada estado, tal que os dois grupos se tornam aproximadamente antipodais,
enquanto se mantém inalterada a energia média do sistema. A implementacdo desta inversao

nas curvas de transicao da Fig. 39 é mostrada na Fig. 40.
Amplificacao de Transicoes

A segunda modificacdo advém do fato das curvas de transicao do estado D (DC'e DD)
no particionamento quaternario possuirem baixa energia, quando comparadas com as curvas
dos outros estados. Mesmo com o procedimento de inversio, as transi¢des que partem deste
estado continuam relativamente préximas entre si. Para aumentar a distancia entre estas
curvas de transicao, utiliza-se um ganho no sistema sempre que este se encontre no estado
D. O ganho aplicado neste estado aumenta a energia média do sistema. Isto implica na
existéncia de um valor 6timo para o ganho, o qual foi obtido experimentalmente, e tem

um valor de aproximadamente a = 3,5. No caso do particionamento em oito regides, o
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ganho ¢ aplicado nas transicdes derivadas do estado D do particionamento quaterndrio, isto
é, GE, GF, HG e HH, associadas aos estados GG ¢ H. O sistema bindario nio utiliza esta

modificacao.
Formas de Onda Alternativas

Uma terceira modificacdo € considerar formas de onda alternativas, ou seja, utilizar com-
binacdes entre as varidveis do sistema dindmico. As vdrias possibilidades garantem uma
relacdo entre a separacdo entre as curvas e a energia média do sistema. Vamos considerar a

varidvel p definida por
p=x2+y>+ 2 (3.10)

Desta forma, vamos considerar as varidveis x € p na construcao do sistema de comunicacao.
As modificacdes anteriores (inversao e amplificacdo) sdo aplicadas nos dois casos.
3.3.5 O Sistema de Comunicaciao

A andlise de cada etapa do sistema de comunicagdo € feita a seguir, na descricdo de cada

bloco que compde o diagrama de blocos do sistema, ilustrado na Fig. 41.
Fonte do Sinal Caético

O atrator de Rossler € a fonte de sinal do sistema. Utilizamos o sinal gerado pelas varid-

veis x e p neste sistema.
Controle de Caos

O bloco de controle é acoplado a fonte do sinal cadtico e recebe a sequéncia bindria
de informacdo a ser transmitida. Este bloco induz as transi¢des, direcionando as trajetérias
cadticas para as respectivas sub-regioes dentro das regides que induzem a transicdo dese-

jada [65]. Por exemplo, considerando o sistema bindrio da Fig. 37, se a trajetoria incide na
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Figura 41 — Diagrama de blocos do sistema de comunicagdo baseado em atratores cadticos tridimensionais.

Modulador s(t) r(t) ) by
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Fonte: O autor, 2018.
regido A e o bit de informacdo é o bit 1, o sistema deve direcionar a trajetoria para a sub-
regido dentro da regido A que realiza a transicdo A B, associada ao bit 1. Quando a trajetdria

ja incide na sub-regido associada a transi¢do desejada, nenhum controle precisa ser aplicado.
Modulador Bipolar

O bloco de modulagao bipolar transmite as amostras angulares geradas pelo sinal cadtico
xoup, com (0 < # < 2w, em cada intervalo de sinalizacdo. O sinal transmitido neste
intervalo é denotado por s(t), isto é, a cada intervalo de sinalizagdo o sistema transmite
o conjunto de amostras angulares obtidas pela transi¢do no intervalo angular de 27. Este
bloco também recebe a sequéncia bindria de informacao, e tem a funcdo de inverter os sinais
caoticos associados ao bit 0 e amplificar as formas de onda associadas ao estado D. No caso

do particionamento bindrio ndo se utiliza ganho.
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Canal

O sinal s(¢) € transmitido em um canal AWGN. O ruido n(t), com densidade espectral

plana com amplitude Ny/2, é somado ao sinal s(t), gerando o sinal recebido
r(t) = s(t) + n(t). (3.11)
Decodificador

As formas de onda utilizadas no decodificador sdo denominadas curvas médias de tran-
sicdo, e sdo dadas pelas curvas representativas de cada uma das transi¢des possiveis. Para se
construir as curvas médias, sdo geradas vdarias curvas de transi¢ao a partir um mesmo estado
e em seguida calcula-se a média entre elas. Desta forma, obtemos uma curva caracteristica
da transi¢do, e as formas de onda transmitidas sdo pequenas variacdes destas curvas médias.
No processo de demodulag@o, o decodificador recebe o sinal ruidoso 7(t) e estima a sequén-
cia bindria transmitida utilizando o algoritmo de Viterbi [69], com incremento de métrica
dado pela distancia Euclidiana entre os sinais recebidos e as curvas médias de transi¢do.
Na sequéncia, € feita a andlise de desempenho dos sistemas de comunicacdo baseados na

topologia do atrator de Rossler.

3.3.6 Analise de Desempenho

Para analisar o desempenho dos sistemas de comunicac¢do propostos, foram realizadas
simulacdes computacionais para avaliar a taxa de erro de bit (BER, bit error rate) em um

canal AWGN. A relacdo sinal ruido (SNR, signal to noise ratio) € definida por
SNR = E,/Ny, (3.12)

em que £, é a energia média do sinal transmitido s(¢). A Fig. 42 mostra a BER versus

SNR para o modulador projetado com o diagrama de quatro estados com a utilizacdo da
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Figura 42 — BER versus SNR do sistema de comunicagdo baseado na topologia do atrator cadtico de Rossler

com particionamento quaterndrio com varidvel x. Sistemas sem amplificacdo tem ganho unitdrio (a=1).
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Fonte: O autor, 2018.

varidvel . Observa-se que as modificagdes propostas levam a ganho de desempenho. No
caso da inversdo de transi¢Oes associadas ao bit 0, ha um significativo ganho de desempenho,
quando em comparacao com a modulacdo sem inversdo. No caso da amplificagcdo, observa-
se que o sistema apresenta um ganho de desempenho de aproximadamente 0,8 dB, para uma
BER de 1075, em relagdo a2 modulagio sem amplificagdo. Como referéncia, foi incluida a
curva de desempenho de um sistema de modulacdo digital BPSK.

A Fig. 43 ilustra as curvas de desempenho para os sistemas com dois, quatro e oito esta-
dos com a utilizacdo das varidveis = e p. Pode-se ver que nos trés casos a varidvel p apresenta
ganho de desempenho em relacdo a varidvel z. Para um valor de BER de 107, este ganho
¢ de aproximadamente 2 dB para o sistema de dois estados, 0,3 dB para o sistema de quatro
estados e 0,2 dB para o sistema de oito estados. A proxima sec¢do detalha os procedimentos

para a construcdo de um sistema de comunica¢do baseado no atrator de Lorenz e mostra as
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Figura 43 — BER versus SNR do sistema de comunicagdo baseado na topologia do atrator cadtico de Rossler
com dois, quatro e oito estados, com as varidveis x e p. As curvas para a varidvel x sdo pontilhadas. Todos os

sistemas utilizam inversdo e amplificagdo (esta ndo é utilizada com 2 estados).
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Fonte: O autor, 2018.

diferengas no projeto do sistema devido a diferenca entre as topologias dos atratores.

3.4 SISTEMAS DE COMUNICACAO BASEADOS NO ATRATOR DE LORENZ

Nesta secdo, a metodologia proposta € aplicada ao atrator cadtico de Lorenz.

3.4.1 O Atrator Cadético de Lorenz

O atrator de Lorenz é definido pelo sistema de equagdes diferenciais ordindrias [3]

yt) = x(t)(y = 2(t) —y(t) (3.13)
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Figura 44 — Atrator de Lorenz (esquerda) e sua projecdo no plano xz (direita).

Fonte: O autor, 2018.

em que o, v e J sdo os parametros de controle do sistema. Em particular, neste trabalho,
utiliza-se os valores o = 10,y = 28 ¢ § = 8/3 [3].

O atrator de Lorenz possui comportamento caracterizado por mudangas no sentido de
rotagdo do fluxo. Analisado em projecdo no plano xz, por exemplo, o fluxo rotaciona no
sentido horario quando estd na regido negativa da coordenada x, e em sentido anti-horario
na regido positiva. Uma secio de Poincaré para o atrator de Lorenz deve conter cruzamentos
com o fluxo nestas duas regides e comumente utiliza-se na literatura uma secdo composta
de dois semiplanos, de forma que o fluxo cadtico os intercepta ao rotacionar em ambos 0s
sentidos. Neste caso, os dois semiplanos sdo paralelos ao plano xy nas regides positiva e ne-
gativa, em relacdo a coordenada x, e localizados em z = 27 [70]. Como a sec@o de Poincaré
€ composta de duas partes, um particionamento bindrio pode ser feito pela atribuicdo de um
simbolo distinto a cada um dos semiplanos. A Fig. 44 mostra o atrator de Lorenz para os
parametros considerados e sua proje¢do no plano zz, assim como a sua secao de Poincaré

com particionamento bindrio.



90

Figura 45 — Curvas médias de transicdo do atrator de Lorenz em projecdo no plano xz com particionamento

quaterndrio. Também sao mostrados os dngulos 01 e 0, utilizados para definir o periodo angular.
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Fonte: O autor, 2018.

3.4.2 Curvas de Transicao e Diagrama de Estados

Analogamente ao sistema baseado no atrator de Rossler, as formas de onda caéticas que
transmitem os bits de informacao sdo as curvas de transi¢do entre regides da secao de Poin-
caré, isto €, segmentos de trajetérias do fluxo cadético conectando as respectivas regioes.
Como no atrator de Lorenz a secao de Poincaré é composta de duas partes, € necessario defi-
nir dois angulos para a introdu¢do da amostragem angular. Desta forma, definimos o angulo
0, quando z < 0 e #; quando = > 0 e a amostragem ¢ feita com a utilizacio de 6, e 6s,
alternando entre eles quando a trajetdria cadtica transita entre as regides positiva e negativa
da varidvel z. A Fig. 45 mostra uma realizagdo das curvas de transi¢cdo quando o particio-
namento € quaterndrio, assim como os pontos definidos pela amostragem angular uniforme.
Também sao mostrados os dois angulos 6; e f;. Com este procedimento o sistema baseado
no atrator de Lorenz se torna periddico em relac¢do a varidvel angular 6, com periodo 27, ou

seja, |AO| = |AO;| + |Aby| = 27, em que Af € a variagdo angular durante a transi¢do, para
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Figura 46 — Diagrama de estados do atrator de Lorenz para o particionamento em duas, quatro e oito regioes.

As rotulagoes dos diagramas também sdo mostradas.

Fonte: O autor, 2018.
qualquer transicdo. |Af;| € a variagdo angular quando = < 0, e |Afy| é a variagdo angular

quando = > 0. A representacdo em diagrama de estados € ilustrada na Fig. 46, que mostra
os diagramas de estados para dois, quatro e oito estados, com suas respectivas transi¢cdes. A
rotulacdo dos diagramas também € mostrada.

A Fig. 47 mostra uma realizacdo das formas de onda cadticas geradas pela varidvel z
para o particionamento quaterndrio. Analisando as formas de onda cadticas, observa-se que
transi¢des que divergem de um estado sdo relativamente proximas entre si. A solucao apre-
sentada no sistema baseado no atrator de Rossler consiste em inverter as formas de onda
associadas ao bit 0, formando um grupo de curvas invertidas e outro de curvas nao inverti-
das. Ao se aplicar esta estratégia ao atrator de Lorenz, ndo se verifica melhoria na separacao

entre as curvas para o caso bindrio, enquanto no caso quaterndrio, a maior separagao entre as
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Figura 47 — Sinais cadticos x(0) das curvas médias de transicdo geradas pelo atrator de Lorenz com partici-

onamento quaterndrio.
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Fonte: O autor, 2018.

Figura 48 — Sinais cadticos p(0) das curvas médias de transi¢do geradas pelo atrator de Lorenz com partici-

onamento quaterndrio.
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Fonte: O autor, 2018.

curvas é obtida com inversdo de apenas duas curvas de transi¢do associadas ao bit 0 (AD e
DB).
No caso das formas de onda associadas a varidvel p, ilustradas na Fig. 48, a inversao de

transi¢des garante um aumento na distdncia normalizada minima (d,,;,). A amplificagdo de
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transi¢des nao faz efeito na topologia do atrator de Lorenz, portanto neste sistema nao se

aplica a etapa de amplificacdo.

3.4.3 Analise de Desempenho

O sistema de comunicacao baseado no atrator caético de Lorenz tem a mesma estrutura
do sistema baseado no atrator de Rossler, ilustrado na Fig. 41. Os blocos deste sistema siao
de fonte de sinal cadtico, controle e modulacdo bipolar. O bloco de fonte do sinal caético,
neste caso, € composto pelo atrator de Lorenz. Os sinais cadticos utilizados no modulador
bipolar podem ser as formas de onda geradas pela variavel x(6) ou p(#). O bloco de controle
também tem a mesma fungio do caso do atrator de Rossler, ou seja, controlar o fluxo cadtico
gerado pelo atrator de Lorenz para induzir as transi¢des, direcionando as trajetdrias cadticas
para as transicoes desejadas.

A Fig. 49 mostra as curvas de BER versus SNR obtidas para o sistema baseado no atrator
de Lorenz com as varidveis x e p. O desempenho dos sistemas que utilizam a varidvel p é
superior ao dos que utilizam a varidvel x para dois, quatro e oito estados. Observa-se que
o aumento do nimero de estados apresenta pouco ganho quando se utiliza a varidvel x. No
caso da variavel p, o sistema apresenta um ganho de aproximadamente 1,2 dB e 1,6 dB para
0s sistemas com quatro e oito estados, respectivamente, em relagdo ao sistema com dois
estados para um valor de BER de 107°.

A Fig. 50 compara os desempenhos obtidos com os atratores de Lorenz e Rossler com a
varidvel p. Observa-se que para dois estados, o sistema Lorenz € superior ao sistema Rdossler.
Nos demais casos, existe um valor de SNR a partir do qual o sistema Lorenz apresenta
desempenho superior. Este valor € 8 dB e 8,8 dB para quatro e oito estados, respectivamente,

para uma BER de 1075.
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Figura 49 — BER versus SNR do sistema de comunicacdo baseado na topologia do atrator cadtico de Lorenz

com dois, quatro e oito estados, com as varidveis x e p. As curvas para a varidvel x sdo pontilhadas.
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Fonte: O autor, 2018.

3.5 RESTRICOES DE VISITACAO NA SECAO DE POINCARE

Os sistemas de comunicagao baseados na topologia de atratores cadticos possuem formas
de onda definidas por curvas de transicao entre os estados do diagrama de estados associado
ao particionamento da secdo de Poincaré. Devido ao comportamento cadtico do sistema, as
curvas de transi¢cdo utilizadas na transmissdo de simbolos de informacdo nunca se repetem,
sendo diferentes das curvas médias de transi¢do utilizadas no demodulador. O efeito do
desvio entre as curvas pode ser interpretado como um ruido adicional e inerente ao sistema,
que € somado ao ruido do canal, definindo o ruido total que contribui para a degradag@o dos
sinais transmitidos. O aumento do valor de SNR atenua o ruido do canal, porém ndo interfere
no desvio entre as formas de onda transmitidas e as curvas médias.

Dado um particionamento da secao de Poincaré, uma forma de reduzir este desvio € in-
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Figura 50 — BER versus SNR dos sistema de comunicacdo baseados na topologia do atrator cadtico de Lorenz
e Rossler com dois, quatro e oito estados, com a utilizacdo da varidvel p. As curvas para o atrator de Rossler

sdo pontilhadas
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Fonte: O autor, 2018.

troduzir restri¢des na secao Poincaré, de forma que cada regido da parti¢ao seja composta por
sub-regides permitidas e proibidas. Como consequéncia, a introdugdo destas restricoes al-
tera a dindmica natural do fluxo caédtico do sistema. No caso de mapas unidimensionais, nos
quais sdo definidas regides de guarda que nunca sdo visitadas [42], € introduzido um com-
promisso entre desempenho e seguranca, em fun¢do da extensdo das regides de guarda. Para
os atratores cadticos tridimensionais, pode-se interpretar as restricdes nas sub-regides como
um conjunto de regides de guarda. Neste caso, estas regides tém por objetivo aproximar as
curvas de transi¢do das curvas médias para a reducdo do ruido residual do sistema.

A introducdo de regides de guarda requer acdes de controle para evitar que as trajeto-
rias cadticas visitem estas regides. As intervencoes nas trajetérias podem resultar em diver-

géncias entre o comportamento natural do fluxo cadtico e o comportamento das trajetdrias
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submetidas as acdes de controle presentes no sistema. Além disso, ocorre um aumento na
complexidade do sistema, assim como uma diminuicao na sua eficiéncia energética, o que
idealmente ndo € desejado no projeto de sistemas de comunicagdo.

A introducdo de restri¢des de visitacdo na secdo de Poincaré € feita pela defini¢do de
intervalos correspondentes a sub-regides da se¢do aos quais se proibe a visitacdo das traje-
tdrias cadticas. Portanto, ocorre um aumento no conjunto de sequéncias proibidas, pois as
restri¢des de visitagdo eliminam as sequéncias com condi¢do inicial nas sub-regides elimina-
das, que se comportam como um conjunto de regides de guarda. Para especificar a restricao,
introduzimos um parametro de restri¢ao, denominado 7, que é definido pelo valor da porcen-
tagem proibida da se¢ao. Como a regiao A possui um limiar que divide o fluxo cadtico entre
as transicoes com dinamica simbdlica AA e com dindmica simbdlica AB, definimos os inter-
valos proibidos nos extremos da regido A, de forma que as sub-regides permitidas formam
uma vizinhan¢a do limiar. Analogamente, definimos os intervalos proibidos na regido B. A
Fig. 51 mostra o atrator de Rossler em projecdo no plano zy, com sua se¢cdo de Poincaré na

qual estdo ilustradas as sub-regides proibidas.

3.5.1 Analise de Desempenho

A Fig 52 mostra as curvas de desempenho da varidvel x obtidas com a introdugdo de
restricdes de visitacdo na se¢do de Poincaré para n = 10% e n = 40%. Observa-se que o
desempenho € similar nos dois casos. Quando comparado ao desempenho do sistema que nao
possui restrigdes de visitacdo, o ganho € dado por aproximadamente 0,6 dB para uma BER
de 1075. Portanto, a aplicagdo de uma restricdo de = 10% apresenta uma escolha mais
vidvel para o parametro 7, pois obtém-se um ganho similar a maiores valores de restri¢ao

enquanto mantém menor alteracdo na dindmica do sistema.
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Figura 51 — Secdo de Poincaré do atrator de Rdossler em projecdo no plano xy ilustrando as sub-regioes

proibidas.
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Fonte: O autor, 2018.

3.6 CONCLUSOES

Neste capitulo, apresentamos uma metodologia para o projeto e implementacao de sis-
temas de comunicacao baseados na topologia de atratores cadticos tridimensionais. Foram
analisados os detalhes da construcdo em estudos de caso para os atratores de Rossler e Lo-
renz. Mostrou-se como associar a evolu¢do dindmica do atrator a um diagrama de estados
e mapear bits de informacdo em curvas caracteristicas das transi¢des entre estados do dia-
grama. Foram detalhadas as etapas e procedimentos necessarios para a implementacdo do
sistema e avaliamos o seu desempenho em relacdo a BER. Foram apresentados procedimen-
tos para obtencdo de ganho de desempenho, a partir de modificacdes nas formas de onda
cadticas empregadas nos sistemas, indicando que a aplicagcao destes procedimentos é dife-

rente nos dois atratores. Estas diferencas surgem da diferenca de topologia entre os dois
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Figura 52 — BER vs SNR do sistema de comunicagdo baseado no atrator de Rossler com restri¢do de visitacdo
na se¢do de Poincaré para o pardmetro de restricio n = 10% e n = 40%. As curvas de desempenho sdo
relativas a varidvel x. Também sdo mostradas as curvas de desempenho do sistema sem restrigdo de visitagdo

e do sistema BPSK.
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Fonte: O autor, 2018.

atratores, implicando em uma relacdo entre o projeto do sistema e a topologia dos sinais. A
utilizacdo de formas de onda geradas por varidveis diferentes, assim como combinacdes entre
as variaveis tem influéncia no desempenho do sistema. Dentre estas, os sistemas construidos
para utilizacdo da varidvel p mostram melhor desempenho. Além disso, o desempenho tam-
bém se relaciona com a topologia do sistema. Neste caso, os sistemas baseados no atrator de
Lorenz apresentam melhor desempenho, em relagdo a variavel p, quando comparados com o
atrator de Rossler. Outra modificagcdo que possibilita melhoria de desempenho no sistema € a
introducao de restri¢cdes de visita¢do na se¢do de Poincaré, diminuindo o ruido intrinseco do
sistema. A modulagdo baseada na topologia do atratores cadticos possui flexibilidade para
otimizacdo de desempenho, com o custo de maior complexidade do sistema, apresentando

um interessante compromisso entre desempenho e complexidade.
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O préximo capitulo apresenta uma analise da dindmica das trajetorias cadticas geradas
na evolugdo dindmica do atrator de Rossler, e sua representacdo por grafos gerados por con-
juntos de restri¢des. A partir destes grafos pode-se estabelecer as sequéncias que devem ser

transmitidas por um sistema com restri¢ao.
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4 DINAMICA SIMBOLICA E SISTEMAS DE COMUNICACAO BASEADOS

EM ATRATORES CAOTICOS TRIDIMENSIONAIS

Neste capitulo € introduzida uma estratégia de controle baseada na dindmica simbdlica do
fluxo cadtico do sistema, na qual a transmissao € feita por blocos de simbolos de informacao.
O objetivo desta estratégia € empregar o controle de forma que o sistema controlado evolua o
mais proximo possivel da dindmica natural do sistema. Para isto, o controle deve ser aplicado
pontualmente, com pequenas corre¢des suficientes para induzir as trajetdrias cadticas a gerar
sequéncias simbodlicas caracteristicas do fluxo natural. Neste caso, ocorre uma diminui¢ao
na taxa de transmissdo, pois o sistema nio permite a transmissdo de qualquer sequéncia
bindria devido as restri¢gdes dindmicas do fluxo cadtico. Entretanto, ganha-se em eficiéncia
energética, menor complexidade e preservacdo da dindmica cadtica.

Em seguida, é feita uma anélise da dindmica simbdlica de atratores cadticos pela repre-
sentacdo da dindmica por grafos construidos a partir do conjuntos de restri¢cdes do fluxo
cadtico, que representam sequéncias simbdlicas proibidas na evolucdo das trajetdrias cad-
ticas. A entropia dos sistemas descritos por um conjunto de restri¢cdes € avaliada a partir
dos grafos associados aos sistemas. Estes grafos sdo utilizados para a construcao de codi-
ficadores que mapeiam sequéncias simbdlicas sem proibi¢des em sequéncias restritas que

obedecem a dinidmica do fluxo cadtico.
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Figura 53 — Diagrama de estados do atrator de Rossler para o particionamento bindrio. A rotulacdo do

diagrama também é mostrada.

o (A e’

Fonte: O autor, 2018.

4.1 DINAMICA SIMBOLICA DO FLUXO CAOTICO EM SISTEMAS DE COMUNI-
CACAO BASEADOS NA TOPOLOGIA DE ATRATORES CAOTICOS TRIDIMEN-

SIONAIS

A representacdo do fluxo cadtico por dindmica simbdlica estd associada ao particio-
namento e rotulacdo de uma sec¢do de Poincaré sobre um alfabeto [8]. Neste capitulo,
considera-se o alfabeto A = {A, B}, utilizado na construcdo do sistema de comunicagio
com dois estados. Dada uma particao rotulada da secdo de Poincaré, uma trajetéria cad-
tica é representada por uma sequéncia simbodlica sgs1 ;.. ., para s; € A, de cruzamentos
sucessivos das trajetdrias cadticas com a secao.

O sistema de comunicagdo apresentado no Capitulo 3 utiliza um diagrama de estados com
ramos rotulados para a transmissdo de sequéncias bindrias de informacao, com a intervengao
de controle aplicada a cada transi¢c@o. Neste caso, é possivel a geracao de qualquer sequéncia
simbdlica, conforme observa-se no diagrama da Fig. 53 para o atrator de Rdssler com par-
ticionamento bindrio. Entretanto, o comportamento dinamico do fluxo caético, derivado de
suas caracteristicas topoldgicas, impde restri¢cdes nas sequéncias simbdlicas geradas na sua
evolucdo dindmica espontanea, resultando na existéncia de sequéncias proibidas. Para evitar

que os procedimentos implementados nestes sistemas induzam trajetdrias que divirjam em
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relacdo as trajetdrias naturais do fluxo caético, € necessario que a dinamica simbdlica natural
do sistema seja preservada. Este requerimento € satisfeito se o sistema de controle induzir
apenas trajetorias caracteristicas do atrator, eliminando as sequéncias proibidas na dindmica

do fluxo. A préxima secdo detalha estes procedimentos.

4.1.1 Representacao Simbolica de Trajetorias Caoticas

A transmissao de simbolos de informagao por blocos requer a introdu¢do de subdivisdes
nas duas regides da secio de Poincaré sobre o alfabeto A,. Isto € equivalente a construir um
processo de refinamento na se¢do de Poincaré para a defini¢do de sequéncias associadas as
regides obtidas pelo refinamento. Este processo se assemelha ao procedimento apresentado
no Capitulo 3, no qual foi apresentado um refinamento construido com o aumento da cardi-
nalidade do alfabeto. Porém, neste caso, o refinamento € feito sobre o mesmo alfabeto mas
com o aumento do comprimento n das sequéncias de informag¢do induzidas pelo controle.
Por exemplo, seja a se¢do de Poincaré do atrator de Rossler sobre A,. A regido rotulada por
A é refinada pela sua divisdo em duas sub-regides, uma associada a transi¢ao AA e a outra a
transicdo AB. Desta forma, qualquer sequéncia partindo destas regides sempre possui seus
dois simbolos iniciais AA ou AB. Refinando para o comprimento n = 3, a sub-regido AA
gera as sub-regides AAA e AAB, e a sub-regidao AB gera as sub-regides ABA e ABB. Ana-
logamente, aplica-se este procedimento para a regido B. Este processo pode ser refinado para
um comprimento n, de acordo com as sequéncias de comprimento n que sejam permitidas
pelo fluxo cadtico. A Fig 54 ilustra os segmentos de trajetorias cadticas do atrator de Rossler
em proje¢do no plano zy codificados pela dindmica simbdlica associada ao sistema para uma
janela de comprimento n = 3.

Para gerar sequéncias de comprimento n, o controle atua direcionando as trajetorias cad-
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Figura 54 — Segmentos de trajetorias cadticas geradas pelo fluxo cadtico do atrator de Rossler com partici-
onamento bindrio em projecdo no plano xy codificadas em sequéncias simbdlicas de comprimento n = 3. A

posigdo inicial dos segmentos é indicada por um ponto.
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Fonte: O autor, 2018.
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ticas as sub-regides da secdo de Poincaré rotuladas com a sequéncia simbdlica desejada. A
geragdo sucessiva de sequéncias de comprimento n consiste em induzir trajetdrias sucessi-
vamente de forma que ocorra uma transi¢do suave entre o final e o inicio de trajetdrias que
representam sequéncias consecutivas. Neste procedimento, a intervencao do controle pode
ser aplicada em qualquer instante entre a geracao de duas sequéncias consecutivas, ou, equi-
valentemente, o sistema de controle pode atuar aplicando a intervencdo nas trajetorias no
maximo n — 1 simbolos antes da geracao da trajetéria que serd induzida. Este procedimento
pode ser interpretado como agdes de controle que atuam em uma janela deslizante de com-
primento n, em que o (n+ 1)-ésimo simbolo € induzido por uma agio de controle empregada
com uma determinada antecedéncia. Desta forma, o sistema evolui naturalmente na janela
definida pelo comprimento do bloco de informag@o, sem alterar a dindmica natural do fluxo
cadtico, pois em cada janela é definida uma sequéncia caracteristica do fluxo.

Esta estratégia de controle, por construcdo, ndo permite a transmissao de qualquer bloco
de informacdo. Portanto, é necessdrio analisar a dinamica do sistema para a especificagdo de
conjuntos de sequéncias proibidas, necessdrios para a constru¢do de grafos que representam
a dinamica simbdlica do sistema. A partir destes grafos, pode-se construir codificadores que
mapeiam sequéncias sem restricdes em sequéncias restritas, de acordo com a dinamica do

atrator utilizado no sistema de comunicagdo. Estes conceitos sao detalhados a seguir.

4.2 REPRESENTACAO DO FLUXO CAOTICO POR GRAFOS

Nesta secao, é apresentada uma representacdo do mecanismo de evolugao das trajetérias

cadticas por grafos.
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4.2.1 Preliminares

Uma sequéncia finita de simbolos w sobre o alfabeto A, é denominada de palavra. O
comprimento de uma palavra w é denotado por |w|. Sejam u e v duas palavras sobre As.
A concatenacdo de u e v é a palavra uv, tal que |uv| = |u| + |v|. Dada uma palavra w =
Wowy - .. Wy_1, cOM |w| = n, um prefixo de w é uma palavra da forma wow; ... wg, 0 <
k < (n — 1) e um sufixo de w é uma palavra da forma wywyy1 ... w,—1, 0 <k < (n—1).
Denomina-se o conjunto de prefixos de uma palavra w de P(w). Similarmente, S(w) é o

conjunto de sufixos de w. Por exemplo, o conjunto de prefixos da palavra BBBBBB ¢é
P(BBBBBB) = {¢, B, BB, BBB, BBBB, BBBBB, BBBBBB} 4.1

em que a palavra e € a palavra vazia da operacdo de concatenagao, isto €, ea = ae = a, Va €
Aj e |¢| = 0. Os prefixos prdprios de uma palavra w sdo dados pelo conjunto P(w) \ {w} e
os sufixos proprios por S(w) \ {w}. A palavra de maior comprimento em P(w) \ {w} € o
mdximo prefixo proprio de w e a palavra de maior comprimento em S(w) \ {w} é o mdximo
sufixo proprio de w. Por exemplo, 0 maximo prefixo proprio e maximo sufixo préprio de
ABBBAA sao ABBBA e BBBAA, respectivamente.

Um grafo direcionado rotulado GG (doravante denominado grafo) é definido pela tripla
(V, &€, ), em que V é um conjunto finito de vértices (ou estados) e € é um conjunto finito de
ramos, aos quais se definem as fungdes i : € — Vet : &€ — V, que determinam o estado
inicial e terminal de um ramo e A : € — A, € uma fun¢o de rotulagdo. Uma rotulacdo em
um grafo GG € denominada deterministica se, para cada estado / de (G, os ramos partindo de
I sdo rotulados com simbolos distintos de .45. O nimero de ramos que partem de um estado
I € V é denominado grau de saida de /, e o nimero de ramos que chegam no estado € V
€ denominado grau de entrada de /.

Um caminho m = ejes . .. e, em um grafo G é uma sequéncia finita de ramos e; € E tal
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que t(e;) =i(e;41), paral <i < n — 1. Um grafo G é denominado irredutivel se para cada
par ordenado de estados /; e /; hd um caminho © = eje; .. . e, sobre G tal que i(e;) = I; e
tlen) = 1;.

A k-ésima poténcia G*, k > 1, do grafo G possui 0 mesmo conjunto de vértices V de G,
com precisamente um ramo do estado I; para o estado I; em G* para cada caminho em G de
comprimento n de [; para [;.

Dado um grafo com L estados, a sua matriz de adjacéncia M € uma matriz quadrada
L x L, tal que o seu (i, j)-ésimo elemento m;; > 0 é definido como o nimero de ramos que
conectam os estados I; e I; do grafo. Um (M, k)-autovetor aproximado de M é um vetor
v # ( com componentes inteiras nao negativas satisfazendo Mv > kv, k € IN. Se M ¢é
uma matriz de adjacéncia associada a um grafo G e v é um (M, k)-autovetor aproximado de
M, cada componente v;, 1 < i < L, de v é relacionada ao estado /; de G, e € interpretada
como o peso associado ao estado /;. Um método para encontrar autovetores aproximados €

descrito em [39, Teorema 5.3.6].

4.2.2 Representacao do Sistema Por Um Conjunto de Restricoes

Uma forma de especificar as restricdes na ocorréncia de simbolos em uma sequéncia
S é pela defini¢do de um conjunto de palavras proibidas, denominado de F. Se w € F,
entdo w ndo ocorre como uma subsequéncia de S. Denominamos o conjunto de palavras
proibidas de comprimento n de F,,. Para determinac¢do do conjunto F,, de uma sequéncia S,
especifica-se o parametro n, percorre-se esta sequéncia com uma janela de comprimento n e
lista-se as subsequéncias que nunca ocorrem em .S. Para limitar a complexidade de busca, o

comprimento mdximo considerado € n = 10. Desta forma,

10
F=JF. (4.2)
n=2
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Para representar o fluxo cadtico de um atrator, gera-se uma sequéncia Sy = S9S1...SnN_1
sobre A, com N = 5 x 10°. Neste caso, os simbolos s; sdo gerados pela dinimica simbélica
do atrator de Rossler com evolugdo natural, em que cada simbolo s; € definido pelo rétulo
da secdo a cada cruzamento do fluxo cadtico com a mesma. A partir da andlise de Sy,
observa-se que a primeira proibicdo ocorre com n = 6, € neste caso existe apenas uma
palavra proibida, BBBBBB, portanto, s = {BBBBBB}. Se considerarmos n > 6, surgem
palavras proibidas obtidas pela concatenac¢io da palavra BBBBBB com simbolos de .45. No
entanto, estas nao representam novas proibi¢des e nao sao listadas em F,,, n > 6. Para

n < 10, ocorrem as seguintes proibi¢des

Fs = {BBBBBB} 4.3)
F, = {BBBBBAA}
Fs = {BBBBBABA}

Fio = {BBBBBABBAB}.
Logo, para n < 10 o conjunto de proibi¢gdes para o atrator de Rossler é
F = {BBBBBB, BBBBBAA, BBBBBABA, BBBBBABBAB}. (4.4)

O conjunto dos maximos prefixos proprios associados a cada palavra proibida listada em F

¢ denominado F. A, ! Para F dado por (4.4), obtemos
FA,! = {BBBBB, BBBBBA, BBBBBAB, BBBBBABBA}. 4.5)
O conjunto de prefixos de F.A; "' é

P(FA;') = {c B,BB,BBB, BBBB, BBBBB, BBBBBA, BBBBBAB,

BBBBBABB, BBBBBABBA}. (4.6)
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Uma forma alternativa de representar as restricoes de uma sequéncia simbdlica € através de
um grafo com ramos rotulados com simbolos de A,. A seguir, descrevemos os procedimen-
tos propostos em [71] para a constru¢ao de um grafo que representa a dindmica do sistema a

partir da especificacdo de um conjunto F.

4.2.3 Construcao de Grafos a Partir de Um Conjunto de Restricoes

Dado um conjunto de palavras proibidas F sobre o alfabeto .45, definimos os estados do
grafo como sendo os elementos do conjunto P(F.A;"). Para caso do sistema representado
em (4.6), o grafo tem 10 estados. A construcdo do grafo para um sistema restrito descrito

por F ¢€ feita pela execugdo dos seguintes passos:

> Se a concatenagdo de uma palavra de um estado com um simbolo de A, resultar em um

palavra em P(F.A; "), conecta-se estes dois estados com um ramo rotulado com este sim-

bolo.

> Se esta concatenagdo resulta em uma palavra que nao € estado do grafo nem € uma palavra
proibida (nem € prefixo nem sufixo de uma palavra proibida), a conexao € feita ao estado

com 0 maximo sufixo da palavra obtida pela concatenacao.

> Finalmente, eliminam-se os estados que t€m apenas ramos incidentes ou divergentes deste

estado.

A partir destes procedimentos, constrdi-se o grafo que representa a dinamica do fluxo
cadtico do atrator de Rossler, que € ilustrado na Fig. 55. Como se considerou a busca de
palavras para um comprimento finito, o grafo gera uma aproximag¢ao da dindmica do atrator.
As sequéncias geradas pela concatenacdo dos simbolos dos ramos em um caminho no grafo
sdo equivalentes as sequéncias geradas por sucessivos cruzamentos do fluxo cadtico com a

secdo de Poincaré.
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Figura 55 — Grafo do atrator de Rossler com particionamento bindrio sobre o alfabeto As. Foram conside-

radas palavras de comprimento n < 10.

BBBBBABBA

Fonte: O autor, 2018.

Na sequéncia, sdo construidos os grafos que representam a dindmica das trajetdrias cad-
ticas geradas por sistemas com restricdo de visitacdo na secdo de Poincaré. A introdugdo
destas restrigdes tem por objetivo diminuir o ruido intrinseco associado as formas de onda
cadticas utilizadas nos sistemas de comunica¢do baseados na topologia de atratores cadticos,

conforme discutido no Capitulo 3.

4.3 DINAMICA DOS SISTEMAS RESTRITOS

Os sistemas restritos sdo caracterizados pelo parametro 7, que define qual o valor de
porcentagem de cada regido da secdo de Poincaré é eliminado. Para analisar o efeito das
restricdes de visitacdo na dindmica do fluxo cadtico, sdo construidos grafos para alguns

valores do pardmetro 7). No caso de n = 10%, o conjunto de proibi¢des F é dado por

F = {BBBB, ABBBAA, ABBBABAB}. 4.7)

A Fig. 56 mostra o grafo do sistema com a restrigio n = 10%. Pode-se observar que o

grafo € composto de dois subgrafos, conforme demarcado pelas linhas tracejadas na figura.
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Figura 56 — Grafo do atrator de Réssler com particionamento bindrio com restri¢do de n = 10% na secdo de

Poincaré. Foram consideradas palavras de comprimento n < 10.

ABBBAB

ABBBABA

A
Fonte: O autor, 2018.
Neste caso, o subgrafo superior se comporta como um transiente dinAmico, pois ao ocorrer
uma transicdo de um estado do subgrafo superior para um estado do subgrafo inferior, ndo
€ possivel retornar ao subgrafo superior. O subgrafo inferior € a componente irredutivel do
grafo, que € suficiente para descrever a dinamica do sistema. A Fig. 57 ilustra a componente

irredutivel do grafo do sistema para o caso n = 10%. Analogamente, a Fig. 58 ilustra o

grafo irredutivel para o caso da restri¢ao 7 = 20%. Neste caso, o conjunto F é

F = {BBB,ABBAAB}. (4.8)

A Fig. 59 mostra o caso 7 = 30%, que possui o conjunto de proibi¢des dado por

F = {BBB,BABB, ABBAA, ABBABA}. (4.9)
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Figura 57 — Componente irredutivel do grafo do atrator de Rossler com particionamento bindrio com restri¢do

de n = 10% na segédo de Poincaré. Foram consideradas palavras de comprimento n < 10.

ABBBAB

ABBBABA

A

Fonte: O autor, 2018.

Figura 58 — Componente irredutivel do grafo do atrator de Rissler com particionamento bindrio com restrig¢do

de 1 = 20% na se¢do de Poincaré. Foram consideradas palavras de comprimento n < 10.

Fonte: O autor, 2018.

A Fig. 60 mostra o caso n = 40%, cujo conjunto F é

F = {BB,BABAAB}. (4.10)

Observa-se que, para o conjunto de restrigdes F, os valores de restricdo n > 50% geram gra-
fos que apresentam uma acentuada diminui¢ao no nimero de sequéncias possiveis distintas

de comprimento n e portanto nao serdo considerados. O conceito de crescimento de nimero
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Figura 59 — Componente irredutivel do grafo do atrator de Rossler com particionamento bindrio com restri¢do

de n = 30% na segdo de Poincaré. Foram consideradas palavras de comprimento n < 10.

Fonte: O autor, 2018.

Figura 60 — Componente irredutivel do grafo do atrator de Rissler com particionamento bindrio com restrig¢do

de r = 40% na secao de Poincaré. Foram consideradas palavras de comprimento n < 10.

Fonte: O autor, 2018.

de sequéncias possiveis distintas se relaciona ao conceito de entropia, o qual € descrito na

proxima secao.

4.4 ENTROPIA

O atrator cadtico pode ser interpretado como uma fonte de informagdo que gera sequén-
cias simbdlicas de acordo com o alfabeto associado ao particionamento da se¢ao de Poincaré.

A sua capacidade de transmissdo de informacdo, se relaciona com a quantidade de sequén-
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cias distintas que o fluxo cadtico do atrator consegue gerar. Denominando o nimero de

sequéncias possiveis de comprimento n de |B,,|, a entropia do sistema € definida por [39]

1
h = lim = log|B,|. (4.11)

n—oo N

Considerando a base do logaritmo como 2, a entropia € expressa em bits. Shannon propods
um procedimento para o cdlculo da entropia baseado na matriz adjacéncia do grafo que
representa as restrigoes [39]. Nesta secdo, considera-se que os estados de um grafo com L
estados sao rotulados com elementos do conjunto { /o, Iy, ..., 151}

No caso do sistema sem restrigdes, a matriz de adjacéncia M € uma matriz 10 x 10,

associada ao grafo ilustrado na Fig. 55, dada por

1 1T000O0O0O0O0O0
10100O0O0O0O0O0

10010O0O0O0O0O0

M = . (4.12)

0001O00O0O0O01

_1000000000_
O teorema de Perron-Frobenius [39] estabelece que dada uma matriz M, positiva, isto €,
m;; > 0 Vi,j, entdo existe um autovalor real e positivo Aj;, denominado autovalor de
Perron, tal que qualquer outro autovalor ;2 de M tem valor absoluto menor que \,;, ou seja

Il < A

Seja M uma matriz adjacéncia de um grafo irredutivel que representa um sistema com
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Tabela 1 — Entropia do sistema em funcdo do pardmetro de restricdo r. Também sd@o mostrados os conjuntos

de proibigoes associados ao pardmetro 1.

n | h(bits) F
0% | 0,9775 | {BBBBBB, BBBBBAA, BBBBBABA, BBBBBABBAB}
10% | 0,9038 {BBBB, ABBBAA, ABBBABAB}
20% | 0,8419 {BBB, ABBAAB}
30% | 0,6942 {BBB,BABB, ABBAA, ABBABA}
40% | 0,6557 {BB, BABAAB}

restri¢cdes. A entropia deste sistema € dada por [39, Teorema 4.3.1]

h = logy A, 4.13)

em que Ay, € autovalor de Perron da matriz M. Por exemplo, para a matriz dada por (4.12), o
valor da entropia é h = 0,9775 bits. Quando h4 restri¢cdes de visitagdo na secdo de Poincaré, a
exclusdo de sub-regides na secao de Poincaré elimina as sequéncias que comecam pelas sub-
regides que se tornam proibidas. Portanto, ocorre uma diminui¢do dos valores de entropias
associados aos grafos dos sistemas com restricdo. A Tabela 1 mostra os valores de entropia
em fungdo do parametro 7, que também € ilustrada na Fig. 61.

O sistema de comunicacao que utiliza a dindmica restrita do fluxo cadtico do atrator pode
ser implementado com a introdu¢cdo de uma etapa de codificacao de fonte. Neste caso, o
codificador atua transformando sequéncias sem restri¢des nas sequéncias restritas de acordo

com a dinamica do fluxo. A préxima sec¢do apresenta estes detalhes.

4.5 CODIFICADORES DE ESTADOS FINITOS

Um codificador de estados finitos é definido por uma quadrupla (V, €,J,0), em que J é
arotulacdo de entrada nos ramos e O € a rotulacdo de saida. A existéncia de codificadores de

estados finitos de taxa p/q, em que p e ¢ sdo inteiros positivos, com p < ¢, para um sistema
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Figura 61 — Entropia do fluxo cadtico gerado pelo atrator de Rossler em fungdo do pardmetro de restricdo 1.

1.2

1.0, ]

, 0.6¢ ]
0.4} ]

02" ]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Fonte: O autor, 2018.
com entropia h é garantida sob a condi¢do p/q < h [39, Teorema 5.2.5]. Desta forma, é

possivel construir codificadores para os sistemas restritos com a escolha adequada da taxa

p/q.

4.5.1 Algoritmo de Construcao

O algoritmo de construcio do codificador € apresentado em [39, Cap. 5]. Como exemplo,
a construgdo do codificador para o sistema com restri¢ao de visitagdo n = 30% é apresentada.
Neste caso, o conjunto F é definido por ¥ = {BBB, BABB, ABBAA, ABBABA}, cujo

grafo associado € ilustrado na Fig. 59.

> A primeira etapa do algoritmo consiste em construir o grafo para o sistema descrito por F,
conforme apresentado na Secdo 4.2. Para simplificar a constru¢do do codificador, consi-
deramos um novo conjunto de proibicdes, denominado F, que inclui todas as sequéncias
especificadas por F mas que gera um grafo com menos estados. Para o exemplo consi-

derado, F = {BB}. O conjunto F inclui as sequéncias proibidas geradas por F como
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Figura 62 — Grafo G associado ao sistema restrito com F = {BB}.

(G o)

B

Fonte: O autor, 2018.

subconjunto, portanto pode-se aproximar F por F. O grafo G para o sistema descrito por

F éilustrado na Fig. 62, cuja matriz de adjacéncia M €é dada por

M = : (4.14)

> A segunda etapa do algoritmo € calcular a entropia do sistema descrito pelo grafo, con-
forme discutido na Secdo 4.4. A entropia do sistema restrito definido por F é h = 0,6942

bits, logo é possivel construir um codificador de taxa p/q = 2/3.

> A etapa seguinte é a construgdo da g-ésima poténcia do grafo GG. Neste caso, para p/q =
2/3, constréi-se G, conforme ilustra-se na Fig. 63. A matriz de adjacéncia M3 associada

a G? é dada por
3 2
M3 = . (4.15)
2 1
> A etapa subsequente consiste inicialmente em encontrar um (M9, 2P)-autovetor aproxi-

mado da matriz de adjacéncia M?3. Para p/q = 2/3, um (M3, 4)-autovetor aproximado v

¢ dado por

V= . (4.16)
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Figura 63 — Grafo G* associado ao sistema restrito com F = {BB}.

AAA

ABA
AAA g / S
ABA 0 e AAB
BAA

AAB

BAB

Fonte: O autor, 2018.

Em seguida, deleta-se os estados correspondentes a componentes nulas de v. Neste caso,

toda as componentes de v sdo nido-nulas, logo mantém-se todos os estados de G3.

Na sequéncia, € realizada a divis@o de estados até a obtencdo de uma representacao de
G? com grau de saida maior ou igual a 2°. Um procedimento para executar a divisdo
de estados é detalhado em [39, Secdo 2.4]. O grafo G* neste exemplo ndo satisfaz o
requerimento do grau de saida, portanto deve-se fazer a divisdo de estados. A definicao dos
estados que sao divididos é dada pelo autovetor aproximado, de acordo com a componente
associada a cada estado. A componente vy > 1 de v indica que a divisdo deve ser realizada
no estado ;. Deste estado partem cinco ramos, dos quais trés sdo transi¢des [y — I
(BAA, ABA, AAA) e dois sdo transi¢des Iy — [; (BAB, AAB). Deve-se definir duas
subcomponentes I e I; de I, que tenham grau de saida maior ou igual a 2P. A escolha
dos ramos de [ que partem de I € arbitrdria, entdo escolhemos os ramos BAA BAB e
AAB. Como o ramo BAA é uma transi¢do [, — I, também existe um ramo conectando
IY e I} com este mesmo rétulo, totalizando quatro ramos partindo de I{. Analogamente,
os ramos que partem da subcomponente /} sdo os ramos restantes de [, ABA e AAA, que
também sdo transi¢des [y — Iy, portanto o grau de saida de I} é quatro. O grafo obtido

apo6s a divisdo do estado [ ¢ ilustrado na Fig. 64. Pode-se observar que o grafo obtido
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Figura 64 — Grafo associado ao sistema restrito com F = {BB} apds a divisdo do estado I.

Fonte: O autor, 2018.

apresenta grau de saida maior ou igual 2P = 4.

> Finalmente, a dltima etapa consiste em suprimir ramos do grafo obtido para que o grafo
resultante apresente grau de saida constante igual a 2P bem como definir uma rotulacio
de entrada. Neste caso, basta retirar um ramo partindo de /; arbitrariamente e definir uma
rotulacdo de entrada. Entretanto, observa-se que se for retirado o ramo que representa a
transi¢do I; — Iy, os estados I} e I; passam a gerar o mesmo conjunto de sequéncias
de saida, podendo ser colapsados em um tnico estado. A Fig. 65 ilustra o codificador de

estados finitos obtido para o sistema especificado por F = {BB}.

E apresentada agora a construcio do codificador para o caso n = 10%. Considera-se o
conjunto F = {BBB}, cujo grafo G é ilustrado na Fig. 66 e possui entropia = 0,8791.
Uma escolha possivel é a taxa p/q = 6/7, entretanto, devido a complexidade de construgdo

do grafo, utiliza-se a taxa p = 4/5 para simplificar o processo de construgdo. A matriz de



Figura 65 — Codificador de estados finitos para o sistema restrito com F = {BB}.

AA/AAA
AB/ABA

\ BB/ABA
Loy oP Lt

AA/AAB
AB/BAB
BA/BAA

Fonte: O autor, 2018.

Figura 66 — Grafo G associado ao sistema restrito com F = {BBB}.

oWy C

A

Fonte: O autor, 2018.

adjacéncia M? associada a G° ¢ dada por

13 7 4

I 7 4 2_
e possui o (M?, 2%)-autovetor aproximado
_1_
v=1
_0_
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(4.17)

(4.18)

Como a terceira componente do autovetor aproximado € nula, deleta-se o terceiro estado de

G5, e o grafo resultante apresenta grau de saida maior que 2* = 16 em todos os estados,

portanto ndo é necessdrio realizar a divisdo de estados. Retira-se ramos do grafo resultante



Tabela 2 — Codificacdo das sequéncias de comprimento n = 5 possiveis.

AAAA/AAAAA

AAAB/AAABA BABA/AAAAB

AABA/AABAA BBAA/AABAB

ABAA/AABBA ABBB/ABAAA
Iop — Ip BAAA/ABABA Ip — 1) BABB/ABBAA

AABB/BAAAA BBAB/BAAAA

ABAB/BAABA BBBA/BAAAB

BAAB/BABAA BBBA/BBAAB

ABBA/BBAAA

AAAA/AAAAA

AAAB/AAABA

AABA/AABAA BBAA/AAAAB

ABAA/AABBA ABBB/AABAB

BAAA/ABAAA BABB/ABAAB
I — Iy I — 11

AABB/ABABA BBAB/ABBAB

ABAB/BAAAA BBBA/BAAAB

BAAB/BAABA BBBB/BABAB

ABBA/BABAA

BABA/BABBA
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Figura 67 — Codificador de estados finitos para sistema restrito com F = {BBB} e raxa p/q = 4/5. Uma

possivel codificacdo das sequéncias geradas é especificada na Tabela 2.

Fonte: O autor, 2018.

até que o grau de saida seja constante e igual a 2 e rotula-se os ramos restantes com a

rotulacdo de entrada. A Fig. 67 e a rotulacdo mostrada na Tabela 2 ilustram o codificador de

estados finitos para o sistema especificado por F = {BBB} com taxa p/q = 4/5.

Outro exemplo de construgdo é detalhado agora para o caso n = 40%. Escolhendo
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0 conjunto F = {BB, BAAB}, o sistema é simplificado e o seu grafo G ¢ ilustrado na
Fig. 68. A entropia é dada por h = 0,5973, portanto uma escolha para a taxa do codificador
poderia ser p/q = 4/7. Entretanto, esta taxa leva a um grafo complexo e com uma grande
quantidade de ramos, entdo outra escolha para simplificar a construgdo é p/q = 1/2. Observe
que neste caso ocorre uma redugdo de entropia maior que nos casos n = 10% e n = 30%,
entretanto o objetivo € detalhar a construcao dos codificadores sem a necessidade de optar
pelo codificador que apresenta a melhor taxa. O grafo G € ilustrado na Fig. 69 e sua matriz

de adjacéncia M? é

1110
01 01
M? = (4.19)
1 010
1 100
com (M?, 2)-autovetor aproximado o
1
1
v=| |. (4.20)
1
1

Este autovetor aproximado indica que nenhum estado deve ser deletado. Como todos os es-
tados possuem grau de saida maior ou igual a dois, ndo é necessdrio fazer divisdao de estados.
Para que o grafo G? apresente grau de saida constante e igual a dois, basta eliminar um ramo
do estado [ e definir uma rotulacdo de entrada. Realizando estas etapas, o codificador de
estados finitos para o sistema com n = 40% e taxa p/q = 1/2 é ilustrado na Fig. 70. A
Tabela 3 resume os dados utilizados na constru¢@o dos codificadores para os trés exemplos
detalhados.

O préximo capitulo apresenta as conclusdes e perspectivas para a continuidade do traba-
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Figura 68 — Grafo G associado ao sistema restrito com F = {BB, BAAB}.

go (&) Q )

A

Fonte: O autor, 2018.

Figura 69 — Grafo G associado ao sistema restrito com F = {BB, BAAB}.

Fonte: O autor, 2018.

Tabela 3 — Entropia do sistema em fung¢do do pardmetro de restri¢do 1 para os conjuntos F e F. Também sio

mostrados os conjuntos de proibicoes associados ao pardmetro r e a taxa do codificador.

n | h(bits) | h(bits) | p/q F
10% | 0,9038 | 0,8791 | 4/5 {BBB}
30% | 0,6942 | 0,6942 | 2/3 {BB}
40% | 0,6557 | 0,5973 | 1/2 | {BB,BAAB}

lho realizado nesta tese.
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Figura 70 — Codificador de estados finitos para o sistema restrito n = 40% com F = {BB, BAAB} e taxa
p/g=1/2.

Fonte: O autor, 2018.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta tese, foram apresentadas propostas de sistemas de comunicagdo baseados em sis-
temas dindmicos cadticos utilizando mapas cadticos unidimensionais e atratores cadticos
tridimensionais. No primeiro caso, os sinais cadticos sdo gerados pelo mapa tanh, que € um
mapa cadtico unidimensional definido a partir da funcao tangente hiperbdlica e constitui uma
contribui¢do deste trabalho. Foram analisadas as propriedades cadticas do mapa tanh com
métricas bem estabelecidas, como o expoente de Lyapunov e o diagrama de drbitas, e foram
propostas duas novas métricas para estudar a estrutura local da dindmica cadtica do mapa,
a taxa de espalhamento e o fator de contracdo, duas contribui¢des deste trabalho. O mapa
tanh foi utilizado como um modulador caético em um canal AWGN e o desempenho do sis-
tema foi estudado, apresentando desempenho superior aos mapas comumente utilizados na
literatura, evidenciando que o mapa tanh se mostra uma alternativa vidvel em sistemas de
comunicacdo baseados em mapas caéticos unidimensionais. Também foi feita uma andlise
espectral dos sinais cadticos gerados pelo mapa tanh. Para garantir maior possibilidade de
formatacdo do espectro dos sinais cadticos gerados pelo mapa tanh, foi introduzido um novo
parametros de controle no mapa tanh, definindo o mapa stanh, que generaliza o mapa tanh e
possibilita um melhor controle espectral.

Na sequéncia, foi apresentada uma metodologia para a constru¢do de sistemas de comu-
nicacdo utilizando sinais cadticos gerados por atratores cadticos tridimensionais. Os proce-
dimentos desenvolvidos nesta metodologia sdo baseados na associa¢do entre o fluxo cadtico
gerado pelo atrator e um diagrama de estados. A transmissao € realizada pelo mapeamento
de simbolos de informagao em segmentos de trajetorias cadticos que conectam regides obti-
das por um particionamento da secdo de Poincaré do atrator. Estas regides sao rotuladas por

simbolos de um alfabeto, gerando a dinamica simbdlica do fluxo cadtico. Foi proposto um
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refinamento no particionamento em dois estados, comumente utilizado na literatura, para
particionamentos multiniveis em quatro e oito estados. O sistema proposto foi construido
com a utilizacdo dos atratores de Rossler e Lorenz, indicando que a diferenga de topologia
dos atratores implica em mudancgas no projeto do sistema. A estrutura do sistema de comu-
nicacdo proposto € similar aos sistemas de modulacdo codificada, de tal forma que se infere
que a estrutura topoldgica do espago de sinais de um sistema de modulagdo codificada é
sensivel as caracteristicas topoldgicas do espaco. O sistema de comunicagdo foi simulado
em canal AWGN e as sequéncias de informacao transmitidas foram decodificas com o algo-
ritmo de Viterbi. Visando melhoria de desempenho, foi proposta a introducao de restri¢des
de visitacdo na secdo de Poincaré do atrator, pela defini¢do de sub-regides proibidas. Es-
tas sub-regides atuam como um conjunto de regides de guarda, restringindo a dindmica do
sistema e proporcionando ganho de desempenho. Esta metodologia constitui uma contri-
bui¢do deste trabalho e, até o conhecimento do autor, ndo existe sistemas de comunicacao
equivalentes ou que utilizem os procedimentos descritos nesta abordagem.

Em seguida, foi apresentada uma andlise de dindmica simbdlica de atratores cadticos
tridimensionais. Constatou-se que os vinculos dinamicos associados a topologia do atrator
impdem restricdes nas sequéncias geradas pela evolugdo das trajetdrias cadticas, implicando
na existéncia de sequéncias proibidas. Foi apresentado um procedimento de transmissio de
simbolos de informac¢@o em blocos, com a utilizagao das sequéncias naturais do fluxo, com
a vantagem de preservacao da dindmica cadtica. Para isto, foi introduzido um processo de
refinamento da secdo de Poincaré no qual rotulam-se as regides obtidas pelo refinamento
pelas sequéncias caracteristicas a estas regides, funcionando com um prefixo para a regiao.
A especificacdo dos conjuntos de sequéncias proibidas foi utilizada para a construcdo de

grafos que representam a dindmica do sistema para uma janela de um determinado compri-
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mento. Estudou-se o efeito das restrigdes de visitacdo na secao de Poincaré no conjunto de
sequéncias proibidas. Representou-se os grafos por matrizes de adjacéncia, a partir das quais
pode-se calcular a entropia do sistema. Os grafos obtidos foram utilizados para a constru¢ao
de codificadores que mapeiam sequéncias sem restricdes em sequéncias restritas definidas

pelo conjunto de restri¢des do sistema.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Para a continuidade deste trabalho, destacamos os seguintes topicos, que sdo objetos de

estudo associados aos resultados obtidos no trabalho de pesquisa desta tese.

> Formalizacdo da conex@o entre a topologia de atratores cadticos e o projeto de sistemas de
comunicacdo no contexto de modulacdo codificada para a implementacio de sistemas de

comunicacao digital.

> Conexao entre métricas de dimensao de atratores cadticos e propriedades estatisticas das

sequéncias geradas pela evolucao dinamica do fluxo caético.

> Implementacdo de um sistema criptografico baseado na topologia de atratores cadticos,

integrando as etapas de modulagdo, codificagc@o e seguranca da informacao.

> Investigacdo de novas estruturas métricas no projeto dos sistemas de comunicagdo base-
ados em atratores cadticos tridimensionais, alternativas a estrutura Euclidiana utilizada
nesta tese. Em particular, a investigacado de métricas hiperbdlicas, associadas a imersoes

de atratores cadticos em superficies denominadas g-toros [38].

> Descri¢do da dindmica simbdlica gerada pelo fluxo cadtico em relagdo ao fluxo geodésico

sobre superficies hiperbdlicas.

> Aplicagdo dos cddigos geodésicos na construcao de cddigos para controle de erro nos

sistemas de comunicagdo digital baseados no fluxo cadtico.
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