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Resumo

CANAIS de estados finitos markovianos (FSMC, finite-state Markov channels) tém sido
usados para modelar a transmissao de pacotes na camada fisica de sistemas de comu-
nicagdo discretos com memoria. Esta tese inicia-se com a comparacao de dois métodos de
estimacao dos pardmetros de modelos FSMC, ja utilizados na literatura, com um terceiro, a
divergéncia de Kullback-Leibler, cujo emprego para este fim é uma proposicao deste trabalho.
A andlise do desempenho dos modelos FSMC é realizada por meio de uma comparagao de esta-
tisticas geradas tanto pelo modelo quanto pelo sistema de comunicagdes discreto, sendo que a
probabilidade de gerarem-se m erros em uma sequéncia de comprimento n é a estatistica mais
discutida, haja vista seu impacto no projeto e na analise de cédigos corretores de erros. Técni-
cas combinatoriais, que empregam a teoria da numeracgao de sequéncias discretas, sao utilizadas
para o desenvolvimento de expressoes de recorréncia inéditas para o cdlculo dessa estatistica.
Também avalia-se o desempenho da utilizacdo de modelos FSMC para reproduzir o compor-
tamento estatistico de um sistema de comunicagoes discreto baseado no padrao IEEE 802.11,
com modulagao OFDM (orthogonal frequency-division multiplexing) e desvanecimento seletivo
em frequéncia, concatenando-se externamente um codificador Reed-Solomon. A aplicagdo de
um entrelagamento finito, que alia baixo impacto no atraso de processamento com limitagao
da memoéria, também é avaliada analiticamente com a inclusdo do nivel de entrelacamento
finito nas expressoes desenvolvidas. Comparagoes com simulagbes computacionais comprovam
que o modelamento proposto é preciso. Por fim, apresentam-se modelos FSMC com decisao
suave, para reproduzir sistemas de comunicagao discretos com codificagdo LDPC (low-density

parity-check codes) e esquema de decodificagdo baseado no algoritmo soma-produto.

Palavras-chave: Canais de estados finitos Markovianos. Codigos de bloco. Grafos. Entrela-
gamento. Modulagao OFDM.



Abstract

FINITE—STATE Markov channels (FSMC) have been used for modeling packet transmission
on the physical layer of discrete communication systems with memory. This thesis starts
by comparing two methods already known in the literature for estimating the FSMC parame-
ters, with a third one, the Kullback-Leibler divergence, whose use for this purpose is a proposal
of this work. The performance analysis of the FSMC models is performed through a comparison
of statistics generated by the model and the discrete communications system. The probability
of generating up to m errors in a sequence of length n is the most discussed statistic, due to
its impact on the design and analysis of error correcting codes on these channels. Combinato-
rial techniques, which employ the enumeration of discrete sequences, are used developing new
recurrence expressions for this statistic. This work also evaluates the usage of FSMC models
to reproduce the statistical behavior of a discrete communication system based on the IEEE
802.11 standard with OFDM (orthogonal frequency-division multiplezing) modulation and fre-
quency selective fading. The insertion of a finite interleaving, which combines low processing
delay with limited memory consumption, is analytically analyzed. Comparisons with compu-
ter simulations show that the proposed analysis is accurate. Finally, FSMC models with soft
decision are presented to reproduce discrete communication systems with LDPC (low-density

parity-check codes) coding and a decoding scheme based on the sum-product algorithm.

Keywords: Finite-state Markov channel. Block codes. Graphs. Interleaving. OFDM modu-

lation.
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A seguir sdo apresentadas abreviaturas utilizadas na tese.

Abreviagao Definigao.

AWGN Ruido aditivo Gaussiano branco (additive white Gaussian noise).

BPSK Modulagao por chaveamento de fase bindrio (binary phase shift
keying).

BSC Canal bindrio simétrico (binary symmetric channel).

BW Algoritmo de Baum-Welch.

DFC Canal com desvanecimento suave (discrete fading channel).

DMC Canal discreto sem memoria (discrete memoryless channel).

FSMC Canais de estados finitos Markovianos (finite-state Markov channels).

GBN Protocolo Go-Back-N.

GEC Canal de Gilbert-Elliott ( Gilbert-Elliott channel).

IEEE Instituto de Engenheiros Eletricistas e Eletronicos (Institute of
FElectrical and Electronics Engineers).

KL Divergéncia de Kullback-Leibler.

LDPC Cédigos de verificagao de paridade de baixa densidade (low density
parity check code).

LLR Razoes de log-verossimilhanca (log-likelihood ratio).

MAP Maxima probabilidade a posteriori (maximum a posteriori
probability).

NBNDC Canais discretos com ruido nao-binario (non-binary noise discrete

channel).



Abreviagao Definicao.

NM Modelo de canal Nascimento-Morte.

OFDM Multiplexagao por divisdo ortogonal de frequéncia (orthogonal
frequency division multiplexing).

PCE Probabilidade de uma decodificacdo sem sucesso.

PEG Algoritmo progressive-edge-growth.

RS Cédigo Reed-Solomon.

SCD Sistema de comunicagao discreto.

SNR Relagao sinal-ruido (signal-to-noise ratio).

WM Método de parametrizagdo do GEC proposto por Wilhelmsson e

Milstein.
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Vetores probabilisticos do né de fungao P(sy|s,—1) ao estado s,.
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INTRODUCAO

OM o advento da internet, os paradigmas de distancia geografica, tempo e espaco foram
quebrados. O aqui e agora, online, passaram a ser mandatorios na sociedade intitulada
"da informagao'. As barreiras tecnoldgicas, todavia, sdo inimeras, dado que o Brasil possui
uma vasta extensdo territorial. Areas remotas tendem a ser cobertas por tecnologias sem fio,
com vistas a minimizac¢ao do custo de implantacao de rede, se comparado com redes cabeadas.
Ademais, em decorréncia da evolugao tecnoldgica, redes méveis 3G (wideband code division
multiple access - WCDMA) [1] e 4G (long-term evolution - LTE) [2] sdo capazes de levar
servicos de trafego de dados aos seus usudrios.

Na Uniao Internacional de Telecomunicagées encontra-se em andamento o desenvolvimento
o padrao 5G, por meio do grupo de trabalho IMT-2020 [3], que devera proporcionar aos usuarios
throughput de até 20 Gbps. Na Fig. 1.1, cujos dados sao da Anatel [4], é possivel ver que a
penetracao da telefonia mével é bastante superior a fixa e, por conseguinte, a penetracao de
dados moéveis tem a mesma relagao.

Os obstaculos a propagacgao dos sinais no espago como, por exemplo, perdas por propaga-
¢ao, regides de sombreamento e desvanecimento por multipercurso, constituem um entrave a
utilizagdo de canais sem fio. No tocante aos efeitos danosos do desvanecimento sobre as trans-
missoes sem fio, observa-se uma caracteristica comumente presente em muitos canais, que é o
fato dos erros ocorrerem em surtos, ou seja, com um grande nimero de simbolos consecutivos
decodificados com erros. Isso indica a existéncia de uma correlagdo temporal no processo de

geragdo desses erros [5]. Assim, denomina-se um "canal com memdria'aquele canal que, em
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Figura 1.1: FEvolucdo anual da quantidade de assinantes de telefonia mével e fiza.
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apresentando erros, estes possuem uma correlacdo estatistica em sua ocorréncia.

Dado que muitos sistemas de codificacao e protocolos sdo projetados para processos de erros
sem memoria, aplica-se normalmente a técnica de entrelagamento [6], com vistas a eliminar ou
diminuir os efeitos da memoria do canal, uma vez que simbolos transmitidos dentro de uma
mesma palavra-cédigo sao afetados pelo desvanecimento em instantes de tempo suficientemente
distantes entre si. E possivel modelar um canal com desvanecimento como um canal sem
meméria por meio do uso de um entrelagamento ideal. Ocorre que, para tanto, faz-se necessario
um maijor processamento em tempo real, o que demanda um sistema mais complexo e, por
conseguinte, introduz um atraso na comunicac¢ao devido a este processamento. Soma-se a isso
o fato de que canais com memoria possuem uma capacidade de canal maior do que canais sem
memoria [7]. Em decorréncia desses fatores, a transmissdao de pacotes utilizando canais nao
entrelagados, ou com entrelagamento finito, tornou-se objeto de estudo na area [8].

Se a memoria do canal for considerada no projeto do sistema de comunicagao, ela podera
ser utilizada, por exemplo, para estimar a qualidade do canal em um determinado intervalo
de tempo, tomando-se por base as condi¢Oes prévias deste canal. Assim, é possivel melhorar
a confiabilidade das transmissoes (desempenho), sem impactar a complexidade, utilizando-se
estratégias de correcao de erros projetadas de acordo com o comportamento da memoria do
canal. Por essa razdo, é de fundamental importancia o conhecimento do processo de geracao
de erros em canais com memoria. Contudo, a utilizagdo direta das estatisticas do canal de
comunicagdo depende de uma complexa descricdo probabilistica do canal utilizado. Todavia,
isso pode ser feito por meio de um modelamento mais simplificado do canal, no qual o obje-

tivo principal é prover um modelo cujas propriedades sdo complexas o suficiente para simular
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as caracteristicas do canal real e, ainda, simples o suficiente para permitir um tratamento
matematico factivel.

Canais de estados finitos Markovianos (FSMC, finite state Markov channel) tém sido uti-
lizados para modelar a transmissdo de pacotes na camada fisica de sistemas de comunicagao
discretos, tais como canais de banda estreita [9], redes padrao IEEE 802.11 [10], desvaneci-
mento de canais de controle em ferrovias de alta velocidade [11], comunicagao de dados por
meio de rede elétrica [12] e sensoriamento espectral [13]. Um FSMC, empregado como modelo
para processos estaciondrios, é um canal discreto, com alfabeto de entrada e de saida discretos,
que possui um conjunto finito de estados, com transicdo descrita por uma cadeia de Markov,
a qual tem probabilidades de transicao atribuidas de forma independente do tempo. A cada
estado é associada uma determinada probabilidade de geragdo de erros.

A utilizacao de modelos FSMC para descrever estruturas de correlagdo de geracao de surtos
de erros em canais sem fio é particularmente 1til dada a menor complexidade computacional
desses modelos para andlise de desempenho de sistemas codificados em canais com memoria [14—
17]. Uma vez obtidos os seus pardmetros, o modelo podera ser utilizado para fazer simulagoes
computacionais de maneira mais rapida do que o sistema de comunicagao real.

Gilbert [18] propos, em 1960, um FSMC binério (entrada bindria, saida bindria) para
determinar a capacidade de informacao de linhas telefénicas ruidosas. Logo apds o trabalho de
Gilbert, Elliott [19] utilizou esse modelo para calcular e comparar a taxa de erros de c6digos
corretores de erros em canais ruidosos. Esse canal ficou conhecido como o canal Gilbert-Elliott
(GEC, Gilbert-Elliott Channel), o qual possui dois estados com um canal bindrio simétrico
associado a cada um deles.

Em 1968, Gallager [20] desenvolveu uma férmula para a capacidade de modelos FSMC. A
definicao de Gallager engloba tanto o caso em que a transigao dos estados do canal é controlada
pela entrada deste (como no caso de canais com interferéncia intersimbdlica), quanto o caso
em que o estado do canal é estatisticamente independente da entrada (como em canais com
desvanecimento). Outros modelos FSMC baseados em memoria variavel [21] e em filas finitas
[22, 23] foram desenvolvidos.

Além do grande interesse em canais bindrios, estudos em teoria da informacao revelam que
uma decisdo suave, ou seja, com mais de dois niveis de quantizagdo, pode aumentar significa-
tivamente a capacidade de varias classes de canais, quando comparada com decisdo abrupta

[24, 25]. Isso inclui canais com ruido aditivo Gaussiano Branco (AWGN, additive white Gaus-
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sian noise) [26] e canais com desvanecimento Rayleigh independentes (totalmente entrelacados)
[27].

Esta tese tem inicio com a anélise comparativa de trés métodos para estimagao dos parame-
tros de um FSMC bindrio (entrada bindria, saida bindria), mais especificamente o canal GEC,
de modo a reproduzir o comportamento estatistico de um canal discreto com desvanecimento,
composto por um modulador BPSK, um canal com desvanecimento Rayleigh correlacionado
no tempo, nao seletivo em frequéncia e com ruido aditivo Gaussiano branco, e um demodu-
lador coerente com decisao abrupta. O método proposto por Wilhelmsson e Milstein [28],
aqui chamado de WM, e o algoritmo de Baum-Welch [29], denominado de BW, ja utilizados
na literatura, foram comparados com o método de minimizacao da divergéncia de Kullback-
Leibler [22], doravante chamado de KL, entre duas medidas de probabilidade geradas pelo GEC
e pelo canal com desvanecimento. O emprego da divergéncia para a estimagao de parametros
de um FSMC é uma proposigao deste trabalho. No intuito de averiguar uma possivel melhoria
na precisao da reproducao do comportamento estatistico do sistema de comunicagao, sdo ana-
lisados também modelos FSMC denominados de Nascimento e Morte (NM), com 3 e 4 estados,
ou 3-NM e 4-NM, respectivamente. Ressalta-se que o GEC é um caso particular dos modelos
NM.

A andlise de desempenho de esquemas de controle de erros aplicados a modelos FSMC
depende das estatisticas derivadas do modelo parametrizado. Uma estatistica importante para
o projeto e andlise de cddigos corretores de erros consiste na probabilidade do modelo gerar
m simbolos de erro em uma sequéncia de comprimento n, denotada por P(m,n). E possi-
vel analisar a influéncia dos pardmetros do modelo na aplicacdo do co6digo por meio dessa
estatistica.

Um dos objetivos desta tese é utilizar as técnicas combinatoriais desenvolvidas em [30]
para a analise de canais FSMC, aplicando-as na andlise de desempenho de codigos de bloco.
Estas técnicas empregam a teoria de enumeracao de sequéncias discretas para enumerar as
probabilidades de eventos de interesse para o calculo do desempenho. Tais probabilidades sao
expressas como coeficientes de uma série de poténcias, denominada de série geradora. Com
a utilizacdo dessas técnicas, é possivel obter as estatisticas para um dado modelo FSMC e
analisar a aplicacdo de codificacdo neste modelo. Assim, expressoes inéditas de recorréncia
para o calculo de P(m,n) sdo desenvolvidas para os modelos 3-NM e 4-NM.

Em seguida, sdo avaliados modelos FSMC com vistas a reproduzir o comportamento es-
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tatistico de um sistema de comunicacao discreto, baseado no padrao IEEE 802.11 (Wi-Fi),
denominado SCD (sistema de comunicagao discreto), com modulagdo OFDM (orthogonal fre-
quency division multiplexing) e desvanecimento seletivo em frequéncia. Como o SCD é um
canal discreto com memoria, este trabalho considera a transmissdo de palavras-cédigo oriun-
das de um codificador Reed-Solomon (RS), concatenado externamente ao SCD. O c6digo RS é
um c6digo de bloco ndo bindrio cujos simbolos estdo sobre o campo de Galois GF(2°) e é bem
aplicavel a um ambiente em que os erros ocorrem em surtos.

Uma das contribuicoes deste trabalho é prover ferramentas analiticas para avaliar a perfor-
mance dos cédigos RS no SCD. Para tanto, é gerada uma sequéncia binéria de erro de simbolo
produzida pela transmissao de palavras-cédigo por meio do SCD, a qual indica se um simbolo
RS foi transmitido com sucesso pelo sistema. Os pacotes (ou simbolos) dessa sequéncia pos-
suem comprimento de b bits, que é o comprimento da representacdo binaria do elemento do
campo. Em outras palavras, um bit 0 indica que o simbolo RS correspondente foi transmitido
com sucesso, enquanto um bit 1 indica uma falha na decodificacdo. Essa sequéncia captura a
correlagdo entre simbolos RS consecutivos.

Outro objetivo é avaliar a pertinéncia de utilizar-se um modelo FSMC, mais especificamente
os canais GEC, 3-NM e 4-NM, para reproduzir a sequéncia de erros de simbolo produzida pelo
SCD. A precisdo do modelo é avaliada comparando-se algumas estatisticas produzidas pelo
sistema de comunicagao e pelo FSMC.

A aplicacdo conjunta de entrelagamento e codigos corretores de erros projetados para cor-
rigir erros aleatorios tem sido proposta na literatura para possibilitar o emprego destes codigos
em canais com surtos [28, 31]. Porém, tem-se comumente admitido um nivel de entrelaga-
mento, denotado por Iy, suficientemente alto para tornar o canal sem meméria. Ha aplicacoes,
entretanto, nas quais restricoes de atraso podem limitar o maximo valor de I;. A aplicagao
do entrelagamento com nivel finito como forma de melhorar a atuacao do cédigo também é
estudada. A férmula para a probabilidade P(m,n) é estendida a fim de englobar também
0s casos em que um entrelacamento finito, com nivel de entrelagcamento 14, é incorporado ao
sistema de comunicagdo, sendo possivel a avaliacdo de desempenho do canal discreto com o
uso de cddigos de bloco para correcao de erros e entrelacamento finito.

Varios autores abordaram o algoritmo belief propagation (BPA), que é um caso especial do
algoritmo soma-produto [32], no projeto de decodificagdo e estimagao do estado do canal de

forma conjunta, utilizando cédigos LDPC (low density parity check codes) com FSMC [33-38].
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O decodificador utiliza um grafo de fatores cujos nés de variavel sao relacionados as limitagoes
do c6digo bem como a estrutura do FSMC. Tais trabalhos sdo particularmente voltados para os
casos em que o FSMC ¢é binario (entrada bindria, saida binaria) que, diferentemente do modelo
NBNDC-FSMC, nao suportam alfabetos nao-binarios que podem capturar a informacao da
decisdo suave. Ademais, nesses trabalhos, o tipo de canal que corrompe a palavra-codigo é o
mesmo utilizado no grafo de fatores do decodificador, o que resulta em um decodificador casado.
Outros trabalhos relacionados incluem o desenvolvimento de detecgao iterativa e métodos de
decodificacao coerente e nao-coerente de canais com desvanecimento e memoria [39).

Este trabalho apresenta um novo modelo FSMC néo binario (entrada binaria, saida 25-4ria)
para capturar tanto a informagcéo de decisdo suave como a correlacdo temporal de um canal
discreto com desvanecimento (discrete fading channel - DFC) com 2¢ niveis de quantizacio.
Este modelo é uma generalizagao do GEC em que um canal discreto sem memoria com alfabeto
de saida com 2¢ sfmbolos é associado a cada estado. Em seguida, é analisado o desempenho
de uma sistema de comunicagdo composto de um coédigo LDPC com canal FSMC com decisao
suave e um esquema de decodificagdo iterativa, baseado no algoritmo soma-produto, para a
decodificagao e estimacao do canal de forma conjunta. Este esquema foi proposto em [37] para
o canal GEC e é estendido, neste trabalho, para o canal ndo binario.

Desenvolve-se um algoritmo soma-produto sobre um grafo de fatores que representa a es-
trutura do cédigo bem como a do canal e pode ser decomposto em dois subgrafos: o de canal
e o de cddigo. Este algoritmo usa uma estratégia de estimacao-decodificagdo em que as men-
sagens de saida do grafo do coédigo sdo combinadas de maneira a estimar a distribuicao de
probabilidade dos estados do canal. Por outro lado, a estimagdo do estado do canal é usada
para estimar a palavra-codigo transmitida. O fluxo de mensagens a serem passadas através
deste grafo é desenvolvido neste trabalho. Resultados de simulagdes quantificam o ganho de
codificacao obtido com o aumento do nimero de niveis do alfabeto de saida do canal. Os re-
sultados indicam que explicitar tanto a memoria do canal como a informacao da decisao suave
é mais vantajoso que ignorar qualquer uma das duas por meio do entrelagcamento ou decisao

abrupta.

1.1 Contribuicoes da Tese

As seguintes contribuicoes do presente trabalho podem ser destacadas:

> Proposicao da utilizacdo do método de minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler para



25

estimagao dos pardmetros de um modelo FSMC e comparagdo com outros dois métodos, o

método de Wilhelmsson e Milstein e o algoritmo de Baum-Welch, ja utilizados pela literatura.

> Aplicacdo de técnicas combinatoriais para prover ferramentas analiticas para avaliar a per-
formance dos cédigos RS no SCD, obtendo-se uma férmula recursiva para o calculo da
probabilidade do modelo gerar m simbolos de erro em uma sequéncia de comprimento n,

denotada por P(m,n).

> Avaliagdo da pertinéncia de utilizar-se um modelo de canal de estados finitos Markovianos,
mais especificamente os canais GEC, 3-NM e 4-NM, para reproduzir a sequéncia de erros de

simbolo produzida pelo SCD.

> Proposi¢do de um modelo de canal FSMC nao binario e a incorporagao da estrutura deste

FSMC no processo de decodificacdo com o intuito de explorar a meméria do canal.

> Desenvolvimento de um esquema de decodificagdo e estimacao conjunta em um grafo de
fatores e andlise de desempenho de um cédigo LDPC operando em canais com memoria e

decisao suave.

1.2 Organizacao da Tese

Este trabalho foi organizado conforme detalhado a seguir:

No Capitulo 2, é apresentada uma breve revisao dos principais conceitos sobre FSMC,
cadeias de Markov e codigos corretores de erros. Além disso, sdo descritos dois importantes
modelos FSMC: o GEC e o NM. Por fim, sdo abordados os principais conceitos de c6digos
corretores de erros utilizados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3, ¢é realizada uma comparagao entre trés métodos de geragao dos parametros
dos modelos FSMC. Apresenta-se também um método enumerativo desenvolvido em [30], por
meio do qual sdo desenvolvidas férmulas recursivas para o calculo da probabilidade P(m,n)
dos modelos 3-NM e 4-NM.

No Capitulo 4, é avaliada a pertinéncia de utilizar-se o GEC para modelar um sistema
de comunicagao baseado no padrao IEEE 802.11. Também propoem-se modelos FSMC, mais
especificamente modelos NM, bem como sdo realizadas comparagoes entre estatisticas geradas
com os modelos e com a simulacdo do sistema de comunicagdo que deseja-se modelar.

No Capitulo 5, apresenta-se um modelo FSMC nao binario para capturar tanto a informagao

de decisdo suave como a correlacio temporal de um canal DFC com 2¢ niveis de quantizacio.
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Em seguida, é discutido um esquema de decodificagao iterativa, baseado no algoritmo soma-
produto para decodificagao e estimacao do canal de forma conjunta. Finalmente, analisa-se o
desempenho de cédigos LDPC em canais FSMC néo binarios

No Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusées do trabalho e as propostas para trabalhos
futuros.

O Apéndice A detalha o algoritmo de Baum-Welch.

O Apéndice B apresenta o desenvolvimento das equagoes que resultam nas férmulas recur-
sivas para o calculo da probabilidade P(m,n) dos modelos 3-NM e 4-NM.

Por fim, o Apéndice C enumera os trabalhos cientificos publicados com o conteido desta

tese.
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CADEIAS DE MARKOV, CANAIS DE ESTADOS

FiNiTOs E CODIc0S CORRETORES DE ERROS

N ESTE capitulo, sdo apresentadas algumas propriedades e definigbes acerca de processos
Markovianos discretos e modelos FSMC que serdo tteis para o entendimento do res-
tante do trabalho. As informagoes expostas nas Segoes 2.1 e 2.2 podem ser encontradas em
[7, 20, 40]. Na Secao 2.3, serdo introduzidos conceitos sobre um modelo FSMC largamente
discutido na literatura, o GEC, bem como outros modelos utilizados neste trabalho, como os
modelos Nascimento e Morte de ordem 3 e 4. Nas demais se¢bes, serd feita uma revisao resu-
mida sobre alguns conceitos de cddigos corretores de erros, necessarios ao entendimento deste

trabalho, a qual é baseada em [6, 41, 42].

2.1 Processos Markovianos Discretos

Definigao 2.1 Um processo estocdstico discreto é definido como sendo uma sequéncia { S, }5
de wvaridveis aleatorias indexadas por um parametro inteiro ndo negativo n. Cada varidvel
aleatoria S, assume valores em um conjunto discreto §; = {0,1,...,J — 1}, denominado

espaco de estados.

Definicao 2.2 O processo estocdastico {S,}52 € uma cadeia de Markov de primeira ordem se
satisfizer a propriedade de Markov, isto €, dado um valor de S, (valor presente), os valores
futuros S5, com s > n, ndo sdo influenciados pelos valores passados X,., comr < n. O processo

{Sn}o2 possui a propriedade de Markov se satisfizer a condi¢ao:
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P(Sn+1 = in—i—l | Sn = inasn—l = in—la cee ,SO = ZO) = P(Sn—i-l = in—i—l | S’n, = Zn)a (21)

in€dy Vn>0.

A evolucao da cadeia é descrita pela probabilidade P(S,+1 = j | S, = i), chamada probabili-
dade de transicao, onde .S, é o estado da cadeia no tempo n. Se esta probabilidade condicional
nao depender do valor de n, entao a cadeia tem a propriedade de homogeneidade. As cadeias de
Markov consideradas no presente trabalho sdo homogéneas e de primeira ordem. Além disso,
uma cadeia de Markov é irredutivel se, partindo-se de um estado, qualquer outro estado puder
ser alcancado em um numero finito de transi¢des. As probabilidades de transicdo podem ser

representadas na forma matricial:

Po,o Po,1 e Po,J-1
P10 P11 oo P11
P= (2.2)
| Pj-10 PJj-11 --- PJj-1,J-1 |

onde o {i,j}-ésimo elemento da matriz é a probabilidade de transicdo de um passo p;; =
P(Sp4+1 = j | Sp = 1). A matriz P, chamada matriz de probabilidade de transi¢do, é uma
matriz estocastica, isto é, para cada 7, j no espago de estados, satisfaz as propriedades:

J-1
Z pi,j =1.
7=0

Um processo estocastico é totalmente especificado se for conhecida sua fungao de distribuicao
conjunta. No caso de um processo de parametro discreto, deve-se determinar P(Sy = ig, S1 =
i1,-..,9, = i), para todo n > 0 e todo i, € J;. Usando a propriedade da probabilidade

condicional, obtém-se:
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P(Sozio,sl:il,...,sn:in)zp(sn:in|Sn_l:in_l,...,Slzil,S():io)
P(Sp—1=1tn-1]| Sn—2 =in—2,...,51 =i1,5 = o)

L P(Sy =11 | So = i0)P(Sy =i0).  (2.3)

Se {S,}52, for uma cadeia de Markov de primeira ordem, as probabilidades condicionais terao

a forma:

P(Sn_;,_l — in+1 | Sn — in, Sn_l — in_l, ey SO — ’LO) — P(Sn+1 — in+1 | Sn — Zn) (24)

Definem-se as probabilidades do estado inicial por p; = P(Sy = j), para todo j € J;. Denota-se

o vetor de probabilidades iniciais p(®) como um vetor coluna

Po
yai
pW =1 " (2.5)
| Pi-1 |
Devido a propriedade de Markov, a Equacdo (2.3) escreve-se:
P(S() = i(), Sl = il, e ,Sn == Zn) = Pio Pigyi1 -+ Pin_1,in- (26)

Definicdo 2.3 A matriz de probabilidades de transicio em n passos, denotada por P, ¢

uma matriz cujos elementos sdo as probabilidades de transicdo em n passos, definidas por

Defini¢ao 2.4 Define-se o periodo d(i) do estado i de uma cadeia de Markov como sendo o

(n
[

mazximo divisor comum (mdc) dos possiveis valores de n > 1 para os quais p ) > 0, isto ¢,

d(i) = mdc{n : pgl) > 0}. (2.7)

Se d(i) > 1, o estado é chamado periédico com periodo d(i). Se d(i) = 1, o estado é chamado

aperiédico. Equivalentemente, p\™”

i = 0 exceto quando n é multiplo de d(7).
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Definicao 2.5 Considera-se a igualdade lim,,_, pm

i = mj. As quantidades m; sao chama-

das distribuicoes de probabilidades limites. Se este limite existir e ndo depender do estado
inicial, estas quantidades indicam que a probabilidade de uma cadeia de Markov se encon-
trar no estado j, apés um longo periodo, tende para m;. Desta forma, a distribuicao limite
7 = [romy ... m5-1], na qual o sobrescrito [T indica a transposta da matriz, é a vnica solu-

¢do ndo negativa das equagoes:

J—-1
mi=Y mpy, 0<j<J—1 (2.8)
1=0
J-1
m=1 (2.9)
1=0
ou, na forma matricial:
e =11". (2.10)

Em uma cadeia de Markov irredutivel e aperiddica, as probabilidades 7; existem e nao de-
pendem do estado inicial 4. Entao, a matriz P ird convergir para uma matriz P(>) quando
n — 00, onde cada linha dessa matriz é idéntica ao vetor II”', com n sendo o ntimero de esta-
dos do processo. Qualquer distribuigao (vetor) que satisfaga (2.8), (2.9) e (2.10) é chamada de

distribuicao estacionéria da cadeia de Markov, isto é:

n’P® =11’ v n. (2.11)

Definicao 2.6 Em um processo markoviano Sy, se a distribuicdo de estados no tempo n+1 for

iqual a distribuicao no tempo n, entao essa distribuicio é chamada de distribuicao estacionaria.

2.2 Propriedades de Canais Discretos

Definicao 2.7 Um canal de comunicagdo discreto é um sistema que possui um alfabeto finito de
entrada X, um alfabeto finito de saida ) e uma probabilidade de transicio [Pyn x»(y™ | 2")]52,

ou seja, a probabilidade de receber uma n-upla y™ = (Yoy1 - - - Yn—1) € Y™ na saida do canal dado

que " = (Tox1 ... Tp_1) € X" foi enviado.

Definicao 2.8 Um canal discreto sem memoria (DMC, discrete memoryless channel) satisfaz

a sequinte propriedade:
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PY"IX"(Z/n | 2") = HPmXi(Z/z' | ;). (2.12)
=1

O DMC é completamente determinado pela matriz de probabilidades de transicio do canal

P=I[P(y|x)] parax € X ey €Y. Essa propriedade nio é vdlida para canais com memdria.

2.2.1 Canal de Comunicacao Discreto

Assume-se um canal discreto bindrio (CD), cujas sequéncias de entrada, ruido e saida

possuem o mesmo alfabeto X = Z =Y = {0, 1}, relacionadas pelo processo dado por
Yi=Xy ®Z, para k=1,2,3,... (2.13)

que é utilizado para modelar canais discretos binarios com memoéria, em que @ denota a
operacao de adicao médulo 2 e X, Z; e Y} s@o, respectivamente, a entrada, o ruido e a saida
do canal no tempo k. Se Z; = 1, houve um erro na k-ésima transmissao ou, se Z; = 0, a k-
ésima transmissao foi realizada corretamente. A sequéncia Zj, é independente da sequéncia de
entrada X e modela a dindmica dos erros transmitidos pelo canal de comunicagdo. Assume-se
que existe uma dependéncia estatistica na ocorréncia de erros no canal e denomina-se este tipo
de canal com memoéria. Para o modelamento de canais com memoria utiliza-se a classe de
canais FSMC, que serao descritos na Subsegao 2.2.2. Neste trabalho, assume-se que o processo
de ruido {Z;}72, serd gerado de acordo com os modelos descritos na Secdo 2.3 (o GEC e os
modelos NM). Denota-se Prsnyrc(2n) = P(Z1 = 21,25 = 29, ..., Zyn = 2n).

Segue-se do fato de que os processos de entrada e saida sd@o independentes que, para todo

n > 1, a probabilidade condicional de ordem n de um canal FSMC ¢ descrita por

Prsyc(y" | ") = Prsyuc(2") (2.14)

em que 2" = (z1...z,) é um vetor de erro cujos componentes sao dados por z = yr D x, 0 <
k < mn. Assim, se no processo de modelamento a igualdade se verifica para todon > 1, é possivel
afirmar que Pop(y" | ") = Prsmc(y™ | 2™). Entdo, o FSMC fornece uma representaciao
alternativa para o CD. Deve-se registrar, ainda, que se {Zx} ndo possui memoria, este canal é

modelado por um canal bindrio simétrico sem memoria (BSC, binary symmetric channel).
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2.2.2 Canal de Estados Finitos Markoviano

Seja {Sk}p2, uma cadeia de Markov com um espago de estados com J elementos J; =
{0,1,...,J — 1}. Considera-se modelos FSMC em que as sequéncias de ruidos sdo geradas
da seguinte forma: no k-ésimo intervalo, a cadeia transiciona do estado sp_1 para o estado
sk, com probabilidade de transi¢do ps, , s, = P(Sk = Sk | Sk—1 = Sk—1), € gera um digito de
ruido zi, independente de sip_; e de digitos de ruidos passados e futuros, com probabilidade
bsp,z, = P(Z, = 2z | Sk = si). E importante notar que nao se pode especificar uma sequéncia
de estados a partir da sequéncia de ruido, isto é, ndo se pode determinar se a cadeia esta em
um determinado estado s se apenas o digito z; é conhecido.

Deseja-se encontrar a probabilidade de ocorrer uma sequéncia de ruido z" = (21 ... z,) de

comprimento n. Entao, pela lei da probabilidade total:

P(Z" =" | Sy =s0) = D P(Z" =" 5" =" | 5 = s0)

= > P(Z"=2"| 8" =s",8) = s0)P(S" = 5" | Sy = s0) (2.15)

onde s" = (s1,82,...,5,) ¢ uma sequéncia de estados de comprimento n. Para simplificar a

notacdo, utiliza-se P(X,, = z,) & P(z,). Portanto, é possivel escrever:

P(z" | s0) ZP 2" | 8", 80)P(s" | s0)- (2.16)

Mas o processo z" condicionado a s™ é um processo sem memoria, ou seja:

P(z"|s", s0) = P(21,22,---,2n | S0,S1,---,5n)
= P(z1]S0y-ySn, 22y, 2n)P(22 | S0y, Sns 23,y 2n) - P(zn | S0,---Sn)
n
= P(z1|s1)P(z2]82)...P(zn | sn) = H (2 | sk)- (2.17)

Assim, substituindo (2.17) em (2.16), tem-se:

n
P(z" [ so) = ZP s" | so) H (2 | sk)- (2.18)
k=1

Pela propriedade de Markov, sabe-se que
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P(sp,Sn—1,---,51 | S0) = H P(sk | sk-1) (2.19)
k=1

o que, substituindo em (2.18), conduz a

n

P(z"|sy) = Z Pz | sk)P(sk | sk—1)

s k=

= Z H bskﬂzkpskflvsk‘ (2.20)
k=1

STL
Novamente usando a lei da probabilidade total, a probabilidade de uma sequéncia de ruido

escreve-se:

P(z") = P(2" | s0)P(so)- (2.21)

S():O
Considera-se a distribuicdo do estado inicial como sendo a distribuicao estacionaria dada pelo
vetor IIT = [momy ... 7s_1]. Substituindo (2.20) em (2.21), obtém-se um resultado final para a

probabilidade de uma sequéncia de ruido:

J—-1 n
P(Zn) = Z Tso Z H bsk,zkpsk—hsk' (222)

so=0 Sn k=1
E possivel representar P(z™) em uma forma matricial. Para isso, seja P (), 2 € {0, 1,2}, uma
matriz J x J, cujos (4, j)-ésimos elementos sao P(zg, sk | Sk—1) = bsy 2. Psp_1,s1> 15t0 é, cada
elemento da matriz P(z;) é a probabilidade da cadeia transicionar do estado i para o estado
j e gerar o digito de ruido zj. Usando-se estas matrizes, é possivel escrever P(z") da seguinte

forma:

P(z") =1I" (ﬁ P(zk)> 1 (2.23)

k=1
onde 1 é um vetor coluna com todos os elementos iguais a um. Duas classes de FSMC serao

descritas a seguir.
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Figura 2.1: Modelo GEC para canais com memoria.

q
1-Q 1-q
Q
1-Py 1-P,
0 0 0
Po P1
.1 Ya Xk Yk
] P1
1 1
1-Pg 1 1-Py 1

2.3 Canais de Estados Finitos Binarios

2.3.1 O Canal Gilbert-Elliott

O GEC [18, 19] consiste de uma cadeia de Markov estaciondria, homogénea, com dois
estados. Quando a cadeia se encontra no estado 0, Zj é igual a 1 (erro) com probabilidade
Py, ou 0 (sem erro) com probabilidade 1 — Py. Quando a cadeia se encontra no estado 1, Z
¢ igual a 1 com probabilidade P;, ou 0 com probabilidade 1 — P;. Por defini¢do, Py < P,
e, por isso, os estados 0 e 1 sdo chamados de estados "bom'e "ruim', respectivamente. As
probabilidades de transicao da cadeia de Markov sdo pp1 = @ e p1o = ¢. A Figura 2.1 mostra
o diagrama de estados deste canal, no qual o processo de geracao de erro associado a cada
estado é representado por um BSC.

A matriz de transigao de probabilidade é denotada por P. Define-se a matriz P(0) com o
(1, 7)-ésimo elemento igual a probabilidade do canal transicionar do estado i para o estado j e
gerar o simbolo Zj igual a zero. Uma defini¢do similar é valida para a matriz P(1), para Z
igual a 1. O vetor de estados estacionarios é representado por Il. As matrizes para o modelo

GEC sao dadas por:

P =P(0) +P(1) = (2.24)
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b b 1-— 1-F 1-P
P(O) _ Po,000,0 Po,191,0 _ ( Q)( 0) Q( 1) (2.25)
P1,0boo  p1,1b1p q(1 - Py) (1-q)(1-P)
b b 1—-—Q)F P
P(1) - Poobos poabiy | (1-Q)P QP (2.26)
p1obo,1 p1,101 qF (1—-q)P,
T
- | ¢ _Q
I [ Q+q Q+q ] ' (2.27)

E possivel calcular a probabilidade de qualquer sequéncia de erros utilizando (2.23). Como
exemplo, supondo que se deseja calcular a probabilidade de um digito ser igual a 1 em um

dado intervalo, isto é, P(1) & P(Z, = 1). Assim,

(1-Q)F QP 1
qPo (1—-q)P 1

P(1) = HI'P(1)1 = [mmy]

_ 4 p, @ p (2.28)

Q+q Q+q

As matrizes (2.24)-(2.27) sdo usadas para derivar expressoes para estatisticas do canal GEC,
bem como para avaliar o desempenho de protocolos e de cddigos corretores de erro operando
em canais GEC.

A média, ou valor esperado, do processo {Z,,}72, denotada por p, é:

pw=E[Z, = 0P(0)+1P(1)

- 4 py Y op (2.29)

Q+q Q+q

e a variancia é dada por:

o’ =E[Z}]—p? = 0*°P(0)+1°P(1) — p°
(PQ+Pq)(Q+q—PQ—Fyq))
(Q+q)? '

(2.30)
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A fungao autocorrelagao, denominada de R[m], é uma medida da interdependéncia estatistica

de um processo estacionario observado nos instantes k£ e k +m. A funcdo autocorrelacao de

um processo discreto estacionario {Z;}32, binario é dada por [43]:

B a2 pg OBP(Z), = o, Zjym = B), se m#0
o2 + u?, se m=0

em que «, 3 € {0,1}. Utilizando-se (2.23), chega-se a:

P(Zy = a, Zym = B) = IITP(2)P™=IP(B)1, param # 0.

(2.31)

(2.32)

Para o GEC, substitui-se as matrizes P(0) e P(1), dadas em (2.25) e (2.26), em (2.32) e, apds

algumas simplificagoes, chega-se a seguinte expressao:

s Qq(Py— Py)?

Rlm] = (P())* + = =g (1 =0 Q)"

para m > 1. O coeficiente de correlacdao é dado por:

E(Z = 1) (Zesm = )]

o2

Cor =

Especificamente para o GEC, coeficiente de correlagao é:

(1—q—Q) (P — Py)*m (1 —m)
P(1)(1 - P(1))

Corgpe =

(2.33)

(2.34)

Considera-se a transmissao de palavras-codigo de um codigo de bloco binario e linear, de

comprimento N e capacidade de corregao t.. Seja P(m,n) a probabilidade de ocorrerem m

erros em um bloco de comprimento n. A probabilidade de uma decodificagdo sem sucesso,

denominada de PCE, é dada por:

te
PCE=1- ) P(m,N).

m=0

Para o GEC, uma férmula recursiva para P(m,n) ¢é [44]:

(2.35)
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P(m,n) = —c;P(m,n —1) —caP(m —1,n—1)
—cgP(m,n —2) —c4P(m—1,n—1)

—csP(m —2,n —2) (2.36)

em que

aq = Ql—=PF)+q(l—PF)—(2—P — F);
o = —[P(l-q+R(1-Q)

ez = (1=P)(1=FR)1-q-Q);

cs = (Po+PL+2RP)(1—q—Q);

com as condigoes iniciais

P(m,n) = 0 para m,n<0,m>n

P(0,0) = 1
_ 4 g @
P(O,l) = q—l—Q(l g)+q+Q(1 b)

q Q
q+Qg+q+Qb (2.38)

P(1,1) =

A analise do protocolo de retransmissao ARQ GBN em canais FSMC foi realizada em [45].
No esquema Go-Back-N (GBN), pacotes sao transmitidos sequencialmente. O transmissor nao
espera por uma confirmagdo para enviar o préximo pacote. Caso o pacote transmitido no
slot ¢ ndo seja recebido corretamente, este sera retransmitido no slot i + Ngpy. Durante esse
intervalo, denominado round-trip-delay, Ngpny —1 pacotes sdo transmitidos. O receptor analisa
cada pacote recebido e, se nenhum erro é detectado, envia um ACK para o transmissor através
do canal de retorno e o transmissor continua a transmitir. Caso contrario, um NACK é enviado.
Quando um NACK é recebido, o transmissor interrompe a transmissao de novos pacotes, volta
para o pacote referente ao NACK e retransmite este pacote e os Ngpny — 1 pacotes sucessivos

que foram transmitidos durante o round-trip-delay. Naturalmente, estes pacotes devem ser
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armazenados no transmissor, ou seja, buffers devem ser fornecidos no transmissor. No receptor,
quando o pacote é detectado com erro, os Nggny — 1 pacotes seguintes sdo descartados, nao
importando se estes contém erros ou ndo. Por ignorar os pacotes que seguem a solicitacao de
retransmissao, buffers no receptor nao sao necesséarios, mas isto reduz a vazao. Em [45] , foi
desenvolvida uma férmula para a vazao deste protocolo, denotada por 7, para um esquema
ARQ puro que usa um codigo de deteccdo de erros de comprimento V:

- Im7’P(A)1

- ITP(A)X [NopyP(A)(PY)Ner X 4+ 1] P(A)1

n (2.39)

em que X = (I - P(A)(PN)NGBNA)A, I é a matriz identidade, Nggy é o tempo de atraso
medido em numero de pacotes do esquema GBN e P(A) é a matriz que especifica o evento
transmissdo com sucesso de um pacote. No caso de um sistema ARQ puro usando um cédigo
detector de erro e desprezando a probabilidade de erros ndo detectéveis, define-se A como o
conjunto contendo uma sequéncia de zeros de comprimento N. Assume-se que a ocorréncia de

qualquer outra sequéncia de erro é detectada e uma retransmissao é solicitada. As matrizes

P(A) e P(A) sao

P(4A) = PM(0) e (2.40)

P(4A) = PY —PYN(0). (2.41)

Por fim, a probabilidade de ocorrer uma sequéncia com m transmissoes corretas, dado uma

incorreta, P(0™ | 1), em um canal FSMC é expressa como

m'p(1)P™(0)1

PO™11) = 7P(1)1

(2.42)

Estas estatisticas serdao usadas nos préximos capitulos para validar canais FSMC que modelam

um canal discreto.

2.4 Modelos Nascimento e Morte

Modelos de Nascimento e Morte de ordem J (J-NM) sdo casos particulares de um FSMC
em que a cadeia transiciona apenas para os estados vizinhos. Considerando-se que o modelo
esteja no estado i, i € {1,...,J — 2}, a cadeia transiciona apenas para os estados i — 1 ou

¢+ 1, além de poder permanecer no estado em que se encontra. Quando a cadeia encontra-se
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no estado 0, as transigbes possiveis sdo para os estados 0 ou 1. Da mesma forma, quando a
cadeia encontra-se no estado J — 1, ela pode permanecer como estd ou transicionar para o
estado J — 2. As Figuras 2.2 e 2.3 mostram, respectivamente, o diagrama de estados de um

3-NM e de um 4-NM.

Figura 2.2: Modelo Nascimento e Morte de 3 estados.

1-g1-Qa
1-P;

0 1-Po 0 0 0 0 1-Ps 0
Po Pq P2
Xk Yk Xk Yk Xk Yk
Po P1 P2
1 1 1 1 1 1
1-Pg 1-P1 1- P,

Figura 2.3: Modelo Nascimento e Morte de 4 estados.

O vetor de probabilidades estacionarias IT possui cada um de seus elementos definido por

J—i—2 i—1
T =« H DJ—j—1,J—j—2 Hpi—l—l,i—l (2.43)
j=0 =0

em que i =0,1,...,J —1 e a constante de normalizacdo « deve ser escolhida para satisfazer:
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J—1
> om=1 (2.44)
1=0

O modelo NM mais simples ¢ o GEC, apresentado na se¢ao anterior, doravante denominado

2-NM.

2.4.1 O modelo 3-NM

O modelo 3-NM ¢é definido pelas matrizes:

P0,0b0,0 Po,1b1,0 Do,2b2,0 1-01)1-F) Qi(1—P) 0
P(0) = | pioboo p1,1b1,0 pr2beo | = a(1—FR) (1-qg1—Q2)1—F) Q2(1 — P2)
p2,0b0,0 D2,1b1,0  D2,2b2,0 0 q2(1— Pr) (I—-q2)(1 - P)
po,obo,l po,lb1,1 po,sz,l (1 - Q1)P0 Q1P1 0
P(1) = | piobo1 p1,1bia prober | = P (1-q—Q2)P Q2P
p2,0bo,1  p2,1bin p22ba 0 P (1—-q2)P2

A matriz de probabilidade de transicao da cadeia de Markov é dada por

1—Qr Q1 0
P=P(0)+P(1) = 7 l—qg—Q2 Q2 . (2.45)
0 92 1 —go

O vetor de probabilidade estacionaria dos estados é

— T _ 9192 Q1q2 Q1Q2
11 [71'0 m 7T2] Q1Q2+Q1g2+q1g2 Q1Q2+Q1q2+q1q2 Q1Q2+Q192+q1G2 ’ (246)

2.4.2 O modelo 4-NM

O 4-NM ¢ definido por
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pooboo Poibio Po2b2o  Poobso
b b b b
P(O) _ P1,000,0 P1,1010 P1,2920 P0,093,0
pz,obo,o pz,lbl,o p2,252,0 po,ob3,0
| p3oboo Psibio ps2bao Psobso |
(1-0Q1)(1 - FR) Q1(1— Py) 0 0
B a(l—R) (1—qg—Q2)(1—P) Q2(1 — P») 0
0 (1 —Pp) (1-qg2—Q3)(1 - P) Q3(1 — P3)
I 0 0 g3(1 = P») (1—-Qs)(1—Ps3) |
Poobo,1 Poibi Po2ba1 Poobs
b b b b
P(l) _ P1,00,1 P1,1011 P1,2021  P0,093,1
p2,0b01 P2,101,1 p22bai Doob31
| P3obo1 ps3ibii p32bai psobsi |
(1-Q1)Fk 1P 0 0
B aFPo (1—q— Q)P Q2P 0
0 P (1-q2—Q3)P Q3P3
i 0 0 a3 P (1-Qs)P5 |
A matriz de probabilidade de transicao da cadeia de Markov é dada por
1—-Q Q1 0 0
1—qg — 0
P-PO)+P1)=| * @ -G Q (2.47)
0 G2 1—q@—Q3 Q3
.0 0 a3 l—gqs |

O vetor de probabilidade estacionaria dos estados é
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II = [71'0 T T 7T3]T
[ 4149293 i
Q1Q2Q3+Q1q293+Q1Q2q3+q192q3
Q19293
— | ©1@2@5+tQ123+Q1Q2a3+q1q20s | (2.48)
Q1Q2q3
Q1Q2Q3+Q19293+Q1Q293+q19293
Q1@Q:2Qs
L Q1Q2Q3+Q1¢2¢3+Q1Q2¢3+q192q3 |

2.5 Cobdigos de Bloco Lineares

Seja uma fonte de informagao cuja saida consiste de uma sequéncia de digitos g-arios. Essa
sequéncia é segmentada em mensagens de comprimento fixo, denotadas por u, que consistem
de K digitos de informacdo. Dessa forma, existem ¢ mensagens distintas. O codificador
transforma cada mensagem u em uma N-upla v, chamada de palavra-cédigo, com N > K, por
meio da inclusdo de N — K digitos redundantes, também conhecidos como digitos de paridade.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [41].

Definicao 2.9 Um cddigo de bloco linear C(N, K) sobre GF(q) é um subespago de dimensdo

K do espago vetorial V]\g, de todas as N-uplas &-drias.

A redundéncia de um c6digo linear é frequentemente expressa em termos de sua taxa R., dada
por R. = K/N.

2.5.1 Peso de Hamming

Defini¢ao 2.10 Seja v = (vovy...vn—1) uma N-upla &-dria. O peso de Hamming de v é
definido como o numero de posigcoes nao nulas de v.

2.5.2 Distancia de Hamming

Definicao 2.11 A distincia de Hamming entre duas N-uplas v = (vgv1...vn_1) € 8 =

(s0S1-..SN-1), denotada por d(v,s) é o nimero de posi¢oes em que as duas diferem.

2.5.3 Distancia minima de um co6digo de bloco

A distancia minima de um cédigo de bloco C'(N, K) denotada por d;,, é a minima dis-

tdncia de Hamming entre todos os pares distintos de palavras-cédigo de C'(N, K), ou seja,
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dpin = min{d(v,s);v,s € C(N,K), v #s}. (2.49)

Um cédigo de bloco com distancia minima d,,;, pode detectar todos os padroes de erro de peso
menor ou igual a (dy;, — 1). Um cédigo de bloco com distdncia minima d,,;, pode corrigir
todos os padroes de t. < |(dpmin — 1)/2], em que |x]| denota o maior inteiro menor ou igual a

x.

2.5.4 Matriz geradora

Seja o conjunto go,g1,...,8x—1 uma base do subespago C(N, K), de forma que toda
palavra-cédigo v em C(N, K) é uma combinagdo linear deste conjunto. E possivel construir

uma matriz cujas linhas sdo formadas por estas K palavras-cédigo linearmente independentes.

£o

a=| ® (2.50)

gK-1

onde g = [gi0Gi1---9iN-1), Para g;; € GF(q),0 <i < K—1e0 < j < N—1. Seja
u = (uguy ...ug—1) uma mensagem a ser codificada. A palavra-cédigo correspondente pode
ser obtida fazendo-se v = uG. Como as linhas de G geram o codigo linear, a matriz é chamada

de matriz geradora do codigo.

2.5.5 Matriz de verificacao paridade

Para qualquer matriz G, de dimensdes N x K, com K linhas linearmente independentes,
existe uma matriz de paridade H com N — K linhas linearmente independentes, tal que qualquer
outro vetor no espacgo de linhas de G é ortogonal ao espaco de linhas de H, e qualquer vetor
ortogonal ao espaco de linhas de H esté4 no espaco de linhas de G. Assim, uma N-upla v é

uma palavra-cédigo de um cédigo gerado por G se, e somente se, vH? = 0.

2.6 Cddigos Ciclicos

Cédigos ciclicos sdo uma classe de codigos lineares que possuem uma estrutura algébrica que

facilita seu estudo e implementacao. Um cédigo ciclico pode ser implementado utilizando-se



44

codificadores e decodificadores baseados em registradores de deslocamento de alta velocidade.
A familia de codigos ciclicos inclui cédigos bastante utilizados em aplicagoes praticas, como os

c6digos RS e BCH.

Definicao 2.12 Um cddigo linear C(N, K) é ciclico se qualquer deslocamento ciclico de uma
palavra-cédigo também é uma palavra-cédigo. Portanto, se (vovy ...vn_1) estd em C(N, K),

entdo (VN_109V1 ... UN—2) também estd.

Para uma descrigao algébrica de cédigos ciclicos, associa-se ao vetor v = (vov1...Un—1) O
polindmio v(x) = vy +v1x + vex? + - - +vy_12V L, que pertence a Ry = GF(q)[z]/(z — 1),

o anel de polinémios médulo 2V — 1. Multiplicando-se v(z) por x, obtém-se:

2 N-1 N
Vox + 012" + - + UN_2T +UN1T

zou(x)

= Un_14ver a4+ on_gxV ! (2.51)

que é o polindémio associado ao vetor (vy_1vgv; ...vN_2). Portanto, uma multiplicagdo por
x em Ry corresponde a um deslocamento ciclico. Dessa forma, é possivel afirmar que um
c6digo ciclico é um ideal em Ry. Quando for usada a representacdo polinomial para uma

palavra-codigo, esta sera referida como polinémio-codigo.

2.6.1 Polindémio Gerador

Um ideal principal é um ideal que consiste de todos os multiplos de um polinémio fixo g(z)
por elemento de Ry. O polinémio g(z) é chamado de gerador. O préximo teorema mostra que,
de fato, todo ideal em Ry é um ideal principal, isto é, todo codigo ciclico tem um polinémio

gerador.

Teorema 2.1 Seja C(N, K) um cédigo ciclico linear.
> No conjunto de polindmios-codigo de C(N, K), existe um dnico polindmio méonico g(xz) com
menor grau. g(x) é chamado de polinémio gerador de C(N, K).

> Todo polinomio-cédigo v(x) em C pode ser expresso unicamente como c(x) = u(x)g(z), onde
g(x) € o polinémio gerador de C(N, K) de grau N — K e u(x) é um polinémio de grau menor

que N — K em GF(q)[z], denominado de polinomio mensagem.

> O polinémio gerador de C(N, K) é um fator de z™¥ — 1 em GF(q)[z].
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> Se g(x) = go + g1z + - + gy_x2N K, entdo C(N,K) ¢ gerado pelas linhas da matriz G,
dada por:
dgo 91 92 - - . GN-K 0 0o . . 0
0 . . _ 0o . . 0
a=| " n* Nk P (2.52)
L0 0 . . .0 g g 92 - - IN-K |

2.6.2 Polinémio de Paridade h(z)

Outro polinémio associado aos cddigos ciclicos é o polinémio de paridade, definido da

seguinte forma:

R
h(z) = ho+hx+--+hge™, para hg # 0. (2.53)

Se v(x) é uma palavra-cédigo de C'(N, K), entdo:

v(z)h(x) = u(z)g(x)h(z) = u(z) (2 —1) =0 em Ry (2.54)
de forma que:
N—1
Z vihj—; =0, paral <j< N - K. (2.55)
i=0

Portanto, (2.53) define as equagoes de paridade do c6digo. Pode-se obter, a partir de h(z), a

matriz de verificacdo de paridade do cédigo ciclico H, definida por:

hx hrx—1 hg—o . . ho 0 0 .. 0

0 h hxk—1 hg—o . . . h o . .0
Ho| K K-1 NK-2 0 e (2.56)

0 0 . . .0 hx hx.i hkg_a . . ho
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2.7 Cébdigos BCH

Os codigos BCH formam uma classe de cddigos ciclicos bastante robustos. A sigla decorre
dos nomes de seus autores, Bose, Ray-Chaudhuri and Hocquenghem, que o propuseram em
1959 [46, 47]. Esta classe é uma generalizagdo dos codigos de Hamming para correcdo de
erros multiplos. Os c6digos BCH sao cédigos ciclicos definidos em termos das raizes de seus

polinémios geradores.

Definicao 2.13 Seja C(N, K) um cédigo ciclico sobre GF(q), em que mdc(N,q) = 1. Seja b
a ordem de ¢ mod N e seja o um elemento primitivo em GF(q%). C(N, K) é um cédigo BCH
com distancia projetada 0 se o polinémio gerador g(x) de C(N, K) € o produto dos polindmios

c+1’ o ac+5—2

minimos distintos dos d — 1 elementos consecutivos af, o , para algum inteiro

c>1. Se N =q"—1, com b um inteiro positivo, o cédigo BCH é primitivo.

Seja @;(z) e N; o polindbmio minimo e a ordem de o™, respectivamente. O polindmio

gerador g(x) de um cédigo BCH corretor de . erros é o minimo miltiplo comum (mmc) dos

c+1’ o ,CVC+5_2

polinémios minimos das § — 1 raizes consecutivas af, a . Desta forma, obtém-

se uma expressao para o polindomio gerador g(x) e para o comprimento do cédigo N dados,

respectivamente, por:

g(x) =mmc{P.(z), Pei1(x),..., Peys—2(x)} (2.57)

N:mmC{No,Nl,...,Ng_Q}. (258)

para quaisquer inteiros b e t. (t. < 2° — 1), existe um c6digo BCH binério com os seguintes

parametros:

N=2'-1
N - K <bt,

iy > 6 = 2t, + 1. (2.59)
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2.8 Cébdigos Reed-Solomon

Os cddigos Reed-Solomon (RS) sdo utilizados em varias aplicacgoes, desde comunicagoes
espaciais a compact discs. Os codigos RS sdo uma sub-classe dos cédigos BCH, apesar de nao
possuirem algumas caracteristicas desses, como, por exemplo, capacidade de correcao de erros

em surtos.

Definicao 2.14 Um cidigo RS é um cidigo BCH cujos simbolos que constituem uma palavra-
cédigo pertencem a GF(q®), onde b é um inteiro positivo. Um cédigo RS primitivo tem com-
primento N = ¢* — 1 e dimensdo K. Se a é um elemento primitivo de GF(q"), o polinémio

gerador de um codigo RS primitivo € dado por:

g(x) = H (x —a') (2.60)

Observa-se de (2.60) que o polindémio gerador g(z) tem grau § — 1. Mas, de acordo com a
segunda assertiva do Teorema 2.1, g(x) tem grau N — K. Logo, 6 = N — K + 1. A cota
BCH implica que dp,in > § = N — K + 1. Por outro lado, a cota de Singleton implica que
dpmin < N — K + 1. Logo, um cédigo RS (N, K) tem distdncia minima d,,;,, = N — K + 1.
Portanto, é possivel dizer que os codigos RS fazem parte da familia de cédigos MDS (cédigos

de distancia méxima separaveis), por satisfazerem a cota de Singleton com igualdade.

2.9 Cobdigos LDPC

Os c6digos LDPC (low-density parity-check) foram inventados por R. Gallager, no inicio
dos anos 60, e sdo uma classe de codigos de bloco lineares que operam préximo ao limite
estabelecido por Shannon [48] em um vasto conjunto de canais de transmissao de dados.

Um cédigo LDPC é constituido por uma matriz de verificacao de paridade H, de dimensoes
N—Kx N, cuja densidade de elementos nao-nulos (1s) é baixa, ou seja, H é uma matriz esparsa.
Essa propriedade permite que seja possivel implementar facilmente algoritmos iterativos de
decodifica¢do com complexidade linear ao comprimento do cédigo [41], conforme sera visto na
Secdo 2.11. Também a distancia minima do codigo, que ¢ a quantidade de elementos nao nulos
em uma coluna ou linha da matriz H, cresce linearmente com o comprimento do cédigo (N).
Um cédigo LDPC é dito regular se sua matriz H tem peso de colunas d,. e peso de linhas d;, em

que d; =d.(N/(N—-K))ed, < (N—K). A taxa desta classe de cddigos satisfaz r > 1 —d./d,
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(com igualdade se e somente se as linhas de H sdo linearmente independentes). Os pardmetros
dj,d., N e K especificam uma familia de cdédigos LDPC.

A partir da matriz H, é possivel determinar se uma palavra binaria x = (2o, x1,...,TN_1)
pertence ao c6digo, o que ocorrerd se a relacio xHT = 0 for satisfeita. Dessa expressio derivam

um conjunto de equagdes conhecidas como equagodes de paridade.

2.10 Representacao Grafica

Tanner [49] introduziu os grafos bipartites para descrever familias de c6digos que sao gene-
ralizagoes dos cdigos LDPC de Gallager [50]. Uma fungao g(z1,x2,...,xy) é dita fatordvel
se puder ser decomposta como um produto de n funcoes f;(X;), em que X; C {x1,...,zn}.
Neste contexto, a fungao g(z1,zs,...,zy) é denominada funcao global, e os fatores f;(X;) sao

fungoes locais. Esta decomposicao é representada a seguir:

N
g(x1, 9, ..., TN) = H fi(X;). (2.61)

E possivel representar graficamente, de forma simples, a relagdo entre essas fungoes por meio

do uso de um grafo de fatores.

2.10.1 Grafo de Fatores

Um grafo G é definido por um par (V, &), em que V é o seu conjunto de vértices e € é o
seu conjunto de ramos. Um grafo é dito biparticionado se o seu conjunto de vértices V pode
ser decomposto em dois conjuntos disjuntos Vy e Vo, com V = V; UV, tais que cada ramo no
conjunto de ramos € une um vértice em V; a um vértice em V.

Um caminho de um grafo § = (V, €) é uma sequéncia finita de ramos {vg, v1}, {v1, v2}, ...,
{Um-1,vm}, em que v; € V e cada {v;,v;} € €& Um caminho é denominado um caminho
fechado, ou um ciclo, se o né inicial do primeiro ramo da sequéncia ¢é igual ao né terminal do
ultimo ramo vy = vy,. O comprimento do ciclo é o niimero de ramos que formam o ciclo. Um
exemplo de ciclo em um grafo é exibido na Fig. 2.4, em que um ciclo é formado pelos ramos
destacados.

Um grafo de fatores ¢ um grafo composto da seguinte maneira: a cada variavel x; associa-
se um né no grafo, chamado né de variavel, e a cada fator f;(X;) um né, chamado né de

funcdo. Um né de variavel serda conectado por um ramo a um né de fungdo se e somente se
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Figura 2.4: Grafo de Fatores.

esta variavel aparecer neste fator. Esta construgao implica que um grafo de fatores é um grafo
biparticionado, ou seja, seus nés podem ser divididos em dois conjuntos, em que os ramos tém
sempre como extremidades um noé de variavel e um né de funcao.

A funcao a seguir é um exemplo de uma funcéo fatordvel e sua representacao em um grafo

de fatores é mostrada na Fig. 2.4:

g(x1, w0, w3, 24) = fr(x1, 22, 23) fo(w1, X2, 23, 24) f3 (3, 24). (2.62)

E possivel utilizar uma funcio fatordvel para determinar se um determinado vetor é uma
palavra de um cédigo C'(N, K). Para tanto, seja A(x) uma funcdo que mapeia o dominio X
em uma imagem {0, 1}, ou seja, a fungdo caracteristica de um cédigo corretor de erros. Ela
assume o valor 0 se pelo menos uma equagao de paridade ndo for satisfeita e 1 se todas as

equacgoes de paridade forem satisfeitas, isto é:

1, se xH' =0
AMz) = M1, 22, ..., 2N) = (2.63)
0, caso contrario.
A funcéo caracteristica pode ser fatorada em um produto de N — K fungoes, em que K é o
numero de bits de informacéo, em que cada uma das fung¢oes corresponde a uma equacao de
verificacdo de paridade. Como a funcdo caracateristica é uma funcao fatoravel, esta pode ser
representada como um grafo de fatores que possui o ndmero de nés de variavel igual ao niimero
de colunas da matriz H, e o niimero de nés de funcao igual ao niimero de equagoes de paridade
(N — K). Nesse caso, o grafo é denominado de grafo de Tanner e os nés de variavel passam a
ser chamados de nés de bit e os nés de funcao de nés de checagem. Um grafo de Tanner de

um codigo tem um né de bit j conectado a um né de checagem 7 sempre que um elemento h;;
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da matriz de verificacdo de paridade H for igual a 1. Assim, um grafo de Tanner tem N — K
nds de checagem, sendo um para cada equagao de verificacdo de paridade (ou linha da matriz
H), e N nés de bit, sendo um para cada bit da palavra-codigo.

Por meio da utilizacdo de grafos é possivel visualizar as limitagoes que definem um codigo.
Ademais, os grafos especificam os algoritmos de decodificagao iterativa [51]. Neste tipo de
algoritmo, objetiva-se calcular probabilidades associadas a cada simbolo recebido fazendo uso
de troca de informagoes entre nés de variavel e nés de fungao. Outros componentes correlatos
de um sistema de comunicacGes, como a fonte e o canal, podem ser modelados com o uso de

grafos que, conectados ao grafo do cédigo, permitem o modelamento completo de um receptor.

2.11 Algoritmo Soma-Produto

O algoritmo soma-produto (ASP) é um algoritmo de decodifica¢do sub-6timo, introduzido
por Gallager em 1960 [50], cujo objetivo é marginalizar uma fun¢ao com relagdo a todas
as varidveis envolvidas nela. Assim, o ASP calcula, iterativamente, uma aproximacao desta
marginalizacao para cada uma das variaveis. Se o grafo nao contiver ciclos, é possivel computar
as varias fungdes marginais associadas a uma dada funcao global, o que implicard em uma
decodificacao exata.

Em [51] foi introduzida uma notagado em que se enfatiza as varidveis em que a soma nao

ocorre, com vistas a representacao do calculo de marginalizacdo de uma funcéo:

Zh(ml,...,xi,...,x]\;) éz---z ZZh(xl,...,xi,...,xN). (2.64)

~T; Ti—1 Tit+1l TN

Desta forma, a marginalizagdo de uma funcao g(xy,...,zy) com relacao a variavel z; é dada
por:
gi(xi)ézg(xla"'axia"'axN)' (265)
~T;

O ASP se utiliza da fatoracao da funcao a ser marginalizada, juntamente com a propriedade de
distributividade da multiplicagdo, para reduzir consideravelmente este esforco computacional.
O conjunto de variaveis que participam da funcao f serdo denotados por N(f), e o conjunto
de funcoes das quais a varidvel x participa por M(z). Também serd denotado por N(f)\z o
conjunto N(f) com a varidvel z excluida e M(z)\ f o conjunto M(x) com a funcdo f excluida.

Seja fig— f(x) a mensagem enviada do né x para o n6 f e p1y,(x) a mensagem do né f para
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o né x. As equagoes de atualizacdo do ASP baseiam-se na troca de mensagens dadas por [51]:

> Mensagem de um né de variavel para um né de fungio:

peg@ =TI moale). (2.66)
heM(x)\{f}

> Mensagem de um né de funcdo para um né de varidvel:

proa(@)= D | FNG) TT myr(@) ) (2.67)
~{z) yeN(D\)

2.12 O ASP Aplicado a Mensagens em Razao de Verossimi-
lhanca

Para o caso em que as mensagens trocadas entre os nos do grafo de fatores no ASP sao
vetores bindrios, é possivel expressar a mensagem em termos de um unico parametro. Este
parametro pode ser a razao entre as componentes do vetor, a qual é denominada razao de
verossimilhanca. No entanto, esta quantidade tem uma faixa dindmica muito ampla, e pode
provocar instabilidades no algoritmo. Para circunvir este inconveniente, comumente é utili-
zado na pratica o logaritmo desta quantidade, ao qual se refere como logaritmo de razao de
verossimilhanga (LLR, log-likelihood ratio). Este tipo de mensagem é expressa em termos das

componentes da mensagem em forma vetorial da seguinte maneira:

P(x)2n <%> —In (%) | (2.68)

A transformagao inversa da LLR pode ser obtida diretamente de (2.68):

1

P =0 =1

(2.69)
As mensagens passadas pelo ASP em LLR modificam-se para as formas a seguir:

> As mensagens originadas em nos de varidvel sdo transformadas para a soma das mensagens

que chegam ao no, pelo fato das mensagens estarem em forma logaritmica:

Mosg(z) = > Mya(). (2.70)
heN(f)\a
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Figura 2.5: Mensagem enviada a partir de um né de funcao.

[p:(x = 0),p1(x=1)]

[p2(x = 0),pa(x=1)]

[po(x = 0),po(x=1)] O

[Pm(x = 0), i (x=1)]

Dado um né de funcao de varidveis binarias em um grafo de fatores, em que as mensagens
incidentes sao [pj(z = 0),1 — pj(x = 0)], com j = 1,...,m, e a mensagem de saida é
[po(z =0),1 —po(z = 0)], estando p;(z = 0) associado ao nivel de confiabilidade de x; valer

0, conforme ilustrado na Fig. 2.5, a seguinte relagao é vélida:

1—2py(z=0)= ﬁ(l —2pi(z = 0)). (2.71)

> Para as mensagens originadas em nés de fungdo, observa-se primeiramente a seguinte iden-

tidade nas componentes da mensagem em forma vetorial:

A partir de (2.69), obtém-se:

1 —eh@ Po(x
L= 2po( = 0) = T py = tanh ( 02( )> . (2.72)

Obtém-se entao a expressao para as mensagens enviadas dos nos de funcdo aos nds de variavel

em forma de LLR substituindo-se (2.72) em (2.71):

M;_ () = 2tanh™* ( H tanh (M)) . (2.73)

yeM(z)\f
A expressao (2.73) é conhecida como a regra da tangente hiperbélica. Em sistemas praticos,

esta regra ¢ utilizada pelo uso de aproximacoes numéricas de (2.67) ou de variantes desta [52].

2.12.1 Utilizacao do ASP no Processo de Decodificagdo em Canais Sem Meméria

A decodificagdo de um cédigo de bloco C'(N, K') baseada no ASP é feita simbolo a simbolo.
O processo de decodificagao consiste primeiramente em representar a distribuicao de probabili-
dade conjunta de 2™ = (zy, ..., zy—1) condicionadas a saida do canal ¥ = (yo, ..., yn—1). Uma

vez obtido o grafo de fatores a partir da matriz H e das probabilidades de transicdo do canal



93

sem memoéria p(y,|z,), o ASP funciona de acordo com os seguintes passos:

1. Inicializagdo - O ASP se inicia pelos nés de verificagdo de paridade, que sdo nés folha.
Cada um deles passa ao seu né de varidvel adjacente uma mensagem LLR inicial My, (x,) =
M (yn|zy) = log(P(yn|zn = 0)/P(yn|z, = 1)). Os respectivos nés de varidvel retransmitem

aos seus nos adjacentes (excluindo os nés folha) a mensagem:

Mw%f(xn) = M(ynl|zn)

10g(p(ynlzn = 0)/p(ynlrn = 1)).

em que f € M(x).
2. Atualizacdo - No processo de atualizacdo, os nos de verificacdo de paridade recebem as

mensagens M,_, ¢(z) e atualizam as mensagens My_,,(x) conforme a seguinte equagao:
_ -1 M
M s (x,) = 2tanh II tanh(—2)]. (2.74)
2
teN(f)\zn

Para o caso dos nés de varidvel a atualizagdo das mensagens é :

Myp(xn) = M(yalzn) + D> M(v = ).
veM(z)\ f

3. Estimagdo da palavra recebida - O decodificador utiliza-se da soma das mensagens trans-

mitidas por todos os nds de verificacao de paridade conectados a varidvel z,, para determinar

a informacao a posteriori sobre o simbolo x,,:

veM(zn)

A decisao de &, para o simbolo x,, é feita baseada na seguinte condicao:

0, se A,>0
1, se A, <O.

Tpn =

Se o niimero maximo de iteragoes for completado ou se o vetor X = (2o, ..., Zn_1) satisfizer a
condicio xH” = 0, o algoritmo ¢é finalizado e apresenta o vetor X como palavra decodificada.
Caso isso nao ocorra, o algoritmo repete os passos 2 e 3 até que uma destas condigbes seja
satisfeita. No caso da primeira condi¢do ser atendida serd decodificado o ultimo vetor X

estimado, mesmo que este nao seja uma palavra-coédigo. As mensagens iniciais do ASP que
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sdo as LLRs denotados por M (y,|z,),n = 1,..., N, sdo calculadas a partir do modelo do canal.
Seréd determinada, a seguir, essa LLR para dois modelos de canal: BSC e AWGN.

Para o caso de um canal BSC com probabilidade de transigao p, calcula-se o logaritmo da
razao de verossimilhanga da seguinte forma:

log 75, se y, =1

M (ynl|2s) = -

log >

se yn, = 0.

Considera-se um canal AWGN com entrada bindria cujo o alfabeto é {—1,+1}, e o vetor
recebido y = (y1,...,yn) € RY. As LLRs siio calculadas usando as funces densidades de

probabilidade Gaussiana de médias £1 e varidncia o2 da seguinte forma:

1 _(yn*l)2
pynlazn:()(yn) = \/W exp 202
€
]- 7(yn+1)2
pynlxn:1(yn) - \/ﬁ eXp 202

2
A mensagem inicial processada pelo ASP, M (y,|z,), é dada por:

Yn|Tn=1{Yn

_ (ynfl)z + (yn+1)2
— log e 202 202

(Yn — 1)2 + (Yn + 1)2

202 202
_ _(y% — 2Yn + 1) + (y% + 2y, + 1)
202

2

0-2
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AVALIAGAO DE METODOS DE GERAGAO DE
PARAMETROS DE MODELOS DE CANAIS DE

EsTADOS FINITOS

UM problema fundamental na drea de modelamento de canais é encontrar um método
eficiente para achar os pardmetros de um modelo FSMC de tal forma que este tenha
um comportamento estatistico semelhante ao canal que se deseja modelar.

O objetivo deste capitulo consiste em comparar a precisao de trés métodos para estimagao
dos parametros de um modelo FSMC, mais especificamente o canal GEC, de modo a tentar
reproduzir o comportamento estatistico de um DFC, descrito a seguir. Nesse contexto, o
método proposto por Wilhelmsson e Milstein [28], aqui chamado de WM, e o algoritmo de
Baum-Welch [29], denominado de BW, ji utilizados na literatura, sio comparados com um
terceiro método, a minimizagao da divergéncia de Kullback-Leibler [22], doravante chamado de
KL, cuja utilizacao para esse fim é uma proposta deste trabalho. A precisao dos modelos obtidos
com cada técnica serd avaliada comparando-se curvas da funcdo autocorrelagdo, da vazao do
protocolo GBN e da probabilidade de uma decodificagdo sem sucesso de um cédigo de bloco,
geradas tanto pelo DFC e quanto pelo modelo GEC.. Ainda neste capitulo, sdo empregadas
técnicas da teoria de enumeracdo de sequéncias discretas para enumerar as probabilidades de
eventos de interesse para o calculo do desempenho. Tais probabilidades sdo denotadas como
coeficientes de uma série de poténcias, denominada de série geradora. Com a utilizagdo dessas

técnicas, sao desenvolvidas expressoes inéditas de recorréncia para o cdlculo de P(m,n) para
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os modelos 3-NM e 4-NM.

O método WM ¢ largamente utilizado na literatura [53-57] para modelar canais com des-
vanecimento usando modelos GEC. O algoritmo BW, por sua vez, ¢ um procedimento iterativo
que maximiza uma funcao de verossimilhanca e pode ser usado em qualquer FSMC. A precisao
deste método depende das condi¢Oes iniciais dos parametros do FSMC e uma convergéncia para
um maximo global nao é assegurada. Propde-se, ainda, um método para estimar os parametros

do GEC que minimiza a divergéncia de Kullback-Leibler entre duas medidas de probabilidade

produzidas pelo DFC e pelo GEC.

3.1 Canal Discreto com Desvanecimento

Considera-se um DFC composto por um modulador BPSK, um canal com desvanecimento
Rayleigh correlacionado no tempo, nao seletivo em frequéncia e com ruido aditivo Gaussiano
branco, e um demodulador coerente com quantizacdo de £ bits. A envoltéria complexa do
desvanecimento G(t) = G(t) + jGo(t) é um processo Gaussiano complexo, estaciondrio no
sentido amplo, com média zero, E[G(t)] = 0 e segundo momento normalizado, E[|G(¢)[?] = 1.
As componentes em quadratura G i(t) e é’Q(t) sao processos Gaussianos mutuamente indepen-
dentes que possuem a mesma fun¢do covariancia que, adotando-se o modelo de desvanecimento

de Clarke, pode ser expressa como [58, 59]
C(7) = B{[G" )G (¢t + )]} = Jo(27 foT) (3.1)

em que Jyo(z) é a fungao de Bessel de primeira espécie e ordem zero e fp é a méxima frequén-
cia Doppler. Para um instante de tempo fixo, ¢ = kT, a envoltéria do desvanecimento

Ay & \/é%(kT) + é’é(kT) (em que 1/T ¢é a taxa de sinalizacdo) tem funcdo densidade de

probabilidade Rayleigh, que é dada por:
fa(a) = 2ae™. (3.2)

Sejam X = {0,1} e Y ={0,1,...,29 — 1} os alfabetos de entrada e de saida, respectivamente,
do canal. O processo de entrada do DFC é {X;}, X € X, k = 1,2,.... A k-ésima amostra

do sinal recebido é dada por:

Ry = VEALS, + Ny, k=1,2,... (33)
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em que Fy é a energia do sinal transmitido, { A} é o ruido multiplicativo, Sy € {2X) — 1} e
{N}} é uma variavel aleatéria Gaussiana com média zero e variancia Ny/2. Define-se a relagao
sinal-ruido média do sinal recebido por SNR = E;/Ny. A varidvel aleatéria amostrada Ry, é
demodulada e quantizada com um quantizador de £ bits que fornece a saida do canal Y, € Y,

de acordo com a operacgao:

Y =14, se Ry € (T}_,,T)) (3.4)

j—bL g

para j € Y. Os limitantes T]’ sao uniformemente espagados com passo de quantizagdo A,

satisfazendo [27]:

—00, se 7=—1
Ti=9 (j+1-2YA, se j=0,1,...,2¢ =2
00, se j=28—1.
A Figura 3.1 ilustra o referido mapeamento. Definindo-se o passo normalizado do quantizador
por § £ A/\/E; e o limiar normalizado por T; = T} /\/Ej, ¢ possivel escrever Tj = (j + 1 —
2¢71)§, para j = 0,1,...,2° — 2. A probabilidade condicional ¢; j(ax) = P(Yy = j | Xy =

i, A, = ax),em que i € X,j € Y e ax € [0,00), pode ser determinada da seguinte maneira:

quj(ak) = P(T]{_l < R < T]/ ’ Xy =i, A = a,;g)
= P(Tj_1— (2i— Day, < \j/V—Ei < Tj— (2 — 1ay)
= Q(V2SNR(Tj1 - (2 - Dax)) — Q (V2SNR(T; - (2i = Dax))  (3.5)

em que SNR=4£ ¢ a relagdo sinal-ruido e Q(z) = 1/v27 [[* exp{—t?/2} dt. Pela simetria

Figura 3.1: Regides de decisio para um canal discreto com 25 niveis de quantizagdo.
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da constelagdo BPSK e das regides de decisdo, é possivel observar de (3.5) que ¢; j(ar) =

¢1—i2¢—1—;(ax). Entao

Gi.j(ar) = q, - (ar) (3.6)
To(=1)t

para i € X, j € Y. Para o inteiro n > 1, seja P(y" | 2",a") 2 PY1 =y1,.. ., Y =yn | X1 =

1., Xp =p, A = ay,..., A, = ay). Entao,

n n
P(yn | xnaan) = H quyk(ak) = H qO yp— (28 =Dy (ak)
k=1 k=1

) (—D)Zk

O DFC pode, entao, ser especificado pela seguinte probabilidade condicional:

Pppc (y"|a") = P(Y"=y" | X" =2a")

n
= EAl---An H qO yp— (28 =Dy (Ak) (37)

f=1 T DR

em que Y = (Y1,...,Yn), 2" = (T1,...,Ty).

A funcdo de autocorrelacao para o DFC, R[m], é dada pela equacdo (3.8), em que p =
Jo(2mmfpT), em que fpT é a frequéncia Doppler normalizada [45]. Assim, o canal DFC é
descrito por quatro parametros, quais sejam: SNR, fpT', £ e . No caso especifico de um DFC

binario (£ = 1), tratado neste capitulo, esse canal é descrito por dois pardmetros: SNR e fpT.

3.2 Estimacao de Paradmetros do modelo GEC

Nesta secado, utiliza-se o GEC para modelar o DFC descrito anteriormente, na Segdo 3.1.
A precisao dos modelos obtidos com as trés técnicas de estimacao de parametros consideradas
sera avaliada via comparagdo das estatisticas e métricas de desempenho descritas nesta se¢ao
com as obtidas pelo canal de comunicagbes. Sao descritos dois métodos largamente utilizados
para estimar os parametros de modelos GEC, o WM e o BW, que sdo comparados com um

método alternativo, proposto neste trabalho, que consiste na estimacao de parametros baseada

Rjm] = - / " / " sin” 6 sin” 0 doydbs.  (3.8)
T2 2 . .
™ Jo O sin®@; sin? 0y + L= (sin? 6, +sin? 0,) + (E) (1—p?)

0
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na minimizacao da divergéncia.

3.2.1 O Método WM

O método WM para estimacao de parametros de um GEC [28], considera a; e 7 como
limiares dos niveis de amplitude e da SNR, respectivamente, para os quais o canal muda de
estado. A SNR instantanea () é uma varidvel aleatéria exponencial com funcao densidade de
probabilidade p(~y) dada por:

p) = 2¢T 720 (39)

em que 7 é a SNR. As probabilidades de estado estacionéarias do GEC sao calculadas como a

fracdo de tempo em que 7 encontra-se acima ou abaixo de ~y, isto é [28]:

LA = |Vt
m :/ T dy=1-—e7| =1—¢" (3.10)
o 7 0
em que p? = L. Analogamente
o0 1 — — o0
T = / ZeF dy = e7 | =e " (3.11)
v Yt

Em seguida, considera-se o tempo médio em que a amplitude do sinal permanece abaixo de
oy e iguala-se ao tempo médio que o GEC permanece no estado ruim, uma vez tendo entrado

nele. Assim, é possivel encontrar [2§]

Q = pfoTV2r. (3.13)

As probabilidades condicionais de erro de cada estado do GEC séo calculadas como probabi-
lidades de erro de um canal com desvanecimento Rayleigh condicionadas a probabilidade do

canal estar no respectivo estado [28]:

a:%ﬁ%mamm (3.14)
%:%Kﬂmawm (3.15)

em que P.(y) = Q(1/27) é a probabilidade de erro do DFC para um dado valor de ~.

A Tabela 3.1 mostra os parametros do GEC obtidos para um DFC com fp7 = 1073, um
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valor tipico para um canal com desvanecimento lento, e para cinco valores de SNR (0, 5, 10,

15 e 20 dB), com trés valores de ~; para cada SNR.

Tabela 3.1: Valores dos parametros do GEC estimados pelo método WM que modelam um DFC com
fpT =1073.

Parametros do DFC q Q Py P
v = —2 dB, SNR=0 dB, fpT = 1073 | 0,0019 | 0,0022 | 0,1293 | 0,3187
v =0 dB, SNR=0 dB, fpT =10-3 | 0,0025 | 0,0014 | 0,1004 | 0,2863
v =2 dB, SNR=0 dB, fpT =10-3 | 0,0031 | 0,00081 | 0,0691 | 0,2563
v+ =3 dB, SNR=5 dB, fpT =10"3 | 0,0019 | 0,0022 | 0,0302 | 0,2092
v =5 dB, SNR=5 dB, fpT =10=2 | 0,0025 | 0,0014 | 0,0155 | 0,1712
v¢ =7 dB, SNR=5 dB, fpT =10"3 | 0,0031 | 0,00081 | 0,0056 | 0,1418
v = 8 dB, SNR=10 dB, fpT =10-3 | 0,0019 | 0,0022 | 0,0012 | 0,0974
v = 10 dB, SNR=10 dB, fpT =103 | 0,0025 | 0,0014 | 0,00018 | 0,0730
v = 12 dB, SNR=10 dB, fpT =10~3 | 0,0031 | 0,00081 | 0,00001 | 0,0581
v = 13 dB, SNR=15 dB, fpT =103 | 0,0019 | 0,0022 | 4,8¢~7 | 0,0344
v = 15 dB, SNR=15 dB, fpT =10=3 | 0,0025 | 0,0014 | 1,7¢=? | 0,0255
v = 17 dB, SNR=15 dB, fpT =103 | 0,0031 | 0,00081 | 1,7¢=? | 0,0202
v = 18 dB, SNR=20 dB, fpT =10~3 | 0,0019 | 0,0022 le 2 | 0,0112
~v¢ = 20 dB, SNR=20 dB, fp7 =103 | 0,0025 | 0,0014 e~ | 0,0083
v = 22 dB, SNR=20 dB, fpT =10~3 | 0,0031 | 0,00081 | 1le~'2 | 0,0066

A escolha do valor 6timo de v para cada SNR depende da estatistica utilizada para a

avaliagdo, o que sera mostrado na Segao 3.3.

3.2.2 O Método BW

O algoritmo BW [29], detalhado no Apéndice A, é um algoritmo iterativo que visa estimar
a matriz de transicao de probabilidade e as probabilidades condicionais de geracao de erros de
um FSMC, baseado em uma sequéncia de erros observada. Uma caracteristica importante é que
o seu tempo de execucdo depende de varios fatores como a ordem do modelo e o comprimento
da sequéncia de erros utilizada [60, 61]. Para cada valor dos parametros do DFC (fpT e SNR),
uma sequéncia de erro do DFC é gerada por simulagao (o tamanho da amostra é fixado em
S = 3 x 107 bits) e os pardmetros do GEC sio estimados usando este algoritmo. A Tabela 3.2

mostra os pardmetros do GEC obtidos para um DFC com fpT = 1073 e para quatro valores

de SNR.

3.2.3 O Método KL

O método proposto neste trabalho usa uma medida de distancia entre duas medidas de

probabilidade, Pppo(Z%) e Pugo(Z%), para estimar os parametros do DFC. A medida adotada
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Tabela 3.2: Valores dos parametros do GEC estimados pelo algoritmo BW que modelam um DFC
com fpT = 1073,

Pardmetros do DFC q Q Py P
SNR =5 dB 0,0054 | 0,0022 | 0,0111 | 0,1990
SNR =10 dB 0,0084 | 0,0013 | 0,0019 | 0,1634
SNR =15 dB 0,0133 | 0,0007 | 0,0003 | 0,1464
SNR = 20 dB 0,0241 | 0,0004 | 0,0001 | 0,1499

é a divergéncia de Kullback-Leibler, que é expressa da seguinte forma [22]:
1 ¢ ¢
D (Pore || Pove) = lim 5Dy (Pove(Z°) || Pexe(Z1))
l—o0 {

em que 3Dy (Porc(Z9) || Pepe(Z%)) é a divergéncia normalizada de (-ésima ordem entre as

distribuicdes Ppeo(Z°) € Pawe(ZY):

Porc(Z")

Di (Pore(Z) | Posc(Z)) = 3 Povel 2')lows 5 728

zte{0,1}*

(3.16)

em que P,..(Z*) é obtida via simulagao do DFC e P, (Z*) é calculada matricialmente usando
(2.23). O método proposto consiste em escolher os quatro pardmetros do GEC que minimizem
(3.16) para um valor de ¢ fixo, com a restrigdo que o DFC e o GEC tenham o mesmo coeficiente
de correlagao e a mesma probabilidade de ocorrer um erro, isto é, Corpye = Corgge € Pore(1) =
Pire(1), para ¢ fixo. A Tabela 3.3 mostra os pardmetros obtidos com a minimizacao de

Dyo (Porc(Z2°) || Pesc(217)).

Tabela 3.3: Valores dos parametros do GEC estimados pela minimizacao da divergéncia de Kullback-
Leibler de (-ésima ordem que modelam um DFC com fpT = 1073, ¢ = 10.

Pardmetros do DFC q Q Py P
SNR =5 dB 0,01048 | 0,00274 | 0,01560 | 0,25000
SNR =10 dB 0,01038 | 0,00085 | 0,00550 | 0,24000
SNR =15 dB 0,02056 | 0,00057 | 0,00150 | 0,23000
SNR =20 dB 0,00190 | 0,00001 | 0,00050 | 0,22000

3.3 Resultados

Para mensurar a exatidao de cada método de estimagao dos pardmetros de um GEC, sera
feita uma comparagao de algumas estatisticas do DFC e dos GEC estimados por cada uma das

trés técnicas.
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Figura 3.2: Funcdo autocorrelagio de um GEC que aprozima um DFC com fpT = 1072 ¢ SNR = 10
dB.
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Na Figura 3.2 sdo mostradas as curvas da funcéo autocorrelacao para um DFC com fpT =
1073 e SNR = 10 dB e os respectivos GEC estimados com os trés métodos. Para os modelos
obtidos com o WM, sdo mostradas curvas para trés valores de 7;. Observa-se que os modelos
gerados por WM nao geram uma boa aproximagao para a curva do DFC (para qualquer valor
de 74), enquanto o método KL apresenta a melhor aproximagao. Para valores elevados de m,
as curvas convergem para a autocorrelagdo de um canal sem memoria.

A vazao do protocolo GBN foi introduzida na Secao 2.3. Essa estatistica é utilizada nesta
se¢ao para comparar os modelos avaliados. Assim, para o DFC, a vazao e a PCE sao calculadas
via simulacao. Para realizar uma comparacao entre os métodos usando a vazao de um protocolo
GBN, deve-se encontrar, inicialmente, um valor para o limiar 7; do método WM para cada
valor de SNR considerado, de modo a maximizar a aproximagao da estatistica trabalhada. Na
Figura 3.3 é possivel verificar que dado um valor de SNR existe um ; que melhor aproxima
a vazao do DFC. Nesta figura foram utilizados os seguintes valores de ;: SNR, SNR + 2
dB, SNR + 3 dB, SNR + 4 dB. Por exemplo, pode-se verificar nesta figura que, para SNR =
10 dB, a melhor aproximacao é atingida com 7 =SNR. A Tabela 3.4 resume os valores dos
parametros dos GEC encontrados para o valor de 7; selecionado.

A Figura 3.4 compara as curvas da vazao do DFC e de modelos GEC com parametros que
foram estimados por cada um dos trés métodos. Para valores de SNR até 10 dB, o método

WM se mostra mais vantajoso. O método BW é o mais adequado para valores de SNR maiores
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Figura 3.3: Comparacao da vazao do protocolo GBN do DFC e de GEC' estimados pelo método WM
para um DFC com fpT = 1073, Nggn =10 e N = 80.
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Tabela 3.4: Valores dos parametros do GEC calculados pelo método WM que aprozimam a vazdo do
DFC com fpT = 1073,

Pardmetros do DFC q Q Py P
SNR=5dB (1, =7dB) | 3,1e 3| 8,1e | 5,6e 2 | 14,1872
SNR=10dB (v, =10dB) | 2,5e73 | 1,4e 3 | 1,8e~% | 7,3e72
SNR=15dB (v, = 17dB) | 3,1e73 | 8,1e=* | 1,7e 7 | 2,02¢?
SNR =20 dB (v, =23 dB) | 3,5e 3 | 5e* le 12 6,1e3

de 15 dB.

Para realizar uma comparacao da PCE entre os métodos, fez-se necessario estudar um valor
conveniente para o limiar 74 do método WM para cada valor de SNR considerado, de forma
que, dado um valor de SNR, existe um +; que melhor aproxima a PCE do DFC. A Tabela 3.5

resume os valores dos parametros dos GEC encontrados para o valor de v; selecionado.

Tabela 3.5: Valores dos parametros do GEC' calculados pelo método WM que aprorimam a PCE do
DFC com fpT = 1073,

Parametros do DFC q Q Py P
SNR =5dB (1 =5dB) | 0,0031 | 0,00081 | 0,0056 | 0,1418
SNR =10dB (v =8dB) | 0,0019 | 0,0022 | 0,00012 | 0,0974
SNR =15dB (v =9 dB) | 0,0012 | 0,0043 | 0,00018 | 0,0719
SNR =20 dB (v =9 dB) | 0,0007 | 0,0085 | 0,00006 | 0,0682

A Figura 3.5 mostra o comportamento da PCE versus a SNR, para um DFC com fpT = 103 e
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Figura 3.4: Comportamento da vazio do DFC e de modelos GEC para fpT = 1073, Ngpn = 10 ¢
N = 80.
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para os modelos GEC. Esta probabilidade foi obtida utilizando-se um c6digo de bloco binario,
linear, de comprimento N = 255 e capacidade de correcdo t. = 29. E possivel observar nesta
figura que o GEC com pardmetros calculados pelo método WM (para os valores de y; mostrados
na Tabela 3.5) apresenta um comportamento discrepante da curva do DFC. O GEC obtido
com o método BW se mostra mais preciso para valores superiores a 15 dB.

De acordo com as curvas analisadas, o método proposto por WM mostra-se mais vantajoso
apenas na analise da vazdo. Em que pese sua baixa complexidade computacional, esse método
torna-se dispendioso uma vez que, para a obtencao desse resultado, hé a necessidade de ensaios
prévios para a determinagao do valor adequado de ; para métrica de desempenho considerada
(observe que os valores de 74 nas Tabelas 3.4 e 3.5 sdo diferentes). A andlise das curvas da
func¢éo autocorrelagdo sugere que tanto o método BW quanto KL s@o robustos e eficientes para a
estimagao dos parametros do GEC. Em suma, considerando-se todas as estatisticas analisadas,
é possivel afirmar que, a despeito do método KL ser bem aderente ao comportamento do
DFC em vérias ocasides, o método BW mostra-se um pouco mais fidedigno, motivo pelo qual
sera utilizado no restante deste trabalho. H&, ainda, que se considerar que a precisdo do
modelamento pode ser melhorada se forem considerados modelos com mais de dois estados.

Por isso, serdo considerados a seguir os modelos 3-NM e 4-NM.
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Figura 3.5: PCE x SNR para um cddigo de bloco bindrio, linear, de comprimento N = 255,
capacidade de corregio t. =29, em canais GEC e no DFC com fpT = 1073.
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3.4 Modelamento do DFC com 3-NM e 4-NM

Antes de iniciar-se uma anadlise estatistica comparativa, serd desenvolvida uma férmula
para o calculo de P(m,n) para os modelos 3-NM e 4-NM, de modo que seja viabilizada uma

analise da PCE desses modelos.

3.4.1 Calculo de P(m,n) para os modelos 3-NM e 4-NM

Serao desenvolvidas formulas de recorréncia utilizando-se a metodologia descrita em [30],
para calcular a probabilidade dos modelos 3-NM e 4-NM gerarem m erros em uma sequéncia
de comprimento n.

Seja R o corpo dos numeros reais. Define-se R < g, 21 > como o conjunto de todas as
somas finitas de produtos ndo comutativos de xg e x1, com coeficientes tomados de R. Seja (,
um conjunto arbitrario de seqiiéncias de ruido bindria de comprimento n. Define-se uma série

geradora para (,, da seguinte forma:

Fe, = Z Ty Loy T, € R < 29,21 > (3.17)

Z"ECn
em que x,, € {xg,x1}, e os indeterminantes xy e r; marcam um digito de ruido igual a 0 ou

1, respectivamente, em cada sequéncia pertencente a (,. Denota-se (" o conjunto de todas as
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sequéncias de comprimento n com m erros. Entao, P(m,n) = P((").
A probabilidade de um conjunto arbitrario de sequéncias de comprimento n, (,, pode ser

expressa na forma:

P(¢,) = TIT (AF,)1. (3.18)

em que A deriva do mapeamento

A R<zg,270 > — MN(]R)

z,, — P(z) (3.19)

i

em que My (IR) é o anel formado por todas as matrizes J x J, cujos elementos pertencem a RR.
A fim de enumerar o conjunto (", define-se R[[s, z]] o anel de todas as séries de poténcias
com indeterminantes comutativos s e z, e coeficientes tomados de R. Seja H(s, z) uma série

geradora definida da seguinte forma:

H(s,z) = Z Z P(m,n)s™z" € R][[s,z]]. (3.20)

n=0m=0

em que s e z sdo indeterminantes comutativos que marcam, respectivamente, a quantidade
de erros e o comprimento de uma seqiéncia de ruido. Define-se [s""z"] um operador tal que
[s™2"|H(s, z) é o coeficiente do termo s"z" na série de poténcias H (s, z), ou seja, P(m,n).

Assim,

P(m,n) = [s"z"|H(s, z). (3.21)

Serd desenvolvido um método para calcular H(s,z) utilizando-se uma técnica enumerativa
[30]. Para tanto, define-se {* como o conjunto de todas as sequéncias bindrias de qualquer
comprimento, incluindo a sequéncia vazia, isto é, (* = Up—y (s, em que ¢} sao todas as

sequéncias bindrias de comprimento n. A série geradora Fi- é:

o0

Fee = Z(ffo + 1)

=0

(1 — (2o + 1))t (3.22)
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Com o objetivo de enumerar a quantidade de erros e o comprimento de cada sequéncia em Fi-
e, considerando-se os indeterminantes s e z definidos anteriormente, define-se a seguinte série

geradora:

oo
F(xo,1,8,2) = Y 2' (w0 + s21)’

= (I — (2(zo +s71)) " €R < wp, 21 > [[5,2]]. (3.23)

E possivel calcular H (s, z) substituindo-se, em (3.23), z., por P(z;) e multiplicando-se a matriz

resultante pelo vetor linha IT” & esquerda e pelo vetor coluna 1 & direita.

H(s,z) =TI {I — zP(0) — zsP(1)} ' 1. (3.24)

Substituindo-se em (3.21), obtém-se:

P(m,n) = [s™z"|IIT {I — 2P(0) — zsP(1)} ' 1. (3.25)

Observa-se que H (s, z) é uma razao de dois polindbmios em s e z, uma vez que a inversa da
matriz W £ T — 2P(0) — zsP(1) é a razdo entre a transposta da matriz dos cofatores de W,
Cof(W) e seu determinante,det(W), isto ¢, W~ = cof(W)T'/ det(W). Desta forma:

_ I Cof(W)T1  L(s, 2)

H(s,z) = det(W) = 06.2) (3.26)

3.4.2 Recorréncia para o 3-NM

A partir dos polindmios L(s, z) e Q(s, z), sera desenvolvida uma férmula recursiva para P(m, n),
como serd mostrado a seguir para o caso particular do modelo 3-NM. A matriz W para o 3-NM,

em func¢ao das matrizes P(0) e P(1), é dada por:

W =1-:P(0) — zsP(1)

PoSZ(Q1 71)72(@171)(}’071)4»1 le(Pl 71)7Q1P1 sz 0
qlz(Py — 1) — Pyq182 Prsz(Qa+q—1)—2(PL—1)(Q2+q1 —1)+1 Q22(Py — 1) — Q2P s2
0 q2z(P1 — 1) — Py q2sz Prsz(qga—1) —2(Po—1)(g2 — 1)+ 1
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Desta forma:

det(W) = 1+ c12 + ca52 + 322 + ¢452° + c5522% + 62 + c782° + c8522% + cs323  (3.27)

em que
= Q+Qt+a+e—-3+P01-0Q1)—-Pi(Q:2+aq)+ P(1—q2)
2 = P(@Qi—-1)+P(qn+Q2—1)+Pa(q2—1)
s = Po(—242Q1+ Q2+ +¢ —Q1Q2—Q1¢2) + P1(—24+ Q1 +2Q2+2¢1 + g2 — Q1Q2 — q1G2)

+ Po(—24+Q1+Q2+q +2¢2 — Qi1g2 — 1q2) + PoPi(1 — Q1 — Q2 — g1 + Q1Q2)

+ PP(1-Q1i—q+Q1q) + PiP(1 —Q2—q1 — g2 + q1q2)

+ (83=2Q1—2Q2—2¢1 —2¢2 + Q1Q2 + Q1¢2 + q1q2)
aa = P(2-201—-Q2—q1 —q2+@Q1Q2+ Q1q2) +P(2-0Q1—2Q2—2q1 — g2+ QiQ2 + q1q2)

+ P2-Q1—Q2—q1 —2q2 + Qig2 + q1q2) + 2POP1(—1 + Q1+ Q2+ q1 — Qle)

+ 2PP(-14+ Qi1+ ¢ —Qiq) +2PiP2(—14+ Q2+ ¢1 + ¢2 — q1q2)
cs = PPQ1-Q1—Q:—q1+Q1Q2)+PoPo(1—Q1—q+Qiq2) + PAP2(1—Q2—q1 — ¢2 + q1q2)
c¢6 = (—Ph—Pi—Po+PoPi+PoPo+PPo—PoPIPo+1)(Q1+Q2a—14+q1+ ¢ —Q1Q2— Q1g2 — q1G2)
7 = (Po+ Pi+ Py —2PyP1 —2PyP> — 2P, P> + 3POP1P2)(Q1 +Q2—14+q +q¢—Qi1Q2— Qig2 — q1q2)
cs = (PoPi+ PP+ PP —3RPiP)(Q1+Q2—14+q¢ +q¢—Q1Q2—Q1¢2 — q1q2)
cg = POP1P2(Q1+Q2—1+Q1+QQ—Q1Q2—Q1(]2—Q1(]2)
(]

T T, _ 2 2 )
IT" cof(W)" 1 = g, + c1,2 4 2,52 + ¢3,2" + 4,52" 4 ¢5,572". (3.28)
Portanto:
Co. + €12+ o Sz 4¢3 2% + ¢4 52° + ¢y 5222
H(S7 Z) — P P P P P P

1412+ sz + 322 + cu522 4+ 55222 + 623 + c7823 + 85223 + cos323
oo n

= Z Z P(m,n)s™z".
n=0m=0

Passando-se pelo desenvolvimento, que pode ser encontrado no Apéndice B, chega-se a férmula

de recorréncia para o 3-NM, dada por:

P(m,n) = —c;P(m,n—1) —cgP(m—1,n—1) — csP(m,n — 2) — ¢4,P(m — 1,n — 2)
— P(m—2,n—-2)—cP(m,n—3)—czP(m—1,n—3) —csP(m —2,n—3)

— cP(m—3,n—-23) (3.29)
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com as condigoOes iniciais:

P(2,2)

- -

0 para m,n<0,m >n

1

c1, —c1 = (Q1(Q2Po — Q2P2 + Pogz — P1¢2))/(Q1Q2 + Q192 + q1g2) — Po + 1

» — C2 = (Q1Q2P2 + Q1Pig2 + Poq1g2) /(Q1Q2 + Q1g2 + q142)

cs, —c3 —c1P(0,1) = (Q1Q2 4+ Q1q2 + q1q2 + Pogigz — 2Q1Q2 P2 — 2Q1 P1g2 — 2Poq1ge
Q1Q2P2” + Q1P g2 — Q1Q2Pi°q2 — Q1Q2P2’q2 — Q1Po’qig2 — Q1P quge

2Q1Q2P1 P2g2 +2Q1PoPiqig2) /(Q1Q2 + Q1g2 + q1g2)

1, — a1 P(1,1) = c2P(0,1) — ca = (2 (Q1Q2P2 — Po’q1g2 + Q1 Prg2 + Poqiga — Q1 Q2P
Q1P + Q1Q2P %2 + Q1Q2P2° g2 + Q1 Po gz + Q1P *qiga — 2Q1Q2Pi Page
2Q1PoPrq1g2)) /(Q1Q2 + Q192 + q192)

cs, —c2P(1,1) —c5 = (P02q1q2 + Q1QaP + Q1Pi% g — Q1QaPi g2 — Q1 Q2P o
Q1P 12 — Q1P qiga 4+ 2Q1Q2Pi Pago + 2Q1P0P1q1q2) /(Q1Q2 + Q1q2 + q1¢2)-

Cc2

3.4.3 Recorréncia para o 4-NM

Para o modelo 4-NM, seguindo a mesma sequéncia do caso 3-NM e, ainda, utilizando-se os

polinémios L(s, z) e Q(s, z), serd desenvolvida uma férmula recursiva para P(m,n). A matriz

B para o 4-NM, em fungao das matrizes P(0) e P(1), é dada por B = I — zP(0) — zsP(1).

Assim como no caso anterior, passando-se pelo desenvolvimento demonstrado no Apéndice B,

chega-se a formula de recorréncia para o 4-NM, dada por:

P(m,n) = —c;P(m,n—1) —cP(m—1,n—1)—csP(m,n—2) —c,P(m —1,n —2)

csP(m—2,n—2)—cP(m,n—3)—czP(m—1,n—3)—cgP(m —2,n—3)
coP(m —3,n—3)—croP(m,n—4) —cuP(m—1,n—4) — c12P(m —2,n — 4)

csP(m—3,n—4) — c.uP(m —4,n — 4) (3.30)

com as condigdes iniciais:
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P(m,n) = 0 para m,n<0,m>n

P0,0) = 1

P0,1) = ¢, —ca = (Q1(Q2Po — Q2P+ Pogz — P1g2))/(Q1Q2 + Q1q2 + q1q2) — Po + 1

P(1,1) = ¢, —c2=(Q1Q2P2 +Q1Pig2 + Poq1q2)/(Q1Q2 + Q1q2 + q1¢2)

P(0,2) = ¢, —c3—c1P(0,1) = (Q1Q2+ Q12 + q1¢2 + Poqige — 2Q1Q2P> — 2Q1Pig2 — 2Poq1 g2
+ QiQ2P + Q1P’g2 — Q1Q2Pi’g2 — Q1Q2Po’ g2 — Q1P qig2 — Q1P quge
+ 201Q2PiPag2 +2Q1 PoPiqiq2) /(Q1Q2 + Q192 + q1q2)

P(1,2) = ca, —ca1P(1,1) —c2P(0,1) —ca = (2 (Q1Q2P2 — P’qig2 + Q1Piga + Pogige — Q1Q2Ps”
- QPP+ Qi1Q:P%g + Q1Q2Po’go + Q1P 12 + Q1P q1g2 — 2Q1Q2 Py P2ge
- 2Q1PPiqig2)) /(Q1Q2 + Qa2 + q1q2)

P(2,2) = ¢, —c2P(1,1) —c5 = (P02q1q2 + Q1QaP + Q1Pi% g — Q1QaPi g2 — Q1 Q2P o
- Q1P g2 — Q1P qige + 2Q1Q2 P Pago + 2Q1P0P1Q1Q2) /(Q1Q2 + Q1g2 + q1g2)

P(0,3) = c6, —c1P(0,2) — c3P(0,1) — ¢ P(0,0)
P(1,3) = cr, —aiP(1,2) — 2P(0,2) — c3P(1,1) — caP(0, 1) — ¢ P(0,0)
P(2,3) = s, —c1P(2,2) — 2P(1,2) — caP(1,1) — ¢5P(0, 1) — ¢ P(0, 0)
P(3,3) = co, —c2P(2,2) —csP(1,1) — coP(0,0)

3.5 Analise do modelamento do DFC utilizando modelos J-
NM

Nesta secao serao analisados resultados de algumas estatisticas com o objetivo de verificar
qual ordem de modelo NM ¢ capaz de reproduzir, de maneira fidedigna, a sequéncia de erros
do DFC. As estatisticas do DFC sdo obtidas por simulagao, enquanto as do J-NM séo obtidas
teoricamente. Duas estatisticas sdo consideradas: a probabilidade de ocorrer uma sequéncia
com m transmissoes corretas, dado uma incorreta, P(0™ | 1) (2.42); e a probabilidade do DFC
produzir m simbolos errados em um bloco de comprimento n, P(m,n) (2.36).

Na Tabela 3.6, sio mostrados os pardmetros dos modelos J-NM, obtidos utilizando-se o
algoritmo BW, que modelam o DFC com fpT = 10~3. Na sequéncia, sio mostradas as Figuras
3.6-3.9 que detalham o comportamento de P(0™ | 1) para SNR= 5,8,10 e 15dB, respectiva-
mente. Logo apds, as Figuras 3.10-3.13 ilustram o comportamento de P(m,n) para os mesmos
valores de SNR. Todas essas figuras baseiam-se nos pardmetros cujos valores encontram-se na

Tabela 3.6.
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Tabela 3.6: Valores dos parametros do J-NM, sendo J=2,3 e 4, que modelam o DFC para 5 valores
de SNR e com fpT = 1073.

J | SNR | poa D1,0 D12 D21 D2,3 D32 I Py Py Ps
5 100022 | 0,0054 ] - - - [ 00111 [ 01991 | - -
80,0015 [ 0,0060 | - - - 0,038 [ 01730 | - -

2 [710 | 0,003 | 0,0084 | - - - - 0,0010 | 0,1635 | - -
15 10,0007 | 00132 | - - - - 0,0003 | 0,1473 | - -
30 [ 0,0003 | 0,0236 | - . . ~70,00005 | 01518 | - -
5 10,0026 | 0,0050 | 0,0040 | 0,0077 | - - 0,0035 | 0,0772 | 0.2828 | -
8 10,0020 | 0,0070 | 0,0047 | 0,011 | - - 0,0007 | 0,0563 | 0,2610 | -

3 [710 | 0,0016 | 0,0000 | 0,0056 | 0,014 | - - 0,0004 | 0,0530 | 0,260 | -
15 0,0010 | 0,0170 | 0,0087 | 0,0264 - - 0,00002 | 0,0532 | 0,2712 -
30 [ 0,0008 | 0,0282 | 0,0119 | 0,055 | - T <10°° [ 0,0134 | 02134 | -
5 ] 0,0032 | 0,0057 | 0,0057 | 0,0087 | 0,0055 | 0,0116 | 0,0012 | 0,0382 | 0,1434 | 0.3355
8 10,0060 | 0,0012 | 0,0023 | 0,0072 | 0,0048 | 00115 | < 10=° | 0,0013 | 0,0633 | 0,2703

4 10 0,0021 | 0,0110 | 0,0079 | 0,0164 | 0,0088 | 0,0224 | < 10~° | 0,0286 | 0,1365 | 0,3382
15 0,0017 | 0,0280 | 0,0177 | 0,0282 | 0,0119 | 0,0320 | < 10=% | 0,0108 | 0,0909 | 0,3042
20 0,0027 | 0,0016 | 0,0026 | 0,0223 | 0,0054 | 0,0295 | < 10=% | < 10~% | 0,0027 | 0,1815

Figura 3.6: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de quatro canais, DFC, GEC, 3-NM e 4-NM,
para SNR=5 dB.

P(O"|1)

10°

350 400
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Figura 3.7: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de quatro canais, DFC, GEC, 3-NM e 4-NM,
para SNR=8 dB.

10? I I I I I
50 100 150 200 250

I I
300 350 400

Figura 3.8: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de quatro canais, DFC, GEC, 3-NM e 4-NM,
para SNR=10 dB.

10°

T
—%— DFC
—= GEC
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Figura 3.9: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de quatro canais, DFC, GEC, 3-NM e 4-NM,
para SNR=15 dB.

10 I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400

Observando-se as curvas das Figuras 3.6-3.9 é possivel perceber que, para valores menores
de SNR, neste caso 5dB, 8dB e 10 dB, o GEC possui uma capacidade reduzida de reproduzir o
comportamento do DFC quando comparado com modelos de ordem superior. Ja para os casos
em que os valores de SNR s@o maiores, i.e., 15dB, o GEC consegue alcangar uma performance
satisfatéria na reprodugdo do comportamento do DFC.

Analisando-se a segunda estatistica obtida, P(m,n), cujas curvas estao nas Figuras 3.10-
3.13, é possivel ratificar a conclusido alcancada por meio da andlise da P(0™ | 1). De forma
detalhada, para 5dB, ambas as estatisticas indicam que o 4-NM é o modelo com melhor
resolucao para reproduzir o comportamento do DFC. Para 8dB e 10dB, observa-se que o
modelo 3-NM ¢é o que mais se aproxima do comportamento do DFC. Fica claro, para 15dB, que
o GEC ¢ adequado para reproduzir o DFC. Em suma, é possivel concluir-se que a comparagao
do comportamento dos modelos indica que J = 4 é o modelos mais indicado para o caso
de 5dB, J = 3 para 8dB e 10dB e o GEC é bom para 15dB, até mesmo pela sua menor

complexidade.
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Figura 3.10: Comportamento da probabilidade P(m,255) de quatro canais, DFC, GEC, 3-NM e
4-NM, para SNR=5 dB.
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Figura 3.11: Comportamento da probabilidade P(m,255) de quatro canais, DFC, GEC, 3-NM e

4-NM, para SNR=8 dB.
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Figura 3.12: Comportamento da probabilidade P(m,255) de quatro canais, DFC, GEC, 3-NM e
4-NM, para SNR=10dB.
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Figura 3.13: Comportamento da probabilidade P(m,255) de quatro canais, DFC, GEC, 3-NM e
4-NM, para SNR=15 dB.

P(m,255)

107 I I I I I

Os valores estudados de J para os modelos J-NM que reproduzem o DFC para os diferentes
valores de SNR analisados sao mostrados na Tabela 3.7.

Esta secdo tratou apenas do caso fpT = 1073, que caracteriza um canal lento, mas a
metodologia empregada pode ser repetida para outros valores desse pardmetro, o que é feito

no capitulo seguinte.
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Tabela 3.7: Modelos J-NM que aprozimam um DFC com fpT = 1073 para SNR = 5, 8, 10 e 15

dB.
fpT | SNR | J
5dB | 4
1073 8dB | 3
10dB | 3
15dB | 2
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MODELAMENTO MARKOVIANO USANDO SISTEMAS

OFDM EM CANAIS SELETIVOS EM FREQUENCIA

NESTE capitulo, serd avaliada a pertinéncia de utilizar-se um modelo de canal de esta-
dos finitos Markovianos, mais especificamente modelos GEC, 3-NM e 4-NM, de modo
a reproduzir o comportamento de um SCD, baseado no padrao IEEE 802.11, com modula-
cdo OFDM e desvanecimento seletivo em frequéncia. E modelada uma sequéncia de erro de
simbolo produzida pela transmissao de palavras-c6digo de um codificador RS concatenado ex-
ternamente ao SCD. A precisdo do modelo, cujos pardmetros sdo calculados utilizando-se o
algoritmo BW, sera avaliada comparando-se algumas estatisticas produzidas pelo SCD e pelo
FSMC. Avalia-se, também, o comportamento do modelo quando um entrelacador finito, com

nivel de entrelagamento Iy, é inserido no SCD.

4.1 Descricao do Sistema de Comunicacgoes

Considera-se um sistema de comunicagoes discreto, denominado de SCD, baseado na norma
IEEE 802.11 [62], como ilustrado na Figura 4.1. A entrada e a saida do SCD séo sequéncias
binarias denotadas por d = (dp,ds,...) e d = (aAlo,afl, ...), respectivamente. Este sistema
¢ composto por um codificador convolucional, um entrelagador, um modulador OFDM com
simbolos PSK/QAM em cada uma das Ny subportadoras e um canal com desvanecimento
seletivo em frequéncia, correlacionado no tempo, com ruido aditivo gaussiano branco. Na

recepcdo, o sinal recebido passa por um equalizador, depois pelo demodulador OFDM, sendo



Figura 4.1: SCD baseado no padrao IEEE 802.11.
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entdo desentrelagado e decodificado pelo algoritmo de Viterbi. A seguir, serdo descritos os

blocos mostrados na Figura 4.1.

O esquema de codificagao convolucional utilizado possui taxa R = 1/2 e 64 estados, sendo

os polinémios geradores dados por:

Gi(D)=1+D*+D?+ D"+ D°

Go(D) =1+ D+ D* + D* 4 D°.

(4.1)

Para taxas superiores de codificacdo, deve ser feito um procedimento de puncionamento.

A ordem dos bits codificados é alterada por duas permutacoes realizadas pelo entrelacador. A

primeira permutacdo garante que bits codificados adjacentes ndo sejam mapeados em portado-

ras adjacentes. A segunda permutacao garante que bits codificados adjacentes sejam mapeados

alternativamente em bits menos significativos e mais significativos da constelagao. Consoante

o descrito em [62],sendo « o indice dos bits codificados, /5 o indice correspondente depois da

primeira permutagdo e v o indice depois da segunda permutacio, o entrelacador implementa

as seguintes operacoes:

ﬁ = (NCBps/lﬁ) (am0d16) —+ LO&/16J , k= 0,1,....,Nopps — 1

v=sx|p/s]+(B+ Nepps — |16 X B/Nepps])mods, 5=0,1,...,Nopps — 1
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Tabela 4.1: Esquemas de modulacdo e codificacio usados no padrao 802.11

Modulagdo | R | Nppsc | Nepps | Taxa de dados (Mbits/s)
BPSK | 1/2| 1 13 6
BPSK | 3/4| 1 18 9
QPSK 1/2 2 96 12
QPSK 3/4 2 96 18
16-QAM 1/2 4 192 24
16-QAM 3/4 4 192 36
64-QAM 2/3 6 288 48
64-QAM 3/4 6 288 54

em que Noppg é o nimero de bits em um tnico simbolo OFDM, s = max(Ngpsc/2,1), Ngpsc
¢ o nimero de bits codificados por subportadora e |z] é o maior valor inteiro igual ou menor
que x. A Tabela 4.1 mostra os diferentes esquemas possiveis de modulacao e codificacido para
0 802.11, bem como parametros que dependem da modulagao escolhida, como Nppsc, Nopps
e a taxa de dados (em Mbits/s) resultante de cada um, para um canal com 20 MHz de banda.
A técnica OFDM surgiu como uma evolugao da multiplexacdo por divisdo de frequéncia por
meio do uso de uma sobreposicao espectral das subportadoras, o que nao acontecia na técnica
original [63]. Essa sobreposi¢ao, que melhora a eficiéncia espectral, é possivel porque as sub-
portadoras utilizadas sdo ortogonais entre si, sob condicoes ideais de propagacao, permitindo
que exista uma sobreposicdo sem que haja interferéncia entre as subportadoras. Se a banda
passante em cada subportadora é menor que a banda de coeréncia do canal, obtém-se uma con-
digdo de desvanecimento plano em cada subportadora. Outro fator interessante dessa técnica
é que as subportadoras ndo precisam ser contiguas, ou seja, nao se faz necessaria a disponi-
bilizacdo de um amplo bloco de frequéncias para que se possa realizar uma comunicac¢do com
altas taxas de transmissao com o uso do esquema OFDM [64].

Seja Ny o numero de subportadoras. Para cada simbolo OFDM no tempo t, denota-se a
sequéncia de dados modulada como D¢(0), Dy(1),..., Di(Ns—1). Apés a transformada inversa

discreta de Fourier, o sinal OFDM no dominio do tempo pode ser expresso como

1 Nt

= — Y Dy(k)e*keMNs g =0,1,..., N, —1 4.2

St(g) Ns kzzo t( )6 y 9 ) ) ( )

em que j2 = —1. Para cada simbolo OFDM, 4 subportadoras sdo reservadas para os sinais

piloto, que visam tornar a deteccdo coerente mais robusta contra desvios de frequéncia e
ruidos de fase. Sao utilizadas 48 subportadoras para transmissao de dados, resultando assim

em 52 subportadoras de um total de 64. As subportadoras restantes sdo preenchidas com
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zeros. Apos a aplicagdo da transformada rapida inversa de Fourier sobre as 64 subportadoras,
um prefixo ciclico é adicionado ao simbolo OFDM. A fungdo do prefixo ciclico é mitigar a
interferéncia intersimboélica, haja vista que o prefixo ciclico é uma redundancia de parte dos
dados amostrados, os quais poderao ser descartados sem causar prejuizos a sequéncia original
de informacao transmitida.

Supoe-se que a resposta ao impulso do canal com desvanecimento e multipercursos, no instante

t, ¢ modelada como um filtro com resposta ao impulso finita com L estégios nao nulos h:(g),g9 =

0,1,...,L — 1. Assim, a funcio de transferéncia deste filtro é expressa por:
L1
Hy(k) = > hi(g)e?™9/Ns |k =0,1,...,N, — L. (4.3)
g=0
O sinal recebido, no tempo ¢, 1:(g),g = 0,1,..., Ny — 1, ap6s passar pelo conversor analogico-

digital e ter o prefixo ciclico removido, passa por uma transformada discreta de Fourier, o que

resulta em
Ny—1
Re(k) = " ri(g)e ™ 9/Ne = Hy(k)Dy(k) + Ny(k), k=0,1,...,N,—1 (4.4)
g=0

em que N¢(k) é uma varidvel aleatéria Gaussiana complexa, independente e identicamente
distribuida para todo ¢ e k, com média zero e varidncia Ny/2 por dimensdo. Neste trabalho,
para cada tempo ¢, assume-se que os coeficientes dos estégios do canal hy(g),g =0,1,..., L—1,
sdo variaveis aleatérias complexas mutuamente independentes, as quais podem ser expressas
da forma hy(g) = |he(g)]e??*(9). As fases ¢; (g) sdo mutuamente independentes, uniformemente
distribuidas em [0, 27) e sao independentes da amplitude |h;(g)|, que é modelada pela fungao

densidade de probabilidade Rayleigh:

2r _r=2
p|ht(g)|(7“) = Q—ge Qg (4.5)

O perfil de poténcia dos multipercursos 4, utilizado em (4.5), tem decaimento exponencial:

9Ts

Qg =Qpe"m, g=0,...,L—1 (4.6)

em que T, é o intervalo total de duracdo do simbolo e 7,,, é o valor quadratico médio do perfil

de poténcia dos multipercursos, E[|h:(g)]?] = Q4. O valor de Qg é escolhido tal que
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L-1

> Q=1 (4.7)

g=0
Para um dado estdgio g, as componentes complexas do desvanecimento G{(g) e G? (g9), em que

hi(g) = GL(g) + jG?(g), tém a mesma fung¢ao covaridncia C'(7):

B |G{(9) Giir(9)] = B [GP(0) GEA(9)] = C (). (48)

Apesar da anélise feita no presente trabalho poder ser aplicada a processos de desvanecimento

com diferentes fungoes covariancia C(7), adota-se aqui o modelo de correlagao de Clarke para

C(r) [58]:

C(T) = O, 5J0(27T fD T) (49)

em que Jy é a funcao de Bessel de primeira espécie e ordem zero e fp é a maxima frequéncia
Doppler. O sinal recebido, apds passar pela transformada discreta de Fourier, passa por um
equalizador, com o objetivo de atenuar o efeito da interferéncia inter-simbdlica causada pelo

atraso das componentes de multipercursos. Foi utilizado um equalizador ideal em que

HEK) = 1/ H, (k). (4.10)

Assim, o sinal na saida do equalizador é dado por

Ry(k) = (Hy(k)Dy(k) + Ni(k)) H? (k) = Dy(k) + N/ (k) (4.11)

em que N/(k) é o rufdo Gaussiano colorido com densidade espectral de poténcia No/|H,(k)|?.
Na sequéncia, o sinal é desentrelagado com a aplicacdo das expressoes de permutacao inversas

e, em seguida, é decodificado com o uso do algoritmo de Viterbi.

4.1.1 Codificador Reed-Solomon

Com o intuito de aumentar a robustez do sistema de comunicagoes, foi utilizado um cédigo
RS externo, concatenado ao SCD ilustrado na Figura 4.1, resultando em um sistema mostrado
na Figura 4.2. O codificador RS utiliza stmbolos que estdo sobre o campo de Galois GF(2°),
em que as palavras c6digo sdo de comprimento N = 2° — 1 sfmbolos e possuem K simbolos de

informagao.
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Considera-se ¢® = (cg, ..., cy_1) uma palavra-cédigo em que ¢ € GF(2), k=0,--- ,N — 1.
Cada simbolo ¢, é mapeado em uma sequéncia bindria de b bits, CZ = (Ck1,Ck2, - - - Crp), sendo
a representagdo do espaco vetorial dos elementos do campo. Cada bit de ¢ é transmitido pelo
SCD (representado pela notagao d,, na Figura 4.1), resultando em uma sequéncia recebida r" =
(ro,...,7n—1) na entrada do decodificador RS. Constitui-se uma sequéncia binéria de erros de
simbolo {Zy},~, em que o evento Z;, = 0 indica que o k-ésimo simbolo transmitido é recebido
corretamente (¢ = ). Em contrapartida, Z; = 1 indica que o simbolo transmitido difere do
recebido (¢ # 7). Na préxima se¢do, parametrizam-se-se modelos GEC para caracterizar essa
sequéncia de erros de simbolo. Uma vez determinado o modelo, é possivel estudar teoricamente

o desempenho do cédigo RS concatenado a um SCD.

4.1.2 Parametros Utilizados

Este trabalho considera um espagamento de canal de 20 MHz, sendo os pardmetros do

sistema OFDM que dependem desse espagamento descritos na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Valores dos pardmetros OFDM para uma banda de 20 MHz.

Pardmetro Valor (canal com 20 MHz)
Ngp: nimero de subportadoras de dados 48

Ngp: nimero de subportadoras piloto 4

Ngr: nimero de subportadoras total 64

Ap: banda da subportadora 0,3125 MHz (20 MHz/64)
Trrr: periodo da subportadora 3,2us (1/AF)

Tear: duracao do intervalo de guarda 0,8us (Trrr/4)

Ts: intervalo total de duracao do simbolo dus (Tar +Trrr)

As modulacoes adotadas sao QPSK e 16-QAM, com energia média por bit transmitido Ey. A

SNR média recebida em cada subportadora é dada por
Eb L-1
- Z Qg
Ny =

Figura 4.2: Sistema de comunicagées com codificador RS.

> Codificador C sch _£> Decodificador

RS RS

¢
>
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o que, com a condicdo (4.7), corresponde & SNR = Ej/Ny. Considera-se que o sistema opera
na faixa de frequéncia f = 2,4 GHz. Logo, o comprimento de onda X\ é dado por
c 3 x 108

em que c é a velocidade de propagacao da luz. Logo, considerado-se uma velocidade maxima
v =5,4km/h = 1,5m/s do receptor em relacao ao transmissor, a maxima frequéncia Doppler
fp é dada por:

v 1,5

fD:X:0,125

— 12Hz. (4.13)

Assim, o valor de fp utilizado é 12 Hz. Dois valores de 7, foram considerados, 100 ns, com
L =20¢e Qy = 0,393, e 200 ns, com L = 40 e Q5 = 0,221, que correspondem aos atrasos
dos multipercursos em ambientes indoor, e suburbano, respectivamente [64]. Duas modulagoes
foram analisadas, QPSK e 16-QAM, ambas previstas na norma [62], sendo que a quantidade
de simbolos transmitida em cada iteragao da simulagdo foi mantida igual a 128 em todos os
casos, sendo a quantidade de iteracdes igual a 10°. Os sistemas obtidos com estes pardmetros

estao dispostos na Tabela 4.3. Nesta Tabela, denota-se cada canal por SCD-i, = 1,2, 3, 4.

Tabela 4.3: Sistemas de comunica¢do discretos com codifica¢do nao-bindria.

Modelo | Simbolos | Modulagdo | 7, b (RS)
SCD-1 128 QPSK 100ns 8
SCD-2 128 QPSK 200ns 8
SCD-3 128 16-QAM 100ns 8
SCD-4 128 QPSK 100ns 4

4.2 Avaliacao do GEC que modela um SCD com Codificador
RS

O primeiro passo para a obtengdao do GEC ¢ a simulagao do SCD com parametros fixos, para
caracterizar a sequéncia de simbolos {Z;}. Assim, obtém-se a sequéncia de erro binaria deste
SCD, isto é, B = D, & ﬁk, em que @ denota soma médulo 2. As sequéncias binarias de erros
utilizadas neste trabalho possuem comprimento S = 108 bits. A partir desta sequéncia binéria,
gera-se a sequéncia bindria de erro de simbolo {Z;} da seguinte forma: a sequéncia {Ej} é
dividida em subsequéncias de comprimento b bits. Se a k-ésima subsequéncia é composta por

b zeros consecutivos, entdo o simbolo RS correspondente é recebido corretamente, o que é
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indicado por Zp = 0. Caso contrario, o simbolo recebido difere do simbolo RS transmitido,
entdo Zp = 1. A sequéncia de erro de simbolo {Z;} é a entrada do algoritmo BW [29] que
estima os valores dos parametros do modelo.

Investiga-se, inicialmente, a capacidade de modelos GEC em reproduzir o comportamento
da sequéncia de simbolo gerada por um SCD. Para a obtencdo dos pardmetros do modelo,
utiliza-se o algoritmo BW com as cinco condic¢bes iniciais descritas na Tabela 4.4, sendo o
nimero de iterages (para cada condicao inicial) fixado em 20. A escolha de tal valor deve-se
ao fato do algoritmo BW convergir rapidamente (entre 8 e 16 iteracoes), o que foi constatado

observando-se a razao da verossimilhanca.

Tabela 4.4: Condigées iniciais do BW para parametrizar um modelo GEC.

po1 (@) | prolg) | P P | Condigao
0,01 0,01 | 0,01 0,01 1
0,001 0,001 0,001 | 0,01
0,005 | 005 | 005 | 05
0,000 | 00l | 0,00 | 01
0,01 0,00 ] 0,01 | 0.1

QY = W DN

Tabela 4.5: Valores dos parametros do GEC que modelam o canal SCD-1.

SNR Condigéo inicial Po,1 P10 PQ P1
10 1 0,01 0,01 | 0,0192 | 0,0192
10 2 0,0074 | 0,1781 | 0,0004 | 0,4758
10 3 0,0081 | 0,2613 | 0,0004 | 0,6173
10 4 0,0074 | 0,1843 | 0,0004 | 0,4891
10 ) 0,0075 | 0,1837 | 0,0004 | 0,4850
15 1 0,0l | 0,01 | 0,0037 | 0,0037
15 2 0,0018 | 0,1072 | 0,0001 | 0,2197
15 3 0,0018 | 0,1222 | 0,0001 | 0,2474
15 4 0,0018 | 0,1076 | 0,0001 | 0,2218
15 5 0,0019 | 0,1088 | 0,0001 | 0,2175
20 1 0,01 0,01 | 0,0009 | 0,0009
20 2 0,0005 | 0,0931 | 0,00002 | 0,1659
20 3 0,0005 | 0,0992 | 0,00002 | 0,1754
20 4 0,0005 | 0,0932 | 0,00002 | 0,1661
20 ) 0,0006 | 0,0972 | 0,00002 | 0,1593

Para o modelo SCD-1, definido na Tabela 4.3, foram considerados sete valores de SNR para
cada condicao inicial. Os valores de cada pardmetro das condigdes iniciais investigadas, deta-
lhados na Tabela 4.4, buscou manter uma proporcionalidade entre os estados "bom'"e "ruim’,
oriundos da definigdo do GEC. Na Tabela 4.5, é possivel verificar-se os valores obtidos para

trés valores distintos de SNR. Nota-se que, a excecao da condi¢ao 1, que adota todos os para-
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metros com valores iguais, os parametros obtidos com as outras condi¢Oes iniciais convergem
para valores aproximados, fato que também ocorreu com os demais valores de SNR analisados.
Constatou-se (figuras nao mostradas) que as curvas do GEC obtidas com as condigdes iniciais
2, 3, 4 e 5 sao indistinguiveis. Portanto, apenas a condigdo inicial 2 serd considerada nas
comparagoes, dada a sua simplicidade, i.e., as probabilidades de transicao de estados possuem
os mesmos valores e a probabilidade de erros no estado "bom'é inferior a do estado "ruim".
Os parametros calculados com essa condigao estdo dispostos na Tabela 4.5. Com intuito de
verificar qual modelo GEC é capaz de reproduzir mais fidedignamente a sequéncia de erro de
simbolo do SCD, sao comparadas algumas estatisticas do SCD, obtidas por simulac¢io, com as

do GEC, obtidas teoricamente. Trés estatisticas foram consideradas:

> R[m];
> P(0™ | 1);

> PCE.

Com o objetivo de investigar se existe meméria na sequéncia de simbolos do canal SCD-1,
modela-se essa sequéncia como um canal BSC, o qual depende apenas de um pardmetro, a
probabilidade de erro de simbolo, Pg = P(Z,, = 1).

As Figuras 4.3, 4.4 e 4.5 mostram, respectivamente, R[m], P(0™ | 1) e P(m,n), definidos
na Secao 2.3, para o SCD-1, o GEC e o BSC, para SNR igual a 10dB. Observando-se as
curvas, fica claro que utilizar o BSC para modelar o SCD-1 implica em resultados imprecisos,
uma vez que o comportamento deste, em nivel de simbolos, possui uma memoria que o BSC
nao consegue representar, uma vez que trata-se de um modelo para canais sem memoria.
Esse comportamento também pode ser observado nos outros valores de SNR, dispostos na

Tabela 4.5.



86

Figura 4.3: Comportamento da fun¢do autocorrelacio para os canais SCD-1, GEC e BSC, com
SNR=10dB, para os parametros dispostos na Tabela 4.5.

10° : —_— ,
N ] —Hk—scD-1f]
. e gec N
—e—BSC_|]

R[m]

10- i i i i i i - n i i i i i i -
10 10

Figura 4.4: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de trés canais, SCD-1, GEC e BSC, para

SNR=10dB, para os parametros dispostos na Tabela 4.5.

P(O™|1)
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Figura 4.5: Comportamento da probabilidade P(m,255) de trés canais, SCD-1, GEC e BSC, para
SNR=10dB, para os parametros dispostos na Tabela 4.5.

—*— sCD-1f]
—=—GEC ]
—e—BsC_[|

P(m,255)

Na Figura 4.6, é possivel visualizar o comportamento da PCE em funcao da SNR, para os
trés modelos avaliados. Nota-se que o GEC aproxima-se bem, para a faixa de SNR avaliada,

da curva do SCD-1 mas, no entanto, ambos distam razoavelmente do comportamento do BSC.

Figura 4.6: PCE x SNR para trés canais, SCD-1, GEC e BSC, com N = 255 e t., = 17. Os
parametros do GEC estao na Tabela 4.5.

PCE
=
1S

T

—4— SCD-1] \
107 —=8— GEC \ 4

—e—BSC ‘ \\
10° 1 1 1 1 1

3 5 8 10 12 15 20
SNR (dB)

Situacao semelhante foi observada para o SCD-2; cujos parametros calculados estdo dis-
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postos na Tabela 4.6. Na Figura 4.7, é possivel visualizar o comportamento da PCE em fungao
da SNR, para os trés modelos avaliados, para N = 255 e t. = 17. Nota-se que o GEC também
representa a contento a curva do SCD-2, fato que mostra que este ¢ um bom modelo para o

caso apresentado.

Tabela 4.6: Valores dos parametros do GEC que modelam o SCD-2.

SNR | poa P1,0 Py Py
3 0,0655 | 0,2432 | 0,0008 | 0,9664
5 0,0374 | 0,3258 | 0,00049 | 0,9237
8 0,0155 | 0,2593 | 0,00030 | 0,5613
10 0,0081 | 0,1583 | 0,0003 | 0,3318
12 0,0050 | 0,1508 | 0,0001 | 0,2717
15 0,0024 | 0,1271 | 0,00007 | 0,2090
20 0,0010 | 0,1427 | 0,00003 | 0,1991

Figura 4.7: PCE x SNR para trés canais, SCD-2, GEC e BSC, com N = 255 et, = 17. Os
parametros do GEC estao na Tabela 4.6.

3 5 8 10 12 15 20

A Tabela 4.7 mostra os valores dos pardmetros do GEC que modelam o canal SCD-3,
também definido na Tabela 4.3, considerando-se a condigdo inicial 2.

Nas Figuras 4.8 e 4.9, é possivel visualizar o comportamento da PCE em fun¢do da SNR,
para o SCD-3 e SCD-4, respectivamente. Ressalta-se que o SCD-4 possui parametros idénticos
ao SCD-1, com exceg¢ao do comprimento do simbolo b, que no SCD-1 ¢ igual a 8 ¢ no SCD-4
¢ igual a 4. Nota-se que a curva do GEC possui valores préoximos a curva do SCD-3. No caso

do SCD-4, em que o comprimento dos simbolos é menor, percebe-se uma nitida evolugao da
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Tabela 4.7: Valores dos parametros do GEC que modelam o canal SCD-3.

SNR | po,1 D10 Py P
5 0,0496 | 0,0175 | 0,0001 | 0,9713
10 [ 0,0144 | 03584 | 4e-7 | 0,9738
15 0,0045 | 0,2742 3e-6 0,5146
20 0,0009 | 0,0699 le-6 0,1813
25 0,0015 | 0,1092 2e-6 0,2308
30 0,0013 | 0,1095 le-6 0,0027

precisao do modelo em reproduzir o comportamento do canal. No entanto, em ambos os casos,

ha uma razoavel distancia em relagdo ao comportamento do BSC.

Figura 4.8: PCE x SNR para trés canais, SCD-3, GEC e BSC, com N = 255 e t., = 17. Os
parametros do GEC estao na Tabela 4.7.

—*— SCD-3
—=—GEC
. —e—BSC

5 10 15 20 25 30
SNR (dB)
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Figura 4.9: PCE x SNR para trés canais, SCD-4, GEC e BSC, com N=255 e t. = 17.

—%k— SCD-4

—=—GEC

SNR (dB)

4.3 Avaliacao do GEC que modela um SCD com Codificador
Binario

Avalia-se, aqui, um sistema de comunicacoes semelhante ao anteriormente descrito, para
o qual substitui-se o codificador RS por um codificador de bloco binario, linear, com compri-
mento N = 255 e t. = 17, com o objetivo de averiguar a robustez do modelo GEC quando
concatenado a este tipo de codificador. Os pardmetros utilizados sdo detalhados na Tabela 4.8,
e sdo semelhantes aos parametros do SCD-1, detalhado na Tabela 4.3. No caso do SCD-6, a
quantidade de simbolos QPSK transmitidos em cada iteracao da simulagdo é aumentada para
2048. Vé-se, nas Figuras 4.10 e 4.11, que o comportamento da PCE em fungao da SNR, para
0 SCD-5 e SCD-6, respectivamente. E possivel observar que o GEC representa de forma satis-
fatoria tanto o SCD-5 quanto o SCD-6, visto que as curvas do GEC estdo préximas a do SCD

em ambos os casos, para os valores de SNR analisados.

Tabela 4.8: Sistemas de comunicagdo discretos com codifica¢io bindria.

Modelo | Simbolos | Modulagao Tm
SCD-5 128 QPSK 100ns
SCD-6 2048 QPSK 100ns
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Figura 4.10: PCE x SNR para trés canais, SCD-5, GEC e BSC, com N = 255 e t. = 17.

SNR (dB)

Figura 4.11: PCE x SNR para trés canais, SCD-6, GEC e BSC, com N = 255 e t, = 17.

SNR (dB)

4.4 Avaliacao dos modelos 3-NM e 4-NM para modelar o SCD

Nesta secdo, serao avaliados modelos de ordem superior ao GEC, 3-NM e 4-NM, com vistas
a estudar a fidedignidade da reproducdo da sequéncia de erros do SCD. As estatisticas do SCD
sao obtidas por simulagdo, enquanto as do J-NM sdo obtidas teoricamente. Duas estatisticas

sao consideradas: P(0™ | 1) e P(m,n).
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Na Tabela 4.9, sdo mostrados os parametros dos modelos J-NM, obtidos utilizando-se
o algoritmo BW, que modelam o SCD-1 e o SCD-2, para SNR=3,5,8,10,12 ¢ 15dB. Na

sequéncia, as Figuras 4.12-4.19 exibem o comportamento das estatisticas indicadas.
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Figura 4.12: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de quatro canais, SCD-1, GEC, 3-NM e
4-NM, cujos parametros estao na Tabela 4.9, para SNR=5dB.

10™ I I I I
50 100 150 200 250

Figura 4.13: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de quatro canais, SCD-2, GEC, 3-NM e
4-NM, cujos parametros estdo na Tabela 4.9, para SNR=5dB.

1 1 1
50 100 150 200 250
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Figura 4.14: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de quatro canais, SCD-1, GEC, 3-NM e
4-NM, cujos parametros estao na Tabela 4.9, para SNR=10dB.

T
—k— SCD-1

50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 4.15: Comportamento da probabilidade P(0™ | 1) de quatro canais, SCD-2, GEC, 3-NM e
4-NM, cujos parametros estao na Tabela 4.9, para SNR=10dB.

102 L L L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400

Observando-se as curvas das Figuras 4.12 e 4.13 percebe-se que, para SNR=5 dB, os modelos
de ordem 3 e 4 possuem uma capacidade superior ao GEC para reproduzir o comportamento do
SCD-1 e SCD-2. J4 nos os casos em que os valores de SNR=10 dB, mostrados nas Figuras 4.14 e

4.15, o GEC consegue alcangar uma performance satisfatoria na reproducéo do comportamento
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do SCD-1 e SCD-2.

Figura 4.16: Comportamento da probabilidade P(m,255) de quatro canais, SCD-1, GEC, 3-NM e
4-NM, para SNR=5dB.
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Figura 4.17: Comportamento da probabilidade P(m,255) de quatro canais, SCD-2, GEC, 3-NM e
4-NM, para SNR=5dB.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Tabela 4.10: Modelos J-NM que aprozimam um SCD com fpT = 1072 para SNR = 83, 5, 8, 10, 12
e 15 dB.

Canal SNR
3dB
5 dB
SCD-1/SCD-2 | 8 dB
10 dB
12 dB
15 dB

o[ D bo| Co| cof |

Figura 4.18: Comportamento da probabilidade P(m,255) de quatro canais, SCD-1, GEC, 3-NM e
4-NM, para SNR=10dB.
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Analisando-se a segunda estatistica obtida, P(m,n), mais especificamente as curvas que
estao nas Figuras 4.16 e 4.17, para SNR=5 dB, é possivel identificar a superioridade dos modelos
de ordens 3 e 4, em relagdo ao GEC, na reprodugao do comportamento do SCD-1 e SCD-2.
Todavia, o modelo de ordem 4 é mais complexo e ndo apresenta vantagem em relacao ao de
ordem 3. Essa conclusdo também foi alcangada por meio da andlise da P(0™ | 1) (figuras
nao mostradas). Para SNR=10dB, a Figura 4.18 mostra que ndo houve uma melhora na
performance do 3-NM em relagao ao GEC. Os valores escolhidos de J para os modelos J-NM
que reproduzem o SCD-1 e SCD-2 para os diferentes valores de SNR, analisados sdo mostrados
na Tabela 4.10.

A Figura 4.19 mostra o comportamento da PCE em funcéo da capacidade de correcao do

c6digo t.. Observa-se, por fim, que o SCD-1 possui valores da PCE mais préximos dos modelos
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3-NM e 4-NM, quando t. > 35, do que do GEC.

Figura 4.19: PCFE X t para quatro canais, SCD-1, GEC, 3-NM e 4-NM, para N = 255 e SNR=5dB.
Os parametros dos FSMC' estao nas Tabelas 4.7 € 4.9.

4.5 Entrelacamento Finito

Esta secao avalia o comportamento do modelo quando um entrelagador finito é inserido
no sistema de comunicagao discreto. Em [65] esse problema foi abordado, onde verificou-
se que o uso do entrelagamento causa uma diminui¢do nos efeitos da memoria do canal. O
diagrama de blocos de um sistema codificado com entrelacamento finito é mostrado na Figura
4.20. Seja uF = (uguy...ux_1) uma sequéncia de K digitos bindrios de informacio que
é a entrada de um codificador de bloco de pardmetros (N, K). A saida do codificador é
uma palavra-cédigo bindria ¢® = (cgc...cy—1), a qual, apds passar pelo entrelagador com
nivel de entrelagamento I, é representada por ¢*. Os efeitos indesejados da propagagao sao
modelados como uma sequéncia bindria de ruidos z" = (2; 2i+1 . . . Zi4nN—1), de comprimento N,
produzida pelo canal. A sequéncia 7" = (To 71 ...Tn—1) chega na entrada do desentrelagador,
no qual a sequéncia de ruido em cada linha serd separada de [ posi¢Oes, ou seja, Z" =
(Zi Ziv1 .- Zixn—1) = (2 Zig1, - - - Zip(N—1)1,)- Em seguida, a sequéncia r entra no decodificador

k

e, finalmente, obtém-se 4" na saida do sistema. Dada uma sequéncia z especifica, define-se um

conjunto Xy formado pela inser¢ao do conjunto (7, ; entre cada digito da sequéncia z", ou

seja, Xn = {(F, 12iC], 1%it1y - - - G124 (N—1)La )
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u_s| Codificador |—>| Entrelagador |- SCD |- Desentrelagador .T%, Decodificador |

Figura 4.20: Sistema de comunicacoes com entrelacamento.

Utilizando-se a mesma metodologia e definigdes da Secao 3.4, ¢ possivel determinar a pro-
babilidade de ocorrerem m erros em um bloco de comprimento n levando em consideracao I,

Pli(m,n). Para tal, define-se inicialmente uma série geradora para o conjunto Xy:

FxN = Fc}kd_lﬂizind_l]}ZHId e FC}d_lei+(N—1)Id (414)

[d—l A

onde quil = (xo+x1) ¢ a série geradora do conjunto (7, ;. A probabilidade da sequéncia

z" é dada por:

P(zizivty - - Zi(n-)1,) = = HT(AFXN)l

N-1
= HT (H A(]}O + xl)Id_lei+k1d> 1

k=0

=’ (H {P(0) + P<1>}’le<zi+Md>> 1
k=0

= 1’ (ﬁl PId_lP(szId)) 1. (4.15)

k=0
sendo A definida em (3.19). Em seguida, serd determinada a probabilidade do J-NM entre-
lacado, com nivel de entrelacamento Iz, gerar m digitos errados em uma palavra recebida de
comprimento n em cada linha do entrelacador, denotada por P¢(m,n). Seja o conjunto X% a
unido de todos os conjuntos Xy, no qual a sequéncia z" possui m erros. Portanto, observa-se
que Pli(m,n) = P(XW). Assim, é possivel determinar P%(m,n) calculando-se, inicialmente,
uma expressao para a série geradora de X' e utilizando-se a mesma idéia contida em (3.18),

ou seja,

Pla(m,n) = IT (AFxp)1. (4.16)

Define-se o conjunto X* como a unido de todos os possiveis conjuntos X para todas as sequén-

cias produzidas pelo canal entrelacado. A série geradora para X7} é:
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ijv = (qu_ll‘o + FC;d—lxl) , ER <z, 21 > (417)

Utilizando-se os indeterminantes s e z para enumerar o peso de Hamming e o comprimento de

cada sequéncia em Fi- , respectivamente, define-se a seguinte série geradora:

I A
F(zg,21,8,2) = z' (Fg}kd—1x0+FGd—1xl)

r

Il
o

1

-1
1= 2((wo +21)" ao + s(wo +21)" 1)) € R < 2o, > [[s, 2],

I
~/

A partir da qual, chega-se a seguinte relagao:

Plt(m,n) = P(X?) = [s"=" 07 (1= Pt {2P(0) + 2sP(1)}) 1. (4.18)

Substituindo-se as matrizes de probabilidades de transicdo de estados do J-NM, dadas em
(2.45) e (2.47), em (4.18), obtém-se P para o canal entrelacado. Para o GEC, a matrix P

elevada a uma poténcia m pode ser escrita na forma:

_Q 9 _Q
P" — 1 q 1 0 Q@  at@ | (4.19)

9 _q_

b1 0 1-¢-Q" || -7q w0
o que, substituido em (4.18), verifica-se que o canal entrelagado é um novo GEC em que @ é
substituido por & — Qu;ii*@@ld e ¢ é substituido por ﬁ — %;iig))ld, possibilitando calcular

todas as citadas estatisticas para um determinado valor de Iy.

A Figura 4.21 mostra o comportamento da PCE em fungdo do aumento do nivel de entrela-
camento I; para o canal SCD-1, sendo N = 255, SNR=10dB e t, = 13,17 e 21. E possivel
concluir que para Iy > 20 a PCE ndo apresenta uma melhoria significativa. Neste caso, o
aumento de I; implicaria apenas em um maior atraso no processamento. O mesmo pode ser

concluido acerca da Figura 4.22, que mostra o comportamento do canal SCD-2.
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Figura 4.21: PCE x Id, para o canal SCD-1, com N = 255 e SNR=10dB, para t.=13, 17, 21.
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Figura 4.22: PCFE x Id, para o canal SCD-2, com N = 255 e SNR=10dB, para t, = 13,17,21.
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E possivel observar, na Figura 4.23, que para I; > 20 o canal se comporta como um canal
sem memoria, dado que a curva do GEC com [I; =20 estd sobreposta pela curva do BSC.
Em outras palavras, observa-se que a incorporacao de um entrelacador entre o canal discreto
e o codificador RS propicia um ganho substancial de desempenho, podendo o sistema atingir
o desempenho do BSC. O mesmo pode ser deduzido para o SCD-2, observando-se a Figura
4.24, e para o SCD-3, na Figura 4.25. Também pode deduzir-se que, para valores mais baixos

de SNR, néo é interessante utilizar-se o entrelacamento, uma vez que nao ha uma melhora
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consideravel do canal em decorréncia do processamento extra requerido.

Figura 4.23: PCE x SNR para trés canais, SCD-1, GEC e BSC, para N = 255 e t, = 17. Os
parametros do GEC estao na Tabela 4.5.
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Figura 4.24: PCE x SNR para trés canais, SCD-2, GEC e BSC, para N = 255 e t, = 17. Os
parametros do GEC estao na Tabela 4.6.
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Figura 4.25: PCE x SNR para trés canais,

parametros do GEC estdo na Tabela 4.7.
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SCD-3, GEC e BSC, para N = 255 e t. = 17. Os
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MoODELO FSMC coM DECODIFICACAO SUAVE

ESTE capitulo apresenta um modelo FSMC néao bindrio para capturar tanto a informacgao
de decisdo suave como a correlacio temporal de um canal DFC com 2¢ niveis de quan-
tizacdo. Em seguida, é discutido um esquema de decodificacao iterativa, baseado no algoritmo
soma-produto, para a decodificacdo e estimacdo de estado do canal de forma conjunta. Este
esquema foi proposto em [37] para o canal GEC e é estendido neste capitulo para um canal
nao binario. Em seguida, é estudado o desempenho de cédigos LDPC em canais FSMC nao
binarios. Quantifica-se, particularmente, o ganho de codificacdo obtido com o aumento do

numero de niveis do alfabeto de saida do canal.

5.1 Modelo de Canal Nao-Binario

Sejam X = {0,1} e Y = {0,1,---,2% — 1} os alfabetos de entrada e saida de um canal de
comunicagoes discreto, respectivamente. Denota-se o processo de entrada {X;}2°,, X € X e
o processo de safda {Y;.}32,, Y € {0,1,---,25 — 1}. E conveniente se ter uma expressio da
saida {Y}} de um canal como uma fungao explicita do processo de entrada { X} e do processo
de ruido {Zx}, em que os processos {Z;} e {X)} s@o independentes entre si. Neste caso, o
processo de ruido pode ser modelado por um modelo FSMC independente da entrada do canal.

Considere-se um canal de entrada bindria e saida 2°-4ria dado por [66]:

Ve = (25— )X, + (=1)%*Z, (5.1)
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onde k = 1,2,.... Refere-se ao canal descrito por (5.1) como o canal discreto de ruido nao-
binario (NBNDC, Non-Binary Noise Discrete Channel), em que a saida Yj é expressa em
termos da entrada Xj e do ruido Zj;. Assume-se que o processo de ruido {Z;} em (5.1) é
governado por uma distribui¢ao de ordem n, PISQLDC(Z”) = PISQLDC(Zl =21,...,Zn = 2p), para
zk €Y, k=1,...,n. Segue diretamente de (5.1) e do fato que os processos de entrada e de
ruido sao independentes que, para cada n > 1, a probabilidade condicional de ordem n do

NBNDC ¢ dada por
PNBNDC(yn | xn) = PNBNDC(Zn) (52)

em que z" é um vetor de erro cujas componentes sao dadas por

_ Yk — (26 - 1):2%
CHTE

2k

k=1,...,n. (5.3)

Dados z™ € X" e y™ € Y", fazendo-se Pypnpe(2") igual & expressao em (3.7), para todo n > 1,
com cada z; dado em (5.3), obtém-se Porc(y™ | ") = Pupnoc(y™ | ™), para todo n > 1. Desta
maneira, o NBNDC fornece uma representacao alternativa do DFC. No caso especial em que

¢ =1 (demodulagao por decisao abrupta), a expressao (5.1) se reduz a
Yi=Xy B2y, VE=1,2,... (54)

em que @ denota adicdo mddulo-2, a qual é usada para modelar canais discretos bindrios
(entrada bindria, saida binaria) com meméria [21, 22, 67]. Na préxima secao sera estudada a

capacidade de um canal NBNDC.

5.2 Capacidade do Canal

Seja o canal NBNDC, definido em (5.1), no qual o processo de ruido {Zy} é estacionario e

ergbdico. A capacidade desse canal é dada por [20, 68]

C = lim ™ (5.5)
n—oo
onde C'™ & definido como
1
C™ £ max — I[(X™Y™) (5.6)
p(z™) N

em que I(X™Y™) é a informacdo muitua entre X e Y". Considerando-se que X" e Z" sdo
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independentes, é possivel deduzir que

I(X™Y™) = HY™)—HY"| X"

= H(Y™) — H(Z") (5.7)

em que H(Y™) é a entropia de Y™ e H(Z") é a entropia de Z". Assim, C™ pode ser expresso

como

o) (max{H(Yn)} - H (Z”))

p(z™)

(H(y™) — H(z")) (5.8)

S|l— 3=

onde H(Y™) é a maxima entropia de Y. Para calcular C") & preciso achar a distribuicao de

entrada que maximiza H(Y"™). Em [66], foi mostrado que

max[H((Y")| =n+ HW") (5.9)

p(z™)

onde Wj, € W= {0,1,...,25"1 — 1} e é definido da seguinte forma [66]:

Wy, = min{Zy, 2° — 1 — Z,:}. (5.10)

Assim, substituindo-se (5.9) em (5.8), resulta

14 %[H(W") — H(z"). (5.11)

A capacidade C' em (5.5) é o limite de C™ quando n — oco. Neste trabalho, o valor do
pardmetro 0 do DFC é selecionado de modo a maximizar o valor de C™ para um valor
suficientemente elevado de n. A Figura 5.1 mostra o grafico de C™, em bits/uso, versus §
para Es/Ny = 10 dB, com fpT = 0,005 e £ = 2. E possivel verificar que, para esse canal, o
valor de ¢ que maximiza a capacidade é aproximadamente § = 0,25. Ademais, percebe-se que
a capacidade também aumenta com o aumento do valor de n, ou seja, o nimero de utilizagoes
do canal, devido & memoéria desse. Esta andlise sera repetida para determinar § para cada
valor de Es/Ny e fpT.

A seguir, serd descrito um canal FSMC nao binario que serda empregado para modelar um
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Figura 5.1: C wversus o passo normalizado do quantizador & para diferentes valores de n, n=
1,3,5,7.
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5.3 FSMC Nao-Binario

O canal FSMC consiste de uma cadeia de Markov {Sk}72; com J estados, homogénea,
estaciondria, Sy € {0,1,---,J—1}. A J x J matriz de transi¢do de probabilidade P tem como
elementos as probabilidades p; ; = P(Sy = j | Sp—1 = 7). O vetor de probabilidade estacionéria
é II = [mp, - - - mj_1]. A densidade de probabilidade conjunta de ordem n de uma sequéncia de

estados da cadeia é fatorada da seguinte forma:

n—1

P(s") = P(s1) [ I p(sis1 | s0).

i=1
O mecanismo de transicao de estados independe da sequéncia de entrada do canal. A cada
estado da cadeia é associado um canal discreto sem meméria (DMC, discrete memoryless
channel) especificado pela probabilidade condicional P(y | z,s) = P(Yr =y | Xk = z, Sk = s),
y€Yex e X. O canal é condicionalmente independente, dado uma sequéncia de estados, isto
é:

n

PFSMC(yn ‘ xn’ Sn) = Hp(yz ’ .'Ez‘,Si).
=1
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As probabilidades condicionais do DMC satisfazem a uma condi¢do de simetria dada por:

Py|0,s)=P(25—1—y]|1,s) (5.12)

de tal forma que pode-se estabelecer a probabilidade de um ruido ser gerado em cada estado
da forma by, ., = P(Z = 2 | Sk = s), em que z; € Y e é relacionado com a saida e entrada
do canal via (5.3). Propde-se, neste trabalho, um modelo FSMC nao binario, que possui dois
estados cujas probabilidades de transicao de estados da cadeia de Markov, po1 e pi0, sao
denotadas por () e g, respectivamente. A cada estado estd associado um DMC com entrada
bindria e saida 2%-dria, no qual a probabilidade condicional de transmitir-se um simbolo i e
receber-se um simbolo j, em cada estado, satisfaz (5.12) e é expressa em termos de by, .,. A

Figura 5.2 ilustra o caso particular em que & = 2.

Figura 5.2: FSMC com 2 estados e £ = 2.

Q

1-Q 19

5.4 Grafo de Fatores para um Cédigo LDPC em canais NBNDC-
FSMC

Esta secdo desenvolve um grafo de fatores para estimacgdo conjunta do estado do canal e
da palavra-cédigo. Admitindo-se a transmissao de palavras-cddigo binarias codificadas por um
codigo LDPC (N, K), cada vetor de informacao bindrio de comprimento K é codificado em
uma palavra-cédigo X = (X1, Xo,..., Xn), com X; € X. Esta palavra-cdigo é transmitida

em um canal discreto nao binario produzindo o vetor Y = (Y7,Y5,...,Yy), com Y; € Y.
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Assumindo que a transmissdo é realizada em um canal FSMC, a sequéncia de estados
visitados pelo canal durante cada simbolo transmitido é denotada por S = (51, S, ..., SnN),
com S; € {0,---,J —1}. O decodificador de méxima probabilidade a posteriori maximiza a
probabilidade de um simbolo de informagao z; dado o vetor recebido y, calculada pela regra

MAP (mazimum a posteriori probability):

#MAP — argmax P(z;y) = argmaxZP y|x)h(x) (5.13)

z,€X ;€ ~T;

= argmaxzzp Y, s|x)h(x) (5.14)

z€X <z s

= argmaXZZP P(y|x,s)h(x) (5.15)

z€X <z s

—argmaxzzp 51 H (si|si—1) P(yilxs, si)h(x) (5.16)

zi€X g s

em que h(x) é a fungdo caracteristica de um cdédigo corretor de erro [51].

A partir de (5.16) é possivel obter o grafo de fatores da Figura 5.3 e entdo aplicar o ASP
neste grafo para estimar cada simbolo de entrada x;. Este grafo representa a estrutura do
c6digo bem como a do canal e pode ser decomposto em dois subgrafos, um dos quais envolve
varidveis e funcoes relativas ao codigo, denominado subgrafo do codigo, e outro que envolve
variaveis e fungoes relacionadas a dindmica do canal, o subgrafo do canal. Ambos os grafos
sao grafos biparticionados, em que as variaveis x1 a xy, representam os N bits transmitidos,
e hy a hy_k representam as (N — K) equagoes de paridade do cédigo. Este algoritmo usa
uma estratégia de estimacao-decodificacdo no grafo de fatores em que as mensagens de saida
do grafo do cédigo V,, sdo combinadas de maneira a estimar a distribuigdo de probabilidade
dos estados do canal para cada instante n (esta distribuigao é representada nesta figura pelo
vetor wy,). Esta distribuigdo é usada para calcular as mensagens de razao de verossimilhanga
(LLR) U,’s que sdo a entrada do subgrafo de cédigo e sdo usadas na decodificagao da palavra
c6digo na préxima iteragdo. Durante o processo iterativo, estas mensagens sdo trocadas entre
os subgrafos para refinar o processo de estimacgao-decodificagdo com o intuito de convergir para
a decodificacao da palavra-cédigo correta.

A seguinte notacdo é utilizada para as mensagens passadas no grafo de fatores utilizado na

decodificacdo em um canal FSMC:
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Figura 5.3: Grafo de fatores para decodificar um codigo LDPC para transmissdo em um canal
NBNDC-FSMC.

Subgrafo do cédige

Subgrafo do canal

Zmn Mensagens em LLR do né de bit n ao n6 de checagem m

Lyyn Mensagens em LLR do né de checagem m ao né de bit n

Vo Mensagens em LLR do né de bit x,, ao subgrafo de canal associado

U, Mensagens em LLR do subgrafo de canal aos nés z,

r, = [rn(k)]  Vetores probabilisticos do subgrafo de cddigo ao né de estado do canal no tempo n
w, = [wy, (k)] Vetores probabilisticos do estado do canal no tempo n ao subgrafo do cédigo

o, = |y, (k)]  Vetores probabilisticos do né de funcao P(sy|s,—1) ao estado s,

P, = lpn(k)] Vetores probabilisticos do estado s,, ao n6 de fungao P(s,|s,—1)

B,, = [Bn(k)] Vetores probabilisticos do né de funcdo P(sp+1|s,) ao estado s,

Yn = [ (k)]  Vetores probabilisticos do estado s, ao né de fungao P(s,+1]Sy)-

As mensagens passadas no subgrafo do canal (w,,, &, p,,, B, ¥,,) S840 vetores de dimensao

J (ndmero de estados da cadeia de Markov).

5.4.1 Escalonamento de passagem de mensagens

Hé diversas maneiras de organizar o escalonamento (scheduling) de passagem de mensagens
na execucao do ASP. No decodificador utilizado nesta se¢io, escolhe-se executar uma iteracao
no subgrafo de codigo e, em seguida, uma iteracdo no subgrafo de canal. No subgrafo de
canal, primeiramente todos os vetores «,, sdo passados no sentido de n crescente e todas as

mensagens sao armazenadas nos seus respectivos nés de estado. Quando o n-ésimo estado é
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atingido, todos os vetores B,, sao calculados no sentido de n decrescente, fornecendo também

as mensagens w, e U,.

5.5 Decodificacao pelo ASP aplicada ao modelo FSMC

Nesta secdo, sdo apresentadas as mensagens do ASP que sdo trocadas pelos nés do grafo
de fatores na Figura 5.3 quando o canal usado na decodificagdo é o FSMC. Se o canal que
corrompe cada palavra-cédigo é um DFC, entao assume-se que este é modelado por um FSMC
que ¢é usado na decodificacao.

Dado um vetor recebido y, as mensagens trocadas no ASP sio descritas a seguir.

> Inicializacdo: Paran =1 a N, cada elemento dos vetores o, € 8,, s20 :
an(k) = pp(k) =mk, k=0,1,---J—1. (5.17)

Computa-se g, = 2 — 1 — y,,, para n = 1 até N. As LLRs U,,’s sdo mensagens do subgrafo

de canal para os nés de bits associados a estes. Entdo

J—1
Z PFSMC'(yn|xn = Oa Sn = k) Tk

_ k=0
U, = In =

Z PFSMC'(yn|xn = 1; Sp = k) Tk
k=0

J—1
Z Okyn, Tk
k=0

J—1
> kg, Tk
k=0

(5.18)

Faca me = U, para m € N(m).
> Processamento Iterativo
- Processamento no subgrafo do codigo

1. Param =1 até N — K e n € N(m), as mensagens {L,, ,,} passadas do né de restri¢ao

m para o né de bit n sdo calculadas de acordo com a regra “tanh”

1.
Ly, » = 2arctan ( H tanh (§Zmn,)> )

nteN(m)\n



112

2. Para n = 1 até N, as mensagens passadas do subgrafo do cddigo para o subgrafo do

canal sao Vi, = 3 covi(n) Limn- A representagao probabilistica de V;, é:
vn(0) =¥/ (T4 e), wa(1) =1/ (14").

- Processamento no subgrafo do canal
As mensagens passadas neste subgrafo sdo vetores de dimensao J. Os elementos destes

vetores sao descritos a seguir.

a) Paran =1 a N, as mensagens r,(k) sdo

1
Tn (k’) = Z Prsyc (yn’xna Sn = k)vn(xn)
=0

= PFSMC (Zn - ynysn - k) Un(o) + PFSMC (Zn - gnysn - k) Un(l)

= bkvynvn(o) + bkvgnvn(]‘)
b) As mensagens enviadas pelo né de estado sao:

(k) = an(k)rp(k), paran=1até N —1
pn(k) = Bn(k)rn(k), paran =2 até N.

¢) As mensagens «a,(k), paran =2 até N, e 5,(k), paran = 1 a N — 1, sdo dadas por:

J—-1
an(k) = ij,k ’Yn—l(j)
j=0

J-1
Ba(k) = D prjpnia(j).
i=0

d) Paran =1até N — 1: w, (k) = ay, (k) B (k).

3. Paran =1 até N, as mensagens U, sdo dadas por
J-1
Zbkvynwk
k=0

J—1

> brg,wr
k=0

> Atualizagao dos nés de bit e decisao abrupta
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1. Paran =1a N e para m € M(n):

Zm,n = Un + Z Lm/,n~
mIeM(n)\m

2. (Decisao Abrupta) Para n =1 até N:

A

T, =1, caso contrario.

Se x = (#1,29,...,2N) satisfaz todas as restrigoes de paridade, ou o nimero total de ite-
ragoes é igual ao nimero maximo de iteragoes pré-determinado, entdo a decodificacao é

interrompida. Caso contrario, executa-se uma nova iteragao.

5.6 Resultados

5.6.1 Algoritmo Baum-Welch

O algoritmo BW ¢ usado para estimar os pardmetros do FSMC que aproxima um DFC
com parametros fixos (SNR, fpT, &, 0). Este algoritmo estima a matriz de transicdo de
probabilidade P e a matriz B (de dimensao J x 2%), em que (7, j)-ésimo elemento desta matriz
ébi;=P(Z,=7j|Sy=1). As Tabelas 5.1 e 5.2 mostram os parametros de modelos FSMC
de dois estados com decisao suave para £ = 2, 3, que aproximam um DFC com fpT = 0,001 e

0, 005, respectivamente, e varios valores de SNR.
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5.6.2 Analise de Desempenho

Para avaliar o desempenho de um codigo LDPC em um decodificador projetado para o
canal FSMC, com entrada binaria e saida 2¢-aria, foi implementado o decodificador iterativo
apresentado na Segao 5.5 com 200 iteragoes. Empregou-se um codigo LDPC binario, regular,
com parametros (N = 15000, K = 7500) com grau de coluna constante igual a d, = 3. A matriz
de verificagao de paridade H é gerada usando o algoritmo PEG (progressive edge growth) [69].
O canal que corrompe cada palavra-cédigo é um DFC quantizado com 2¢ niveis. Portanto,
gera-se uma sequéncia ruidosa {Z} de acordo com o modelo DFC quantizado e usa-se (5.3)
para gerar a sequéncia recebida a partir da sequéncia ruidosa e da palavra-cédigo transmitida.
Este modelo de canal é denominado DFC. Neste trabalho assume-se que a palavra-codigo
constituida de todos os simbolos iguais a zero é transmitida. Assume-se, ainda, que o receptor
conhece os parametros do DFC e escolhe um modelo FSMC adequado que aproxime este canal
(os parametros dos modelos FSMC considerados neste trabalho estao listados nas Tabelas 5.1 e
5.2) e emprega este modelo na decodificagao conjunta usando o algoritmo proposto na Segao 5.5
(isto é, emprega-se um decodificador projetado para canal NBNDC-FSMC para decodificar
uma palavra-cédigo transmitida em um canal NBNDC-DFC). Entéo, existe um descasamento
entre o canal que corrompe a palavra-codigo e o canal usado na decodifica¢ao, diferentemente
do que foi proposto em [37], em que o processo de ruido que corrompe uma palavra-codigo é
gerado pelo mesmo FSMC usado no ASP do decodificador. Assim, o modelo aqui proposto
¢ mais realista, j& que o processo de ruido é gerado por um DFC que é aproximado por um
FSMC usado na decodificacao (assume-se que o receptor ndo conhece perfeitamente o modelo
de canal, mas apenas uma aproximacao FSMC deste). Este procedimento pode ser adotado
para outros modelos de canais.

A Figura 5.4 mostra a BER versus SNR para um canal NBNDC-DFC decodificado por um
modelo FSMC que aproxima um DFC com pardmetros fpT = 0,005, £ = 1,2, 3,4. Observa-se
um ganho de aproximadamente 1,7 dB (para BER=10"%) quando comparam-se as curvas para
& = 1 (decisao abrupta) e £ = 2 (decisao suave). Ademais, aumentar o valor de & de 2 para
3 propicia um ganho de 0,3 dB e um ganho desprezivel é observado se compararmos £ = 3
com & = 4. Percebe-se um comportamento similar quando o valor de fpT é diminuido para
0,001, como pode ser visto na Figura 5.5, na qual observa-se um ganho de aproximadamente
1 dB (para BER=10"%) quando comparam-se as curvas para { = 1 e £ = 2. Portanto, para

o sistema de comunicagoes considerado, um ganho de codificagao importante é obtido com o
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emprego de decisdo suave e este satura para £ > 3.

Figura 5.4: BER x SNR com fpT =5 x 1073 e decisio suave, cédigo LDPC(15000, 7500).

10™ I I I I
1 1,5 2 2,5 3 4

SNR (dB)

Figura 5.5: BER x SNR com fpT = 1072 e decisdo suave, cédigo LDPC(15000, 7500).
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CONCLUSOES

N ESTA tese, foram comparados trés métodos para estimacgdo dos parametros de um mo-
delo de canal de estados finitos Markovianos: o método proposto por Wilhelmsson
e Milstein e o algoritmo de Baum-Welch, ja utilizados para essa finalidade na literatura, e o
método de minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler, cuja utilizacao para essa finalidade
¢ uma proposicao desta tese. Foi mostrado que, de acordo com as estatisticas analisadas, o
método de minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler mostrou-se aderente, resultando na
obtencao de valores de parametros cujos modelos reproduzem de forma coerente os sistemas
de comunicacoes estudados.

Em seguida, foram desenvolvidas expressdes de recorréncia inéditas. Por meio do uso
de técnicas da teoria de enumeracao de sequéncias discretas, foram obtidas expressdes para
o céalculo da probabilidade da decodificagdo sem sucesso, ou seja, a probabilidade do canal
markoviano gerar m erros em uma sequéncia de comprimento n, para modelos Nascimento e
Morte de ordens 3 e 4. Assim, foi possivel avaliar-se, também, a mencionada estatistica com o
objetivo de averiguar os valores de J ideais para os modelos J-NM que reproduzem o sistema
de comunicacoes discreto.

Foi avaliada a pertinéncia de utilizarem-se modelos de canal de estados finitos Markovi-
anos, mais especificamente Nascimento e Morte de ordens, 2 (GEC), 3 e 4, com o objetivo
de reproduzir o comportamento estatistico de um sistema de comunicagoes discreto, baseado
no padrao IEEE 802.11 (Wi-Fi). Os objetivos da utilizacdo do citado padrao foram a sua

grande penetracao na sociedade, bem como o seu elevado grau de complexidade, uma vez que
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utiliza codificacdo convolucional, entrelagamento em dois estdgios e modulacio OFDM com
desvanecimento seletivo em frequéncia.

Foi mostrado que, de acordo com as estatisticas analisadas, o GEC representou de forma
satisfatéria as seis variantes do sistema de comunicagoes modelado. Essas seis variantes es-
tudadas foram agrupadas em dois ambientes de propagacdo, suburbano e indoor. Também
verificou-se que ha um ganho de fidedignidade quando da utilizagdo de modelos de ordem su-
perior para a reproducao do comportamento estatistico do mesmo sistema de comunicagoes.
Outro aspecto abordado constituiu-se na avaliagdo da inser¢do de um entrelagador finito no
sistema, em que mostrou-se uma metodologia de definicao de um valor 6timo do nivel de en-
trelagamento finito, com vistas a melhoria do desempenho do sistema de comunicagoes. Essa
melhoria estudada constitui-se na mitigacdo da memoria do canal, por meio do uso da téc-
nica de entrelacamento, sem, no entanto, introduzir no sistema de comunica¢bes um maior
requerimento por processamento e um consequente e indesejavel atraso.

Foi apresentado o canal discreto de ruido nao-binario, cujos alfabetos de entrada e saida
foram dados, respectivamente, por X = {0,1} e Y = {0,1,--- ,25 — 1}, em que £ é um inteiro
positivo. Mostrou-se que a definicdo do valor do passo do quantizador, que estabelece os
limiares entre as regides de decisdo, foi escolhido de forma a maximizar a capacidade do canal.
Para modelar esse canal, foi proposto um modelo FSMC, nao binario, para capturar tanto a
informacao de decisdao suave como a correlacdo temporal de um canal DFC com 2¢ niveis de
quantizagao.

Foi proposto um esquema de decodificacio iterativa, que faz uso do algoritmo soma-
produto, para a decodificacdo e estimacao do estado do canal de forma conjunta, por meio
do escalonamento de passagem de mensagens entre o subgrafo de cddigo e subgrafo de canal.
Ressalta-se que o canal Markoviano utilizado pelo decodificador do receptor ¢ diverso do que
foi utilizado para gerar uma sequéncia de ruido que corrompe as palavras-codigo transmitidas,
diferentemente do que fora proposto em [37].

Assim, foi possivel avaliar o desempenho de um c6édigo LDPC em um decodificador proje-
tado para o canal FSMC, com entrada binéria e saida 25-aria. Observou-se que, para o sistema
de comunicagoes considerado, um ganho de codificacdo importante é obtido com o emprego de

decisao suave (aumento do valor de ).
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6.1 Sugestoes para futuros estudos
Outros tépicos que podem ser abordados em pesquisas futuras:

> Avaliar modelos NM para canais DFC com modulacao QAM, para outros modelos para
a fungdo densidade de probabilidade da amplitude do desvanecimento, tais como, Rice,

Nakagami, bem como para outros modelos da funcao autocorrelagao [70];

> Averiguar a precisdo do modelo GEC para modelar o sistema 802.11 a partir de dados

coletados experimentalmente. Comparar com os resultados do Capitulo 4;

> Realizar o modelamento FSMC para sistemas de comunicag¢Ges méveis de quarta e quinta

geragoes;

> Projetar cédigos LDPC para o canal NBNDC-FSMC, estendendo o método proposto em
[71].
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APENDICE

SEJA a matriz de transi¢ao de estados P, de tamanho J x J, e a matriz de probabilidade
de geracdo de erros B, de tamanho 2¢ x J, em que .J é o niimero de estados e 2¢ a
quantidade de niveis de quantizacdo. O algoritmo de Baum-Welch [29] é um procedimento
interativo para a estimacdo dos parametros A = (P,B) a partir de uma dada sequéncia de
erros, 2 = (z1,22,...,2t,...,2r). Esse algoritmo é projetado para, partindo do valor atual,
re-estimar A = (P,B), de modo a maximizar a funcdo de verossimilhanca P(Z | A). A re-

estimacao das matrizes P e B ocorre da seguinte maneira:

numero esperado de transi¢oes de i para j

(A1)

Dij = - — .
J nimero esperado de transicoes de @

2 (ex) numero esperado de vezes que k é emitido do estado i
i\Ck) =

(A.2)

ntimero esperado de vezes que o estado i é visitado
Os demais calculos necessarios para a implementacdo do algoritmo de Baum-Welch sao
explicitados a seguir.
Passo 0: O algoritmo deve ser inicializado com valores iniciais para A = (P, P(1)).
Passo 1: Calcular as varidveis para a frente e as varidveis para trds dadas por (A.3) e

(A.4), respectivamente, para t = 1,2,..., K.

at(i) = P(ZhZZa"'azt;St =1 | )‘) (A3)



ﬁt(Z) = P(Zt+1, Zt42y -+ RT | St =1 | )\)

> Calculo das variaveis para a frente.

— Inicializagao:
ay(i) = mibi(z1),1=1,2,...,J
— Inducao:
J
ar1(j) = (Z at@)%g) bj(2i41),
i=1
1<t<T-11<j<K
— Terminagao:
J
Pz |N) = ZQT(Z)BT(Z)
i=1

Deve-se atentar que:

J J

ZaT(i):ZP(zl,...,zT,sT:i|)\):P(2|)\).

i=1 i=1

> Calculo das variaveis para tras.

— Inicializacgao:

— Inducao:

J
Bi(i) = Z Be1(5)bj(241)aij,
=1

1<t<T-1,1<j<.J

Passo 2: Computar 7;(i) como segue:
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(A.6)

(A.8)

(A.9)

(A.10)
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. o oy (1 1) .
%(z)zp(st:uz,A):%, i=1,2,...,J. (A.11)
A quantidade (;(7, j) é definida como:
) L o (1)a;:bi(z ]
G 3) = Plse =i ses = 7| 7, ) = 2lalsCr)find) (A12)

P(z]A)
Assim, (A.1) e (A.2) podem ser calculados por (A.13) e (A.14), respectivamente.

Y G )

p’L - _ . 9 (A.13)
! Z?:ll V(1)
T 3
bj(ex) = Zt:l}“:e’“ V.t(])- (A.14)
>t=1 1 (d)
O ntimero esperado de vezes do estado .S; no instante ¢t = 1 é dado por:

Passo 3: Voltar ao Passo 1 com a nova estimativa de A e repetir o procedimento até que
a condicao de parada seja atingida.
Vaérios critérios de parada podem ser utilizados como, por exemplo, estabilizacdo dos ele-

mentos de A\, nimero maximo de iteragoes e convergéncia de P(z | A).



APENDICE |

ODesenvolvimento das expressoes de recorréncia para o 3-NM e o 4-NM ¢é detalhado a
seguir. O desenvolvimento da recorréncia para o 3-NM parte da seguinte expressao:
2 2 2,2
co, +C1,2 + C2,52 + C3,2" + ¢4, 52" + ¢5,57%
1412+ o8z + 322 + ca522 4+ 55222 + c623 + c7523 + 85223 + cos323

= i z”: P(m,n)s™z".

n=0m=0

H(s,z) =

Multiplicando-se o denominador da fracdo pelo somatério duplo, chega-se a

o0 n
2 2 2.2
Co, +C1,% + 2,82 + 3,2 + ¢4, 52" + ¢5,5°2" = Z Z P(m,n)s™z"

n=0m=0

o0 n o0 n

+ Z Z c1P(m,n)s™z" " + Z Z coP(m,n)s™ 1t
n=0m=0 n=0m=0
o0 n o0 n

+ Z Z csP(m,n)s™z"2 + Z Z cyP(m,n)s™ 2
n=0m=0 n=0m=0
o0 n o0 n

+ Z Z csP(m,n)s™ 22"+ 4 Z Z ceP(m,n)s™ "3
n=0m=0 n=0m=0
o0 n o0 n

+ Z Z crP(m,n)s™ 2"t 4 Z Z cgP(m,n)s™ 2" 3
n=0m=0 n=0m=0

+ i Zn: coP(m,n)s™+32mt3, (B.1)

3
Il
o
3
Il
o
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Fazendo-se uma mudanca de indices em cada somatério duplo, obtém-se termos apenas com

poténcias s™

z", como mostrado a seguir

oo n
2 2 2.2 m.n
0, T C1,2+ca,52 4+ c3,2" +c4,52" +¢5,5°27 = E E P(m,n)s™z

n=0m=0

oo n—1 o n

+ Z Z cgP(m,n—1)s™z" + Z Z coP(m—1,n—1)s"z"
n=1m=0 n=1m=1
oo n—2 oo n—1

+ Z Z csP(m,n —2)s"z" + Z Z caP(m—1,n—2)smz"
n=2m=0 n=2m=1
o n oo n—3

+ Z Z csP(m—2,n—2)s™z" + Z Z cgP(m,n —3)s™z"
n=2m=2 n=3 m=0
co n—2 oo n—1

+ Z Z ctP(m—1,n—3)s™z" + Z Z csP(m —2,n—3)s™z"
n=3 m=1 n=3 m=2

+ Z Z cgP(m —3,n —3)s™z". (B.2)
n=3 m=3

Como os quatro tltimos somatdérios duplos de (B.2) s6 tém efeito a partir de n = 3, é possivel

separar os seis primeiros somatérios duplos em dois casos: n <2 e n > 3. Entao

co, + €1, 2 + €, 82 + 3,27 + 4,827 + ¢5,5°2% = P(0,0) + P(0,1)z 4+ P(1,1)sz

+

+

P(0,2)2" + P(1,2)s2” + P(2,2)s*2° + Y Y P(m,n)s™z" + 1 P(0,0)z

n=3 m=0
oo n—1
c1P(0,1)2% 4+ ¢ P(1,1)s2% + Z Z ciP(m,n —1)s"z" 4+ coP(0,0)sz
n=3 m=0

o0 n
caP(0,1)s2% + e P(1,1)5%2% + Z Z coP(m—1,n—1)s™z"

n=3 m=1

oo n—2
c3P(0,0)2% + Z Z csP(m,n — 2)s™2" + ¢4 P(0,0)s2?

n=3 m=0
oo n—1
Z Z caP(m —1,mn —2)s™2" 4 ¢5 P(0,0)s%2*
n=3 m=1
o n oo n—3
Z Z esP(m —2,n—2)s™z" + Z Z ceP(m,n —3)s"z"
n=3 m=2 n=3 m=0
0o n—2 oo n—1
S erPm—1,n—=3)s"2"+ Y Y cgP(m —2,n—3)s"z"
n=3 m=1 n=3 m=2
o0 n

Z Z cgP(m —3,n —3)s™z". (B.3)

n=3 m=3
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Como P(m,n) = 0 para m,n < 0 e m > n, é possivel escrever um tnico indice para os

somatorios em m, de forma que, reagrupando os termos do lado direito de (B.3), obtém-se

0, + 1,2 + €2, 82 + ¢3,2° + ca, 527 + ¢5,5°2% = P(0,0) + {P(0,1) + ¢ P(0,0)}2
+ {P(1,1) 4+ c2P(0,0)}sz + {P(0,2) + 1 P(0,1) + ¢3P(0, 0)}2’2 +{P(1,2) +c P(1,1)
4+ P(0,1) 4+ c4P(0,0)}s2% + {P(2,2) + o P(1,1) + c5P(0,0)}s%2% + i z”: {P(m,n)
+ aP(myn—1)4+cP(m—1,n—1)4cgP(m,n —2) + c4P(m — 1, nn—:327;:0
+ s P(m—2,n—2)+cP(m,n—3)+czP(m—1,n—-3)+cgP(m—2,n—3)

+ cogP(m—3,n—3)}s™z". (B.4)

Assim, igualando-se os coeficientes de mesma poténcia em ambos os lados de (B.4), encontra-se

P(1,2) + 1 P(1,1) + &2P(0,1) + ¢, P(0,0) = ¢4

P

P(0,0) = ¢, =1

P(0,1) + 1 P(0,0) =
P0,1) = ¢, —¢

P(1,1) + & P(0,0) = ¢
P(1,1) = ¢, —cy

P(0,2) + ¢1P(0,1) + c3P(0,0) = ¢,

P(0,2) = ¢35, —c5—c1P(0,1)
(0,0)
(0,0)

P(2 2)+02P(1 1)—|—C5P 0,0) = Cs,,

paran > 3 e 0 <m <n, bem como
P(m,n)+ciP(m,n—1)4+ cP(m—1,n—1)4+ cgP(m,n —2) +c4P(m —1,n — 2)

+ P(m—2n-2)+cgP(m,n—3)+czP(m—1,n—3)+ csP(m —2,n— 3)

+ cP(m—3,n—-3)=0.

O desenvolvimento da recorréncia para o 4-NM segue a mesma sequéncia do desenvolvi-

mento da expressdo de recorréncia do 3-NM, chegando-se ao seguinte determinante
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det(B) = 14 c12 + o852 + 327 + c452° 4 ¢55°2° + c62° + c752° 4 38?2 + ¢9s° 2>

02t + o182t + 19822t + 0138321 4 eppst2t. (B.5)

em que

a1 = (QiQ2Q3+ Q1Q2¢3 + Q192q3 + q192¢3)(Q1 + Q2+ Q3 + Py + Py + P»

+ Ps+q+@+q— Q1P — Q2P — Q3P — Pigt — Page — Psqs — 4).

2 = (Q1Q2Q3+ Q1Q2q3 + Q1q2q3 + q192q3)(Q1FPy — Pr — P, — Py — Fy

+ Q2P+ Q3P + Pig1 + Pago + Psgs).

(Q1Q2Q3 + Q1Q2q3 + Q192q3 + q19273)(Q1Q2 — 3Q2 — 3Q3 — 3Py — 3P,
— 3P, —3P3—3q1 —3q2 — 3q3 — 3Q1 + Q1Q3 + Q2Q3 + 3Q1 Py + Q1P + Q2P
Q1P+ 3Q2P1 + Q3P + Q1 P3 + Q2P + Q3P + Q2P3 + 3Q3Ps + Q3P3 + Q192

Q193 + Q3q1 + Q2q3 + PoP1 + PoPy + By Ps + PPy + PL Py + PoPs + Pogu

C3

Poga + 3P1qy + Pogs + Prga + Paqi + Prgs + 3P2q2 + P3qu + Pags + Psqo
3P3q3 + 192 + 193 + q2q3 — Q1Q2 Py — Q102 P — Q1Q3P0 — Q1Q3 P2

— @QQ3P1 — Q2Q3Py — Q1P Pr — Q1P P2 — Qe PPy — Q1 P P3 — Q2 PL P
— Q3PP — Q2P1 Py — Q3P1 Py — Q3 Pa Py — Q1Fyga — Q1Fog3 — Q1P2q2

— QsPiq1 — Q2Pig3 — Q3Paqn — Q1P3q3 — Q2P3q3 — PoPrqi — PoPage

— PiPqy — PiPqy — PiP3qy — PoP3qs — PiP3q3 — PoPaga — PoPags

+ o+ o+ o+

— Piqig2 — Piqigz — Poqiqa — Pageqs — P3qi1g3 — P3qaq3 + Q1 Py Pagqo
+ Q1 FPoP3gs + Q3P Pagi + Q2 PiP3qs + PiPaqige + PiP3qigs + PaPagaqs

+ Q1Q2PPr + Q1Q3Po Py + Q2Q3 P Py + 6).
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Cs

+ o+ o+ o+ o+ o+

(@Q1Q2Q3 + Q1Q2q3 + Q19243 + ¢192¢3) (3P + 3P + 3P + 3P — 3Q1 Py — Q1
Q2P — Q1P —3Q2P1 — Q3P — Q1P — Q2P — Q3Py — Qo Py — 3Q3P2 — Q3 Ps
2PyPy — 2Py Py — 2Py Py — 2P Py — 2P Py — 2Py Py — Pyqn — Poga — 3P1q1 — Pogs
Prgz — Poqi — Prgz — 3Paqa — Psq1 — Paqz — P3q2 — 3P3q3 + Q1Q2F

Q1Q2P1 + Q1Q3 P + Q103 P2 + Q2Q3P1 + Q2Q3 P2 + 2Q1 Ry Py + 201 o Py
2Q2P0 P + 2Q1 Ry Ps + 2Q2PL Py + 2Q3 Py Py + 2Q2P1 Py + 2Q3P1 Pa + 2Q3 P2 Ps
Q1Poq2 + Q1Pgs + Q1P2q2 + Q3 Prqy + QaPigs + Q3Paqi + Q1 P33

Q2P3q3 + 2Py Prq1 + 2P Paqa + 2P1 Pagy + 2P1 Paqa + 2P1 P3q1 + 2P0 Pags
2P1P3q3 + 2Py Psqa + 2P P3qs + Prg1q2 + Prqigs + Paqiqa + Pagaqs

P3qqz + P3qaq3 — 2Q1 PoPaga — 2Q1 P P3qs — 2Q3P1 Paqi — 2Q2P1 P3gs

2P Poq1q2 — 2P1 P3qiqs — 2Py P3qags — 2Q1Q2Po Pr — 2Q1Q3 P P — 2Q2Q3 P P).

—(Q1Q2Q3 + Q1Q2q3 + Q19243 + 110243) (Q1 Py Py — PoPy — PoP3 — PP, — P P3
PyPs — PoPy + Q1 Po Py + Q2P Pr + Q1 P Ps + QoL P + Q3 Po P

Q2P P+ Q3Pi Py + Q3P Py + By Prq1 + PoPage + PrPaqi + PiPage

PiP3qy + PoP3qs + P1P3qs + PaPsqa + PaP3qs — Q1P0 Paga — Q1P Psgs
Q3P1Paq1 — Q2P1P3gs — PLPaqiqa — PiP3qiqs — PaPsqaqs — Q1Q2Po Py

Q1Q3FPo Py — Q2Q3P1 Ps).

135
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(@1Q2Q3 + Q1Q203 + Q19243 + ¢192G3) (3Q1 + 3Q2 + 3Q3 + 3P0 + 3P + 3P + 3P3
31+ 3q2 + 3q3 — 2Q1Q2 — 2Q1Q3 — 2Q2Q3 — 3Q1 Py — 2Q1 P — 2Q2P0 — 201
3Q2P1 — 2Q3 P — 201 P53 — 2Q2 Py — 2Q3P1 — 202 P53 — 3Q3 P2 — 2Q3P5 — 2Q192
20193 — 2Q3q1 — 2Q2q3 — 2Py Py — 2P0 Py — 2Py P3 — 2P1 Py — 2P Py — 2P P
2Pyq1 — 2Pog2 — 3P1q1 — 2Rq3 — 2P1ga — 2Pq1 — 2P1q3 — 3P2qa — 2P3q1 — 2Paq3
2P3q2 — 3P3q3 — 2q1q2 — 2q1q93 — 2q2q3 + Q1Q2Q3 + 2Q1Q2 P + 2Q1Q2P1 + 2Q1Q3Fo
Q1Q2 P2 + Q1Q3P1 + Q2Q3P + Q1Q2 P + 201Q3 P2 + 2Q2Q3P1 + Q1Q3P3
2Q2Q3 P + Q2Q3P3 + Q1Q2g3 + 2Q1 Py P + 2Q1 P P + 2Q2 P Py + 201 Po s
Q1P Py + Q2P Py + Q3 PPy + Q1 P1Ps + Qe Po P + 2Q2P1 P + 2Q3 Py P2
Q1P2P3 +2Q2P1Ps + Q3P Ps + 2Q3 1Py + Q2 PaPs + Q3 PL Py + 2Q3 P Ps
2Q1P0g2 + 2Q1 Pogs + Q1Pig2 + Q3 Poqi + Q1P1g3 + 2Q1Paq2 + Q2Fogs

2Q3P1q1 + Q1P2q3 + Q1 P3q2 + 2Q2P1g3 + 2Q3Paq1 + 2Q1 P3q3 + Q2P2q3

Q3P3q1 + 2Q2P3q3 + Q1q2q3 + BoPiPe + PoPAPs + Po PPy + P P Py

2Py Py + PoPrg2 + PoPaqr + BoPrgs + 2Py Paga + PoPsqr + 2P Pagy

PoPags + PoP3qa + 2P Pago + 2Py P3qy + 2Py P3g3 + Py Paqs + PrPsqe

PyP3qy + 2P1 P3qs + 2P P3ga + 2P P3qs + Poqige + Poqigs + 2P1q1g2

Pogaqs + 2P1q1q3 + 2P2q1G2 + Pigags + Pagigs + Psqige + 2P2q2q3

2P3q1q3 + 2P3¢2g3 + q1G2q3 — Q1 Po PPy — Q1 Po PiPs — Q2 Po P Py

Q1PoPaP3 — Qe Py P1Ps — Q3Po PPy — Qo P1 PPy — Q3P PoP3 — Q3 P Py

Q1P P1ge

Q1PoPrgs — 201 PoPage — Qs PoPrqy — Q1P Pags — Q1P0 P3q2 — Q1P1Page
Q2PoPrgs — Qs PoPaqy — 2Q1 P Paqs — 2Q3P1Paqi — Q1P1P3qs — Q12 Psgo

Q2P0 P3qs — QaP1Pags — Q3P P3sqy — Q1P2Paqs — 2Q2P1 Pags — Q3 PaPsqn
Q2P2P3q3 — Q1P0q2q3 — Q120203 — Q1P3q2q3 — PoPrPagy — PoPLPago

PoP1P3sq1 — PoP1Psqs — PoPaPsqe — PLPaPsqn — PoPaPsqs — PrPaPsgo

PiPyPsqs — PoP1qige — PoPigigs — PoPaqiqe — 2P1 Pagiga — PoPaqaqs

PoPsqiqs — P1Paqigs — PrP3sqige — PoPsqaqs — PrPaqeqs — 2P1 Psqugs

PyPsqiqa — P1P3qaqs — PaPsqigs — 2P P3qaq3 — P1g192q3 — P2q1q2qs3

P3q1G2q3 — Q1Q2Q3P0 — Q10Q2Q3P1 — Q1Q2Q3 Py — 2Q1Q2 P P1 — Q1Q2P0 P2
Q1Q3PP1 — Q1Q2 P Ps — Q1Q2P1 Py — 201Q3P0 Po — Q2Q3 Py Py — Q1Q2P1 Ps
Q103 P P3 — Q1Q3P1 P2 — Q2Q3PoPr — 2Q2Q3 P P

(B.6)
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— Q1Q3PaP; — Q2Q3P1 P — Q2QQ3PaP3 — Q1Q2Pog3 — Q1Q2P1g3 — Q1Q2P3q3
Q1Q2Q3 PP + Q1Q2Q3 P Py + Q1Q2Q3 PL Py + Q1Q2 Po P Py + Q1Q2Po Py Ps
Q1Q3 P P1P2 + Q2Q3PoPLPa + Q1Q3 P PPy + Q2Q3 P P2 P + Q1Q2Po Prgs
Q1Q2Po P3qz + Q1Q2P1 P3q3 + Q1 PoP1Paga + Q3 Po PrPaqi + Q1 Po Py Pags
Q1P PaP3qo + Q1 Py PaPaqs + Q2Po P P3gs + Q3 P1 PaPaqr + Q2P P2 Psgs
Q1P Pagags + Q1PoP3qaqs + Q1P Psqeqs + PoPLPaqige + PoP1P3qigs

PPy P3qrqa + PoPaP3qaqs + PrPaPsqigs + PrPaP3gags + PrPaqigaqs
P1P3q1g2q3 + P2 P3q1q2q3 — PLPaP3q1gaqs — Q1Q2Q3PoPL Py — Q1Q2 Py P1Psgs

— Q1PyPaPsgaqs — 4).

+ o+ o+ o+ 4+ o+

—(Q1Q2Q3 + Q1Q2q3 + Q19243 + q192g3) (3P0 + 3P1 + 3P + 3P5 — 3Q1 Py — 2Q:1 1
2Q2P0 — 2Q1 Py — 3Q2P1 — 2Q3Py — 2Q1P3 — 2Q2P — 2Q3P1 — 2Q2P3 — 3Q3 P
2Q3P; — 4PyPy — APyPy — 4PyP3 — AP, Py — 4P\ P3 — 4P, Py — 2Pyq1 — 2Pyqo
3Piqn — 2Pogs — 2P1q2 — 2Paqn — 2P1q3 — 3Paq2 — 2P3q1 — 2Paqs — 2P5¢2

3P3q3 + 2Q1Q2P0 + 2Q1Q2P1 + 2Q1Q3 Py + Q1Q2 Py + Q1Q3P1 + Q203
Q1Q2 P53 + 21 Q3P + 2Q203P1 + Q1Q3P5 + 202Q3 P + Q2035 + 4Q1 Py
401 Po Py +4Q2 Py Py + 4Q1 Po P + 2Q1 PL P + 2Q2 Po Pa + 2Q3 Py P + 2Q1 Py Ps
2Q2P0P3 +4Q2P1 Py + 4Q3 Py Py + 2Q1 Po P3 + 4Q2 1 P3 + 2Q3 Py P + 4Q3 P Py
2Q2 PP+ 2Q3P1Ps + 4Q3Pa Py + 201 Poge + 2Q1 Pogs + Q1P1g2 + Qs Poqa
Q1P1g3 + 201 P2q2 + Q2Pogs + 2Q3P1q1 + Q1Pag3 + Q1 P3q2 + 2Q2P1g3
+2Q3P2q1 + 2Q1P3q3 + QaPags + Q3P3q1 + 2Q2P3q3 + 3P0 PPy + 3Py P Ps
SPyPoPs+ 3PPy Py + 4Py Piq1 + 2Py Piga + 2Py Peq1 + 2Py Pyqs

4Py Pago + 2P0 Psqu + 4P Pagy + 2Py Paqs + 2Py P3ga + 4P Paqa + 4P P3qy
+4PyP3q3 + 2P Paqs + 2P P3qa + 2P P3qy + 4P1 P3gs + 4P2 P3ge + 4P Paqs
Poqrg2 + Poqigs + 2P1q1q2 + Pog2qs + 2P1q1q3 + 2P2qige + Pigags

Poqiqs + P3q1qo + 2P2q2q3 + 2P3q193 + 2P3q2q3 — 3Q1 Po P P

3Q1 Py PiPy — 3Q2Py PPy — 3Q1 Py P Ps
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3Q2PyP1Ps — 3Q3PoP1 Py — 3Q2P1PaPs — 3Q3 Py P2 Py — 3Q3 PL Py Py — 2Q1 Py Pige
201 P Pigs — 4Q1 Py Paga — 2Q3 P Prqr — 2Q1 Py Pags — 2Q1 Py Psga — 201 P1 Page
—2Q2PyPrgs — 2Q3Po Paqi — 4Q1 Py P3gs — 4Q3 PLPaqy — 2Q1 PLPags — 201 P2 Page
2Q2 Py P3qs — 2Q2P1 Paqs — 2Q3P1 P3qy — 2Q1 P2 P3q3 — 4Q2P1Psgs — 2Q3 P2 Psqn
2Q2 Py P3qs — Q1P0q2q3 — Q1P2q2q3 — Q1 P3q2q3 — 3P0 PLPaqr — 3Py Py Pago
3PoP1Psq1 — 3Ry P1P3qs — 3P0 PaP3ga — 3P1PaPsqy — 3P0 P Psqs — 3P P2 Py
3PIPaP3qs — 2P0 Piqiqe — 2P0 Prqiqs — 2P0 Paquqe — 4AP1 Paquqe — 2Ry Paqaqs

2Py P3q1qs — 2P1Paqiqs — 2P1Psqiqa — 2P0 P3qaqs — 2P1 Paqagqs — 4P1 P3qigs

2Py P3q1q2 — 2P1 P3qaqs — 2P P3q1q3 — 4P P3qaqs — P1g1q2q3 — P2q124s3

P3q1q2q3 — Q1Q203P0 — Q10Q2Q3P1 — Q1Q2Q3 P — 4Q1Q2 P P1 — 2Q1Q2 P Ps
—2Q1Q3 PPy — 2Q1Q2Po P3 — 201Q2 PL Py — 4Q1 Q3 P Py — 2Q2Q3 PoPr — 2Q1Q2P1 Ps
2Q1Q3 P Py — 201 Q3 P1 Py — 2Q2Q3 P Py — 4Q2Q3P1 Py — 2Q1Q3 P Py — 2Q2Q3P1 P
2Q2Q3 PPy — Q1Q2P0q3 — Q1Q2P1q3 — Q1Q2P3¢3 + 2Q1Q2Q3 P P + 2Q1Q2Q3Po P
2Q1Q2Q3P1 Py + 3Q1Q2Po PPy + 3Q1Q2 Py PLPs + 3Q1 Q3 Po PL Py + 3Q2Q3 Fo P Py
3Q1Q3 Py PaPs + 3Q2Q3 P Po P + 2Q1Q2 Py P1gs + 2Q1Q2Po P3gs + 2Q1Q2P1 P33
3Q1Po P Paga + 3Q3Po Pr g1 + 3Q1 Po PrPaqs + 3Q1 Po Pa Paqa + 3Q1 PoPa Pags

3Q2Po P1P3qs + 3Q3PL Py Psqr + 3Q2 Pr PaP3qs + 2Q1 Py Paq2q3 + 2Q1 Po P3q2qs3
2Q1 P2 P3q2q3 + 3P0 PL Paqiga + 3P0 PL P3qiqs + 3P1 PaPaqiq2 + 3Py Pa P3qaq3

3PPy P3q1q3 + 3P1 P2 P3qaqs + 2P1 Paq1q2q3 + 2P1 P3q192q3 + 2P P3q1q2gs3

3PPy P3q1q2q3 — 3Q1Q2Q3 Py Pr Py — 3Q1Q2FPo Py P3qs — 3Q1 Py PaP3gaqs3).
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—(@1Q2Q3 + Q1Q2g3 + Q19243 + 192q3) 2P P1 + 2P P + 2P Py + 2P1 P + 2Py P
2P Py — 201 Py Py — 2Q1 Py Py — 2Q2 Py Py — 2Q1 PoPs — Q1 PPy — Qo PRy P — Q3 Po Py
Q1P Py — QaPy Py — 2Q2P1 Py — 2Q3P0 Py — Q1 P2 Py — 202 P Py — Q3 Py Py — 2Q3 P Py
Q2P Py — Q3P1 Py — 2Q3 P P3 — 3Py PL Py — 3Py P P3 — 3Ry Pa Ps — 3P P — 2Py Pigy
PoP1ga — PoPaqi — PoPrgs — 2Py Page — PoPsqy — 2P1 Paqi — PoPaqs — PoPsge

2P\ Paqo — 2P1 P3sqn — 2Py Pags — PiPags — PiPsga — PaPsqy — 2P1 Pags — 2P Pago

2Py P3qs + 3Q1 Po PPy + 3Q1 Py PL P + 3Qo P PPy + 3Q1 Py Pa Py + 3Q2 P PL 3
3Q3 P PLPy + 3Q2PLPa Py + 3Q3 Py Pa Py + 3Q3 PLPa Py + Q1 Po Prgz + Q1P Pigs
201 P Paga + Qs PoPrqy + Q1 Py Pags + Q1 PoPage + Q1 P1Page + Q2P0 Prgs

Q3P Pagr + 201 Po P3g3 + 2Q3P1 Pagqi + Q1 P1Paqz + Q1 P2 P3ga + Q2P Pqs

Q2P1Paqs + Qs P1Psqy + Q1 P2 P3qs + 2Q2P1 Pz + Q3 PaPsq1 + Q2P Pags

3Py P Pyq1 + 3PyP1 Paga + 3Py Py Psqy + 3Py Py Psqs + 3Py PaPsga + 3P Po Pygq

3Py PaP3qs + 3P1 Py Psqa + 3P PaPsgs + PoPrqiga + PoPrgigs + PoPaqige

2P1Pq1q2 + PoPaqeqs + PoPsqugs + PrPaqigs + PiPsqige + PoP3gaqs

P1Pygaqs + 2P1 P3qigs + PaP3qige + P1P3qags + PaPsqugs + 2P P3qaqs

2Q0:1Q2P0 P + Q1Q2Po Py + Q1Q3Po Py + Q1Q2 P Ps + Q1Q2 P Py + 2Q1Q3 R Py
Q203 P P1 + Q1Q2P1 P + Q1 Q3o Ps + Q1Q3 PP + Q2Q3Po Pa + 202Q3 P P
Q1Q3PaPs + Q2Q3P1 P3 + Q2Q3Po Py — Q1Q2Q3 0 Pr — Q1Q2Q3 0P — Q1Q2Q3P1 P
3Q1Q2PoPL Py — 301 Q2 Py P Ps — 3Q1Q3 P PL Py — 3Q2Q3 Py PPy — 3Q1Q3 Py Pa s
3Q2Q3P1Pa Py — Q1Q2 Py Prgs — Q1Q2 P Psqs — Q1Q2P1P3qs — 3Q1 PoPLPago
3Q3 P Pr Py — 3Q1 PoPiP3qs — 3Q1 PoPaPaga — 3Q1 PoPaP3gs — 3Q2 Py P1 Pags
3Q3P1 P P3qy — 3Q2P1PaP3qs — Q1P0 Pagaqs — Q1P0P3gags — Q1P P3qaqs

3Py P1Paqiq2 — 3Py P1P3qiqs — 3P1Pa P3qiqa — 3P0 P2 P3qags — 3P1 P2 P3qags

3PPy P3qaqs — PrPaqi1qaqs — P1P3q1g2qs — PaP3qiqaqs + 3P1 P2 P3q1g2q3

3Q1Q2Q3 Py Pi Py + 3Q1Q2 Py Py P3qs + 3Q1 Py PaP3q2qs3).
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—(Q1Q2Q3 + Q1Q2g3 + Q19203 + 192q3) (P A Pa + PoPA P + Po Py Py + PPy P
Q1P PPy — Q1 PyPLPs — Qe Po PPy — Q1 Py PPy — Q2 PoPLPs — Q3 Py PL Py
Q2P PPy — Q3 Py Pa Py — Q3 PL Py Ps — PoPLPagy — PoPrPaga — PoPLPsqu
PoP1P3qs — PoPaP3qa — PLPy Pyqy — PoPaPaqs — PLPy Paqe — PLPy Pags

Q1Q2 PP Py + Q1Q2 Py PLPs + Q1Q3Po PP + Q2Q3 P PL Py + Q1Q3 Py Pa Py
Q2Q3P1PaPs + Q1P PLPaga + Qs PBoPrPeqi + Q1PoPLP3gs + Q1o PaPsge

Q1P PaP3q3 + Qo Py P1Paqs + Q3P PaP3sgy + Qo PrPa Paqs + PoP1Paqiqe
PoP1P3q1q3 + PLPaP3qiga + PoPaP3qaqs + PrPaP3qiqs + PrPaP3gaqs

P1PyP3q1q2q3 — Q1Q2Q3 Py P1 Py — Q1Q2 Py PiP3gs — Q1P PaP3qags).

(Po—1)(P1 = 1)(Py — 1)(Ps — 1)(Q1Q2Q3 + Q1Q27g3 + Q16243 + q142q3) (Q1Q2
Q2 —Q3—q1—q2—q3 — Q1+ Q1Q3 + Q2Q3 + Q1q2 + Q193 + Q3q1 + Q2q3 + 142

7193 + ¢2q3 — Q1Q2Q3 — Q1Q203 — Q1¢2q3 — 1G2q3 + 1).

(Q1Q2Q3 + Q1Q20q3 + Q192q3 + q19243)(Po + P1 + Py + Py — 2Py Py — 2Py Ps
200P; — 2P Py — 2P, P3 — 2P, Py + 3Py P Py + 3Py Py Ps + 3Py Py P3 + 3P, Po Ps
4PyP Py Ps)(Q1Q2 — Q2 — Qs — 1 — g2 — g3 — Q1 + Q1Q3 + Q2Q3 + Q192 + Q1q3

Q3q1 + Q203 + 142 + 193 + 23 — Q1Q2Q3 — Q1Q203 — Q192¢3 — q192q3 + 1).

(Q1Q2Q3 + Q1Q2q3 + Q192q3 + q192q3)(Po Py + PoPs + PoP3s + PPy + Py Ps
PPy — 3PP Py, — 3PyPP3s — 3Py Py Py — 3P, Po Py + 6P0P1P2P3)(Q1Q2 — Q2 — Q3
G —q—q3— Q1+ Q1Q3 + Q203 + Qi1q2 + Q1q3 + Q3q1 + Q203 + 12 + q143

72q3 — Q1Q2Q3 — Q1Q2q3 — Q19203 — ¢192q3 + 1)-

(Q1Q2Q3 + Q1Q2q3 + Q19203 + q192q3)(Po P Py + PyP1P3 + Py Py Py + Py Po P
4PyPiPoPs)(Q1Q2 — Q2 — Q3 — q1 — 2 — g3 — Q1 + Q1Q3 + Q203 + Q1g2 + Qg3

Q3q1 + Q203 + 142 + 193 + 23 — Q1Q2Q3 — Q1Q2q3 — Q192q3 — q1q2q3 + 1).
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ciu = PoPiPaP3(Q1Q2Q3 + Q1Q2q3 + Q19203 + ¢19243) (Q1Q2 — Q2 — Q3 — q1 — @2
— @3 — Q1+ Q1Q3 + Q2Q3 + Q1q2 + Q193 + Q3q1 + Q203 + q1G2 + ¢1q3 + ¢2G3

— Q1Q20Q03 — Q1Q2q3 — Q16243 — q142G3 + 1)~

HTcof(B)Tl =cp, +C1,2+ 3,52 + 03p22 + 04p322 + 05p3222 + 06pz3 + 07psz3 + Csp8223 + 09ps3z3.

Portanto:

2 2 2,2 3 3 2.3 3.3
H(S’ Z) _ cop+c1pz+czpsz+63pz +C4psz +<35ps z +<36pz +c7psz +<38ps z%+cg, 7z

- 1+cyz+cg SZ+C322+C4522+655222+6623+C7523+685223+695323+61024+611SZ4+6125224+6135324+614S4Z4

= Z Z P(m,n)s™z".

n=0m=0

Multiplicando-se o denominador da fragao pelo somatério duplo, chega-se a

2 2 2.2 3 3 2.3 3.3
Co, T C1,2 + C2,82 + C3,27 +¢4,52" + C5,572" + Cp,2° + €7,52° + Cg,572" + ¢9,5"%

= i z": P(m,n)s™z" + i Zn: c1P(m,n)s™ 2"t

n=0m=0 n=0m=0
oo n oo n
+ Z Z coP(m,n)s™ Tt 4 Z Z csP(m,n)s™ 2"
n=0m=0 n=0m=0
o0 n o0 n
+ Z Z C4P(m, n)8m+1zn+2 + Z Z c5P(m, n)8m+2zn+2
n=0m=0 n=0m=0
o0 n o0 n
+ Z Z ceP(m,n)s™z" 3 + Z Z crP(m,n)s™ T3
n=0m=0 n=0m=0
o0 n o0 n
+ Z Z cgP(m,n)s™ 22" 4 Z Z coP(m,n)s™ 3,3
n=0m=0 n=0m=0
o0 n o0 n
+ Z Z croP(m,n)sm 2" 4 Z Z c11P(m,n)s™
n=0m=0 n=0m=0
o0 n o0 n
+ Z Z c1aP(m,n)s™ 2" ¢ Z Z c13P(m,n)s™ 3
n=0m=0 n=0m=0
o0 n
+ Z Z c1aP(m,n)sm T4,
n=0m=0

Fazendo-se uma mudanca de indices em cada somatério duplo, obtém-se termos apenas com
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poténcias s™z", como em B.7

+

Co, + C1,2 + C2,52 + C3, 22 + 04p522 + ¢s,, 222 + CGpZ3 + 07psz3 + Cgp822’3 + 09p53z3
oo n oo n—1
Z Z P(m,n)s™z" + Z Z caP(m,n—1)smz"
n=0m=0 n=1m=0
oo n—2 o n—2
Y > ePm—1,n—-1)s"2"+> Y cgP(m,n—2)s"z"
n=1m=1 n=2m=0
co n—1 o N
Z Z caP(m—1,n—2)s"z" + Z Z csP(m —2,n—2)s™z"
n=2m=1 n=2m=2
oo n—3 oo n—2
Z Z cgP(m,n —3)s"z" + Z Z czP(m—1,n—3)s™z"
n=3 m=0 n=3m=1
oo n—1 oo n
Z Z csP(m —2,n—3)s™z" + Z Z coP(m —3,n—3)s™z"
n=3 m=2 n=3 m=3
oo n—4 oo n—3
S cwP(mn—4)s™"+ > > enP(m—1,n—4)s"z"
n=4m=0 n=4m=1
oo n—2 oo n—1
Z Z c12P(m —2,n—4)smz" + Z Z cisP(m —3,n—4)s™z"
n=4 m=2 n=4m=3
Z Z c1aP(m —4,n —4)s™mz". (B.7)
n=4 m=4

E possivel expandir os somatérios duplos de (B.7) dividindo-os em dois casos, n < 3 en > 4,

da seguinte forma
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2 2 2 2 3 3 2,3 3.3
Co, T C1,2 +C,82 + C3,27 +¢4,52" + C5,57 2" + Cp,2" + 7,527 + Cg,572" + ¢9,5"%

= P(0,0)+ P(0,1)z + P(1,1)sz + P(0,2)2* + P(1,2)sz* + P(2,2)s*2* + P(0,3)2*

+ P(1,3)s2® + P(2,3)s’2® + P(3,3)s*2° + Y~ Y~ P(m,n)s™2" + ¢1P(0,0)z

n=4 m=0

+ e P(0,1)2* + e1 P(1,1)82 + ¢, P(0,2)2° + ¢1 P(1,2)52° + ¢, P(2,2)s%2*

+ Z Z c1P(m,n —1)s"2" + c3P(0,0)sz + 2 P(0,1)52% + o P(1,1)s%2% + ¢, P(0,2)s2°

o0 n
+ P(1,2)s°2" + oP(2,2)s°2° + > Y eaP(m —1,n — 1)s™2" + ¢3P(0,0)2
n=4m=1
oo n—2
+ 3P(0,1)2 + e3P(1,1)s2° + Z Z csP(m,n — 2)s™2" + ¢, P(0,0)s22
n=4m=0
oo n—1
+ ¢y P(0,1)s2° + e, P(1,1)s%2% + Z Z caP(m —1,mn —2)s™2" 4 ¢5 P(0,0)s%2*

n=4 m=1

+ ¢5P(0,1)8%2% + 5 P(1,1)%2% + Z Z csP(m —2,n —2)s™z" 4 ¢ P(0,0)z*

n=4m=2
oo n—3 oo n—2
+ Z Z ceP(m,n — 3)s™2" + c7P(0,0)s2> + Z Z crP(m—1,n—3)s™z"
n=4 m=0 n=4m=1
co n—1
+ gP(0,0)s%2° + ) Y egP(m —2,n—3)s™2" + ¢ P(0,0)s°2
n=4m=2
oo n—4
+ ZZCng 3,n—3 smz”+ZZCumn— 4)s™
n=4m=3 n=4 m=0
oo n—3 oo n—2
+ ZZCHP( —1,n—4 smz”—l—ZchgP —2,n—4)s"2"
n=4m=1 n=4m=2
co n—1
+ > > asP(m—3,n—4)s"2" + Z Z c1aP(m —4,n —4)s™2". (B.8)
n=4m=3 n=4m=4

Como P(m,n) = 0 para m,n < 0 e m > n, é possivel escrever um tnico indice para os

somatérios em m, de forma que, reagrupando os termos do lado direito de (B.8), obtém-se
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0, T C1,2+ C2, Sz+03z +ca, 522 +C5sz +cbz +c7, 523 +08sz + ¢, s32% = P(0,0)

{P(0,1) + 1 P(0,0)}z + {P(1,1) + ¢2P(0,0) }52 + { P(0,2) + ¢, P(0,1) 4 ¢3P(0,0)} 22
{P(1,2) + 1 P(1,1) 4+ o P(0,1) + ¢4 P(0,0) Y82 + {P(2,2) + 2 P(1,1) + ¢5P(0,0) }s22*
{P(0,3) + 1 P(0,2) + c3P(0,1) + ¢ P(0,0)} 2% + {P(1,3) + c1 P(1,2) + 2 P(0,2)
csP(1,1) + ¢4 P(0,1) 4+ ¢7P(0,0)}s2° + {P(2,3) + c1P(2,2) + o P(1,2) + ¢4 P(1,1)

c5P(O 1)+ s P(0,0)}s%23 + {P(3,3) + 2 P(2,2) + csP(1,1) + cgP(0,0) }s32°

+ o+ o+ o+ o+ o+

ZZ{P n)+caP(mn—1)+cP(m—1,n—-1)+csP(m,n—2)
n=4 m=0

caPm—1,n—-2)+csP(im —2,n—2)+cgP(m,n—3)+c;Pim—1,n—3
4 ( ) ) 5 ( ) ) 6 ( ) ) ( ) )

+

_|_

+cgsP(m —2,n—3)+cgP(m —3,n—3) + cioP(m,n —4) + c;1P(m — 1,n — 4)

+ ceP(m—2,n—4)+ci3P(m—3,n—4) + c14P(m —4,n —4)}s™2". (B.9)

Assim, igualando-se os coeficientes de mesma poténcia em ambos os lados de (B.9), encontra-se
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0,0 Co =1

0,1+ ( )—Clp
0,1

=0, —

1,1) 4 ¢ P(0,0) = 3,

o)

1

—_

) C2 — C2

g

0,2) + e P(0,1) + ¢3P(0,0) = ¢3,

g

0,

[\

—Cl (0,1) — C3

o)

1,2)+c (1 1)+02P(0 1)+C4P(00)—C4

)

1,2) = Cq, _Clp(lal)_c2p(071)_c4

2,2) = 5, — caP(1,1) — c5

)

s
+

0,3) 4+ 1 P(0,2) + c3P(0, 1) + ¢ P(0,0) = cq,

o)

0,

w

— clP(O, 2) — CgP(O, 1) — Cg

e
+

1,3) + 1 P(1,2) + o P(0,2) + c3P(1,1) + ¢4 P(0,1) + ¢7 P(0,0) =

g

L,

w

— 1 P(1,2) — 2 P(0,2) — c3P(1,1) — ¢4 P(0,1) — ¢

o)

2,3) +c1P(2,2) + 2 P(1,2) + ¢4 P(1,1) + ¢5 P(0,1) + cgP(0,0) = c,

g

2,

w

—c1P(2,2) —coP(1,2) — ¢4 P(1,1) — 5 P(0,1) — cg

g

(0,0) =
(0,1)
(0,1)
(1,1)
(1,1)
(0,2)
(0,2)
(1,2)
(1,2)
P(2,2) + caP(1,1) + ¢5P(0,0) =
(2,2)
(0,3)
(0,3)
(1,3)
(1,3)
(2,3)
(2,3)
(3,3) + 2 P(2,2) + ¢s P(1,1) + 9 P(0,0) = c,
(3,3)

o)

3,3 _09 _CQP(Q 2)—C5P(1 1)—09

paran > 4 e 0 <m <n, bem como

P(m,n)+ciP(m,n—1) 4+ cP(m—1,n—1)4+ cgP(m,n —2) +c4P(m —1,n — 2)
+ cP(m—2,n—2)+cgP(m,n—3)+ czP(m—1,n—3) 4+ csP(m —2,n — 3)
+ coP(m—3,n—3)+cioP(m,n—4) +cuP(m—1,n—4)+coP(m —2,n—4)

+ c3P(m—3,n—4) +cuP(m—4,n—4)=0.
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