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E

sta tese utiliza odi�adores onvoluionais onatenados (CCC) em sistemas de omu-

niações, para emprego em anais de aesso múltiplo. Tais anais permitem o aesso

simultâneo a mais de um usuário, tendo omo saída do anal uma ombinação dos sinais

transmitidos pelos usuários. Em partiular, é dada ênfase ao aso em que T usuários binários

transmitem simultaneamente em um anal aditivo para um únio reeptor, denotado anal

aditivo om T usuários binários (T -BAC). São propostos alguns sistemas de odi�ação para a

simulação de odi�adores e de deodi�ação em presença de ruído aditivo Gaussiano brano.

A odi�ação é baseada na onatenação paralela, serial, híbrida ou mista de odi�adores

onvoluionais om a utilização de entrelaçadores, possibilitando uma nova abordagem para

sistemas de aesso múltiplo por odi�ação olaborativa (CCMA). A deodi�ação utiliza

módulos om entrada suave e saída suave, denotados módulos SISO, propostos na tese para a

apliação em anais aditivos de aesso múltiplo, em um proesso de deodi�ação iterativa e

olaborativa. São apresentados algoritmos para o módulo SISO que atualizam ontinuamente

as probabilidades a posteriori dos símbolos de entrada e saída dos usuários que dividem o

anal, permitindo uma deodi�ação onjunta ou individual das mensagens transmitidas pe-

los usuários. São desritas e analisadas três on�gurações para os sistemas de deodi�ação

iterativa em questão, seguindo os sistemas de odi�ação, em que os módulos SISO podem ser

arranjados de forma serial, híbrida ou mista, até então, não existentes na literatura ténia

espeí�a para apliações em anais aditivos de aesso múltiplo. Estes sistemas são imple-

mentados, por meio de simulação, om odi�adores e deodi�adores para o 2-BAC, 3-BAC

e 4-BAC, usando odi�adores onvoluionais onatenados e esquemas CCMA paralela, série

e misto.
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T

his thesis uses onatenated onvolutional odes (CCC) in ommuniation systems for

appliation in multiple aess hannels. Suh hannels allow simultaneous aess to

more than one user, providing as its output a ombination of the signals transmitted by

the users. The ase of binary users transmitting simultaneously in an additive hannel to

a single reeptor, known as additive hannel with T binary users (T -BAC), is partiularly

emphasized during the disussion. We propose some oding systems for simulations of oding

and deoding in the presene of the additive white Gaussian noise. The oding is based on

the parallel, serial, hybrid or mixed onatenation of onvolutional odes using interleavers,

providing a new approah to the ollaborative oding multiple aess (CCMA). The deoding

uses some modules with soft-input soft-output, denoted as SISO modules, reommended,

here, for the appliation in multiple aess additive hannels in an iterative and ollaborative

deoding proess. In addition, we propose some algorithms employing the SISO modules

that ontinuously update the a posteriori probabilities of the input and output symbols of

the users dividing the hannel, in a way that it allows a joint or individual deoding of the

messages transmitted by these users. Also, we desribe and analyze three on�gurations for

the iterative deoding systems under onsideration, following the oding systems in whih

the SISO modules an be arranged in a serial, hybrid or mixed way. This tehnique, until

now, was not available in the urrent speialized literature about pratial appliations in

multiple aess additive hannels. Finally, these iterative deoding systems are investigated

by omputer simulation, i.e., by the oding and deoding applied to the 2-BAC, 3-BAC and 4-

BAC, using onvolutional onatenated odes and parallel, serial and mixed CCMA shemes.
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∝ denota proporionalidade direta.

Ci Codi�ador onstituinte do usuários i.

C(T ) Capaidade de anal om T usuários.

Dl
i Deisão, em que a hipótese H l

i é verdadeira.

g t Sequênia de ruído, de�nido da forma

g t = {g(1)t , g
(2)
t , . . . , g

(j)
t , . . . , g

(n)
t }.

g
(j)
t j-ésima amostras independentes de ruído Gaussiano brano, om
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ada instante de observação t.

n Número de símbolos do sub-bloo do ódigo ada instante de
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u

N
i,1 Sequênia de símbolos de informação do usuário i, de�nido da forma

u

N
i,1 = {u i,1,u i,2, . . . ,u i,t, . . . ,u i,N}.

Ui Espaço vetorial das mensagens do usuário i, om ardinalidade |Ui|,
de�nido da forma Ui = {u1

i ,u
2
i , . . . ,u

|Ui|
i }. No aso binários

|Ui| = 2ki
.

u i,t Sub-bloo de informação do usuário i no instante de observação t,

de�nido da forma u i,t = {u(1)
i,t , u

(2)
i,t , . . . , u

(j)
i,t , . . . , u

(ki)
i,t }, u i,t ∈ Ui.

Ui Alfabeto de informação do usuário i.

u
(j)
i,t j-ésimo símbolo de informação do usuário i no instante de

observação t, u
(j)
i,t ∈ Ui.

û

N
i,t Sequênia estimada das mensagens transmitidas pelo reeptor

referente ao usuário i no instante de obervação t, de�nido da forma

û

N
i,t = {û i,1, û i,2, . . . , û i,t, . . . , û i,N}.

û i,t Estimativa do sub-bloo de informação do usuário i no instante de

observação t, de�nido da forma û i,t = {û(1)
i,t , û

(2)
i,t , . . . , û

(j)
i,t , . . . , û

(ki)
i,t }.

û
(j)
i,t j-ésima estimativa para do símbolo assoiado ao usuários i no

instante de observação t.

v

N
i,1 Sequênia de símbolos de informação odi�ada do usuário i,

denotada por sequênia-ódigo ou sequênia do ódigo, de�nida da

forma v

N
i,1 = {v i,1, v i,2, . . . , v i,t, . . . , v i,N}.

Vi Espaço vetorial dos sub-bloos do ódigo assoiado ao usuário i, om

ardinalidade |Ui|, de�nido da forma Vi = {v1i ,v2
i , . . . ,v

|Ui|
i }. No

aso binários |Vi| = 2ki
.

v i,t Sub-bloo do ódigo do usuário i no instante de observação t,

de�nido da forma v i,t = {v(1)i,t , v
(2)
i,t , . . . , v

(j)
i,t , . . . , v

(n)
i,t }, v i,t ∈ Vi.

Vi Alfabeto do ódigo do usuário i.

v
(j)
i,t j-ésimo símbolo do ódigo do usuário i no instante de observação t,

v
(j)
i,t ∈ Vi.

v t Sequênia de entrada para o anal om T usuários, de�nido da

forma v t = [v1,t, v 2,t, . . . , v i,t, . . . , vT,t].

y t Sequênia intermediária gerada pelo anal aditivo om T usuários no

instante t, de�nido da forma y t = {y(1)t , y
(2)
t , . . . , y

(j)
t , . . . , y

(n)
t }.

y
(j)
t j-ésimo símbolo da sequênia intermediária gerada pelo anal

aditivo om T usuários no instante t, y
(j)
t =

∑T

i=1 v
(j)
i,t , adição,

oordenada a oordenada, dos j-ésimos símbolos dos T usuários.

z t Saída do anal no instante t, de�nido da forma

z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t , . . . , z

(n)
t }, denotado na deodi�ação omo

sequênia ou bloo de observação.

Z Alfabeto da sequênia de observação.

z
(j)
t j-ésimo símbolo da sequênia de observação no instante t, z

(j)
t ∈ Z.



Lista de Abreviaturas

Utilizadas

A seguir são apresentadas em ordem alfabétia as abreviaturas utilizadas na tese.

Abreviação De�nição

ADSL Asymmetri Digital Subsriber Line.

AWGN Ruído aditivo Gaussiano brano (additive white gaussian noise).

BAC Canal aditivo binários (binary adder hannel).

BCH Bose, Chaudhuri e Hoquenghem

BCJR Bahl, Coke, Jelinek e Raviv

BER Taxa de erro de bit (bit error rate).

BIAWGN Binary input additive white Gaussian noise.

BPSK Modulação por haveamento de fase binário (binary phase shift

keying).

CCC Codi�adores onvoluionais onatenados (onatenated

onvolutional odes).

CCMA Aesso múltiplo por odi�ação olaborativa (ollaborative oding

multiple aess).

CDMA Múltiplo aesso por divisão de ódigo (ode division multiple aess).

urvas EXIT Curvas de transferênia de informação extrínsea (extrinsi

information transfer harts).

EDGE Enhaned date rates for GSM evolution.

EXIT Transferênia de informação extrínsea (extrinsi information

transfer).

FDP Função densidade de probabilidade (probably density funtion).

FPGA Fied-programmable gate array.

GSM Global System for Mobile.

HCCC Codi�adores onvoluionais onatenados em forma híbrida (hybrid

onatenated onvolutional odes).
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Abreviação De�nição.

IEEE Instituto de Engenheiros Eletriistas e Eletr�nios (Institute of

Eletrial and Eletronis Engineers).

LC Baixa omplexidade (low omplexity).

LDPC Códigos de veri�ação de paridade de baixa densidade (low density

parity hek ode).

LLR Razões de log-verossimilhança (log-likelihood ratio).

LTE Long term evolution.

MAC Canal de aesso múltiplo (multiple aess hannel).

MAP Máxima probabilidade a posteriori (maximum a posteriori

probability).

MCCC Codi�adores onvoluionais onatenados em forma mista (mixed

onatenated onvolutional odes).

ML Máxima verossimilhança (maximum likelihood).

módulo SISO Módulo de entrada suave e saída suave (soft-in, soft-out module).

MuD Deteção onjunta ou multiusuário (multiuser detetion).

MuD-LC Deteção onjunta de baixa omplexidade (multiuser detetion of

low omplexity).

PCCC Codi�adores onvoluionais onatenados em paralelo (parallel

onatenated onvolutional odes).

SuD Deteção individual ou únio usuário (single-user detetion).

SuD-LC Deteção individual de baixa omplexidade (single-user detetion of

low omplexity).

SISO Entrada suave e saída suave (soft-in, soft-out).

SOVA Algoritmo de Viterbi om saída suave (soft output Viterbi

algorithm).

SCCC Codi�adores onvoluionais onatenados em série (serial

onatenated onvolutional odes).

T -BAC Canal aditivo om T usuários binários (t-user binary adder hannel).

UMTS Universal mobile teleommuniations system.

WiMax Padrão IEEE 802.16, denotado por Interoperabilidade Mundial para

Aesso de Miro-ondas (worldwide interoperability for mirowave

aess).

WUSB Wireless universal serial bus.

T -BAC Canal aditivo om T usuários binários (T-user binary adder

hannel).
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apítulo 1

Motivação e Plano de

Tese

1.1 Introdução

Um dos grandes desa�os envolvendo omuniações em banda larga, sejam �xas ou móveis,

onsiste em desenvolver tenologias avançadas de aesso que possibilitem uma transmissão

om e�iênia na deodi�ação dos sinais transmitidos, inlusive em meios om severo desva-

neimento [1℄.

Sistemas de omuniação têm resido ada vez mais, tanto no número de usuários, omo

em taxa de transmissão, permitindo que uma quantidade resente de indivíduos aesse in-

formações que melhoram sua qualidade de vida. O onjunto de padrões de omuniação da

família IEEE 802 [2℄ possui diversas apliações. Como exemplo, há sistemas om alanes

menores, tais omo o Bluetooth [3℄ e WUSB [4, 5℄, tradiionalmente utilizados para onetar

dispositivos numa rede loal; assim omo os sistemas de telefonia elular digital [6, 7℄ e o

sistema WiMax, padrão IEEE 802.16, denotado por interoperabilidade mundial para aesso

de miro-ondas [8℄.

Os sistemas menionados utilizam um anal que é ompartilhado por vários usuários ao

mesmo tempo e mesma faixa de frequênia, hamado anal de aesso múltiplo (MAC) [9℄. Ou

seja, os sistemas MAC permitem que ada usuário possa transmitir fazendo uso simultâneo de

um mesmo anal de omuniação. O anal, por sua vez, altera os sinais transmitidos através

de ruído e/ou desvaneimento, devido à existênia de vários perursos entre o transmissor e

o reeptor. Um exemplo prátio de sistemas de aesso múltiplo é o padrão de omuniações
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móveis UMTS, baseado no esquema de aesso múltiplo por divisão de ódigo (CDMA) [10�

15℄, ténia em que os usuários transmitem ao mesmo tempo e na mesma faixa de frequênia

em um mesmo anal. No entanto, estes sinais podem ser separados no reeptor devido à

utilização de ténias de espalhamento espetral.

Sistemas de omuniação de aesso múltiplo foram estudados primeiramente por Shannon,

em 1961, e, desde então, têm sido investigados por diversos autores [10�64℄. Por exemplo, a

odi�ação olaborativa para aesso múltiplo (CCMA) [27, 33, 35�38℄ e a CDMA são ténias

que permitem uma transmissão simultânea e�iente de vários usuários dividindo um mesmo

anal, sem a neessidade de multiplexação no tempo ou na frequênia. A ideia geral desses dois

esquemas de aesso múltiplo é a possibilidade de se enontrar onjuntos de sinais (ódigos)

que possam ser sobrepostos de forma a riar um sinal omposto. Assim, os sinais individuais

presentes no onjunto podem ser reuperados na reepção.

Os sistemas de omuniação de aesso múltiplo onsiderados nesta tese, em prinípio, são

para T usuários. Ou seja, supõe-se que T fontes estatistiamente independentes transmitem

símbolos binários para T destinatários através de um mesmo anal aditivo sem memória, na

presença de ruído. Os primeiros estudos para a obtenção de ódigos para este tipo de sistema

de omuniação foram dediados a maximizar o número de palavras-ódigo uniamente de-

odi�áveis para um dado omprimento, assoiada a ada usuário, para o aso partiular de

dois usuários independentes [16, 17℄.

Neste sentido, em 1971, Ahlswede [17℄ determinou as regiões de apaidade para os anais

de aesso múltiplo de dois ou três usuários om fontes independentes. Em 1972, Liao [18, 19℄

estudou o anal de aesso múltiplo geral para T usuários om fontes independentes, em que

formulou a região de apaidade para este anal e estendeu o Teorema de Codi�ação Funda-

mental de Shannon

1

[65℄ para anais de aesso múltiplo. Posteriormente, Slepian e Wolf [20℄

onsideraram o aso om fontes orrelaionadas em que disutiram o anal de aesso múltiplo.

O anal de aesso múltiplo om ruído aditivo gaussiano brano (AWGN) foi onsiderado por

Cover [21℄ e Wyner [22℄, em 1975. Ahlswede [23℄ estendeu o aso de aesso múltiplo de duas

entradas e uma saída para o aso de duas entradas e duas saídas, e Ulrey [24℄ determinou a

região de apaidade para o aso de s entradas e r saídas, em 1975. Uma ampla pesquisa sobre

os aspetos teórios de anais de aesso múltiplo foi apresentada por Van Der Meulen [25, 26℄.

1

O teorema de odi�ação de Shannon mostra que, para um sistema de omuniação om um transmissor e um

reeptor, existe uma apaidade C para um dado anal e essa omuniação pode ser estabeleida om uma probabilidade

de erro arbitrariamente pequena para qualquer taxa R menor que C. O teorema de odi�ação ainda mostra que para

qualquer taxa R maior que C, é impossível tornar a probabilidade de erro arbitrariamente pequena.
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Peterson e Costello [9℄, em 1979, investigaram pares de odi�adores onvoluionais bi-

nários usados para o anal aditivo om dois usuários binários (2-BAC). Foi disutida a de-

odi�ação de máxima verossimilhança e de�nida uma treliça para dois usuários no anal

AWGN.

Chang e Weldon, em 1979 [31℄, apresentaram uma outra abordagem no sentido de obter

uma lasse de ódigos uniamente deodi�áveis para o aso om T usuários, T > 2. Wilson,

em 1988 [34℄, generalizou os ódigos de Chang e Weldon e apresentou uma lasse de ódigos

orretores de erros para o anal om T usuários.

Mais reentemente, trabalhos voltados para anais de aesso múltiplo onentraram-se na

onstrução de ódigos para o 2-BAC sem ruído, uniamente deodi�áveis om altas taxas

de transmissão, geralmente fazendo uso de busa omputaional exaustiva [39�42, 44, 48, 49,

57℄. Nestes asos, em geral, os ódigos obtidos não apresentam uma estrutura que permita

simpli�ar a deodi�ação.

Em 2001 foi proposto um método para onstrução de ódigos de veri�ação de paridade

de baixa densidade (LDPC) [66, 67℄ não uniamente deodi�áveis para o 2-BAC [1, 45℄,

e posteriormente outros autores araterizaram e apresentaram ódigos LDPC para o 2-

BAC [50, 56, 61�63℄.

Em 2004 foi introduzida uma ténia de onstrução de ódigos de treliça para o 2-BAC [46,

47℄, a partir da introdução de uma ondição de deodibilidade únia. Desde então, houve um

avanço no estudo desta onstrução e, posteriormente, foi disutido um esquema de odi�ação

para o 2-BAC, empregando um par de odi�adores onvoluionais turbo distintos [51, 53℄,

não neessariamente formando um par de ódigos uniamente deodi�áveis. Neste aso o

deodi�ador é apaz de separar os dados binários para ada usuário explorando a estrutura

do odi�ador para ombater ruído e resolver ambiguidades. Ambos os esquemas propostos

para o 2-BAC ruidoso são baseados no algoritmo de deodi�ação BCJR [68℄ que utiliza o

ritério de máxima probabilidade a posteriori (MAP), estimando o erro por ada símbolo na

mensagem, em uma onatenação dos odi�adores omponentes onvoluionais em paralelo

(PCCC), fazendo uso de entrelaçadores para desaoplamento estatístio da informação.

Mais reentemente, em 2010 foi estendido o uso de ódigos polares [69℄

2

para anais de

aesso múltiplo [52, 54, 59℄. Em 2014, foi proposto um esquema de odi�ação onatenado

2

O ódigo polar é um ódigo de bloo linear que utiliza a ténia de polarização de anal, a qual onsiste em onstruir

n anais polarizados a partir de n ópias independentes e idêntias, formadas por n anais om entrada binária, disretos

e sem memória, em que n denota o omprimento da palavra-ódigo. Os anais são polarizados de modo a tornarem-se

totalmente ruidosos ou sem ruído a medida que n → ∞.
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em paralelo para T usuários, nos asos, a saber: (a) ada usuário utiliza um alfabeto biná-

rios [55℄, e (b) ada usuários utiliza um alfabeto não binário [58℄. Cada usuário emprega um

ódigo de repetição binário onatenado em paralelo om q odi�adores omponentes, em

que o ódigo de repetição ombate a interferênia multiusuário e os odi�adores omponentes

são usados para ombater o ruído Gaussiano presente no anal. Em 2015, Aloforado et al.

estendeu para três usuários o algoritmo de deodi�ação BCJR para o BAC [60℄ e, posteri-

ormente, apresentou uma odi�ação turbo perfurada para anais aditivos binários om dois

usuários [64℄.

Esta tese objetiva investigar soluções para o uso de sistemas de aesso múltiplo om

T usuários binários, utilizando odi�adores onvoluionais onatenados (CCC) [70℄ para

apliações em sistemas de omuniação multiusuário. Desse modo, objetiva-se propor novos

Sistemas Codi�ados Conatenados para Canais de Aesso Múltiplo.

1.2 Contribuições da Tese

Esta tese de doutorado em engenharia elétria na área de omuniações objetiva usar odi-

�adores onvoluionais onatenados para o uso em sistemas de omuniação de aesso múl-

tiplo para apliações em omuniação, propondo novos sistemas de odi�ação olaborativa

e deodi�ação iterativa para anais de aesso múltiplo ruidosos. As prinipais ontribuições

são as seguintes:

1. São propostos novos sistemas de odi�ação olaborativa não uniamente deodi�áveis

para anais de aesso múltiplo utilizando odi�adores onvoluionais onatenados, espe-

i�amente anais aditivos de aesso múltiplo om T usuários binários, a saber,

� SCCC - Codi�ação Convoluional Conatenada em Série;

� HCCC - Codi�ação Convoluional Conatenada na Forma Híbrida;

� MCCC - Codi�ação Convoluional Conatenada na Forma Mista.

2. São propostos novos sistemas deodi�ação iterativa para anais aditivos ruidosos om

usuários binários;

3. São propostos módulos de entrada suave e saída suave (Módulos SISO), baseados na re-

gra MAP, para o desenvolvimento de métodos de deodi�ação iterativa e olaborativa,

denominados de algoritmo SISO, em que são de�nidas,
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� Treliça para ada usuário;

� Estruturas paralelizáveis.

4. É proposto um Algoritmo SISO-MuD para deodi�ação onjunta de dois ou mais usuários

binários.

5. É proposto um Algoritmo SISO-SuD para a deodi�ação individual, om a introdução de

um deisor suave, para dois ou mais usuários binários.

6. É proposto um Algoritmo SISO de Baixa Complexidade.

7. Implementações de sistemas odi�ados para simulação de odi�adores e deodi�adores

em presença de AWGN.

8. Apresentação do desempenho em termos de urvas de taxa de erro de bit versus relação

sinal ruído (BER) para alguns sistemas onatenados propostos om T usuários, em que

2 ≤ T ≤ 4, para on�gurações em série, paralelo e mista, utilizando os algoritmos propostos.

1.3 Plano de Tese

Esta tese de doutorado está organizada em seis apítulos, inluindo as onlusões e traba-

lhos futuros. O Capítulo 1 é introdutório, om um urto histório, uma revisão bibliográ�a

e uma exposição do plano de tese. O Capítulo 2 apresenta um panorama geral sobre os a-

nais de aesso múltiplo om T transmissores e um únio reeptor, responsável por estimar

as mensagens transmitidas baseando-se na observação do anal e no omportamento dos o-

di�adores utilizados por ada transmissor. Iniialmente, de�nem-se os oneitos neessários

omo entropia, informação mútua e apaidade para anais de aesso múltiplo, assim omo

a notação utilizada ao logo da tese. A apaidade de anal aditivo de aesso múltiplo om

T usuários binários na ausênia de ruído e na presença de ruído são, também, de�nidas e

apresentadas. A apaidade de anal para anais Gaussianos servirá de limite teório para os

esquemas de odi�ação e deodi�ação propostos ao longo da tese. Por sua vez, o Capítulo 3

apresenta alguns sistemas odi�ados para anais de aesso múltiplo em que ada usuário

utiliza um esquema de odi�ação om odi�adores onvoluionais onatenados, possibi-

litando uma nova abordagem para sistemas de aesso múltiplo por odi�ação olaborativa.

Em seguida, o Capítulo 4 introduz os módulos SISO, utilizados para anais de aesso múltiplo.

São propostos sistemas de odi�ação olaborativa e deodi�ação iterativa para odi�ado-

res onvoluionais onatenados não uniamente deodi�ados, onatenados em paralelo, em



22

série e de forma híbrida. O desempenho da deodi�ação é baseado no uso de algoritmos de

deodi�ação do tipo entrada suave-saída suave (SISO) om o uso do algoritmo de deodi�-

ação de probabilidade máxima a posteriori . Nesse sentido, são apresentados dois algoritmos

de deteção: um algoritmo de deteção onjunta das mensagens transmitidas por todos os

usuários e um algoritmo de deteção da mensagem de um únio usuário. Esta tese ainda inlui

três apêndies. No Apêndie A é apresentado o módulo usado na deodi�ação iterativa para

um únio usuário que servirá de apoio ao desenvolvimento do algoritmo de deisão individual

para dois ou mais usuário binários em um anal aditivo ruidoso. O Apêndie B apresenta a

generalização da deodi�ação para mais de dois usuários binários, om ênfase nos módulos

SISO propostos na tese para a apliação em anais aditivos ruidosos de aesso múltiplo, em um

proesso de deodi�ação iterativa e olaborativa. São desritos os algoritmos para o módulo

SISO que atualizam ontinuamente as probabilidades a posteriori dos símbolos de entrada e

saída dos usuários que utilizam o anal, dada uma observação, a saber o Algoritmo SISO-

MuD, permitindo uma deodi�ação onjunta das mensagens transmitidas pelos usuários, e o

Algoritmo SISO-SuD, permitindo uma deodi�ação individual das mensagens transmitidas

pelos usuários. Por �m, o Apêndie C apresenta brevemente o método de Monte Carlo para a

estimação da probabilidade de erro de bit em um anal om ruído, assim omo intervalos de

on�ança forneendo uma medida estatístia da on�abilidade para os sistemas omuniação

simulados.



apítulo 2

Modelos de Sistemas

Multiusuários

... nada mais do que uma massa de inú-

meras estrêlas plantadas juntas em aglo-

merados. [71, pag.58℄

� Galileu Galilei (1564�1642)

S

istemas de omuniação que permitem que ada usuário possa transmitir fazendo uso si-

multâneo de um anal de omuniação são hamados de sistemas de aesso múltiplo [9℄.

O anal, por sua vez, pode alterar os sinais transmitidos através da adição de ruído e desvane-

imento, devido à existênia de vários perursos entre o transmissor e o reeptor. A odi�ação

e deodi�ação para sistemas de omuniação de aesso múltiplo têm sido investigadas por

diversos autores [10�64℄.

Neste apítulo são apresentados modelos para o sistema multiusuário baseado nos tra-

balhos desenvolvidos em [9�11, 16, 27, 31, 46, 47, 51, 53, 72℄. Em partiular tratam-se dos

anais aditivos de aesso múltiplo om T usuários binários, om e sem ruído, e é dada ênfase

na demonstração da expressão algébria para a apaidade de anal.
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2.1 Sistemas de Aesso Múltiplo om T Usuários

Os sistemas de omuniação são utilizados para reproduzir em um ponto o valor de uma

variável que existe em outro ponto. Para que isso seja possível, transmite-se uma mensagem

de um transmissor para um reeptor, através de um anal. A mensagem pode ser transfor-

mada para que tenha um formato apropriado de transmissão pelo anal utilizado. No aso em

que não são identi�ados erros durante uma transmissão, ausados por alguma interferênia

aleatória no anal utilizado, a mensagem reebida é exatamente igual à mensagem transmi-

tida. Entretanto, os anais utilizados, na prátia, distorem de modo aleatório a mensagem

transmitida. Esta distorção pode fazer om que, na reepção, o valor da mensagem seja tro-

ado por outro, ou que o valor seja perdido, ou que não se tenha erteza sobre qual mensagem

foi transmitida. Nestas situações, oorrem erros de transmissão. Se a distorção fosse exata-

mente a mesma sempre e, se para ada mensagem reebida houvesse somente uma mensagem

transmitida, o seu efeito poderia ser ontornado através de um mapeamento das mensagens

reebidas nas mensagens transmitidas. Entretanto, a distorção é normalmente ausada aleato-

riamente. O anal, então, é modelado por meio de uma probabilidade de transição que india

qual é a probabilidade de reeber uma mensagem, dado que uma informação foi transmitida.

Segundo Shannon [65℄, usa-se a expressão anal disreto, de um modo genério, para de-

signar um sistema por meio do qual uma sequênia de esolhas de elementos de um onjunto

�nito (ou in�nito ontável) de símbolos pode ser transmitida de um ponto a outro. Assim,

o sistema de omuniação onsiderado é o anal de aesso múltiplo om T usuários estatis-

tiamente independentes que transmitem para T destinatários sobre um anal omum sem

memória; ver Figura 2.1 [11, 16, 31℄.
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Figura 2.1: Diagrama em bloos de um sistema de omuniação de aesso múltiplo.

Considere um sistema de omuniação de aesso múltiplo om T usuários; ver Figura 2.1.

Ao i-ésimo usuário é assoiada a sequênia de símbolos de informação a ser odi�ada, u

N
i,1 =
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{u i,1,u i,2, . . . ,u i,t, . . . ,u i,N}. Em um instante de observação t, o i-ésimo usuário esolhe, de

forma independente, um sub-bloo de informação u i,t = {u(1)
i,t , u

(2)
i,t , . . . , u

(j)
i,t , . . . , u

(ki)
i,t } om

ki símbolos de um dado alfabeto Ui, em que 1 ≤ t ≤ N , u
(j)
i,t ∈ Ui. Dessa forma, u i,t é

pertenente ao subespaço vetorial Ui = {u1
i ,u

2
i , . . . ,u

|Ui|
i }, om ardinalidade |Ui|.

A presença de ruído, o desvaneimento e a interferênia entre os usuários são os três

prinipais fatores que limitam o desempenho dos sistemas de aesso múltiplo. Em partiular,

a deteção multiusuário (MuD) é utilizada para ombater a interferênia de aesso múltiplo e

o ruído, enquanto a diversidade espaço-temporal é utilizada no ombate ao desvaneimento.

A apliação de ódigos orretores de erro é utilizada para ombater o ruído, a interferênia

de aesso múltiplo e o desvaneimento de forma onjunta.

A odi�ação em sistemas de omuniação digitais onsiste em assoiar redundânia às

mensagens a serem transmitidas, visando protegê-las ontra ruído e interferênia. Dessa

forma, onsegue-se reduzir o número de erros nas mensagens deodi�adas.

Antes de aessar o anal, supõe-se que ada usuário utiliza um esquema de odi�ação

empregando um odi�ador onstituinte do usuário i, denotado por Ci, que assoia a sequênia

de informação a uma sequênia odi�ada de saída, v

N
i,1 = {v i,1, v i,2, . . . , v i,t, . . . , v i,N}, ver

Figura 2.1. Em um instante de observação t, o odi�ador Ci assoia o sub-bloo de informação

ao sub-bloo de saída v i,t = {v(1)i,t , v
(2)
i,t , . . . , v

(j)
i,t , . . . , v

(n)
i,t } om n símbolos de um determinado

alfabeto Vi, em que 1 ≤ t ≤ N , v
(j)
i,t ∈ Vi. Assim, v i,t é pertenente ao subespaço vetorial

Vi = {v1
i ,v

2
i , . . . ,v

|Vi|
i }, om ardinalidade |Vi|. Também é assumido que os T remetentes, a

ada instante t de observação, operam na mesma banda de frequênia, transmitem ao mesmo

tempo, utilizam odi�adores binários de mesmo omprimento n de sequênia de saída dos

odi�adores empregados, ver Figura 2.1, e mantêm o sinronismo na transmissão dos símbolos

das sequênia.

São atribuídos aos T usuários os odi�adores C1,C2, . . . ,CT , respetivamente, que juntos

são hamados de odi�adores dos T usuários (C1,C2, . . . ,CT ); e ada odi�ador individual

é hamado odi�ador onstituinte. O odi�ador onstituinte Ci, usado pelo usuário i, gera

Mi sequênias distintas, então a taxa assintótia deste odi�ador é

Ri =
logMi

n
=

ki
n
, (2.1)

e a taxa total do sistema odi�ado para os T usuários (C1,C2, . . . ,CT ) é de�nida onforme [31℄,
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omo sendo,

R(T ) = R1 + R2 + · · · +RT . (2.2)

Para ada instante de observação t, o anal reebe omo entrada os T sub-bloos de saída

referentes a ada usuário, v t = [v1,t, v2,t, . . . , v i,t, . . . , vT,t]. A saída do anal é uma deter-

minada função que ombina os símbolos de entrada gerando uma sequênia observação z

N
1 =

{z 1, z 2, . . . , z t, . . . , zN}, em que, no instante de observação t, z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t , . . . , z

(n)
t }

om n símbolos pertenentes a um determinado alfabeto Z, ou seja, z
(j)
t ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n.

Sendo o anal de tempo disreto e sem memória, om entradas e saídas pertenentes a

alfabetos também disretos, a probabilidade ondiional representando a matriz de transição

do anal é, no instante de observação t,

P (z t|v 1,t, v2,t, . . . , vT,t) =
n
∏

j=1

P
(

z

(j)
t |v(j)1,t , v

(j)
2,t , . . . , v

(j)
T,t

)

; (2.3)

ou,

P (z t|v t) =
n
∏

j=1

P
(

z

(j)
t |v(j)t

)

; (2.4)

em que, no instante de observação t, v
(j)
t é a assoiação da j-ésima oordenada dos T usuários.

Um únio deodi�ador é responsável por estimar as mensagens, sequênias de informação

û1,t, û2,t, . . . , ûT,t, a ada instante de observação t, para os T destinos baseado na observação

do anal z t, ou na sequênia de observação z

N
1 , e o omportamento dos odi�adores - ver

Figura 2.1.

Para a deisão, o reeptor utiliza um ritério que minimiza a probabilidade de uma deisão

inorreta, sendo visto omo um problema de teoria da deisão. Pode-se onluir que o vetor

reebido z t, no instante de observação t, difere do vetor transmitido pelo i-ésimo usuário

v i,t pela forma omo o anal assoia os vetores transmitidos pelos T − 1 outros usuários [73℄.

Nesta seção, é apresentada uma breve introdução à regra de máxima probabilidade a posteriori

(MAP), utilizada no proesso de deodi�ação, a qual minimiza a probabilidade de erro.

Dados dois eventos A e B, o teorema de Bayes para teste de hipóteses fornee a relação

entre a probabilidade ondiional e a probabilidade onjunta dos eventos A e B1

, da forma

P (A|B)P (B) = P (B|A)P (A) = P (A,B) . (2.5)

1

No que se segue, será adotada a onvenção: �A� denota variáveis aleatórias e �a� suas realizações; �P (a) = PA(a)�,

�p(b) = pB(b)�, para A disreto e B real, denota distribuição de probabilidade e função densidade de probabilidade,

respetivamente, om suas distribuições, funções e espaços amostrais de�nidos impliitamente; �P [a] = P [A = a]�

denota probabilidade de oorrênia do evento partiular �A = a�.
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Apliando o teorema de Bayes em um anal de omuniação de aesso múltiplo, pode-se

esrever a probabilidade a posteriori omo

P [v1,t = v1, v 2,t = v2, . . . , vT,t = vT |z t]

=
P [z t|v 1,t = v1, v2,t = v2, . . . , vT,t = vT ]P [v1,t = v1, v 2,t = v2, . . . , vT,t = vT ]

P [z t]
,

(2.6)

ou,

P [v t = v|z t]

=
P [z t|v t = v]P [v t = v]

P [z t]
, (2.7)

em que a probabilidade a posteriori é de�nida em função da variável aleatória z t, que re-

presenta uma amostra do sinal reebido z t. Além disso, v i,t = vi india que a sequênia

transmitida pelo usuário i foi vi entre as |Vi| possíveis, em que vi ∈ Vi.

A probabilidade do sinal reebido z t ondiionado aos sinais transmitido v1,t, v2,t, . . . , vT,t,

ou da forma v t = [v1,t, v 2,t, . . . , vT,t], é P [z t|v t = v]. Considerando todo o onjunto de si-

nais transmitidos, tem-se que a probabilidade do sinal reebido pelo deodi�ador P [z t] é

dada por

P [z t] =
∑

v
(j)
t :P [v

(j)
t ] 6=0

P
[

z
(j)
t |v(j)t

]

P
[

v
(j)
t

]

. (2.8)

2.1.0.1 Teoria da Deisão

De�nição 2.1 Denote uma função genéria de deisão hi(zt), utilizada pelo reeptor, que ma-

peia a sequênia de observação em um onjunto de mensagens assoiadas ao i-ésimo usuário.

Quando hi(zt) = v

l
i, o reeptor deide que o i-ésimo usuário transmitiu o símbolo v

l
i ∈ Vi [73,

pág.78℄ e [74, pág.162℄, assim ada hipótese é de�nida por

H l
i : O sinal v

l
i foi transmitido pelo usuário i, (2.9)

em que i = 1, 2, . . . , T e 1 ≤ l ≤ |Vi|. A deisão é:

Dl
i : A hipótese H l

i é verdadeira. (2.10)

A probabilidade de uma deisão estar orreta para o usuário i é de

Pi(c) = P





|Vi|
⋃

l=1

(H l
i ,D

l
i)



 ; (2.11)
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omo os eventos são mutuamente exludentes,

Pi(c) =

|Vi|
∑

l=1

P
(

H l
i ,D

l
i

)

. (2.12)

Logo a probabilidade de uma deisão inorreta é

Pi(e) = 1− Pi(c)

= 1−
|Vi|
∑

l=1

P
(

H l
i ,D

l
i

)

=

|Vi|
∑

l=1

|Vi|
∑

k=1
k 6=l

P
(

H l
i ,D

k
i

)

. (2.13)

A deisão é baseada na observação da sequênia z t e deve ser feita de tal forma que minimize

a probabilidade de erro.

A informação relevante para o reeptor é a projeção do ruído no espaço de sinais transmi-

tidos. O projeto do reeptor ótimo onsiste em determinar uma versão do proedimento que

minimiza a probabilidade de erro. Para o presente trabalho, será utilizada a regra de máxima

probabilidade a posteriori (regra MAP) [73, pág.81℄.

Regra MAP: Dado um vetor reebido z t, no instante de tempo t, o deodi�ador baseado

na regra de deisão que minimiza a probabilidade de erro esolhe o índie l, referente ao l-

ésimo vetor no espaço vetorial dos possíveis símbolos Vi enviados ao anal, transmitido pelo

i-ésimo usuário, que maximiza a probabilidade a posteriori P (Hkl
i |z t), em que

P (H l
i|z t) =

P (H l
i ; z t)

P (z t)
=

P (z t|H l
i)P (H l

i)

P (z t)
, (2.14)

isto é, de�ne-se a l-ésima deisão para o i-ésimo usuário, da forma:

Deide-se Dl
i, se P (z t|H l

i)P (H l
i) é máximo. (2.15)

Caso oorra igualdade entre hipóteses para um mesmo usuário, a deisão é tomada para

qualquer uma das hipóteses sem alterar a probabilidade de erro mínima. No aso em que as

probabilidades a priori P (H l
i) forem eventos equiprováveis, ou seja,

P (H l
i) =

1

|Vi|
, l = 1, . . . , |Vi|, (2.16)

a regra de deisão MAP torna-se a regra de deisão de máxima verossimilhança, ou regra

ML, ou seja, dada uma sequênia de observação, a regra de máxima verossimilhança esolhe
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o índie l que maximiza a probabilidade ondiional, isto é:

Deide-se Dl
i, se P (z t|H l

i) é máximo. (2.17)

Caso as hipóteses forem equiprováveis a regra de máxima verossimilhança é dita ótima [73,

pág.84℄. Uma apliação da regra de máxima verossimilhança onsiste no aso em que as

probabilidades a priori são desonheidas. Neste aso, implementa-se uma regra subótima se

as probabilidades a priori não forem equiprováveis. O dispositivo que implementa esta regra

é denominado deodi�ador de máxima verossimilhança.

A regra de deisão MAP partiularizada para um sistema de deisão om duas hipóteses,

pode ser obtida reesrevendo a regra MAP, Equação (2.15), em uma forma ompata omo é

mostrada a seguir

P (z t|H l1
i )P (H l1

i )

Dj1

>
≤
Dj2

P (z t|H l2
i )P (H l2

i ), (2.18)

para 1 ≤ l1, l2 ≤ |Vi|, l1 6= l2 e v
l1 ,vl2 ∈ Vi, em que a igualdade deide-se porDl2

i , estabeleida

de forma arbitrária. De�ne-se a razão de verossimilhança entre as hipóteses H l1
i e H l2

i , omo

Λi,t(z t) =
P (z t|H l1

i )

P (z t|H l2
i )

. (2.19)

A regra MAP é de�nida omo

Λi,t(z t) =
P (z t|H l1

i )

P (z t|H l2
i )

D
l1
i

>
≤
D

l2
i

P (H l2
i )

P (H l1
i )

. (2.20)

O teste de razão de verossimilhança onsiste em alular a razão de verossimilhança Λi,t(z t) e

em ompará-la om um limiar. O limiar ótimo que minimiza a probabilidade de erro é

P (H
l2
i )

P (H
l1
i )

.

2.2 Canal Aditivo Sem Ruído de Aesso Múltiplo om T Usuá-

rios

Considere o anal aditivo de aesso múltiplo om T fontes de informação que transmitem

mensagens simultaneamente, ilustrado na Figura 2.2 [31℄. Note que a i-ésima fonte de infor-

mação, no instante t de observação, gera uma sequênia de saída v i,t que é a i-ésima entrada

do anal. Os valores dos símbolos na saída do anal são obtidos pela adição, oordenada a

oordenada, dos símbolos dos bloos de saída de ada usuário, ou seja

z t = v1,t + v2,t + · · · + vT,t, (2.21)
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em que o sub-bloo de saída do usuário i é v i,t = {v(1)i,t , v
(2)
i,t , . . . , v

(j)
i,t , . . . , z

(n)
i,t } e a saída do

anal é z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t , . . . , z

(n)
t }, z(j)t ∈ Z, pois,

z
(j)
t =

T
∑

i=1

v
(j)
i,t

= v
(j)
1,t + v

(j)
2,t + · · · + v

(j)
T,t

= v
(j)
t (2.22)

em que v
(j)
i,t ∈ Vi, v

(j)
t ∈ V , 1 ≤ i ≤ T e 1 ≤ j ≤ n.
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Figura 2.2: Canal aditivo de aesso múltiplo om T usuários.

Como o anal é de tempo disreto e sem memória, om omponentes dos símbolos de

entradas e saídas na j-ésima posição pertenentes aos alfabetos disretos V e Z, respetiva-

mente, a probabilidade ondiional entre a entrada e a saída para o anal, probabilidade de

transição P
[

z
(j)
t |v(j)1,t , v

(j)
2,t , . . . , v

(j)
T,t

]

= P

[

Z = z
(j)
t |V1 = v

(j)
1,t , V2 = v

(j)
2,t , . . . , VT = v

(j)
T,t

]

[31℄, é

de�nida da seguinte forma:

P
[

z
(j)
t |v(j)1,t , v

(j)
2,t , . . . , v

(j)
T,t

]

=







1, z
(j)
t = v

(j)
1,t + v

(j)
2,t + · · · + v

(j)
T,t

0, z
(j)
t 6= v

(j)
1,t + v

(j)
2,t + · · · + v

(j)
T,t

, (2.23)

ou,

P
[

z
(j)
t |v(j)t

]

=







1, z
(j)
t = v

(j)
t

0, z
(j)
t 6= v

(j)
t

, (2.24)

pois, v
(j)
t = v

(j)
1,t + v

(j)
2,t + · · · + v

(j)
T,t.

No aso em que os usuários são binários, denotado o anal aditivo om T usuários binários

(T -BAC), tem-se v
(j)
i,t ∈ Vi, em que Vi = {0, 1}, e v

(j)
t ∈ V , em que V = {0, 1, . . . , T},

1 ≤ i ≤ T e 1 ≤ j ≤ n.

Exemplo 2.1 [2BAC℄
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O anal de aesso múltiplo 2-BAC, ilustrado na Figura 2.3, tem duas entradas e uma

únia saída. Durante a transmissão dois ou mais sinais são ombinados em um únio sinal a

ser reebido. O trabalho do deodi�ador é estimar as mensagens no anal para seus destinos

orrespondentes, se possível, sem erros. As fontes são assumidas omo sendo estatistiamente

independentes e o anal sem memória.

Para o 2-BAC [30, 39�42, 44℄, ada fonte de informação, em um instante de observação

t, envia ao anal sub-bloos v1,t e v2,t, referentes aos usuários 1 e 2, respetivamente, om

símbolos pertenentes ao alfabeto de entrada no anal V1 = V2 = {0, 1}, em que a entrada

do anal é da seguinte forma: vt = [v1,t, v2,t]. A saída do anal é a sequênia zt = v1,t +

v2,t, adição, oordenada a oordenada, das sequênias de entrada. Ou seja, para a j-ésima

oordenada z
(j)
t = v

(j)
1,t + v

(j)
2,t , 1 ≤ j ≤ n, om símbolos pertenentes ao alfabeto Z = {0, 1, 2},

omo mostrado na Figura 2.3 [9℄. Note que as possíveis ligações entre entrada e saída do

2-BAC na Figura 2.3 estão assoiadas om probabilidades de transição do anal da forma

P (zt|v1,t, v2,t), para ada instante de observação t, símbolo a símbolo.

0 0

v
(j)
1,t v

(j)
2,t z

(j)
t

Usuário 1

Usuário 2

0 1

1 0

1 1

0

1

2

v
(j)
1,t ∈ {0, 1}

v
(j)
2,t ∈ {0, 1}

z
(j)
t ∈ {0, 1, 2}

1

1

1

1

Figura 2.3: Canal aditivo sem ruído om dois usuários binários.

Sendo o anal de tempo disreto e sem memória, om entradas e saídas pertenentes a

alfabetos também disretos, a probabilidade ondiional representando a matriz de transição

do anal é, no instante de observação t,

P (zt|v1,t, v2,t) =
n
∏

j=1

P
(

z

(j)
t |v(j)1,t , v

(j)
2,t

)

. (2.25)

O anal aditivo binário sem ruído é também onheido omo anal de aesso múltiplo

binário om apagamento, pois o símbolo 1 na saída não pode ser deodi�ado sem ambiguidade,

mesmo no aso da ausênia de ruído, por ter sido produzido por v
(j)
1,t = 0 e v

(j)
2,t = 1 ou

v
(j)
1,t = 1 e v

(j)
2,t = 0. O problema da odi�ação para este modelo de anal é onstruir pares de

odi�adores (C1,C2), tais que:

1. O deodi�ador seja apaz de deodi�ar os vetores binários transmitidos pelos usuários 1 e

2;

2. O par de taxas (R1, R2) seja um ponto que inide sobre a região de apaidade do anal e

esteja, se possível, próximo da fronteira.
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⋄

2.2.1 Capaidade do Canal Aditivo Sem Ruído om T Usuários

A informação mútua, I(V ;Z), é uma medida da quantidade de informação que uma

variável aleatória ontém aera da outra [72℄. A apaidade é o maior valor possível de

informação mútua entre duas variáveis aleatórias. É um limite superior sobre o quanto o

onheimento de uma variável informa sobre a outra. Para o sistema em questão, as variáveis

onsideradas para este álulo dependem do método de deteção, que pode ser feito para

ada um dos usuários separadamente ou para todos os usuários onjuntamente. Em ambos

os asos, a variável observada é a sequênia de observação z t.

O teorema de odi�ação de anal ruidoso a�rma que, para qualquer ξ > 0 e para qualquer

taxa de transmissão R menor do que a apaidade de anal C, há um sistema de odi�ação

e deodi�ação que transmite dados a uma taxa R, uja probabilidade de erro é menor do

que ξ para um bloo de omprimento su�ientemente grande [72, pág.200℄. Além disso, para

qualquer taxa maior do que a apaidade do anal, a probabilidade de erro no reeptor tende

a um, quando o omprimento do bloo tende ao in�nito [72, pág.207℄. O problema de projetar

um sistema de omuniação é tentar transmitir informação de forma on�ável e viável om

taxas mais próximas possíveis da apaidade do anal.

A maior taxa de transmissão possível para um anal é limitada pela apaidade do anal,

omo mostrado em [65℄. A apaidade é um valor que pode ser alulado através das pro-

babilidades de transição do anal, omo será revisto. A apaidade do anal aditivo disreto

sem memória om alfabeto de entrada V , alfabeto de saída Z e probabilidade de transição

P (z
(j)
t |v(j)t ) = P

[

Z = z
(j)
t |V = v

(j)
t

]

, no instante de observação t, é dada por

C(T ) = max
P (z

(j)
t )

I(V ;Z); (2.26)

em que a maximização é feita sobre todas as possíveis distribuições de probabilidade de en-

trada do anal P (v
(j)
t ) em V e pode ser obtida seguindo a proposta de Liao [18, 31, 75℄, quando

todos os usuários transmitem símbolos binários igualmente prováveis e estatistiamente inde-

pendentes. A determinação de Z reduz a inerteza que está assoiada a V e vie-versa, o que

é onsiderado um ganho de informação, denotando informação mútua, e é representado por

I(V ;Z) = H(V )−H(V |Z) = H(Z)−H(Z|V ).
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De�ne-se entropia omo uma medida de inerteza de uma variável aleatória [72, pág.13℄.

Logo, a entropia onjunta de duas variáveis aleatórias é

H(V,Z) = −
∑

v
(j)
t :P [v

(j)
t ] 6=0

∑

z
(j)
t :P [z

(j)
t ] 6=0

P
[

v
(j)
t , z

(j)
t

]

log2 P
[

v
(j)
t , z

(j)
t

]

. (2.27)

A entropia de uma variável aleatória V , ondiionada pela presença (ou onheimento) de

uma outra variável Z, mede a inerteza de V quando Z é onheida. O álulo da entropia

ondiional é de�nido omo o valor esperado da entropia das variáveis ondiionadas multi-

pliadas pela função de distribuição de probabilidade da variável aleatória v
(j)
t , na j-ésima

oordenada no instante de observação t, isto é,

H(V |Z) = −
∑

v
(j)
t :P [v

(j)
t ] 6=0

∑

z
(j)
t :P [z

(j)
t ] 6=0

P
[

v
(j)
t |z(j)t

]

log2 P
[

v
(j)
t |z(j)t

]

. (2.28)

Assim, o oneito de informação mútua I(V ;Z), que é a entropia relativa entre uma

probabilidade onjunta e o produto das probabilidade P
[

v
(j)
t

]

P
[

z
(j)
t

]

, em um dado instante

de observação t, é de�nido por

I(V ;Z) =
∑

v
(j)
t :P [v

(j)
t ] 6=0

∑

z
(j)
t :P [z

(j)
t ] 6=0

P
[

v
(j)
t , z

(j)
t

]

) log2

P
[

(v
(j)
t , z

(j)
t

]

P
[

v
(j)
t

]

P
[

z
(j)
t

]

=
∑

v
(j)
t :P [v

(j)
t ] 6=0

∑

z
(j)
t :P [z

(j)
t ] 6=0

P
[

v
(j)
t , z

(j)
t

]

log2

P
[

z
(j)
t |v(j)t

]

P
[

(z
(j)
t

] , (2.29)

que é a informação média do anal, em que

P
[

v
(j)
t , z

(j)
t

]

= P
[

z
(j)
t |v(j)t

]

P
[

v
(j)
t

]

; (2.30)

e

P
[

z
(j)
t

]

=
∑

v
(j)
t :P [v

(j)
t ] 6=0

P
[

z
(j)
t |v(j)t

]

P
[

v
(j)
t

]

. (2.31)

A apaidade do anal aditivo binário om T usuários sem ruído om alfabeto de entrada

assoiado a usuário i, Vi = {0, 1}, e alfabeto de saída Z = (0, 1, 2, . . . , T ), é obtida quando

todos os usuários transmitem, na j-ésima oordenada no instante de observação t, símbolos

binários igualmente prováveis e estatistiamente independentes [31℄.

Como no instante de observação t a j-ésima oordenada de v t é formada pela adição,

oordenada a oordenada, dos símbolos binários dos T odi�adores onstituintes na j-ésima

oordenada, v

(j)
t = v

(j)
1,t + v

(j)
2,t + · · ·+ v

(j)
2,t , tem-se que v

(j)
t = k, em que k ∈ V = (0, 1, . . . , T ) e
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1 ≤ j ≤ n, ou seja, para uma dada ombinação dos j-ésimo símbolo binário dos T usuários a

adição oordenada a oordenada é igual a k. Desta forma, tem-se que o número de maneiras

distintas possíveis é

(

T

k

)

.

Além disto, ada usuário transmite símbolos binários estatistiamente independentes, logo o

número de eventos possíveis no proesso de esolha para a formação do j-ésimo símbolo de

v t, isto é, a ardinalidade do espaço amostral, é 2T . Desta forma, tem-se

P [V = k] =

(

T
k

)

2T
. (2.32)

As probabilidades de transição do anal são dadas por

P [Z = l|V = k] =







1, l = k

0, l 6= k
, 0 ≤ k, l ≤ T. (2.33)

Assim,

I(V ;Z) =
∑

v
(j)
t :P [v

(j)
t ] 6=0

∑

z
(j)
t :P [z

(j)
t ] 6=0

P
[

v
(j)
t , z

(j)
t

]

log2

P
[

z
(j)
t |v(j)t

]

P
[

z
(j)
t

]

=
T
∑

k=0

T
∑

l=0

P [V = k,Z = l] log2
P [Z = l|V = k]

P [Z = l]
(2.34)

e as informações mútuas são simultaneamente maximizadas quando os usuários são estatisti-

amente independentes e as probabilidades de transição do anal são igualmente prováveis de

serem zero ou um, ver Equação (2.30), dessa forma,

C(T ) =
∑

v
(j)
t :P [v

(j)
t ] 6=0

P
[

v
(j)
t

]

log2
1

P
[

v
(j)
t

]

=
T
∑

k=0

P [V = k] log2
1

P [V = k]
, (2.35)

logo, obtém-se uma expressão para a apaidade do anal aditivo om T usuários binários

sem ruído [31℄, om R1 +R2 + · · · +RT = R(T ) ≤ C(T ), em que

C(T ) =
T
∑

k=0

(

T
k

)

2T
log2

2T
(

T
k

) . (2.36)
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Teorema 2.1 A região de apaidade C de um anal aditivo om T usuários binários sem

ruído é [31℄;

C =



































0 ≤ R1 ≤ 1,

0 ≤ R1 +R2 ≤
∑2

k=0
(2k)
22 log2

22

(2k)
.

.

.

0 ≤ R1 +R2 + · · · +RT ≤∑T

k=0
(Tk)
2T

log2
2T

(Tk)

. (2.37)

Note que todas as informações mútuas ondiionais entre as entradas e a saída podem ser

aluladas da seguinte forma

I(V1;Z|V2, V3, . . . , VT ) ≤ 1,

I(V1, V2;Z|V3, . . . , VT ) ≤
∑2

k=0
(2k)
22

log2
22

(2k)
,

.

.

.

I(V1, V2, . . . , VT ;Z) ≤
∑T

k=0
(Tk)
2T

log2
2T

(Tk)
.

(2.38)

Exemplo 2.2 [3-BAC℄

A região de apaidade para o aso de um anal aditivo om três usuários binários sem

ruído é mostrada na Figura 2.4 [31℄, om restrições impostas pelo Teorema 2.1.

Figura 2.4: Região de apaidade para o anal de aesso múltiplo om três usuários.

⋄

O reeptor pode utilizar uma regra de deisão ótima que é baseada na sequênia de ob-

servação z t no instante de observação t, e no omportamento dos odi�adores. Pode-se

observar que o j-ésimo omponente do vetor reebido z
(j)
t , no instante de observação t, difere

do j-ésimo omponente transmitido pelo i-ésimo usuário, v
(j)
i,t , em uma variável aleatória mt
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dada pela adição dos outros T − 1 usuários, sendo onsiderado omo um ruído aditivo ao

i-ésimo usuário. Portanto, o proesso deisório no instante de observação t pode ser de�nido

pela hipótese

Hj
i : z

(j)
t = v

(j)
i,t +mt; (2.39)

em que i = 1, 2, . . . , T , 1 ≤ j ≤ n, vk ∈ Vi = {0, 1} e

mt =
T
∑

p=1
p 6=i

v
(j)
p,t . (2.40)

Uma vez estabeleida a regra de deisão referente ao usuário i, pode-se de�nir uma expressão

para a probabilidade de ambiguidade do usuário i na j-ésima oordenada transmitida ao anal

pelo sistema deisório omo

Pi,t(a) =

T
∑

l=1,l6=k

T
∑

k=1,k 6=l

P (Dl
i|Hk

i ). (2.41)

Assim, para o anal aditivo sem ruído om T usuários binários,

Pi,t(a) = 1− T + 1

2T
. (2.42)

2.3 Canal Aditivo Ruidoso de Aesso Múltiplo om T Usuários

Em [74, pág.11℄, para efeito de estudo, geralmente se representa um anal linear omo

um �ltro que modi�a o sinal transmitido, fazendo om que, no reeptor, hegue um sinal

que sofreu distorções. O sinal reebido é dado pela onvolução do sinal transmitido om a

resposta ao impulso do anal. Considere o sistema de omuniação de aesso múltiplo [11, 31℄

ilustrado na Figura 2.5 em um instante de observação t.

Fonte 1

Usuário 1

Fonte 2

Usuário 2

.

.

.

Fonte T
Usuário T

Codi�ador C1

Codi�ador C2

.

.

.

Codi�ador CT

Canal de

Aesso Múltiplo

Ruído

g t

Deodi�ador

Destino 1

Destino 2

.

.

.

Destino T

u1,t

u2,t

uT,t

v1,t

v2,t

vT,t

z t

û1,t

û2,t

ûT,t

Figura 2.5: Diagrama em bloos de um sistema de omuniação de aesso múltiplo om ruído.

Para ada instante de observação t, o anal aditivo ruidoso reebe omo entrada as T

sequênias-ódigo referentes a ada usuário, v t = [v1,t, v 2,t, . . . , v i,t, . . . , vT,t], assoiando-as

a uma únia saída z t om símbolos pertenentes a um determinado alfabeto.
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Como exemplo, onsidere o anal desrito na Figura 2.6 em um instante de observação

t. A sequênia intermediária, y t, que é a adição, oordenada a oordenada, das T entradas

é obtida supondo que que ada usuário transmite um bloo om símbolos de um alfabeto

binário. Assim, a sequênia intermediária que é gerada no anal é a variável aleatória y
(j)
t ,

de�nida por y
(j)
t =

∑T

i=1 v
(j)
i,t , pois v

(j)
i,t ∈ Vi = {0, 1} e 1 ≤ j ≤ n, pertenente ao alfabeto Y ,

ou seja, y
(j)
t ∈ Y = {0, . . . , T}, para 1 ≤ t ≤ N . A adição de ruído na saída intermediária y t,

no instante de observação t, produz o anal ruidoso mostrado na Figura 2.6 [11, 31℄.
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Usuário 1
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Usuário 2
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.

.
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Codi�ador C2

.

.

.

Codi�ador CT

⊕
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T
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u2,t

uT,t

v 1,t

v 2,t

.

.

.

vT,t

y t z t

Figura 2.6: Canal aditivo ruidoso de aesso múltiplo om T usuários binários.

Exemplo 2.3 [2-BAC ruidoso℄

O MAC aditivo om dois usuários binários na presença de ruído pode ser representado

pelo modelo disreto da Figura 2.7 [9℄; neste tipo de anal todas as transições são possíveis e

existe uma probabilidade relaionando os símbolos de entrada om os de saída, no instante de

observação t, P (zt|v1,t, v2,t).
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Figura 2.7: Canal aditivo ruidoso om dois usuários binários.

⋄
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2.3.1 Capaidade do Canal Aditivo Ruidoso om T Usuários

Como alvo de investigação dessa tese, onsidere o anal aditivo om T usuários binários

desrito na Figura 2.8, as sequênias v1,t, v 2,t, . . . , v i,t, . . . , vT,t são as T entradas, ada uma

delas assoiada respetivamente a um usuário, de um anal sem memória, om AWGN, uja

saída é a sequênia r

N
1 , omo segue. Supondo que ada usuário possui alfabeto binário, v

(j)
i,t ∈

Vi = {0, 1}, utilizado para a transmissão e que utiliza uma modulação por haveamento de

fase binário (BPSK) para transmitir a sequênia intermediária. Esta sequênia intermediária

que é representada no anal pela variável aleatória y
(j)
t de�nida por y

(j)
t =

∑T

i=1(2v
(j)
i,t − 1),

1 ≤ j ≤ n, pertenente ao alfabeto Y , ou seja, y
(j)
t ∈ Y = {−T, . . . , 0, . . . ,+T}, para

1 ≤ t ≤ N . A sequênia intermediária sofre interferênia de ruído gerando a saída do anal,

representada pela sequênia z = z

N
1 = {z 1, z 2, . . . , z t, . . . , zN}, em que, no instante de

observação t, z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t , . . . , z

(n)
t }, em que z

(j)
t ∈ R e 1 ≤ t ≤ N . A j-ésima

variável aleatória ontínua z
(j)
t é de�nida por z

(j)
t = y

(j)
t + g

(j)
t , 1 ≤ j ≤ n, em que os

valores g
(j)
t , de g t = (g

(1)
t , g

(2)
t , . . . , g

(j)
t , . . . , g

(n)
t ), em que g

(j)
t ∈ R, representam amostras

independentes de ruído aditivo gaussiano brano, om variânia σ2
e média zero.

Um únio deodi�ador é responsável por estimar as mensagens, a ada instante de ob-

servação t, û1, û2, . . . , ûT para os T destinos om base na observação da saída do anal

ruidoso. O deodi�ador atua baseado na sequênia de observação z

N
1 e no omportamento

dos odi�adores. Para o sistema da Figura 2.8 [11, 31℄, tem-se

z t = y t + g t; (2.43)

e a saída é z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t , . . . , z

(n)
t }, z(j)t ∈ Z, pois

z
(j)
t =

2
∑

i=1

(2v
(j)
i,t − 1) + g

(j)
t

= y
(j)
t + g

(j)
t , (2.44)

em que v
(j)
i,t ∈ Vi, y

(j)
t ∈ Y = (−T, . . . , 0, . . . ,+T ), 1 ≤ i ≤ T e 1 ≤ j ≤ n.

Considere um anal aditivo ontínuo em amplitude e disreto no tempo, sem memória,

om alfabeto de entrada V , alfabeto de saída Z e probabilidade de transição P
(

z
(j)
t |v(j)t

)

=

P

(

Z = z
(j)
t |V = v

(j)
t

)

, no instante de observação t, e om uma densidade de probabilidade

p(z t) da sequênia de observação, em que z t = y t+g t é ontínua e distorida, devido ao ruído

inserido pelo anal, e representada por uma variável aleatória om densidade de probabilidade
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Figura 2.8: Diagrama em bloos de um sistema de omuniação de aesso múltiplo om ruído.

ontínua. A informação mútua I(V ;Z) para o anal om entrada disreta e saída ontínua é

I(V ;Z) =
∑

v
(j)
t :P

[

v
(j)
t

]

6=0

∫ +∞

−∞

P
(

v
(j)
t , z

(j)
t

)

log2

P
(

z
(j)
t |v(j)t

)

P
(

z
(j)
t

) dz
(j)
t ; (2.45)

logo,

I(V ;Z) =
∑

v
(j)
t :P (v

(j)
t ) 6=0

∫ +∞

−∞

P
(

z
(j)
t |v(j)t

)

P
(

v
(j)
t

)

log2

P
(

z
(j)
t |v(j)t

)

(

∑

v
(j)
t :P

[

v
(j)
t )

]

6=0
P
(

z
(j)
t |v(j)t

)

P
(

v
(j)
t

)

)dz
(j)
t . (2.46)

No aso de um anal om AWGN, modelo utilizado em função de sua simpliidade e

tratabilidade matemátia, e que se aplia a um grande onjunto de anais físios, em que é

adiionado ao sinal transmitido um ruído om densidade de probabilidade Gaussiana e média

zero. O AWGN, variável aleatória G, está em toda a faixa de frequênia om densidade

espetral bilateral de potênia N0/2 W/Hz [74℄. O anal aditivo gaussiano é onsiderado um

anal ontínuo de banda limitada em que a transmissão não sofre distorção na largura de

banda B do anal e a distribuição de probabilidade gaussiana das amostras é independente

do instante de observação t, om média nula e variânia σ2
, da seguinte forma

P
(

g
(j)
t

)

=
1√
2πσ2

exp

(

−(g
(j)
t )2

2σ2

)

. (2.47)

Como

I(V ;Z) = I(V1, V2, . . . , VT ;Z)

= H(Z)−H(Z|V1, V2, . . . , VT )

= H(Z)−H(G), (2.48)
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logo, pode-se alular a entropia da sequênia de observação e a entropia da sequênia de

observação ondiionada à sequênia transmitida pelos T usuários, assim a apaidade do

anal aditivo ruidoso om T usuários binários é

C(T ) = max
P (v

(j)
t )

{I(V ;Z)} = max
P (v

(j)
t )

{H(Z)}+ 1

2
log2 2πeσ

2. (2.49)

A informação mútua é maximizada quando a entropia de Z é maximizada. Esta última, por

sua vez, é maximizada quando as T entradas, v1,t, v 2,t, . . . , v i,t, . . . , vT,t, são estatistiamente

independentes e igualmente prováveis. Assim,

H(Z) = −
∫ +∞

−∞

P (z
(j)
t ) log2 P (z

(j)
t )dz

(j)
t , (2.50)

om

P
(

z
(j)
t

)

=
∑

v
(j)
t :P (vg

(j)
t ) 6=0

P
(

z
(j)
t |v(j)t

)

P
(

v
(j)
t

)

=
T
∑

k=0

P

[

v
(j)
t = k

]

P

[

z
(j)
t |v(j)t = k

]

=
T
∑

k=0

(

T
k

)

2T
1√
2πσ2

exp

[

−(z
(j)
t − (T − 2k))2

2σ2

]

. (2.51)

Note que na expressão da informação mútua para o T -BAC, ver Equação (2.46), a entropia

da observação ondiionada ao ruído do anal, depende apenas da variânia σ2
. Portanto, a

urva hamada limite de Shannon é obtida para valores da taxa total R(T ) = R1+R2+· · ·+RT

(eixo vertial) e valores da relação sinal ruído em dB (eixo horizontal), ver Figura 2.9. Note

que a Figura 2.9 apresenta o limite de Shannon para diversas taxas para os anais aditivos

ruidosos om um, dois e três usuários. Estes são alulados a relação Eb/N0 em dB, assim

Es = EbR(T ) = Eb(R1 +R2 + · · · +RT ). (2.52)

Supondo a energia dos sinais transmitidos pelos usuários é unitária, ou seja, Es = E1 +E2 +

· · ·+ ET = T , tem-se

(

Eb

N0

)

dB

= 10 log10

[

T

2R(T )σ2

]

, (2.53)

em que a variânia é obtida numeriamente sobre a igualdade I(V1, V2, . . . , VT ;Z) = R(T ) =

R1 +R2 + · · · +RT .

O algoritmo do álulo da apaidade de Shannon para anais aditivos ruidosos om T

usuários binários na presença de AWGN, intitulado Algoritmo de Cálulo de Capaidade T

Usuários, pode ser desrito omo
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Figura 2.9: Curva teória do limite de Shannon apliada ao anal aditivo de aesso múltiplo om

dois, três e quatro usuários binários na presença de AWGN.

⊲ Passo 0. Iniializar T e R(T ).

⊲ Passo 1. Calular a variânia σ2
, em que R(T ) = I(V1, V2, . . . , VT ;Z) = H(Z) − H(G),

dada pela Equação (2.49), om as equações (2.51) e (2.50).

⊲ Passo 2. Calular o limite de Shannon em dB, da forma

(

Eb

N0

)

dB

= 10 log10

[

T

2R(T )σ2

]

.

⊲ Passo 3. Emitir

(

Eb

N0

)

dB

.

Uma outra forma de observar o algoritmo desrito é utilizando pseudo-ódigo. No Al-

goritmo apresentado na Tabela 2.1 é mostrado o Algoritmo de Cálulo de Capaidade de T

Usuários em anais aditivos ruidosos, em que se reebe omo entrada dois números intei-

ros T e R(T ), o número de usuários do sistema e a taxa total dos odi�adores assoia-

dos aos T usuários, ver Equação (2.2), respetivamente. A saída é o valor da apaidade

de Shannon em dB, Saída. Como mostrado no Algoritmo 2.1, as funções utilizadas são:

Calular.Informação.Mútua(σ2), Equação (2.48), omo o próprio nome diz, alula

a informação mútua entre as variáveis V e Z para uma determinada variânia; Calu-

lar.Entropia.Ruído(σ2), Equação (2.50), alula a entropia da sequênia da saída do anal

om AWGN; e Calular.Limite.Shannon.dB(σ2), Equação (2.53), expressa a apaidade

em dB.
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Tabela 2.1: Algoritmo do álulo do limite de Shannon para anais aditivos ruidosos om T usuários

binários.

ENTRADA

T

Ri, para i = 1, 2, . . . , T

INICIALIZAÇ�O

d ≪ 1

sL < 0

sH > 0

ALGORITMO - CÁLCULO DO LIMITE DE SHANNON

R(T ) = R1 +R2 + · · ·+RT

Repita

σ2 =
1

2
(sL+ sH)

I = Calular.Informação.Mútua(σ2) � Equação (2.48)

H = Calular.Entropia.Ruído(σ2) � Equação (2.50)

I = I −H

se I > R(T ) faça

sL = σ2

se não faça

sH = σ2

fim

até (sL− sH) > d

SAÍDA

(

Eb

N0

)

dB

= Calular.Limite.Shannon.dB(σ2) � Equação (2.53)

Para ilustrar o Algoritmo de Cálulo de Capaidade T Usuários, é apresentado o desenvol-

vimento do álulo para anais de aesso múltiplo om dois usuários binários, ver Exemplo 2.4,

e para três usuários binários, onferir Exemplo 2.5.

Exemplo 2.4 [Capaidade para o 2-BAC℄

Considere o 2-BAC om AWGN em que, para o instante de observação t, o j-ésimo símbolo

do usuário 1, v
(j)
1,t , é assoiado a uma variável aleatória binária V1 e, da mesma forma, o

usuário 2, v
(j)
2,t , é assoiado a uma variável aleatória binária V2. Ambos, então, são enviados

ao anal, uja saída é uma variável aleatória z
(j)
t ∈ Z e tem a forma

z
(j)
t = v

(j)
1,t + v

(j)
2,t + g

(j)
t ,

em que o ruído g
(j)
t ∈ G é uma variável aleatória gaussiana de média nula e variânia σ2 =

N0/2.
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A informação mútua entre Z e as entradas do anal V1 e V2 são dados por

I(V1, V2;Z) = H(Z)−H(Z|V1, V2)

= H(Z)−H(G),

em que a entropia H(Z) já foi de�nida e

H(G) = −
∫ +∞

−∞

P (g
(j)
t ) log2 P (g

(j)
t )dg

(j)
t ,

om

P (g
(j)
t ) =

1

σ
√
2π

exp [−z2/2σ2],

logo

H(G) =
1

2
log2(2πeσ

2).

A entropia da sequênia de observação é dada por

H(Z) = −
∫ +∞

−∞

P (z
(j)
t ) log2 P (z

(j)
t )dz

(j)
t ,

em que

P (z
(j)
t ) = P [v

(j)
1,t = −1]P [v

(j)
2,t = −1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = −1, v

(j)
2,t = −1)

+ P [v
(j)
1,t = −1]P [v

(j)
2,t = +1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = −1, v

(j)
2,t = +1)

+ P [v
(j)
1,t = +1]P [v

(j)
2,t = −1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = +1, v

(j)
2,t = −1)

+ P [v
(j)
1,t = +1]P [v

(j)
2,t = +1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = +1, v

(j)
2,t = +1)

= (1/4)
1

σ
√
2π

exp [−(z
(j)
t + 2)2/2σ2]

+ (1/2)
1

σ
√
2π

exp [−(z
(j)
t )2/2σ2]

+ (1/4)
1

σ
√
2π

exp [−(z
(j)
t − 2)2/2σ2],

que depende uniamente da variânia, por sua vez é obtida numeriamente sobre a igualdade

I(V1, V2;Z) = R(T ) = R1 +R2 usando o Algoritmo apresentado na Tabela 2.1.

Por outro lado, a energia do símbolo pode ser de�nida a partir da energia de bit no proesso

de transmissão, da forma seguinte

Es = Eb(R1 +R2),

em que R1 e R2 são as taxas assintótias dos odi�adores onstituintes do usuário 1 e do

usuário 2, respetivamente.

Assim, om o objetivo de alular a apaidade do anal, pode-se expressar a relação sinal-

ruído da forma

Eb

N0
=

Es/(R1 +R2)

2σ2
=

(E1 +E2)/(R1 +R2)

2σ2
=

1

(R1 +R2)σ2
,
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em que é suposto E1 = E2 = 1, denotando energia dos sinais transmitidos pelos usuário 1 e

usuário 2, respetivamente. A relação sinal ruído em dB, dado pela Equação (2.53), é

(

Eb

N0

)

dB

= 10 log10

[

1

(R1 +R2)σ2

]

,

A Figura 2.9 mostra a urva do limite de Shannon para o 2-BAC.

⋄

Exemplo 2.5 [Capaidade para o 3-BAC℄

Considere o 3-BAC om AWGN, em que para o instante de observação t, o j-ésimo símbolo

do usuário 1, v
(j)
1,t , é assoiado a uma variável aleatória binária V1, ao usuário 2, v

(j)
2,t , é

assoiado a uma variável aleatória binária V2 e, ao usuário 3, v
(j)
3,t , é assoiado a uma variável

aleatória binária V3, enviados ao anal. A saída do anal é uma variável aleatória z
(j)
t ∈ Z e

tem a forma

z
(j)
t = v

(j)
1,t + v

(j)
2,t + v

(j)
3,t + g

(j)
t ,

em que o ruído g
(j)
t ∈ G é uma variável aleatória gaussiana de média nula e variânia σ2 =

N0/2.

A informação mútua entre Z e as entradas do anal V1, V2 e V3 são dadas por

I(V1, V2, V3;Z) = H(Z)−H(Z|V1, V2, V3)

= H(Z)−H(G).

A entropia da sequênia de observação é dada por

H(Z) = −
∫ +∞

−∞

P (z
(j)
t ) log2 P (z

(j)
t )dz

(j)
t ,

em que

P (z
(j)
t ) = P [v

(j)
1,t = −1]P [v

(j)
2,t = −1]P [v

(j)
3,t = −1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = −1, v

(j)
2,t = −1, v

(j)
3,t = −1)

= P [v
(j)
1,t = −1]P [v

(j)
2,t = −1]P [v

(j)
3,t = +1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = −1, v

(j)
2,t = −1, v

(j)
3,t = +1)

= P [v
(j)
1,t = −1]P [v

(j)
2,t = +1]P [v

(j)
3,t = −1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = −1, v

(j)
2,t = +1, v

(j)
3,t = −1)

= P [v
(j)
1,t = +1]P [v

(j)
2,t = −1]P [v

(j)
3,t = −1]P (vz

(j)
t |v(j)1,t = +1, v

(j)
2,t = −1, v

(j)
3,t = −1)

= P [v
(j)
1,t = −1]P [v

(j)
2,t = +1]P [v

(j)
3,t = +1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = −1, v

(j)
2,t = +1, v

(j)
3,t = +1)

= P [v
(j)
1,t = +1]P [v

(j)
2,t = −1]P [v

(j)
3,t = +1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = +1, v

(j)
2,t = −1, v

(j)
3,t = +1)

= P [v
(j)
1,t = +1]P [v

(j)
2,t = +1]P [v

(j)
3,t = −1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = +1, v

(j)
2,t = +1, v

(j)
3,t = −1)

= P [v
(j)
1,t = +1]P [v

(j)
2,t = +1]P [v

(j)
3,t = +1]P (z

(j)
t |v(j)1,t = +1, v

(j)
2,t = +1, v

(j)
3,t = +1)

= (1/8)
1

σ
√
2π

exp [−(z
(j)
t + 3)2/2σ2] + (3/8)

1

σ
√
2π

exp [−(z
(j)
t + 1)2/2σ2]

+ (3/8)
1

σ
√
2π

exp [−(z
(j)
t − 1)2/2σ2] + (1/8)

1

σ
√
2π

exp [−(z
(j)
t − 3)2/2σ2],
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que depende uniamente da variânia, por sua vez é obtida numeriamente sobre a igualdade

I(V1, V2, V3;Z) = R(T ) = R1 + R2 + R3 usando o Algoritmo apresentado na Tabela 2.1. A

energia do símbolo pode ser de�nida a partir da energia de bit no proesso de transmissão, da

forma

Es = Eb(R1 +R2 +R3),

logo,

Eb

N0
=

Es/(R1 +R2 + R3)

2σ2
=

(E1 + E2 +E3)/(R1 +R2 +R3)

2σ2
=

3

2(R1 + R2 +R3)σ2
,

em que é suposto E1 = E2 = E3 = 1, denotando energia dos sinais transmitidos pelos

usuários. A relação sinal ruído em dB, dado pela Equação (2.53), é

(

Eb

N0

)

dB

= 10 log10

[

3

2(R1 + R2 +R3)σ2

]

.

A Figura 2.9 mostra a urva do limite de Shannon para o 3-BAC.

⋄

Neste apítulo é abordado um panorama geral sobre os anais de aesso múltiplo om

T usuários, om enfoque em T transmissores e um únio reeptor responsável por estimar

as mensagens transmitidas por ada usuário. Foram de�nidos os oneitos neessários, omo

entropia, informação mútua e apaidade para anais de aesso múltiplo, assim omo a notação

utilizada ao longo da tese. A apaidade de anal aditivo de aesso múltiplo om T usuários

binários na ausênia de ruído e na presença de ruído foi, também, desrita e apresentada. Por

�m, a apaidade de anal para anais gaussianos servirá de limite teório para os sistemas

de odi�ação e deodi�ação propostos.



apítulo 3

Alguns Sistemas

Codifiados para Canais

Aditivos de Aesso

Múltiplo

A sabedoria onsiste em ompreender que

o tempo dediado ao trabalho nuna é

perdido.

� Ralph Emerson

O

s odi�adores onvoluionais e os odi�adores onvoluionais onatenados (CCC) es-

tão entre os mais usados em apliações prátias, inlusive em padrões mais reentes de

omuniações sem �os omo EDGE [6℄, LTE [7℄ e WiMax [8℄, devido ao exelente desempe-

nho - próximo ao limite teório estabeleido pela Teoria da Informação -, sendo utilizados por

apliações que requerem alta on�abilidade. Em termos prátios, são e�azes e de simples im-

plementação do odi�ador. Este apítulo apresenta alguns sistemas odi�ados para anais

de aesso múltiplo em que ada usuário utiliza um sistema de odi�ação om ódigos onvo-

luionais onatenados, possibilitando uma nova abordagem para sistemas de aesso múltiplo

por odi�ação olaborativa.
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3.1 Codi�adores Convoluionais Conatenados

A odi�ação de anal é utilizada om a �nalidade de detetar e orrigir erros introduzidos

pelo anal, melhorando o desempenho de um enlae de omuniação. Para isto, o odi�ador

substitui a sequênia de bits original por outra de omprimento maior, inserindo redundân-

ia na informação original. Essa adição ontrolada de redundânia leva à diminuição da

quantidade de erros na reepção, apesar da redução inevitável na taxa líquida de informação

trafegada [76℄.

Um dos objetivos da Teoria dos Códigos Corretores de Erro é o estudo de ténias de o-

di�ação para deteção e orreção de possíveis erros oasionados no proesso de transmissão;

entre estas, duas se sobressaem nesse quesito: os ódigos de bloo e os odi�adores onvo-

luionais. O primeiro surge da odi�ação de bloos de informação e o segundo a partir de

operações envolvendo elementos de memória em onvoluções em um �uxo ontínuo de dados.

Um dos primeiros ódigos de bloo riados para tal �nalidade foi o de Hamming [77℄, porém

os que atingiram apliações omeriais foram os ódigos ílios de Reed-Solomon [78℄, os ó-

digos BCH [79, 80℄ e, mais reentemente, os ódigos LDPC [66, 67℄. Códigos LDPC permitem

alançar um desempenho muito próximo do limite de Shannon.

Os ódigos onvoluionais foram introduzidos por Elias [81, 82℄, apud [80, p.287℄ e, junto

aos ódigos de bloo, lideram os esforços no meio ientí�o em se tratando de orreção de erro,

possuindo apliações omeriais bastante difundidas [83, 84℄. Em tais ódigos, uma sequênia

ontínua de símbolos de informação u

N
1 é mapeada em uma sequênia de símbolos odi�ados

v

N
1 , sendo que símbolos odi�ados num dado instante de tempo dependem de símbolos de

informação nesse dado instante e de símbolos de informação anteriores. Assim, pode-se de�nir

o número total de elementos de memória para armazenar símbolos de informação passados

utilizados pelo odi�ador. Todo odi�ador onvoluional pode ser desrito por treliças ou

diagrama de estados. Um estudo de bons ódigos onvoluionais pode ser enontrado em [85℄.

Os ódigos turbo foram apresentados à omunidade ientí�a, em 1993, por Berrou, Gla-

viex e Thitimajshima, na Conferênia Internaional de Comuniações, em Genebra, por meio

do artigo intitulado �Near Shannon Limit Error Correting Coding and Deoding: Turbo Co-

des� [86℄. Os ódigos turbo são obtidos através de odi�adores onvoluionais onatenados

em paralelo (PCCC), em que dois ou mais ódigos onvoluionais onstituintes são sistemá-

tios, reursivos e separados pelo entrelaçador (interleaver). Essa estrutura permite que os

ódigos turbo provejam omuniações on�áveis, om o desempenho, em termos de orreção
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de erros, próximo ao limite de Shannon. Além disso, dois deodi�adores trabalham de forma

ooperativa, om uma versão do algoritmo BCJR embutida, a �m de forneer informações

suaves a respeito dos símbolos de informação transmitidos, em um esquema de olaboração

mútua.

A desoberta dos ódigos turbo reanimou alguns oneitos e algoritmos que não estavam

sendo usados na prátia - omo, por exemplo, o algoritmo proposto por Bahl, Coke, Jelinek

e Raviv [68℄ - que foram ombinados a idéias novas, o que resultou não só em diversos estudos

que inluíam novas onatenações, mas também em ódigos orretores mais e�ientes [87�92℄.

Os esquemas de odi�ação e deodi�ação om ódigos onvoluionais onatenados em

série (SCCC), introduzidos para um únio usuário por Benedetto et al. [93�97℄, surgiram omo

alternativa de melhoria nos ganhos de odi�ação. Em ontrapartida aos PCCC, os SCCC

possuem uma estrutura de onatenação em série; porém, similarmente aos PCCC, os SCCC

podem ser deodi�ados por meio de estruturas iterativas. Ademais, os SCCC apresentam a

araterístia de redução da BER mais e�az om o aumento da dimensão dos entrelaçadores

e são apazes de eliminar o patamar de BER irredutível existente nos PCCC [94, 95, 98℄.

Um estudo de ódigos indiam que os SCCC, quando usados, mostram-se simples e produzem

bons resultados. Diversos autores apresentaram apliações para os SCCC [99�103℄.

Os odi�adores onvoluionais onatenados de forma híbrida (HCCC) são ompostos

pela ombinação de PCCC e SCCC, ofereendo a oportunidade de explorar as vantagens de

odi�adores onatenados em paralelo e em série. Várias estruturas de HCCC diferentes

foram propostas na literatura espeí�a [97, 104�111℄.

Diversos fatores devem ser onsiderados na esolha do esquema de odi�ação: omplexi-

dade, taxa de odi�ação, apaidade de orreção de erro e a mínima relação sinal-ruído, a

qual permite uma reepção om BER desejada, entre outros.

3.2 Sistemas Conatenados om ódigos Convoluionais para o

2-BAC

Considere o sistema de omuniação de aesso múltiplo padrão da Figura 3.1, em que

dois usuários, estatistiamente independentes, transmitem através de um mesmoanal sem

memória afetado por AWGN, para dois destinos diferentes.

Ao usuário i, é assoiada a sequênia de símbolos de entrada a ser odi�ada, uN
i,1, 1 ≤ i ≤

2, om N − 1 sub-bloos da forma u i,t = {u(1)
i,t , u

(2)
i,t , . . . , u

(j)
i,t , . . . , u

(ki)
i,t }, para 1 ≤ t ≤ N , 1 ≤
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j ≤ ki, u i,t ∈ U e u
(j)
i,t ∈ {0, 1}. Consequentemente, as sequênias de símbolos de informação

devem passar pelos odi�adores C1 e C2, referentes aos usuários 1 e 2 respetivamente, a ada

instante t, formando os sub-bloos do ódigo v i,t = {v(1)i,t , v
(2)
i,t , . . . , v

(j)
i,t , . . . , v

(n)
i,t }, 1 ≤ i ≤ 2,

1 ≤ t ≤ N , 1 ≤ j ≤ n e v i,t ∈ V. Os ódigos possuem taxa de transmissão assintótia

Ri = ki/n, 1 ≤ i ≤ 2. [16, 18, 19, 27, 31, 32, 39℄. Os odi�adores são formados pela

onatenação de odi�adores onvoluionais separados por um entrelaçador.

O anal aditivo om dois usuários binários onsiste em um modelo de anal de aesso

múltiplo sem memória em que, a ada intervalo de observação t, dois remetentes enviam

dados simultaneamente [16, 27, 39℄. As entradas do 2-BAC são as sequênias de símbolos

assoiadas ao usuário 1 e ao usuário 2 pelos odi�adores C1 e C2, a saber, v

N
1,t e v

N
2,t,

respetivamente, podendo ser moduladas ou não - ver Figura 3.1. Assumindo que as sequênias

geradas pelos odi�adores estão sinronizadas, o anal 2-BAC ombina as entradas referentes

a ada usuário, v1,t e v2,t, em um instante de observação t, em um únio vetor de saída, om

símbolos pertenentes a um erto alfabeto. Por exemplo, na presença de AWGN, a saída do

2-BAC é dada pela adição, oordenada a oordenada, dos sub-bloos de entrada e ruído. Ou

seja, para o sub-bloo de observação z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t , . . . , z

(n)
t }, z(j)t ∈ Z, tem-se

z
(j)
t = y

(j)
t + g

(j)
t

=

T
∑

i=1

(2v
(j)
i,t − 1) + g

(j)
t , (3.1)

em que v
(j)
i,t ∈ Vi, y

(j)
t ∈ Y = (−T, . . . , 0, . . . ,+T ), 1 ≤ i ≤ T e 1 ≤ j ≤ n.

Usuário 1
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Codi�ador C1
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Figura 3.1: Diagrama em bloos de um sistema de aesso múltiplo om dois usuários binários.

O deodi�ador proessa o vetor de saída do anal e estima as mensagens originalmente

enviadas a ada destino, û1,t e û2,t, referentes aos usuários 1 e 2 [46, 47℄. Note que a taxa

onjunta de transmissão, R
2-BAC

, dos odi�adores, (C1,C2), é dada por R(2) = R
2-BAC

=

R1 +R2 [31℄.
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3.2.1 Seção de Treliça

No sistema odi�ado para anais de aesso múltiplo proposto, ada usuário utiliza um

sistema de odi�ação om odi�adores onvoluionais onatenados, formando um sistema

de aesso múltiplo por odi�ação olaborativa. Os odi�adores onvoluionais, produzem

sequênias de símbolos e, devido à estrutura matemátia que possuem, podem ser represen-

tados por diagramas de transição de estados que são nada mais que representações grá�as

do proesso de odi�ação. Além de forneer uma rápida inspeção a respeito do ompor-

tamento do odi�ador, o diagrama de estados permite indiar se o ódigo onvoluional é

atastró�o [112℄. Os diagramas de estado também indiam, em um dado instante de tempo,

a transição de estados entre instantes onseutivos; ou seja, a ada entrada é estabeleido o

próximo estado, bem omo o sub-bloo do ódigo, a partir de setas indiativas.

Embora o diagrama de estados explore gra�amente a dinâmia de um odi�ador on-

voluional trazendo fáil intuição, ele não demonstra o omportamento de tal odi�ador ao

longo do tempo. Assim sendo, uma outra representação grá�a possível é a de uma treliça,

a qual pode ser desenvolvida a partir do diagrama em que é possível traçar um aminho de

odi�ação a ada instante t. A essa representação, dá-se o nome de seção de treliça. No

proesso de odi�ação e deodi�ação de ódigos onvoluionais, a treliça tem um papel fun-

damental na desrição da estrutura do odi�ador em que de�ne seu omportamento; ou seja,

para ada usuário, a treliça é onstruída a partir dos aminhos obtidos pela ombinação entre

os símbolos de entrada e saída e seus estados, om referênia à matriz geradora do odi�ador

utilizado.

Com o objetivo de failitar a exposição serão adotadas algumas notações apresentadas

em [93℄ e, posteriormente, será utilizada a de�nição das treliças empregadas no proesso de

deodi�ação proposto. O omportamento de um ódigo onvoluional pode ser estabeleido

a partir de sua treliça om um onjunto de estados de�nidos. Assim, onsidere uma treliça

om um onjunto de M estados, na forma S = {s1, s2, . . . , sM}, na qual ada sub-bloo do

ódigo é determinado a partir da relação entre os estados e os símbolos de entrada. Sem perda

de generalidade, a ada instante t é assoiada a uma observação.

Partindo das de�nições da treliça em [93℄, é possível de�nir as treliças para ada usuário

da seguinte forma:

⊲ Para ada usuário, é de�nida uma treliça om um onjunto de Mi estados distintos, da

forma Si = {s1, s2, . . . , sMi};
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⊲ No instante de observação t, o estado da treliça para o i-ésimo usuário é Si,t = s, em que

s ∈ Si e um onjunto de |Ui| ×Mi ramos é obtido a partir do produto artesiano

Ei = Si × Ui = {e(1)i , e
(2)
i , . . . , e

(|Ui|×Mi)
i }, (3.2)

que representa todas as possíveis transições entre os estados na treliça para o usuário i. Para

simpli�ar a notação, onsidere ei um ramo pertenente ao onjunto de todos os possíveis

ramos, ei ∈ Ei;

⊲ O estado atual em um ramo ei ∈ Ei, em que 1 ≤ i ≤ (|Ui| ×Mi) é de�nido por sS(ei), e o

próximo estado é de�nido por sE(ei), em que sS(ei), s
E(ei) ∈ Si e ei ∈ Ei;

⊲ Dado um ramo ei ∈ Ei, em que 1 ≤ i ≤ (|Ui| ×Mi); o estado atual e o símbolo de entrada

de�nem uma dupla, (sS(ei);u(ei)), om u(ei) ∈ Ui, determinando uniamente o próximo

estado e o sub-bloo do ódigo orrespondente, (sE(ei); v (ei)), e vie-versa.

Para o usuário i, em dado instante de observação t, a transição do estado atual, Si,t,

para o próximo estado, Si,t+1, em que Si,t = sS(ei) → Si,t+1 = sE(ei), Si,t, Si,t+1 ∈ Si

e ei ∈ Ei, dentre um total de Mi estados possíveis e distintos, dá-se omo se observa na

Figura 3.2 [93, 113, 114℄.

bc

b

bc

b

bc

b

t t+ 1 t+ 2

Si,t = sS(ei)

ei

ui,t(ei), vi,t(ei)

Si,t+1 = sE(ei)

Si,t+2

bc
Estadob
Estado observado

Figura 3.2: Seção retirada da treliça do usuário i em instantes de observação onseutivos.

Este tratamento, apresentado em [94℄ e adaptado para T usuários, possibilita uma abor-

dagem de treliças independentes apliadas a ada usuário. Deste modo, a implementação e os

álulos assoiados ao proesso de reepção, os quais serão desritos ao longo da tese, podem

ser realizados de forma paralela.
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3.2.2 Entrelaçador

O entrelaçador, parte integrante do sistema aqui onsiderado de ódigos onvoluionais

onatenados, é um dispositivo om uma únia entrada - que onsiste em uma sequênia de

símbolos de um determinado alfabeto - e uma únia saída - formada por uma sequênia de

símbolos do mesmo alfabeto, idêntia à sequênia da entrada, mas ordenada de uma maneira

diferente [80, 86, 115℄. O entrelaçador é responsável pela pseudo aleatoriedade destes odi�-

adores.O papel do entrelaçador é fazer uma permutação de ada bloo de entrada, de forma

que os odi�adores operem sobre versões permutadas de um mesmo bloo de informação,

produzindo, assim, uma sequênia pseudo-aleatória [87, 116℄. Desse modo, a operação de

mapeamento de permutação realizada pelo entrelaçador pode ser representada por:

π :Z 7→ Z (3.3)

j 7→ π(j),∀j ∈ Z. (3.4)

Ou seja, oorre uma permutação nos inteiros Z, onsistindo, assim, em uma função inversível.

Portanto, sua função no esquema de odi�ação é tomar ada bloo de símbolos em sua entrada

e os rearranjar em uma forma pseudo-aleatória para a odi�ação por outro odi�ador. O

inverso desse proesso é realizado pelo desentrelaçador, o qual é responsável por restaurar a

sequênia de entrada.

É possível lassi�ar os entrelaçadores propostos na literatura em ategorias, a saber:

entrelaçadores puramente aleatórios, entrelaçadores determinístios e entrelaçadores aleatórios

estruturados [117℄. No Exemplo 3.1 é apresentado o Entrelaçador Algébrio de�nido em [118℄.

Exemplo 3.1 Considere o entrelaçador apresentado em [118℄. Tome um número E, que seja

potênia de 2, a função

c(j) ≡ kj(j + 1)

2
mod E, (3.5)

em que 0 ≤ j < N , k uma onstante ímpar, é bijetiva. Para ada número inteiro j ∈ N, tal

que 0 ≤ j ≤ N , o entrelaçador é gerado pelo mapeamento de permutação

π(j) = c(j + 1) mod E. (3.6)

A Figura 3.3 mostra o padrão de mapeamento de índies para um Entrelaçador Algébrio de

omprimento 1024, assim E = 1024, em que o eixo das absissas india a posição dos bits

antes do entrelaçamento, enquanto que o eixo das ordenadas india a posição dos mesmos

após o entrelaçamento.

⋄
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Figura 3.3: Padrão de mapeamento de índies para um entrelaçador algébrio de omprimento 1024.

3.3 Codi�ação para o 2-BAC

Iniialmente, é apresentada a estrutura denotada pelo ódigo turbo que utiliza o esquema

de ódigos onatenados em paralelo, não uniamente deodi�áveis, desrita em [51, 53℄

para o 2-BAC. Em seguida, são desritos os sistemas de odi�ação olaborativa de aesso

múltiplo - utilizados por ada usuário -, formados pela onatenação de ódigos onvoluionais

não uniamente deodi�áveis, separados por entrelaçadores; a saber,

⊲ SCCC - Códigos Convoluionais Conatenados em Série;

⊲ HCCC - Códigos Convoluionais Conatenados em Forma Híbrida;

⊲ MCCC - Códigos Convoluionais Conatenados em Forma Mista.

Os sistemas de odi�ação para mais que dois usuários no anal aditivo ruidoso de aesso

múltiplo (T -BAC, T > 2) são desritos no Apêndie B, e foram omitidos, aqui, om o objetivo

de simpli�ar a exposição dos sistemas propostos na tese.

3.3.1 Códigos Convoluionais Conatenados em Paralelo

Considere o sistema de omuniação de aesso múltiplo da Figura 3.1, em que o usuário

i utiliza um esquema de odi�ação de onatenação em paralelo de um onjunto �nito de
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q+1 odi�adores onvoluionais, não neessariamente iguais, denotados pelos Codi�adores

Componentes ilustrados na Figura 3.4 [87, 116℄, dado o esquema de odi�ação PCCC para

o usuário i.

Codi�ador Ci

ui,t

Entrelaçador 1

Entrelaçador q

Entrelaçador 2

v i,t

Codi�ador

Componente 0

.

.

.

.

.

.

Codi�ador

Componente 1Π1

Codi�ador

Componente 2Π2

Codi�ador

Componente q
Πq

C

o

n



a

t

e

n

a
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ã

o

Figura 3.4: Sistema de odi�ação Ci, assoiado ao usuário i, utilizando PCCC em um instante de

observação t, 1 ≤ t ≤ N .

No Codi�ador Ci, ilustrado na Figura 3.4, todos os odi�adores omponentes utilizam

as mesmas sequênias de informação, u i,t = {u(1)
i,t , u

(2)
i,t , . . . , u

(ki)
i,t }, em que 1 ≤ t ≤ N , porém

em uma ordem diferente, devido à presença dos entrelaçadores. A sequênia ódigo assoiada

ao usuário i, v i,t = {v(1)i,t , v
(2)
i,t , . . . , v

(n)
i,t }, em que 1 ≤ t ≤ N , é formada pela onatenação das

sequênias de saída de ada Codi�ador Componente, om a taxa de transmissão Ri = ki/n

e o sistema possui taxa total R(T ) = R1 +R2 + · · · +RT [31℄.

Exemplo 3.2 [Sistema de odi�ação PCCC para o 2-BAC℄

Um esquema de odi�ação e deodi�ação para o 2-BAC foi apresentado em [51, 53℄.

Na Figura 3.5, pode ser visto o esquema de odi�ação em que é utilizado um PCCC de dois

odi�adores onvoluionais reursivos sistemátios, denotados pelo Codi�ador dos Compo-

nentes 1 e 2, om taxa 1/2, não neessariamente iguais. As tabelas 3.1 e 3.2 apresentam as

matrizes geradoras polinomiais dos odi�adores omponentes utilizados em [51℄ e [53℄, res-

petivamente, para ada usuário om taxa de 1/3 e o sistema possui taxa total 2/3. Note que,

nos dois asos, os usuários utilizam o mesmo odi�ador onvoluional para os odi�adores

omponentes.

Os sub-bloos ódigo de ada usuário, a saber, v1,t e v2,t, são formados pela onatena-

ção do símbolo de informação om os símbolos de paridade do odi�ador omponente 1 e do

símbolo de paridade do odi�ador omponente 2. Como os sub-bloos de informação têm om-

primento k1 = k2 = 1 e os sub-bloos ódigo têm omprimento n = 3, ambos os odi�adores
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Entrelaçador

v1,t = {v
(1)
1,t , v

(2)
1,t , v

(3)
1,t}
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Figura 3.5: Exemplo de um par de odi�adores (C1,C2) assoiados, respetivamente, aos usuários

1 e 2, apresentando onatenação em paralelo de dois odi�adores onvoluionais omponentes.

Tabela 3.1: Matrizes polinomiais geradoras dos odi�adores omponentes do Exemplo 3.2 para o

2-BAC utilizando PCCC.

Codi�ador

Componente 1

Codi�ador

Componente 2

Usuário 1

[

1
1 +D2

1 +D +D2

] [

1
1 +D2

1 +D +D2

]

Usuário 2

[

1
D +D2

1 +D +D2

] [

1
D +D2

1 +D +D2

]

Tabela 3.2: Matrizes polinomiais geradoras dos odi�adores omponentes do Exemplo 3.2 para o

2-BAC utilizando PCCC.

Codi�ador

Componente 1

Codi�ador

Componente 2

Usuário 1

[

1
1 +D +D2 +D3

1 +D +D3

] [

1
1 +D +D2 +D3

1 +D +D3

]

Usuário 2

[

1
1 +D2 +D3

1 +D +D2 +D3

] [

1
1 +D2 +D3

1 +D +D2 +D3

]

apresentam uma taxa, para ada usuário, de 1/3.

⋄

3.3.2 Códigos Convoluionais Conatenados em Série

Considere o sistema de omuniação de aesso múltiplo da Figura 3.1, em que o usuário

1 e o usuário 2 utilizam um esquema de odi�ação em onatenação de um onjunto �nito

de odi�adores onvoluionais em série (SCCC), não neessariamente iguais, denotados por
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Codi�adores Componentes separados por entrelaçadores. Sem perda de generalidade, onsi-

dere um onjunto omposto por 2 odi�adores omponentes, denotados Codi�ador Interno e

Codi�ador Externo, ilustrado na Figura 3.6, em que pode ser visto o esquema de odi�ação

SCCC para o usuário i.

Codi�ador Ci

ui,t

Entrelaçador

v i,t
Codi�ador

Componente 1

Codi�ador Externo

h i,t
h̃ i,t

Π
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o
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Figura 3.6: Sistema de odi�ação Ci, assoiado ao usuário i, utilizando SCCC genérios em um

instante de observação t, 1 ≤ t ≤ N .

Para o Codi�ador Ci, referente ao usuário i, a entrada do odi�ador omponente externo

utiliza a sequênia de informação u i,t = {u(1)
i,t , u

(2)
i,t , . . . , u

(ki)
i,t }, em que 1 ≤ t ≤ N , gerando

uma sequênia de saída intermediária h i,t = {h(1)
i,t , h

(2)
i,t , . . . , h

(pi)
i,t } de omprimento pi. Ou

seja, o odi�ador omponente externo possui taxa de ki/pi, para ki ≤ pi ≤ n. A sequên-

ia intermediária h i,t serve de entrada para um entrelaçador, gerando a sequênia de saída

permutada h̃ i,t. Note que o entrelaçador altera apenas as posições relativas dos símbolos,

gerando, assim, uma quase (ou pseudo) independênia estatístia entre os odi�adores om-

ponentes [119℄. A sequênia h̃ i,t é apliada ao odi�ador omponente interno, de modo que,

após a onatenação das sequênias de saída, é gerado um sub-bloo ódigo do usuário i no

instante de observação t; a saber, v i,t = {v(1)i,t , v
(2)
i,t , . . . , v

(n)
i,t }, em que 1 ≤ t ≤ N , de ompri-

mento n. Logo, o odi�ador omponente interno tem taxa pi/n e o onjunto - odi�ador

omponente interno e externo para o usuário i - possui taxa de transmissão Ri = ki/n.

Exemplo 3.3 [Sistema de odi�ação SCCC para o 2-BAC℄

Como exempli�ação do esquema de odi�ação serial para o anal 2-BAC, onsidere a

Figura 3.7. Nesse aso, em espei�o, o par de odi�adores C1,C2, assoiado ao usuário

1 e ao usuário 2, respetivamente, é formado por um odi�ador onvoluional omponente

externo, om taxa 1/2, e um entrelaçador, que permuta os bits de saída antes de apliá-

los a um odi�ador onvoluional omponente interno, om taxa 2/3, gerando o sub-bloo do

ódigo que será enviada ao anal de transmissão. Dessa forma, o par de odi�adores (C1,C2),

referentes aos usuários 1 e 2, respetivamente, possuem a taxa 1/3 e o sistema possui taxa

total 2/3. A Tabela 3.3 apresenta um possível onjunto de matrizes geradoras polinomiais dos

odi�adores omponentes utilizadas por ada usuário, para o sistema de�nido na Figura 3.7.
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Figura 3.7: Exemplo de um par de odi�adores (C1,C2) assoiado ao usuário 1 e ao usuário 2, res-

petivamente, apresentando onatenação em série de dois odi�adores onvoluionais omponentes.

Tabela 3.3: Matrizes polinomiais geradoras dos odi�adores omponentes do Exemplo 3.3 para o

2-BAC utilizando SCCC.

Codi�ador

Componente 1

Codi�ador

Componente 2

Usuário 1

[

1 +D2 +D3 1 +D +D2 +D3
]







1 0
1 +D2

1 +D +D2

0 1
1 +D2

1 +D +D2







Usuário 2

[

1 +D +D2 +D3 1 +D2 +D3
]







1 0
D +D2

1 +D +D2

0 1
D +D2

1 +D +D2
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3.3.3 Códigos Convoluionais Conatenados em Forma Híbrida

O sistema de aesso múltiplo utilizando odi�ação híbrida é omposto pela ombina-

ção dos esquemas paralelo e série de ódigos onvoluionais, para ada usuário, ofereendo

a oportunidade de explorar as vantagens dos odi�adores onatenados em paralelo e em

série. Desse modo, pretende-se, através deste sistema, enontrar um equilíbrio entre as ara-

terístias positivas de um modelo e de outro. Considere o sistema de omuniação de aesso

múltiplo da Figura 3.1, em que os usuários 1 e 2 utilizam um esquema de odi�ação om

ódigos onvoluionais omponentes onatenados em forma híbrida, apresentado por [108℄, e

não neessariamente iguais, sendo separados por entrelaçadores. Sem perda de generalidade,

onsidere um onjunto omposto por dois odi�adores omponentes, ilustrado na Figura 3.8,
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em que pode ser visto o sistema HCCC proposto para o 2-BAC.
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ũ2,t

Entrelaçador

v2,t

Codi�ador

Componente 11

Codi�ador Externo 1

h2,t h̃2,t
Π

Codi�ador

Componente 12

Codi�ador Interno 1

C

o

n



a

t

e

n

a

ç

ã

o

Π

Codi�ador

Componente 21

Codi�ador Externo 2

f 2,t f̃ 2,t
Π

Codi�ador

Componente 22

Codi�ador Interno 2

⊕ ⊕

y t

Ruído

g t

r t

Canal Aditivo Ruidoso

om Dois Usuários Binários

Figura 3.8: Par de odi�adores (C1,C2) assoiado ao usuário 1 e ao usuário 2, respetivamente,

apresentando onatenação híbrida de dois odi�adores genérios omponentes para ada usuário, em

um instante de observação t, 1 ≤ t ≤ N .

O Codi�ador Ci da Figura 3.8, referente ao usuário 1, é onstruído por meio de uma on-

atenação paralela de duas estruturas onatenadas de odi�adores onvoluionais em série.

Os símbolos de entrada de ambas estruturas onatenadas em série utilizam os mesmos bits

de informação u i,t = {u(1)
i,t , u

(2)
i,t , . . . , u

(ki)
i,t } de omprimento ki, em que 1 ≤ t ≤ N . Contudo,

isso aontee em uma ordem diferente, denotado ũ i,t, devido à presença do entrelaçador para

a segunda estrutura em série.

O sub-bloo do ódigo do usuário i, v i,t = {v(1)i,t , v
(2)
i,t , . . . , v

(n)
i,t }, de omprimento n, em que

1 ≤ t ≤ N , é gerado pela onatenação das saídas das estruturas em série 1 e 2 do Codi�ador

Ci, assim o onjunto para o usuário 1 possui taxa de transmissão Ri = ki/n.

Outras onatenações de odi�adores onvoluionais em forma híbrida para um usuário

foram propostas por diversos autores [97, 104�108℄. Conforme a proposta da tese, qualquer

esquema de onatenação pode ser esolhido para a onstrução do sistema de aesso múltiplo

utilizando HCCC, desde que o sub-bloo do ódigo gerado por ada usuário possua o mesmo

omprimento n, devido ao pressuposto do sinronismo de palavra na transmissão dos usuários.
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3.3.4 Códigos Convoluionais Conatenados em Forma Mista

O sistema de aesso múltiplo de odi�ação mista é omposto pela atribuição de esquemas

de onatenação em paralelo, em série ou híbrida de ódigos onvoluionais a ada usuário de

forma independente, ofereendo araterístias distintas de odi�ação a ada usuário. Con-

sidere o sistema de omuniação de aesso múltiplo da Figura 3.1 para o 2-BAC, em que os

usuários 1 e 2 utilizam um esquema de odi�ação de odi�adores omponentes onvolui-

onais onatenados, respetivamente, em série e em paralelo, e que não são neessariamente

iguais. Sem perda de generalidade, onsidere um onjunto omposto por dois odi�adores

omponentes atribuídos a ada usuário, omo ilustrado na Figura 3.9, em que pode ser visto

o sistema MCCC proposto para o 2-BAC.
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Figura 3.9: Par de odi�adores (C1,C2), em que é assoiado ao usuários 1 a SCCC e ao usuários

2 a PCCC, respetivamente, apresentando o sistema MCCC para dois usuários.

Exemplo 3.4 [Esquema de odi�ação MCCC para o 2-BAC℄

Como exempli�ação do sistema de aesso múltiplo utilizando onatenação mista de ódi-

gos onvoluionais para o anal 2-BAC, onsidere a Figura 3.10. Nesse aso, em espeí�o, o

par de odi�adores (C1,C2) é assoiado, respetivamente, aos usuários 1 e 2. Para o usuário

1, foi atribuído um esquema de odi�ação em que é utilizado um PCCC de dois odi�adores

onvoluionais reursivos sistemátios, denotados pelo Codi�ador dos Componentes 1 e 2,

om taxa 1/2 e não neessariamente iguais. Para o usuário 2, foi atribuído um odi�ador

onvoluional omponente externo, om taxa 1/2, bem omo um entrelaçador que permuta os

bits de saída antes de apliá-los a um odi�ador onvoluional omponente interno, om taxa

2/3, gerando sub-bloos do ódigo que serão enviados ao anal de transmissão pelo usuário 1.
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Dessa forma, o par de odi�adores (C1,C2), referentes aos usuários 1 e 2, respetivamente,

possuem taxa 1/3 e o sistema possui taxa total 2/3. A Tabela 3.4 apresenta um onjunto de

matrizes geradoras polinomiais dos odi�adores omponentes utilizadas por ada usuário para

o sistema de�nido na Figura 3.10.
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Figura 3.10: Exemplo de um par de odi�adores (C1,C2) assoiados respetivamente aos usuários 1

e 2, apresentando onatenação em forma mista.

Tabela 3.4: Matrizes polinomiais geradoras dos ódigos omponentes do Exemplo 3.4 para o sistema

de aesso múltiplo para o 2-BAC utilizando MCCC.

Codi�ador

Componente 1

Codi�ador

Componente 2

Usuário 1

[

1 +D2 +D3 1 +D +D2 +D3
]







1 0
1 +D2

1 +D +D2

0 1
1 +D2

1 +D +D2







Usuário 2

[

1
1 +D2 +D3

1 +D +D2 +D3

] [

1
1 +D2 +D3

1 +D +D2 +D3

]

⋄

Neste apítulo, é apresentada a de�nição dos sistemas odi�ados om ódigos onvolu-

ionais onatenados para o 2-BAC, a saber, sistemas que operam utilizando PCCC, SCCC,

HCCC e MCCC, para ada usuário. As estruturas de odi�ação, notações e a treliça de ada

usuário foram, também, denotadas. Os oneitos deste apítulo servirão para desenvolvimento

dos deodi�adores e algoritmos de deodi�ação apresentados no Capítulo 4. O Apêndie B

apresenta a extensão destes sistemas onatenados propostos para mais de dois usuários.



apítulo 4

Deodifiação para

Canais Aditivos de Aesso

Múltiplo

Não tentes ser bem suedido, tenta antes

ser um homem de valor.

� Albert Einstein

N

este apítulo, será feita uma introdução à deodi�ação para o 2-BAC, om ênfase nos

módulos SISO - módulos om entrada suave e saída suave - propostos na tese para a

apliação em anais aditivos ruidosos de aesso múltiplo, em um proesso de deodi�ação

iterativa e olaborativa. Serão desritos os algoritmos para o módulo SISO que atualizam

ontinuamente as probabilidades a posteriori dos símbolos de entrada e saída dos usuários

que dividem o anal, dada uma determinada observação. Os algoritmos propostos permitem

uma deodi�ação onjunta e individual das mensagens transmitidas pelos usuários, ambos

baseados no algoritmo MAP. Posteriormente, é apresentada a estrutura dos sistemas de de-

odi�ação iterativa utilizando os módulos SISO para os sistemas de odi�ação propostos.
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4.1 Introdução

Em se tratando da deodi�ação de ódigos onvoluionais apliados anais ponto a ponto,

algumas propostas foram desenvolvidas [120�122℄. Contudo, devido à menor omplexidade

exigida no proesso de implementação, aliado a resultados satisfatórios, o método de deodi�-

ação por máxima verossimilhança proposto por Viterbi [123℄ ganhou notoriedade. Também

hamado de algoritmo de Viterbi, o método utiliza a treliça de um ódigo onvoluional para

estimar a palavra-ódigo transmitida, dada uma seqüênia de símbolos reebida através de

um anal de omuniação ruidoso. Entretanto, o algoritmo não garante que seja atingida a

menor BER possível. Tal algoritmo enontrou apliabilidade em sistemas elulares omo o

CDMA [12℄ e o GSM [6℄, bem omo na omuniação de satélites, de modems ADSL e em

protoolos de omuniação sem �o [3�5, 7, 8℄.

Enquanto que o algoritmo de Viterbi estima a probabilidade de erro por bloos de mensa-

gens, o algoritmo BCJR [68℄ minimiza a probabilidade de erro de ada símbolo na mensagem,

também om o auxílio da treliça utilizada na odi�ação. Seu método onsiste em usar mé-

trias reursivas progressivas e regressivas para maximizar a probabilidade a posteriori de um

símbolo ser reebido em um determinado instante de observação, sendo denominado algoritmo

de máxima probabilidade a posteriori [86℄. Várias alternativas foram traçadas om o objetivo

de aliviar a arga omputaional trazida pelo algoritmo [124�126℄.

A utilização de ódigos turbo, aliados a um esquema de deodi�ação iterativa, resulta em

diversas possibilidades de sistemas apazes de forneer on�abilidade nas omuniações om

uma relação sinal-ruído próxima a algumas unidades de deibéis (dB) do limite de Shannon.

Uma visão sobre odi�adores onvoluionais onatenados em paralelo pode ser enontrada

em [113, 114, 127, 128℄ e uma implementação da deodi�ação utilizando FPGA pode ser

enontrada em [129℄. Como o desempenho de um ódigo turbo é in�ueniado diretamente

pelo entrelaçador utilizado, em 1994, Barbulesu e Pietrobon introduziram projetos de entre-

laçadores [130℄.

Desde do surgimento dos ódigos turbo, inúmeras pesquisas na área de odi�ação têm

sido realizadas na busa de reduzir a omplexidade assoiada ao deodi�ador do tipo MAP,

proposto por Bahl et al. [68℄. Entre os deodi�adores prátios de reduzida omplexidade,

pode-se itar os algoritmos Max-Log-MAP, proposto em 1994 por Koh e Baier [131℄ e também

por Erfanian e outros [132℄; o algoritmo Log-MAP sugerido em 1995 por Robertson [133℄; e o

algoritmo de Viterbi om saída suave (SOVA) proposto por Hagenauer e Hoeher [134, 135℄.
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Embora não seja um prinípio reente, om ideias prinipais já abordadas em [81℄ e nos

ódigos LDPC de Gallager [66, 67℄, a deodi�ação iterativa tem um papel ruial nos estudos

dos ódigos orretores de erros, à époa hamada de deodi�ação probabilístia (probabilisti

deoding). As deisões suaves produzidas pelo deodi�ador são utilizadas, em um proesso

iterativo, om o objetivo de melhorar a probabilidade a posteriori de um símbolo ser enviado,

para o aso de uma amostra ruidosa ser reebida. Atualmente, utiliza-se a deodi�ação

iterativa para melhorar a estimativa de razões de log-verossimilhança (LLR) [136℄ geradas

pelos algoritmos, a exemplo da modi�ação do algoritmo de Viterbi [134, 137℄.

No Apêndie A, são desritos os módulos SISO para um usuário, apresentado por Bene-

detto, et al. [93℄ - abordagem que é utilizada para o algoritmo proposto de deisão individual,

a saber Algoritmo SISO-SuD. O Apêndie B desreve a extensão da apliação apresentada dos

módulos SISO para o anal de aesso múltiplo ruidoso om T usuários binários transmitindo

independentemente.

4.2 Módulo SISO para o 2-BAC

O algoritmo de deodi�ação MAP, proposto em 1974 por Bahl [68℄, tem omo objetivo

alular as probabilidades a posteriori dos bits de informação. O algoritmo MAP observa

todos os possíveis aminhos da treliça, o que gera uma grande omplexidade. Por este mo-

tivo, ele não era muito utilizado até a desoberta dos ódigos turbo, em 1993. Ao ontrário

do algoritmo de Viterbi, que deide sobre uma sequênia de bits, o MAP toma a deisão

bit a bit, além de forneer uma probabilidade sobre a erteza da deisão, requisito neessá-

rio para a deodi�ação iterativa proposta por Berrou e outros. O módulo SISO proposto,

baseado no algoritmo MAP, pode ser utilizado na deodi�ação iterativa, olaborativa e de

máxima probabilidade a posteriori de ódigos transmitidos através do 2-BAC ruidoso. O

objetivo do deodi�ador é enontrar uma estimativa que identi�que as informações geradas

separadamente pelos usuários 1 e 2.

Para de�nir o módulo SISO para o 2-BAC, onsidere a representação grá�a apresentada

na Figura 4.1 [93, 94, 113, 114℄. As razões de log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1; I) são assoia-

das às distribuições de probabilidade a priori dos símbolos de entrada, em que os argumentos

u

N
1,1 e u

N
2,1 representam os símbolos de entrada referentes aos usuários 1 e 2, respetivamente.

Do mesmo modo, Λ(vN
1,1, v

N
2,1; I) são assoiadas às distribuições de probabilidades a priori das

sequênia-ódigo, em que os argumentos v

N
1,1 e v

N
2,1 representam as sequênias-ódigo referen-
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tes aos usuários 1 e 2, respetivamente. As razões de log-verossimilhança� Λ(uN
1,1,u

N
2,1;O) e

Λ(vN
1,1, v

N
2,1;O), fazem o papel da informação extrínsea - probabilidades a posteriori - a ser

propagada durante a deodi�ação iterativa assoiada às distribuições de probabilidade dos

símbolos de entrada e das sequênias-ódigo, respetivamente.

Módulo SISO

para o 2-BAC

Λ(vN
1,1, v

N
2,1; I)

Λ(uN
1,1,u

N
2,1; I)

Λ(vN
1,1, v

N
2,1;O)

Λ(uN
1,1,u

N
2,1;O)

Figura 4.1: Módulo SISO para o anal aditivo om dois usuários binários.

Para a matriz razão de log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1; I) assoiada à distribuição de

probabilidade a priori da sequênia dos símbolos de entrada, om dimensão 1×N , tem-se

Λ(uN
1,1,u

N
2,1; I) = [Λ(u1,1,u2,1; I),Λ(u1,2,u2,2; I), . . . ,Λ(u1,t,u2,t; I), . . . ,Λ(u1,N ,u2,N ; I)] ,

(4.1)

om 1 ≤ t ≤ N . Para ada instante de observação t, de�nem-se razões de log-verossimilhança

onjuntas dos usuários 1 e 2, dentre todas as possíveis mensagens, na forma de uma matriz

om dimensões (|U1||U2|)× 1, em que |U1| = 2k1
e |U2| = 2k2

para o 2-BAC;

Λ(u1,t,u2,t; I) =
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, (4.2)

em que

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) = ln

(

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

P
u1,u2

(u1,t,u2,t; I)

)

= ln

(

P

[

u1,t = u

k
1 ,u2,t = u

l
2

]

P [u1,t = u1,u2,t = u2]

)

, (4.3)
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om 1 ≤ k ≤ |U1|, 1 ≤ l ≤ |U2|, uk
1 ,u1 ∈ U1, u

l
2,u2 ∈ U2 e 1 ≤ t ≤ N ; em que u1 e u2 são

�xados e diferentes dos usados no numerador.

Devido à natureza de suas entradas e saídas, o módulo SISO não tem aesso ao anal de

transmissão, quando apliado ao 2-BAC, sendo neessário um demodulador responsável por

forneer as razões de log-verossimilhança referentes ao anal, as quais, por sua vez, servem

omo entradas ao módulo - razões de log-verossimilhança -, dessa forma, é possível utilizá-lo

em diversas on�gurações de deodi�ação iterativa, seja PCCC, SCCC, HCCC ou MCCC,

onferindo maior versatilidade, segundo será apresentado, omo será desrito ao longo da tese.

Exemplo 4.1 Para exempli�ar a matriz razão de log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1; I), on-

sidere o par dos símbolos de informação (u1,t,u2,t), para um instante de observação t, para

1 ≤ t ≤ N , relativos ao usuário 1 e ao usuário 2, respetivamente, ambos de omprimento

k1 = k2 = 1. A matriz razão de log-verossimilhança Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I), om dimensão 4×N ,

em que u

k
1 ,u

l
2 ∈ {0, 1}, 1 ≤ k ≤ 2 e 1 ≤ l ≤ 2, é da forma

Λ(u1,t,u2,t; I) =
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. (4.4)

Para a regra de deisão, de�ne-se u1 = u2 = 0. Assim, P0,0 (u1,t,u2,t) = P [u1,t = 0,u2,t = 0],

e a razão de log-verossimilhança utilizada para deisão é

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) = ln

(

P

[

u1,t = u

k
1 ,u2,t = u

l
2

]

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

)

, (4.5)

ou seja, para o 2-BAC do exemplo,

Λ(u1,t,u2,t; I) =

























ln

(

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

)

ln

(

P [ut = 0,u2,t = 1]

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

)

ln

(

P [ut = 1,u2,t = 0]

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

)

ln

(

P [ut = 1,u2,t = 1]

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

)
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0

ln

(

P [u1,t = 0,u2,t = 1]

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

)

ln

(

P [u1,t = 1,u2,t = 0]

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

)

ln

(

P [ut = 1,u2,t = 1]

P [u1,t = 0,u2,t = 0]

)





















. (4.6)

Logo, a matriz razão de log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1; I), assoiada à distribuição de pro-

babilidade a priori da sequênia dos símbolos de entrada para o 2-BAC do exemplo, é

Λ(uN
1,1,u

N
2,1; I)

=











0 0 · · · 0 · · · 0

Λ0,1(u1,1,u2,1; I) Λ0,1(u1,2,u2,2; I) · · · Λ0,1(u1,t,u2,t; I) · · · Λ0,1(u1,N ,u2,N ; I)

Λ1,0(u1,1,u2,1; I) Λ1,0(u1,2,u2,2; I) · · · Λ1,0(u1,t,u2,t; I) · · · Λ1,0(u1,N ,u2,N ; I)

Λ1,1(u1,1,u2,1; I) Λ1,1(u1,2,u2,2; I) · · · Λ1,1(u1,t,u2,t; I) · · · Λ1,1(u1,N ,u2,N ; I)











.

(4.7)

⋄
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De forma análoga, a matriz razão de log-verossimilhança Λ(vN
1 , vN

1 ; I) assoiada à distri-

buição de probabilidade a priori da sequênia do ódigo, om dimensão 1×N , é da forma

Λ(vN
1,1, v

N
2,1; I) = [Λ(v1,1, v 2,1; I),Λ(v1,2, v 2,2; I), . . . ,Λ(v1,t, v 2,t; I), . . . ,Λ(v1,N , v 2,N ; I)] ,

(4.8)

om 1 ≤ t ≤ N . Para ada instante de observação t, de�nem-se razões de log-verossimilhança

onjuntas do usuário 1 e do usuário 2, dentre todas as possíveis mensagens, na forma de uma

matriz om dimensão (|V1||V2|)× 1, em que |V1| = 2n e |V2| = 2n para o 2-BAC,

Λ(v1,t, v2,t; I) =
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, (4.9)

em que

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I) = ln

(

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)

P
v1,v2

(v1,t, v2,t; I)

)

= ln

(

P

[

v1,t = v

g
1, v 2,t = v

h
2

]

P [v1,t = v1, v 2,t = v2]

)

, (4.10)

om 1 ≤ k ≤ |V1|, 1 ≤ l ≤ |V2|, vg
1,v1 ∈ V1 e v

h
2 ,v2 ∈ V2 e 1 ≤ t ≤ N .

Exemplo 4.2 Para exempli�ar a matriz razão de log-verossimilhança Λ(vN1,1, v
N
2,1; I) asso-

iada à distribuição de probabilidade a priori da sequênia do ódigo, onsidere o par dos

símbolos de informação (v1,t, v2,t), para um instante de observação t, para 1 ≤ t ≤ N , rela-

tivos ao usuário 1 e ao usuário 2, respetivamente, ambos de omprimento n = 2. A matriz

razão de log-verossimilhança Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I) om dimensão 16 × N , em que v

g
1 e v

h
2 são

sub-bloos do ódigo binário, sendo 1 ≤ k, l ≤ 4, de forma

Λ(v1,t, v2,t; I) =

















Λ00,00(v1,t, v2,t; I)

Λ00,01(v1,t, v2,t; I)
.

.

.

Λ11,10(v1,t, v2,t; I)

Λ11,11(v1,t, v2,t; I)

















. (4.11)
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De�ne-se v1 = v2 = 00, assim P0,0 (v1,t, v2,t) = P [v1,t = 00, v2,t = 00], e a razão de verossi-

milhança utilizada para deisão é

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I) = ln

(

P

[

v1,t = v

g
1, v2,t = v

h
2

]

P [v1,t = 00, v2,t = 00]

)

, (4.12)

ou seja,

Λ(v1,t, v2,t; I) =
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ln
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P [v1,t = 00, v2,t = 00]

)

ln

(

P [vt = 11, v2,t = 11]

P [v1,t = 00, v2,t = 00]
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ln
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P [v1,t = 00, v2,t = 00]
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ln

(

P [v1,t = 11, v2,t = 10]

P [v1,t = 00, v2,t = 00]

)

ln

(

P [v1,t = 11, v2,t = 11]

P [v1,t = 00, v2,t = 00]
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.

(4.13)

Logo, para a matriz razão de log-verossimilhança Λ(vN1,1, v
N
2,1; I) assoiada à distribuição de

probabilidade a priori da sequênia dos símbolos de entrada,

Λ(vN1,1, v
N
2,1; I) =

















0 · · · · · · 0 · · · 0

Λ00,01(v1,1, v2,1; I) · · · · · · Λ00,01(v1,t, v2,t; I) · · · Λ00,01(v1,N , v2,N ; I)
.

.

. · · · · · · .

.

. · · · .

.

.

Λ11,10(v1,1, v2,1; I) · · · · · · Λ11,10(v1,t, v2,t; I) · · · Λ11,10(v1,N , v2,N ; I)

Λ11,11(v1,1, v2,1; I) · · · · · · Λ11,11(v1,t, v2,t; I) · · · Λ11,11(v1,N , v2,N ; I)

















. (4.14)

⋄

4.3 Cálulo Conjunto da Probabilidade a posteriori para o 2-

BAC

O módulo SISO utiliza os ramos da seção de treliça de ada usuário - de�nida na Se-

ção 3.2.1 e ilustrada na Figura 3.2 - e as matrizes razão de log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1; I)

e Λ(vN
1,1, v

N
2,1; I), assoiadas às distribuições de probabilidades onjuntas a priori dos sím-

bolos de entrada e dos sub-bloos do ódigo, para o álulo das matrizes da razão de log-

verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1;O) e Λ(vN

1,1, v
N
2,1;O), assoiadas às probabilidades onjuntas a

posteriori dos símbolos de entrada e dos sub-bloos do ódigo, relativos ao usuário 1 e ao

usuário 2, respetivamente.

A matriz razão de log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1;O), assoiada à distribuição de pro-

babilidade a posteriori da sequênia dos símbolos de entrada, om dimensão 1 × N , é da
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forma

Λ(uN
1,1,u

N
2,1;O) = [Λ(u1,1,u2,1;O),Λ(u1,2,u2,2;O), . . .

. . . ,Λ(u1,t,u2,t;O), . . . ,Λ(u1,N ,u ,2N ;O)] (4.15)

om 1 ≤ t ≤ N . Para ada instante de observação t, de�nem-se razões de verossimilhança

onjuntas dos usuários 1 e 2, dentre todas as possíveis mensagens, na forma de uma matriz

om dimensão (|U1||U2|)× 1, em que |U1| = 2k1
e |U2| = 2k2

para o 2-BAC:

Λ(u1,t,u2,t;O) =
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, (4.16)

em que

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) = ln

(

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

P̃
u1,u2

(u1,t,u2,t;O)

)

= ln

(

P̃

[

u1,t = u

k
1 ,u2,t = u

l
2|zN

1

]

P̃

[

u1,t = u,u2,t = u2|zN
1

]

)

, (4.17)

om 1 ≤ k ≤ |U1|, 1 ≤ l ≤ |U2|, uk
1 ,u1 ∈ U1 e u

l
2,u2 ∈ U2 e 1 ≤ t ≤ N ; em que u1 e u2 são

�xados e diferentes dos usados no numerador.

O módulo SISO é baseado na regra de deisão que minimiza a probabilidade de erro de

esolher os índies k e l referentes a vetores nos espaços vetoriais dos possíveis símbolos envi-

ados ao anal, transmitidos pelo usuário 1 e pelo usuário 2, que maximizam a probabilidade

a posteriori . Doravante, é denotado o Algoritmo SISO-MuD - algoritmo de entrada suave e

saída suave para deisão onjunta, ou deisão multiusuário, (soft input, soft output multiu-

ser deision algorithm). O objetivo do Algoritmo SISO-MuD, utilizado no módulo SISO, é

maximizar a probabilidade a posteriori (regra MAP) referente à razão de log-verossimilhança
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onjunta dos símbolos de informação u1,t e u2,t serem u
k
1 ∈ U1 e u

l
2 ∈ U2, na t-ésima ob-

servação, assoiada ao usuário 1 e ao usuário 2, respetivamente, onheendo uma sequênia

de observação z = z

N
1 = {z 1, z 2, . . . , z t, . . . , zN}. Ou seja, maximizar a probabilidade a

posteriori ,

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) = P

[

u1,t = u

k
1 ,u2,t = u

l
2|zN

1

]

. (4.18)

Analogamente, o Algoritmo SISO-MuD maximiza a probabilidade a posteriori referente

à razão de log-verossimilhança onjunta dos sub-bloos dos ódigos v1,t e v2,t ser v
g
1 ∈ V1

e v
g
2 ∈ V2, na t-ésima observação, para os usuários 1 e 2, respetivamente, onheendo uma

sequênia de observação. Ou seja, a probabilidade a posteriori ,

P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O) = P

[

v 1,t = v

g
1, v 2,t = v

h
2 |zN

1

]

, (4.19)

é maximizada.

Cada usuário utiliza um sistema onatenado om odi�adores onvoluionais, onside-

rando as transições onjuntas assoiadas aos ramos e1 ∈ E1 e e2 ∈ E2, assoiadas, por sua

vez, ao usuário 1 e ao usuário 2, respetivamente, em um dado instante de observação t.

Assim, a relação dos estados atuais e dos próximos estados,

(

sS(e1), s
S(e2); s

E(e1), s
E(e2)

)

,

determina uniamente as sequênias de entrada e os sub-bloos do ódigo orrespondentes

a ada usuário, da forma (u(e1),u(e2); v(e1), v (e2)). As seções de treliças para os usuários

podem ser visualizadas na Figura 4.2 [93, 94, 113, 114℄.

bc

b

bc

b

t t+ 1

S1,t = sS(e1)

e1

u1,t(e1), v1,t(e1)

S1,t+1 = sE(e1)

bc
Estadob
Estado observado

(a)

b

bc

bc

b

t t+ 1

S2,t = sS(e2)
e2

u2,t(e2), v2,t(e2)

S2,t+1 = sE(e2)

bc
Estadob
Estado observado

(b)

Figura 4.2: Ramos de seções das treliças de ada usuário em instantes de observação onseutivos:

(a) Usuário 1 e (b) Usuário 2.

Dado que os eventos de transição entre ada estado são mutuamente exludentes, a proba-

bilidade de qualquer um deles oorrer é igual à soma das probabilidades individuais. Portanto,
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a probabilidade a posteriori dos pares dos símbolos de informação u1,t e u2,t serem u
k
1 ∈ U1

e u
l
2 ∈ U2, na t-ésima observação, assoiados ao usuário 1 e ao usuário 2, respetivamente, é

de�nida da seguinte maneira:

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) =

∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

P

(

u1,t = u1,t(e1),u2,t = u2,t(e2)|zN
1

)

;

(4.20)

de forma análoga, a probabilidade a posteriori para os sub-bloos dos ódigos v1,t e v2,t serem

v

g
1 ∈ V1 e v

h
2 ∈ V2, na t-ésima observação, assoiados aos usuários 1 e 2, respetivamente, é

de�nida da seguinte forma:

P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O) =

∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

P

(

v1,t = v1,t(e1), v2,t = v2,t(e2)|zN
1

)

.

(4.21)

Sabendo que os odi�adores onvoluionais são gerados por sistemas om sequênias bem

de�nidas, para o usuário i, em dado instante de observação t, a transição do estado atual Si,t

para o próximo estado Si,t+1, em que Si,t = sS(ei) → Si,t+1 = sE(ei), Si,t, Si,t+1 ∈ Si e

ei ∈ Ei, dentre um total de Mi estados possíveis e distintos, está assoiada à sequênia de

entrada u i,t = u i,t(ei) e ao sub-bloo do ódigo v i,t = v i,t(ei). Logo, é possível dimensionar

o argumento da Equação (4.20) a partir da probabilidade onjunta, da seguinte forma:

P

(

u1,t = u1,t(e1),u2,t = u2,t(e2)|zN
1

)

= P

(

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2)|zN
1

)

=
P

(

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
N
1

)

P
(

z

N
1

) , (4.22)

em que P
(

z

N
1

)

representa a probabilidade da sequênia de observação, z

N
1 , que é uma ons-

tante para a regra MAP. Logo,

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

∝
∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1),

S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
N
1

]

, (4.23)

em que ∝ denota a proporionalidade (direta) entre as expressões.

Para ada instante de observação t, a sequênia observada, zN
1 = {z 1, z 2, . . . , z t, . . . , zN},

pode ser dividida em três partes: a ontribuição das amostras anteriores à observação t, z t−1
1 =
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{z 1, z 2, . . . , z t−1}; a ontribuição da amostra atual, a parte presente, z t, assoiada à transição

do estado S1,t e S2,t para os estados S1,t+1 e S2,t+1, referentes ao usuário 1 e ao usuário 2,

respetivamente; e a parte das amostras futuras a t, isto é zN
t+1 = {z t+1, z t+2, . . . , zN}, assim

a probabilidade da Equação (4.23) pode ser reesrita omo

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
N
1

]

= P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
t−1
1 , z t, z

N
t+1

]

,

(4.24)

apliando a de�nição de probabilidade ondiional [138, pág.98℄, tem-se

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
N
1

]

=P
[

z

N
t+1|S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z

t−1
1 , z t

]

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
t−1
1 , z t

]

. (4.25)

Algumas onsiderações podem ser feitas om base na observação do omportamento do anal

e da treliça: (a) devido ao anal de transmissão não ter memória, eventos anteriores não irão

interferir na avaliação ondiional; (b) omo, no instante de observação t, são onheidos os

estados S1,t = sE(e1) e S2,t = sE(e2) das treliças do usuário 1 e do usuário 2, respetivamente,

a entrada z t já foi onsiderada na transição. Então, tem-se que

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
N
1

]

= P

[

z

N
t+1|S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2)

]

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
t−1
1 , z t

]

. (4.26)

Apliando a rede�nição de probabilidade ondiional à segunda parela da Equação (4.26),

tem-se que

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
N
1

]

= P

[

z

N
t+1|S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2)

]

P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), z t|S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2), z
t−1
1

]

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)z
t−1
1

]

. (4.27)

Como a probabilidade de transição em um anal sem memória não depende das observações
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anteriores, tem-se que

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1), S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
N
1

]

= P

[

z

N
t+1|S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2)

]

P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), z t|S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

P

[

S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)z
t−1
1

]

. (4.28)

A probabilidade P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2); z t|S1,t−1 = sS(e1), St−1 = sS(e2)
]

pode ser

determinada a partir das probabilidades de transição do anal om AWGN e das probabili-

dades de transição da treliça do odi�ador, na forma

P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2); z t|S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

=
P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2); z t

]

P [S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)]

= P

[

z t|S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

P [S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)]

= P

[

z t|S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

P

[

S1,t = sE(e1), S1,t−1 = sS(e1)
]

P

[

S2,t = sE(e2), S2,t−1 = sS(e2)
]

P [S1,t−1 = sS(e1)]P [S2,t−1 = sS(e2)]

= P

[

z t|S1,t = sE(e1), S1,t−1 = sS(e1), S2,t = sE(e2), S2,t−1 = sS(e2)
]

P

[

S1,t = sE(e1)|S1,t−1 = sS(e1)
]

P

[

S2,t = sE(e2)|S2,t−1 = sS(e2)
]

.

(4.29)

Em um dado instante t qualquer,

(

sS(e1), s
S(e2); s

E(e1), s
E(e2)

)

, os estados iniias e

�nais, para ada usuário, determinam uniamente os símbolos de entrada e as sequênia-

ódigo orrespondentes, (u1,t(e1),u2,t(e2); v1,t(e1), v2,t(e2)). Logo, a Equação (4.29) pode

ser expressa em termos dos símbolos de entrada e sub-bloos do ódigo para ambos os usuários,

da forma que segue:

P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), z t|S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

= P [z t|u1,t = u1,t(e1),u2,t = u2,t(e2), v1,t = v1,t(e1), v 2,t = v2,t(e2)]

P [u1,t = u1,t(e1)]P [u2,t = u2,t(e2)] , (4.30)

em que P

[

S1,t = sE(e1)|S1,t−1 = sS(e1)
]

= P [u1,t = u1,t(e1)] é a probabilidade a priori da

sequênia da messagem do usuário 1, P

[

S2,t = sE(e2)|S2,t−1 = sS(e2)
]

= P [u2,t = u2,t(e2)]
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é a probabilidade a priori da sequênia da messagem do usuário 2, e P [z t|u1,t = u1,t(e1),u2,t

= u2,t(e2), v1,t = v 1,t(e1), v2,t = v2,t(e2)] é a probabilidade a posteriori da sequênia de ob-

servação ondiionada ao anal de transmissão. Ou seja,

P [z t|u1,t = u1,t(e1),u2,t = u2,t(e2), v1,t = v1,t(e1), v 2,t = v2,t(e2)]

= P [z t|v1,t = v1,t(e1), v2,t = v2,t(e2)] .

Para simpli�ar a notação, onsidere as probabilidades

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

= P

[

S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

, (4.31)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

= P

[

z

N
t+1|S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2)

]

. (4.32)

Logo, a Equação (4.23) pode ser reesrita na forma

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

∝
∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

P [z t|v 1,t = v 1,t(e1), v2,t = v2,t(e2)]P [u1,t = u1,t(e1)]

P [u2,t = u2,t(e2)]Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

. (4.33)

Observe que as probabilidades aluladas para os valores espeí�os de u1,t = u1,t(e1) = u

k
1 ,

e u2,t = u2,t(e2) = u

l
2 não dependem dos índies dos somatórios, sendo, portanto, valores

onstantes. Assim,

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

∝ P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

P
v

g
1 ,v

h
2
(v 1,t, v 2,t; I)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

, (4.34)

em que

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I) = P [z t|v1,t = v1,t(e1), v2,t = v2,t(e2)] , (4.35)

e

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) = P [u1,t = u1,t(e1)]P [u2,t = u2,t(e2)] . (4.36)

Analogamente, o algoritmo SISO pode ser utilizado para maximizar a probabilidade a

posteriori de qualquer sub-bloo do ódigo v

g
1 e v

h
2 referente ao usuário 1 e ao usuário 2,
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respetivamente, em um dado instante de observação t, onheendo a sequênia de observação

z

N
1 = {z 1, z 2, . . . , z t, . . . , zN}, em que

P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O) = P

[

v1,t = v

g
1, v 2,t = v

h
2 |zN

1

]

=
∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

P

[

v1,t = v1,t(e1), v 2,t = v2,t(e2)|zN
1

]

=
∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

P

[

v1,t = v1,t(e1), v2,t = v2,t(e2), z
N
1

]

P
(

z

N
1

) .

(4.37)

Como visto no álulo da probabilidade P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O), a Equação (4.37) pode ser esrita

na forma

P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

∝
∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

P
v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) , (4.38)

logo,

P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

∝ P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)

∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) , (4.39)

em que as métrias At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

e Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

podem ser determinadas de

forma reursiva.

4.3.0.1 Métria At−1

(

sE(e1), s
E(e2)

)

Iniialmente, onsidere a métria At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

- Equação (4.31) - de�nida da

forma

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

= P
[

S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2), z
t−1
1

]

que, em um instante t onseutivo a t− 1 da treliça, tem-se S1,t−1 = sS(e1) → S1,t = sE(e1)

para o usuário 1 e S2,t−1 = sS(e2) → S2,t = sE(e2) para o usuário 2, logo, obtém-se

At

(

sS(e1), s
S(e2)

)

= P
[

S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2), z
t−1
1 , z t

]

. (4.40)
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A partir da de�nição de distribuição de probabilidades marginais da Equação (4.40), tem-se

At

(

sS(e1), s
S(e2)

)

=
∑

e1:sE(e1)=S1,t

∑

e2:sE(e2)=S2,t

P
[

S1,t−1 = sS(e1), S1,t = sE(e1),

S2,t−1 = sS(e2), S2,t = sE(e2), z
t−1
1 , z t

]

,

logo

At

(

sS(e1), s
S(e2)

)

=
∑

e1:sE(e1)=S1,t

∑

e2:sE(e2)=S2,t

P
[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2)

z t|S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

P
[

S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2), z
t−1
1

]

. (4.41)

Como

P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), z t|S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

= P [z t|v 1,t = v 1,t(e1), v2,t = v2,t(e2)]P [u1,t = u1,t(e1)]P [u2,t = u2,t(e2)]

= P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)P

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) ,

dado pelas equações (4.30), (4.35) e (4.36), tem-se

At

(

sS(e1), s
S(e2)

)

=
∑

e1:sE(e1)=S1,t

∑

e2:sE(e2)=S2,t

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)P

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

,

(4.42)

om as seguintes ondições de ontorno:

A0

(

sS(e1) = S1,0, s
S(e2) = S2,0

)

= 1; (4.43)

A0

(

sS(e1) 6= S1,0, s
S(e2) 6= S2,0

)

= 0; (4.44)

em atenção à neessidade das treliças iniiarem nos estados S1,0 e S2,0.

4.3.0.2 Métria Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

De maneira similar, onsidere a métria Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

- Equação (4.32) - da forma

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

= P

[

z

N
t+1|S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2)

]

. (4.45)
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A partir da de�nição de distribuição de probabilidades marginais, em t+1, note que, sobre

as treliças do usuário 1 e do usuário 2, a probabilidade P

[

z

N
t+1|S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2)

]

é igual ao somatório de todas as probabilidades que vão para os estados S1,t = sE(e1) e

S2,t = sE(e2). Ou seja, o onjunto de todos os S1,t = sS(e1) → S1,t+1 = sE(e1) e S2,t =

sS(e2) → S2,t+1 = sE(e2), logo

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

=
∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t

P

[

z

N
t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2)|S1,t = sS(e1),

S2,t = sS(e2)
]

,

(4.46)

assim, a probabilidade ondiional pode ser reesrita da seguinte forma:

P

[

z

N
t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2)|S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)

]

=
P

[

z

N
t+1; , S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2), S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)

]

P [S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)]
,

tomando o numerador

P

[

z

N
t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2), S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)

]

= P
[

z

N
t+2, z t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2), S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)

]

= P
[

z

N
t+2|z t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2), S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)

]

P
[

z t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2), S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)
]

= P
[

z

N
t+2|z t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2)

]

P
[

z t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2), S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)
]

,

(4.47)

logo,

P

[

z

N
t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2), S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)

]

= P
[

z

N
t+2|z t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2)

]

P
[

z t+1, S1,t+1 = sE(e1), S2,t+1 = sE(e2)|S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)
]

P
[

S1,t = sS(e1), S2,t = sS(e2)
]

, (4.48)
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e omo

P

[

S1,t = sE(e1), S2,t = sE(e2), z t|S1,t−1 = sS(e1), S2,t−1 = sS(e2)
]

= P [z t|v 1,t = v 1,t(e1), v2,t = v2,t(e2)]P [u1,t = u1,t(e1)]P [u2,t = u2,t(e2)]

= P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)P

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) ,

dado pelas equações (4.30), (4.35) e (4.36), tem-se

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

=
∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t

Bt+1

(

sE(e1), s
E(e2)

)

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t+1, v2,t+1; I)

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t+1,u2,t+1; I) , (4.49)

om as seguintes ondições de ontorno:

BN

(

sE(e1) = S1,N , sE(e2) = S2,N

)

= 1; (4.50)

BN

(

sE(e1) 6= S1,N , sE(e2) 6= S2,N

)

= 0; (4.51)

para S1,N ∈ S1 e S2,N ∈ S2 levando em onta a neessidade das treliças terminarem em

estado onheido S1,N e S2,N . Caso não seja onheido o estado �nal da treliça, as ondições

de ontorno apropriadas são:

BN

(

sE(e1) = s1, s
E(e2) = s2

)

=
1

M1M2
, (4.52)

para s1, s2 6= 0, s2 ∈ S1 e s2 ∈ S2. Esta ondição é aeitável visto que, dentre os M1 e M2

estados possíveis, apenas um par será esolhido omo o estado atual.

4.3.1 Algoritmo SISO-MuD

Do mesmo modo que é utilizado para um usuário, o algoritmo SISO pode ser reesrito

para utilizar as probabilidades P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) e P

v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O) para obter as LLR

e

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) , ln

(

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

P
u1,u2

(u1,t,u2,t;O)

)

= ln

(

P

[

u1,t = u

k
1 ,u2,t = u

l
2|zN

1

]

P

[

u1,t = u1,u2,t = u2|zN
1

]

)

,

(4.53)

Λ
v

g,vh (v1,t, v2,t;O) , ln

(

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t;O)

P
v1,v2

(v1,t, v 2,t;O)

)

= ln

(

P

[

v1,t = v

g
1, v 2,t = v

h
2 |zN

1

]

P

[

v1,t = v1, v2,t = v2|zN
1

]

)

,

(4.54)
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om 1 ≤ k ≤ |U1|, 1 ≤ l ≤ |U2|, 1 ≤ g ≤ |V1|, 1 ≤ h ≤ |V2| e uk
1 ,u1 ∈ U1, u

l
2,u2 ∈ U2,

v

g
1,v1 ∈ V1 e v

h
2 ,v2 ∈ V2.

A regra de deisão será: se P

[

u1,t = u

k
1 ,u2,t = u

l
2|zN

1

]

= P

[

u1,t = u1,u2,t = u2|zN
1

]

,

esolhe-se u

k
1 e u

l
2 ou u1 e u2 om igual probabilidade, arbitrariamente. Caso P

[

u1,t = u

k
1 ,

u2,t = u

l
2|zN

1

]

> P

[

u1,t = u1,u2,t = u2|zN
1

]

, é esolhido o símbolo u

k
1 e u

l
2, aso ontrário u1

e u2. Analogamente, para o sub-bloo do ódigo, tem-se que, se P

[

v1,t = v

g
1, v 2,t = v

h
2 |zN

1

]

=

P

[

v1,t = v1, v 2,t = v2|zN
1

]

, esolhe-se arbitrariamente v

g
1 e v

h
2 ou v1 e v2. Caso P (v1,t =

v

l
1, v 2,t = v2|zN

1 ) > P (v1,t = v1, v 2,t = v2|zN
1 ), é esolhido o símbolo vg

1 e v
h
2 , aso ontrário

v1 e v2. O deodi�ador estima as sequênias û1,t, û2,t e os sub-bloos dos ódigos v̂1,t, v̂ 2,t,

sobre as razões de log-verossimilhança, no instante de observação t, na forma

û1,t, û2,t =





u

k
1 ,u

l
2 Λ

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) ≥ 0

u1,u2 Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) < 0;

(4.55)

v̂1,t, v̂2,t =





v

g
1,v

h
2 Λ

v

g,vh (v1,t, v 2,t;O) ≥ 0

v1,v1 Λ
v

g,vh (v1,t, v 2,t;O) < 0,
(4.56)

Partindo do Algoritmo SISO-MuD, tem-se as equações (4.34) e (4.39):

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

∝ P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

∑

e1:u1,t(e
(i1)
1 )=uk

1

∑

e2:u2,t(e
(i2)
2 )=ul

2

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

,

e

P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

∝ P
v

g
1,w

h
2
(v1,t, v2,t; I)

∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=wh
2

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

Bt

(

sE(e
(i1)
1 ), sE(e

(i2)
2 )

)

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) ,

e as métrias obtidas dos reursos, expressas pelas equações (4.42) e (4.49). Logo, pode-se

de�nir

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) ∝ P

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)P

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) ; (4.57)

P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t;O) ∝ P

v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)P

v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O) . (4.58)
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As distribuições de probabilidades P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) e P

v

g
1 ,v

h
1
(v1,t, v 2,t;O) representam

a informação extrínsea a ser propagada através dos deodi�adores, sendo aluladas a partir

das restrições do odi�ador referentes ao usuário 1 e ao usuário2, assim omo das distribuições

de probabilidades das sequênias de entrada P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) e P

v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t; I), na

forma

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

=
∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

P
v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t; I) ;

(4.59)

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

=
∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) .

(4.60)

Para redução da omplexidade omputaional do algoritmo SISO-MuD para o 2-BAC,

aplia-se o logaritmo nas métrias, na forma

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

, ln
(

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

))

∝ ln

(

∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)

P
v1,v2

(v1,t, v 2,t; I)

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

P
u1,u2

(u1,t,u2,t; I)

At

(

sS(e1), s
S(e2)

)

)

∝ ln

(

∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t

exp

(

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I) +Λ

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

+ αt

(

sS(e1), s
S(e2)

)

)

)

, (4.61)
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βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

, ln
(

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

))

∝ ln

(

∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t

Bt+1

(

sE(e1), q
E(e2)

) P
v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)

P
v1,v2

(v1,t, v 2,t; I)

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

P
u1,u2

(u1,t,u2,t; I)

)

∝ ln

(

∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t

exp

(

βt+1

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)

+Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

)

)

, (4.62)

onsiderando que limx→∞, as novas ondições de ontorno serão assumidas omo

α0

(

sS(e1) = S1,0, s
S(e2) = S2,0

)

= 0; (4.63)

α0

(

sS(e1) 6= S1,0, s
S(e2) 6= S2,0

)

= −∞; (4.64)

e

βN

(

sE(e1) = S1,N , sE(e2) = S2,N

)

= 0; (4.65)

βN

(

sE(e1) 6= S1,N , sE(e2) 6= S2,N

)

= −∞; (4.66)

e, onsequentemente, para P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) e P

v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O), tem-se

P
u

k,ul
2
(u1,t,u2,t;O)

∝
∑

e1:u1,t(e1)=u
k
1

∑

e2:u2,t(e2)=u
l
2

exp

(

ln

(

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)

P
v1,v2

(v1,t, v 2,t; I)

)

)

, (4.67)

P
v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t;O)

∝
∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

exp

(

ln

(

At−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

Bt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

P
u1,u2

(u1,t,u2,t; I)

)

)

, (4.68)

em que u1, u2, v1 e v2 são arbitrariamente esolhidos nos subespaços vetoriais U1, U2, V1 e V2,

respetivamente. Assim, P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) e P

v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t; I) são onstantes e, portanto,

não interferem nas deisões do algoritmo SISO-MuD pela regra MAP (ver Equação (4.53)).
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Portanto,

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

∝
∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+ ln

(

P
v

g
1 ,v

h
2
(v 1,t, v 2,t; I)

P
v1,v2

(v1,t, v2,t; I)

)

)

=
∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)

)

. (4.69)

Analogamente, para P
v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t;O), tem-se,

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

∝
∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+ ln

(

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

P
u1,u2

(u1,t,u2,t; I)

)

)

=
∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

)

. (4.70)

A Tabela 4.1 desreve o algoritmo para o álulo da probabilidade a posteriori onjunta

das sequênias das mensagens e sub-bloos dos ódigos para os usuários transmitindo no

2-BAC, em um dado instante de observação t.

As LLR Λ
u

k
1 ,u

l
1
(u1,t,u2,t;O) utilizadas no proesso de deodi�ação iterativa, são obtidas

apliando o logaritmo em ambos os termos das Equações (4.53),

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) , ln

(

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

P
u1,u2

(u1,t,u2,t;O)

)

= ln
(

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

)

− ln
(

P
u1,u21

(u1,t,u2,t;O)
)

= ln

(

∑

e1:u1,t(e1)=uk
1

∑

e2:u2,t(e2)=ul
2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I)

)

)
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Tabela 4.1: Algoritmo para o álulo da probabilidade a posteriori onjunta dos símbolos de entrada

e dos símbolos de saída para o 2-BAC, em um instante de observação t.

ENTRADA

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

INICIALIZAÇ�O

α0

(

sS(e1) = S1,0, s
S(e2) = S2,0

)

= 0

α0

(

sS(e1) 6= S1,0, s
S(e2) 6= S2,0

)

= −∞

βN

(

sE(e1) = SN , sE(e2) = S2,N

)

= 0

βN

(

sE(e1) 6= SN , sE(e2) 6= S2,N

)

= −∞

ALGORITMO - PROBABILIDADE A POSTERIORI

Para t = 1 até N , faça

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

= ln

(

∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t
exp

(

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)

+Λ
u

k
1 ,ul

2
(u1,t,u2,t; I) + αt

(

sS(e1), s
S(e2)

)

))

fim

Para t = N − 1 até 1, faça

βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

= ln

(

∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t
exp

(

βt+1

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I) +Λ

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

))

fim

P
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

=
∑

e1:u1,t(e1)=u
k
1

∑

e2:u2,t(e2)=u
l
2
exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)

)

.

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t,w2,t;O)

=
∑

e1:v1,t(e
(i1)
1 )=v

g
1

∑

e2:v2,t(e
(i2)
2 )=vh2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

)

.

SAÍDA

P
u

k,dl (ut,d t;O)

P
v

k,wl (v t,w t;O)

− ln

(

∑

e1:u1,t(e1)=u1

∑

e2:u2,t(e2)=u2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v1,v2

(v1,t, v 2,t; I)

)

)

. (4.71)

Assim, as LLR Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O) são obtidas apliando o logaritmo em ambos os termos
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das Equações (4.54),

Λ
v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t;O) , ln

(

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

P
v1,v2

(v1,t, v2,t;O)

)

= ln
(

P
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

)

− ln (P
v1,v2

(v1,t, v 2,t;O))

= ln





∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=vh
2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

))

− ln





∑

e1:v1,t(e1)=v1

∑

e2:v2,t(e2)=v2

exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u1,u2

(u1,t,u2,t; I)

))

. (4.72)

A Tabela 4.2 apresenta o Algoritmo SISO-MuD, algoritmo de entrada suave e saída suave

para deisão onjunta, para o álulo das LLR onjuntas dos sub-bloos de mensagem e do

odi�ador para o 2-BAC utilizado no módulo SISO.

O objetivo do deodi�ador é deidir pelas sequênias u

k
1 e u

l
2, û1,t = u

k
1 ∈ U1 e û2,t =

u

l
2 ∈ U2, om 1 ≤ k ≤ |U1| e 1 ≤ l ≤ |U2|, de maneira a minimizar a probabilidade de erro

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) para as sequênias de informação dos usuários; bem omo minimizar a

probabilidade P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O) para estimar os sub-bloos dos ódigos v

g
1 e v

h
2 , v̂1,t =

v

g
1 ∈ V1 e v̂2,t = v

h
2 ∈ V2, om 1 ≤ g ≤ |V1| e 1 ≤ h ≤ |V2|. Dessa forma, alulando

U1U2 estimativas para u

k
1 e u

l
2 para as sequenias de informação e V1V2 estimativas para os

sub-bloos do ódigo v

g
1 e v

h
2 de forma onjunta a ada instante de observação t. Portanto,

û1,t, û2,t = u

k
1 ,u

l
2 = argmax

k,l

(

P̃
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

)

, (4.73)

v̂1,t, v̂ 2,t = v

g
1,v

h
2 = argmax

g,h

(

P̃
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

)

. (4.74)

A deisão do deodi�ador sobre as sequênias û1,t, û2,t, v̂1,t e v̂2,t pode ser efetuada

diretamente das LLR obtidas a partir do algoritmo SISO-MuD, da forma

û1,t, û2,t = u

k
1 ,u

l
2 = sgn

(

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

)

argmax
k,l

(

|Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) |

)

, (4.75)

v̂1,t, v̂2,t = v

g
1,v

h
2 = sgn

(

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

)

argmax
g,h

(

|Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O) |

)

, (4.76)
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Tabela 4.2: Algoritmo SISO-MuD para o álulo da LLR onjunta dos sub-bloos de mensagem e do

odi�ador para o 2-BAC.

ENTRADA

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

INICIALIZAÇ�O

α0

(

sS(e1) = S1,0, s
S(e2) = S2,0

)

= 0

α0

(

sS(e1) 6= S1,0, s
S(e2) 6= S2,0

)

= −∞

βN

(

sE(e1) = S1,N , sE(e2) = S2,N

)

= 0

βN

(

sE(e1) 6= S1,N , sE(e2) 6= S2,N

)

= −∞

ALGORITMO SISO-MuD

Para t = 1 até N , faça

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

= ln

(

∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t
exp

(

Λ
v

g
1 ,v

h
s
(v1,t, v2,t; I)

+Λ
u

k
1 ,ul

2
(u1,t,u ,2t; I) + αt

(

sS(e1), s
S(e2)

)

)

)

fim

Para t = N − 1 até 1, faça

βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

= ln

(

∑

e1:sS(e1)=S1,t

∑

e2:sS(e2)=S2,t
exp

(

βt+1

(

sE(e
(i1)
1 ), qE(e

(i2)
2 )

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I) +Λ

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

)

)

fim

Para t = 1 até N , faça

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) = ln

(

∑

e1:u1,t(e1)=u
k
1

∑

e2:u2,t(e2)=u
l
2
exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)

))

− ln

(

∑

e1:ut(e1)=u1

∑

e2:ut(e2)=u2
exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v1,v2 (v1,t, v2,t; I)

))

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t;O) = ln

(

∑

e1:v1,t(e1)=v
g
1

∑

e2:v2,t(e2)=w
h
2
exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u

k
1 ,u

l
1
(u1,t,u2,t; I)

))

− ln

(

∑

e1:v1,t(e1)=v1

∑

e2:v2,t(e2)=v2
exp

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u1,u2 (u1,t,u2,t; I)

))

fim

SAÍDA

Λ
u

k
1 ,d

l
2
(u1,t,u2,t;O), para t = 1, 2, . . . , N

Λ
v

g
1 ,w

h
2
(v1,t, v2,t;O), para t = 1, 2, . . . , N
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em que sgn denota a função sinal, que retorna o sinal das LLR Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O) e

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O), respetivamente. Para a deisão a partir das LLR forneidas pelo al-

goritmo SISO-MuD, é neessário o álulo de |U1||U2| − 1 estimativas para as sequênias de

informação dos usuários, assim omo o álulo de |V1||V2| − 1 estimativas para os sub-bloos

do ódigo dos usuários.

4.3.2 Algoritmo SISO-MuD de Baixa Complexidade para o 2-BAC

Com o objetivo de reduzir a omplexidade omputaional que é exigida nos álulos efe-

tuados pelo Algoritmo MAP, uma simpli�ação foi proposta por Viterbi [139℄, utilizando o

módulo SISO para um usuário, omo proposto em [93℄ - desrito no Apêndie A - e denotado

pelo algoritmo SISO-LC (LC, low omplexity) para um usuário.

Nesta seção é apresentado o Algoritmo SISO-MuD de Baixa Complexidade para o 2-BAC,

denotado por Algoritmo SISO-MuD-LC. No Apêndie B, é desrita sua extensão para mais de

dois usuários binários transmitindo em um anal aditivo ruidoso. Iniialmente, observa-se as

equações (4.71) e (4.72). Como ada parela do lado direito das equações (4.71) e (4.72) é dada

por logaritmos de somatórios de exponeniais, duas aproximações podem ser efetuadas [93, 94℄.

Considere a expressão

ǫ = ln

(

L
∑

k

exp (ǫk)

)

, (4.77)

a primeira é

ǫ = ln

(

L
∑

k

exp (ǫk)

)

≃ ǫM , (4.78)

em que

ǫM , max
k

ǫk, k = 1, . . . , L, (4.79)

assumindo-se que ǫM >> ǫk, ∀ǫk 6= ǫM . Assim, utilizando a primeira aproximação, as

equações (4.71) e (4.72) podem ser reesritas na forma

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

≈ max
e1:u1,t(e1)=u

k
1

e2:u2,t(e2)=u
l
2

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)

)

− max
e1:u1,t(e1)=u

k
1

e2:u2,t(e2)=u
l
2

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v1,v2

(v 1,t, v 2,t; I)
)

,

(4.80)
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e

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t;O)

≈ max
e1:v1,t(e1)=v

g
1

e2:v2,t(e2)=v
h
2

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u

k,ul (u1,t,u2,t; I)
)

− max
e1:v1,t(e1)=v

g
1

e2:v2,t(e2)=v
h
2

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u1,u2

(u1,t,u2,t; I)
)

.

(4.81)

Perebe-se a primeira redução omputaional obtida, já que operações de adição requerem

menor esforço omputaional do que as operações de multipliação. Para omputar as parelas

da expressão das equações (4.80) e (4.81), álulos reursivos omo os exeutados em (4.61)

e (4.62) devem ser efetuados. Para tal, deve-se apliar o logaritmo nos dois lados destas

equações e exeutar as mesmas simpli�ações efetuadas em (4.80) para hegar a (4.81).

Os álulos aproximados dos parâmetros αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

e βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

or-

respondem às equações (4.61) e (4.62), respetivamente; o mesmo vale para os valores de

iniialização dos mesmos. Para o álulo, basta que se aplique o logaritmo no resultado, da

forma

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

≈ max
e1:s

S(e1)=S1,t

e2:s
S(e2)=S2,t

(

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I) +Λ

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) + αt

(

sS(e1), s
S(e2)

)

)

,

(4.82)

βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

≈ max
e1:s

S(e1)=S1,t

e2:s
S(e2)=S2,t

(

βt+1

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v 2,t; I) +Λ

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

)

.

(4.83)

No álulo de todas as expressões do Algoritmo SISO-MuD-LC, é neessário apenas que se

armazenem os valores máximos dos somatórios. Este fato aarreta uma segunda simpli�ação

omputaional deste algoritmo em relação ao algoritmo SISO apresentado no Apêndie A,

que onsiste em uma diminuição no uso de memória.

Quando a preisão da aproximação apresentada anteriormente não for su�iente, pode-se

avaliar o logaritmo do somatório de exponeniais, ver Equação (4.77), empregando a seguinte
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aproximação reursiva, proposta em [133, 140℄:

ǫ(1) = ǫ1

ǫ(l) = max
(

ǫ(l−1), ǫl

)

+ ln
(

1 + exp(−|ǫ(l−1) − ǫl|)
)

, k = 2, . . . , L

ǫ = ǫ(L). (4.84)

Para avaliar ǫ, o algoritmo preisa exeutar L− 1 vezes dois tipos de operações: uma ompa-

ração entre dois números para enontrar o valor máximo e o álulo de

ln
(

1 + exp(−|ǫ(l−1) − ǫl|)
)

. (4.85)

A segunda operação pode ser implementada utilizando uma tabela om entrada únia até a

preisão desejada (em [133℄, oito valores mostraram ser su�ientes para garantir um desempe-

nho satisfatório). Portanto, a Equação (4.77) pode ser esrita omo ǫ = ǫM+δ(ǫ1, ǫ2, . . . , ǫL) ,

max
k

ǫk, denotada pelo termo de orreção, e pode ser alulada usando uma tabela.

A Tabela 4.3 apresenta o Algoritmo SISO-MuD-LC, algoritmo de entrada suave e saída

suave para deisão onjunta de baixa omplexidade, para o álulo da LLR onjunta dos

sub-bloos de mensagem e para o álulo do odi�ador para o 2-BAC utilizado no módulo

SISO.

4.3.3 Estrutura do Deodi�ador

A deodi�ação dos sistemas onatenados om odi�adores onvoluionais para anais

aditivos om dois usuários binários funiona através de um proesso iterativo em que há troa

de informações entre os módulos SISO, visando a diminuição da probabilidade de erro de bit.

As �guras 4.3, 4.4 e 4.5 mostram as estruturas dos deodi�adores para os sistemas odi�ados

em paralelo, em série e na forma híbrida, respetivamente.

A abordagem utilizando os módulos SISO para o 2-BAC faz uso do Algoritmo SISO-MuD

proposto. Note que não há alteração nas estrutura do deodi�ador, ou seja, na troas de in-

formação entre os deodi�adores, em omparação os esquemas de deodifação na literatura

ténia espeializada para um únio usuário [93�95, 113, 114℄. Esta estrutura, onsiste de

dois módulos SISO utilizando o Algoritmo SISO-MuD ou o Algoritmo SISO-MuD-LC interli-

gados através de entrelaçadores e desentrelaçadores, ver �guras 4.3, 4.4 e 4.5. Cada módulo

SISO para o 2-BAC tem duas entradas, denominadas de informação a priori da sequênia

de informação e sub-bloo do ódigo, e duas saídas, denominadas informação a posteriori da

sequênia de informação e sub-bloo do ódigo, de�nidas na Seção 4.2.
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Tabela 4.3: Algoritmo SISO-MuD-LC para os álulos das LLRs onjuntas dos sub-bloos de men-

sagem e do odi�ador para o 2-BAC.

ENTRADA

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

INICIALIZAÇ�O

α0

(

sS(e1) = S1,0, s
S(e2) = S2,0

)

= 0

α0

(

sS(e1) 6= S1,0, s
S(e2) 6= S2,0

)

= −∞

βN

(

sE(e1) = S1,N , sE(e2) = S2,N

)

= 0

βN

(

sE(e1) 6= S1,N , sE(e2) 6= S2,N

)

= −∞

ALGORITMO SISO-MuD-LC

Para t = 1 até N , faça

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

= max
e1:s

S(e1)=S1,t

e2:s
S(e2)=S2,t

(

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I) +Λ

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I) + αt

(

sS(e1), s
S(e2)

)

)

fim

Para t = N − 1 até 1, faça

βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

= max
e1:s

S(e1)=S1,t

e2:s
S(e2)=S2,t

(

βt+1

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I) +Λ

u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t; I)

)

fim

Para t = 1 até N , faça

Λ
u

k
1 ,u

l
2
(u1,t,u2,t;O)

= max
e1:u1,t(e1)=u

k
1

e2:u2,t(e2)=u
l
2

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t; I)

)

−max
e1:u1,t(e1)=u

k
1

e2:u2,t(e2)=u
l
2

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
v1,v2 (v1,t, v2,t; I)

)

Λ
v

g
1 ,v

h
2
(v1,t, v2,t;O)

= maxe1:v1,t(e1)=v
g
1

e2:v2,t(e2)=v
h
2

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u

k,ul (u1,t,u2,t; I)
)

−maxe1:v1,t(e1)=v
g
1

e2:v2,t(e2)=v
h
2

(

αt−1

(

sS(e1), s
S(e2)

)

+ βt

(

sE(e1), s
E(e2)

)

+Λ
u1,u2 (u1,t,u2,t; I)

)

fim

SAÍDA

Λ
u

k
1 ,d

l
2
(u1,t,u2,t;O), para t = 1, 2, . . . , N

Λ
v

g
1 ,w

h
2
(v1,t, v2,t;O), para t = 1, 2, . . . , N

O proesso de deodi�ação iterativa dispõe apenas da sequênia de observação z t e das

estruturas dos odi�adores onvoluionais onatenados assoiadas a ada usuário. A ada

iteração, os deodi�adores troam informações entre si, assim a probabilidade de erro de bit

é minimizada.

Para a deodi�ação iterativa de sistemas onatenados om odi�adores onvoluio-
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Deodi�ador

módulo SISO 1

2-BAC

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t,v2,t; I) Λ(v1,t,v2,t;O)

Demodulador

⊕
Deisão

Π

Π
−1

módulo SISO 2

2-BAC

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t,v2,t; I) Λ(v1,t,v2,t;O)

Demodulador

Figura 4.3: Deodi�ador iterativo para sistemas onatenados om odi�adores onvoluionais em

paralelo.

Deodi�ador

módulo SISO 1

2-BAC

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t,v2,t; I) Λ(v1,t,v2,t;O)

Demodulador

Π

Π
−1

módulo SISO 2

2-BAC

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t,v2,t; I) Λ(v1,t,v2,t;O)

Deisão

0

Interno

Externo

Figura 4.4: Deodi�ador iterativo para sistemas onatenados om odi�adores onvoluionais em

série.

nais em paralelo, ver Figura 4.3, a ada iteração o demodulador fornee a LLR extrínsea

Λ (v1,t, v2,t; I) para os módulos SISO 1 e 2. Os módulos SISO, utilizando o Algoritmo SISO-

MuD, obtêm as LLR'S extrínseas a posteriori , Λ (v1,t, v 2,t;O). Essas informações são tro-

adas entre os módulos através do entrelaçador ou desentrelaçador, servindo de informação a

priori a iteração subsequente. Iniialmente, os valores das LLR�s das sequênias de informa-

ção a priori passadas aos deodi�adores vale zero, o que é equivalente dizer que as sequênias

de informação são equiprováveis. Note que as saídas Λ (v1,t, v 2,t;O) dos módulos SISO 1 e 2

não são utilizadas na deodi�ação.

Por sua vez, na on�guração série, ver estrutura de deodi�ação na Figura 4.4, a ada

iteração o demodulador fornee a LLR extrínsea Λ (v 1,t, v 2,t; I) para o módulo SISO 1,

módulo interno, que disponibiliza a LLR extrínsea a posteriori Λ (u1,t,u2,t;O) na saída.

Essa informação é passada para o módulo SISO 2, módulo externo, através do entrelaçador,

servindo de informação a priori do sub-bloo do ódigo. O módulo SISO 2 obtém a LLR
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Deodi�ador

DEC para SCCC 1

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t,v2,t; I) Λ(v1,t,v2,t;O)

Demodulador

⊕
Deisão

Π

Π
−1

DEC para SCCC 2

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t,v2,t; I) Λ(v1,t,v2,t;O)

Demodulador

(a)

Deodi�ador para sistemas odi�ados de SCCC (DEC para SCCC)

módulo SISO 1

2-BAC

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t,v2,t; I) Λ(v1,t,v2,t;O)

Π

Π
−1

módulo SISO 2

2-BAC

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t,v2,t; I) Λ(v1,t,v2,t;O)

Interno

Externo

Λ(u1,t,u2,t; I) Λ(u1,t,u2,t;O)

Λ(v1,t, v 2,t; I) Λ(v1,t, v2,t;O)

(b)

Figura 4.5: Deodi�ador iterativo para sistemas onatenados om odi�adores onvoluionais em

forma híbrida.

extrínsea a posteriori da sequênia de informação Λ (u1,t,u2,t;O) e do sub-bloo do ódigo

Λ (v1,t, v2,t;O). A razão de log-verossimilhança Λ (v1,t, v2,t;O) é passada ao módulo SISO

1 através do desentrelaçador omo informação a priori da sequênia de informação, para a

iteração subsequente e a LLR Λ (u1,t,u2,t;O) é usada para a deisão. Iniialmente, os valores

da LLR das sequênias de informação a priori passada ao módulos SISO Interno vale zero,

sendo atualizada a ada iteração. Como o módulo SISO 2 não tem aesso ao demodulador,

a informação a priori da sequênia de informação é mantida em zero durante o proesso

iterativo.

Note que, na deodi�ação iterativa, para a sistemas onatenados om odi�adores on-

voluionais em forma híbrida, a operação de deodi�ação é dividida em (a) uma operação

de deodi�ação loal, orrespondente a ada odi�ador em série, ver Figura 4.5(b), e uma

operação de deodi�ação global, que se refere à estrutura em paralelo, ver Figura 4.5.

Resultados de simulações realizadas om a implementação de sistemas onatenados om

odi�adores onvoluionais para o 2-BAC são apresentados no Capítulo 5, para on�gurações

desritas em um proesso de deodi�ação iterativa, utilizando o Algoritmo SISO-MuD e o

Algoritmo SISO-MuD-LC.
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4.4 Cálulo Individual das Probabilidades a posteriori para o

2-BAC

A proposta abordada e disutida nas seções 4.2 e 4.3 apresenta um arésimo na omple-

xidade a partir do aumento do número de usuários e o tamanho da memória utilizada pelos

odi�adores onvoluionais assoiados a ada usuário. Assim, om o objetivo do desenvol-

vimento prátio de sistemas onatenados de odi�adores onvoluionais para dois usuários

transmitindo em um anal aditivo ruidoso, é proposta uma nova abordagem para o álulo

das razões de verossimilhança para utilização nos módulos SISO, a saber o álulo individual

das probabilidades a posteriori , denotando o algoritmo de entrada suave e saída suave de

deteção individual ou de únio usuário (SuD), denotado por Algoritmo SISO-SuD.

4.4.1 Algoritmo SISO-SuD

Considere a probabilidade a posteriori da sequênia de informação e do sub-bloo do

ódigo para o i-ésimo usuário, dado um vetor de observação forneido pelo 2-BAC, da forma

P̃
u

ki
i

(u i,t;O) = P
[

u i,t = u

ki

i |zN
1

]

; (4.86)

P̃
v

gi
i
(v i,t;O) = P

[

v i,t = v

ki

i |zN
1

]

; (4.87)

em que u

ki

i ∈ Ui, v
gi
i ∈ Vi, 1 ≤ ki ≤ |Ui| e 1 ≤ gi ≤ |Vi|. Dado que os eventos de transição

entre ada estado, do i-ésimo usuário, são mutuamente exlusivos, a probabilidade de qualquer

um deles oorrer é igual à soma das probabilidades individuais. Portanto, tem-se

P

[

u i,t = u

ki

i |zN
1

]

=
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

P
[

u i,t = u i,t(ei)|zN
1

]

; (4.88)

P

[

v i,t = v

gi
i |zN

1

]

=
∑

ei:vi,t(ei)=v
gi
i

P
[

v i,t = v i,t(ei)|zN
1

]

; (4.89)

em que o ramo ei ∈ Ei da treliça assoiada ao proesso de odi�ação do i-ésimo usuário, omo

apresentado na Seção 3.2.1; omo desrito para um usuário no Apêndie A, Seção A.2.2.1,

Equação A.25.

O algoritmo SISO proposto pode ser reesrito para utilizar as P
u

ki
i

(u i,t;O) e P
v

li
i

(v i,t;O)

para obter as LLR do i-ésimo usuário, da seguinte forma:

Λ
u

ki
i

(u i,t;O) , ln





P̃
u

ki
i

(u i,t;O)

P̃
ui
(u i,t;O)



 = ln

(

P (ui,t = u

ki

i |zN
1 )

P (ui,t = ui|zN
1 )

)

; (4.90)
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Λ
v

gi
i
(v i,t;O) , ln

(

P̃
v

gi
i
(v i,t;O)

P̃
vi
(v i,t;O)

)

= ln

(

P (v i,t = v

gi
i |zN

1 )

P (v i,t = vi|zN
1 )

)

. (4.91)

A regra de deisão será: se P (u i,t = u

ki

i |zN
1 ) = P (ui,t = ui|zN

1 ), esolhe-se uki

i ou ui

om igual probabilidade, arbitrariamente. Caso P (ui,t = u

ki

i |zN
1 ) > P (ui,t = ui|zN

1 ), é

esolhido o símbolo u

ki

i , aso ontrário u. Analogamente, para o sub-bloo do ódigo, tem-se

que, se P (v i,t = v

gi
i |zN

1 ) = P (v i,t = vi|zN
1 ), esolhe-se arbitrariamente v

li
i ou vi. Caso

P (v i,t = v

gi
i |zN

1 ) > P (v t = vi|zN
1 ), é esolhido o símbolo v

gi
i , aso ontrário vi. De forma

analítia, o deodi�ador estima o símbolo û i,t e o sub-bloo do ódigo v̂ i,t sobre as razões

de log-verossimilhança, no instante de observação t, da forma

û i,t =





u

ki

i Λ
u

ki
i

(ui,t;O) ≥ 0

ui Λ
u

ki
i

(ui,t;O) < 0;
(4.92)

v̂ i,t =





v

gi
i Λ

v

gi
i
(v i,t;O) ≥ 0

vi Λ
v

gi
i
(v i,t;O) < 0.

(4.93)

Assim,

Λ
u

ki
i

(u i,t;O) , ln





P̃
u

ki
i

(u i,t;O)

P̃
ui
(u i,t;O)



 = ln

(

P
u

ki
i

(u i,t; I)

P
ui
(u i,t; I)

)

+ ln

(

P
u

ki
i

(ui,t;O)

P
ui
(u i,t;O)

)

= Λ
u

ki
i

(ui,t; I) + ln

(

P
u

ki
i

(ui,t;O)

P
ui
(u i,t;O)

)

= Λ
u

ki
i

(ui,t; I) + ln





∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

exp
(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln
(

Λ
v

gi
i
(v i,t; I)

))

∑

ei:ui,t(ei)=ui
exp (αi,t−1 (sS(ei)) + βi,t (sE(ei)) + ln (Λ

vi
(v i,t; I)))





(4.94)

Λ
v

gi
i
(v i,t;O) , ln

(

P̃
v

gi
i
(v i,t;O)

P̃
vi
(v i,t;O)

)

= ln

(

P
v

gi
i
(v i,t; I)

P
vi
(v i,t; I)

)

+ ln

(

P
v

gi
i
(v i,t;O)

P
vi
(v i,t;O)

)

= Λ
v

gi
i
(v i,t; I) + ln

(

P
v

gi
i
(v i,t;O)

P
vi
(v i,t;O)

)

= Λ
v

gi
i
(v i,t; I) + ln





∑

ei:vi,t(ei)=v
gi
i
exp

(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln
(

Λ
u

ki
i

(u i,t; I)
))

∑

ei:vi,t(ei)=vi
exp (αi,t−1 (sS(ei)) + βi,t (sE(ei)) + ln (Λ

ui
(u i,t; I)))



 ,

(4.95)

razões de verossimilhança utilizadas no módulo SISO, denotado poro algoritmo SISO-SuD.
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O objetivo do deodi�ador é deidir pela sequênia de informação assoiada ao usuário i,

û i,t = u

ki

i ∈ Ui, om 1 ≤ ki ≤ |Ui|, de maneira a minimizar a probabilidade de erro

P
u

ki
i

(u i,t;O). Para tal, ele alula |Ui| − 1 estimativas para P
u

ki
i

(ui,t;O). Analogamente,

o deodi�ador deve deidir pelo sub-bloo do ódigo v̂ i,t = v

gi
i ∈ Vi, om 1 ≤ ki ≤ |Vi|,

de maneira a minimizar a probabilidade de erro P
v

g
i
(v i,t;O), alulando, para isso, |Vi| − 1

estimativas para P
v

gi
i
(vi,t;O).

Note que as equações (4.94) e (4.95) são iguais às equações desenvolvidas para um únio

usuário no Algoritmo SISO desrito no Apêndie A. A mudança está na razão de verossimi-

lhança utilizada na entrada referente ao sub-bloo do ódigo enviado ao anal de transmissão

pelo usuário. O 2-BAC envia ao deodi�ador a adição, oordenada a oordenada, das sequên-

ias de informação enviadas pelos usuários aresidas do ruido do anal. Assim, a informação

a priori para os sub-bloos do ódigo é da forma

Λ
v

gi
i
(v i,t; I)

= ln

(

P [z t|v i,t = v

gi
i ]

P [z t|v i,t = vi]

)

,

em que

P [z t|v1,t = v

gi
1 ] =

∑

V2

P [z t|v 1,t = v

gi
1 ,vg2

2 ]
2
∏

j=1
j 6=1

P

[

v j,t = v

gj
j

]

∝
∑

V2

P [z t|v 1,t = v

gi
1 ,vg2

2 ]

P [z t|v 1,t = v1,v2]

2
∏

j=1
j 6=1

P

[

v j,t = v

gj
j

]

P [v j,t = vj ]

=
∑

V2

exp









ln

(

P [z t|v1,t = v

gi
1 ,vg2

2 ]

P [z t|v1,t = v1,v2]

)

+ ln









2
∏

j=1
j 6=1

P

[

v j,t = v

gj
j

]

P [v j,t = vj ]

















=
∑

V2

exp









ln

(

P [z t|v1,t = u

gi
1 ,vg2

2 ]

P [z t|v 1,t = v1,v2]

)

+
2
∑

j=1
j 6=1

ln

(

P

[

v j,t = v

gj
j

]

P [v j,t = vj ]

)









=
∑

V2

exp









Λ
v

gi
1 ,v

g2
2
(v1,t, v2,t; I) +

2
∑

j=1
j 6=1

Λ
v

gj
j

(vj,t; I)









,

em que V2 : v2,t = v

g2
2 são todos os possíveis sub-bloos do ódigo assoiado ao usuário 2.

Exemplo 4.3 Considere dois usuários binários, em que g1 = g2 = 1 e vgii ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ 2,

as razões de verossimilhança individuais para os sub-bloos do ódigo de ada usuário são da
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forma

Λ
v

g1
1
(v1,t; I)

= ln

(

P [zt|v1,t = v

g1
1 ]

P [zt|v1,t = v1]

)

= ln









∑

U2

exp









Λ
v

gi
1 ,v

g2
2
(v1,t, v2,t; I) +

2
∑

j=1
j 6=1

Λ
v

gj
j

(vj,t; I)

















− ln









∑

V2

exp









Λ
v1,v

g2
2
(v1,t,u2,t; I) +

2
∑

j=1
j 6=1

Λ
v

gj
j

(vj,t; I)

















,

e

Λ
v

g2
2
(v2,t; I)

= ln

(

P [zt|v2,t = v

gi
2 ]

P [zt|v2,t = v2]

)

= ln









∑

V1

exp









Λ
v

g1
1 ,v

g2
2
(v1,t, v2,t; I) +

2
∑

j=1
j 6=2

Λ
v

gj
j

(vj,t; I)

















− ln









∑

V1

exp









Λ
v

g1
1 ,v2

(v1,t, v2,t; I) +

2
∑

j=1
j 6=2

Λ
v

gj
j

(vj,t; I)

















.

Logo, as razões de verossimilhança individuais para o usuário 1, para uma regra de deisão

om v1 = 0 e v2 = 0, são

Λ0(v1,t; I)

= ln (exp (Λ0,0(v1,t, v2,t; I) +Λ0(v2,t; I)) + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v2,t; I)))

− ln (exp (Λ0,0(v1,t, v2,t; I) +Λ0(v2,t; I)) + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v2,t; I))) = 0

e

Λ1(v1,t; I)

= ln (exp (Λ1,0(v1,t, v2,t; I) +Λ0(v2,t; I)) + exp (Λ1,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v2,t; I)))

− ln (exp (Λ0,0(v1,t, v2,t; I) +Λ0(v2,t; I)) + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v2,t; I)))

= ln (exp (Λ1,0(v1,t, v2,t; I)) + exp (Λ1,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v2,t; I)))

− ln (1 + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v2,t; I))) .

Para o usuário 2, as razões de verossimilhança individuais, são

Λ0(v2,t; I)

= ln (exp (Λ0,0(v1,t, v2,t; I) +Λ0(v1,t; I)) + exp (Λ1,0(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v1,t; I)))

− ln (exp (Λ0,0(v1,t, v2,t; I) +Λ0(v1,t; I)) + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v1,t; I))) = 0,
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e

Λ1(v2,t; I)

= ln (exp (Λ1,0(v1,t, v2,t; I) +Λ0(v1,t; I)) + exp (Λ1,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v1,t; I)))

− ln (exp (Λ0,0(v1,t, v2,t; I) +Λ0(v1,t; I)) + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v1,t; I)))

= ln (exp (Λ1,0(v1,t, v2,t; I)) + exp (Λ1,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v1,t; I)))

− ln (1 + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v1,t; I))) .

A Tabela 4.4 apresenta o algoritmo do Deisor Suave proposto para o 2-BAC, responsável

por estimar as informações a priori dos sub-bloos dos ódigos do usuário 1 e do usuário 2.

⋄

Tabela 4.4: Algoritmo de estimativa sas informações a priori do anal - Deisor Suave para o 2-BAC.

ENTRADA

Λ0,0(v1,t, v2,t; I), Λ1,0(v1,t, v2,t; I), Λ0,1(v1,t, v2,t; I), Λ1,1(v1,t, v2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

Λ0(v1,t; I), Λ1(v1,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

Λ0(v2,t; I), Λ1(v2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

ALGORITMO DECISOR SUAVE

Para t = 1 até N , faça

Λ0(v1,t; I) = 0

Λ1(v1,t; I) = ln (exp (Λ1,0(v1,t, v2,t; I)) + exp (Λ1,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v2,t; I)))

− ln (1 + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v2,t; I)))

Λ0(v2,t; I) = 0

Λ1(v2,t; I) = ln (exp (Λ1,0(v1,t, v2,t; I)) + exp (Λ1,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v1,t; I)))

− ln (1 + exp (Λ0,1(v1,t, v2,t; I) +Λ1(v1,t; I)))

fim

SAÍDA

Λ0(v1,t; I), Λ1(v1,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

Λ0(v2,t; I), Λ1(v2,t; I), para t = 1, 2, . . . , N

Fonte: adaptação de [51℄.

4.4.2 Estrutura do Deodi�ador

Pode-se onluir, om base nas equações (4.94) e (4.95), que as razões de log-verossimilhança

podem ser obtidas através do Algoritmo SISO para um usuário omo desrito no Apêndie A.

Assim, as LLR's das equações (4.94) e (4.95) no proesso iterativo são atualizadas utilizando

a informação onjunta dos usuários forneida pelo demodulador e informação do sub-bloo

do ódigo do outro usuário, ambas na forma de razões de log-verossimilhança. Assim, no

proesso iterativo a informação do sub-bloo do ódigo do usuário 1 é atualizada a partir da
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Λ
v

g2
2
(v2,t; I) e a informação do sub-bloo do ódigo do usuário 2 a partir da Λ

v

g1
1
(v1,t; I).

Dessa forma, é utilizado um dispositivo, denotado Deisor Suave, que reebe as LLR's on-

juntas Λ
v

g1
1 ,v

g2
2
(v1,t, v2,t; I) e individuais Λ

v

g1
1
(v1,t; I) e Λ

v

g2
2
(v2,t; I), e fornee aos módulos

SISO.

A adição do Deisor Suave às estruturas de deodi�ação de odi�adores onatenados

para um usuário formam o Algortimo SISO-SuD, sendo usado na deodi�ação iterativa para

o BAC om dois ou mais usuários. As �guras 4.6 e 4.7 mostram as estruturas dos deodi-

�adores para sistemas onatenados om odi�adores onvoluionais em paralelo e série,

respetivamente, para o 2-BAC. Observe nas �guras 4.6 e 4.7 a possibilidade da utilização de

estrutura do deodi�ação similar para sistemas onatenados om odi�adores onvoluio-

nais em forma híbrida.

Deodi�ador

módulo SISO 1

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

⊕
Deisão

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

módulo SISO 1

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

⊕
Deisão

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

DECISOR

SUAVE

2-BAC

Demodulador

Figura 4.6: Deodi�ador iterativo para sistemas onatenados om odi�adores onvoluionais em

paralelo para dois usuários binários, utilizando o Algoritmo SISO-SuD.

Como os usuários são tratados de forma individual no sistema de deodi�ação proposto

utilizando o Algoritmo SISO-SuD, não é neessário que os usuários detenham o mesmo sistema

de odi�ação. Por exemplo, para um sistema 2-BAC é possível que o usuário 1 utilize a

odi�ação de SCCC e o usuário 1 utilize a odi�ação de PCCC. A estrutura do deodi�ador

para sistema onatenado om odi�adores onvoluionais na forma mista é mostrada na

Figura 4.8. Segundo o Algoritmo SISO-SuD para o 2-BAC, dado um determinado usuário, o
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Deodi�ador

módulo SISO 1

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

Deisão

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

módulo SISO 1

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

Deisão

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

DECISOR

SUAVE

2-BAC

Demodulador

0

0

Figura 4.7: Deodi�ador iterativo para sistemas onatenados om odi�adores onvoluionais em

série para dois usuários binários, utilizando o Algoritmo SISO-SuD.

outro é tratado omo interferênia. Logo, ambos são tratados pelo algoritmo omo um ruído

aditivo.

Deodi�ador

módulo SISO 1

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

⊕
Deisão

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

módulo SISO 1

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

Deisão

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

DECISOR

SUAVE

2-BAC

Demodulador

0

Figura 4.8: Deodi�ador iterativo para sistemas onatenados om odi�adores onvoluionais em

em forma mista para dois usuários binários, utilizando o Algoritmo SISO-SuD.
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Alguns resultados de simulações realizadas om a implementação de sistemas de aesso

múltiplo propostos para o 2-BAC são mostrados no Capítulo 5, utilizando o Algoritmo SISO-

SuD.

Neste apítulo foram apresentados os algoritmos para o módulo SISO que atualizam on-

tinuamente as probabilidades a posteriori dos símbolos de entrada e saída dos usuários que

dividem o anal, permitindo uma deodi�ação onjunta - o Algoritmo SISO-MuD, ou indivi-

dual, Algoritmo SISO-SuD - das mensagens transmitidas pelos usuários, assim omo versões

de baixa omplexidade, Algoritmo SISO-MuD-LC. Foram desritas e analisadas on�gurações

para os sistemas de deodi�ação iterativa em questão, seguindo os sistemas de odi�ação,

em que os módulos SISO podem ser arranjados de forma paralela, serial, híbrida ou mista,

até então, não existentes na literatura ténia espeí�a para apliações em anais aditivos

de aesso múltiplo. Foi introduzido o Deisor Suave, dispositivo responsável em alular as

razões de log-verossimilhança a priori do sub-bloo do ódigo para o proesso de deodi�ação

iterativa. O Apêndie B apresenta a generalização dos deodi�adores propostos para mais

que dois usuários.



apítulo 5

Simulações e Resultados

�Probabilitas enim est gradus ertitudinis

et ab & a di�ert ut pars a toto.�

a

�Ars

Conjetand�, pars quarta, Cap. IV, pp.

224-227.

� James Bernoulli

a

�Probabilidade é grau de erteza e difere

da erteza absoluta assim omo a parte difere

do todo.�

E

ste apítulo apresenta os resultados obtidos através da implementação, por meio de

simulação em software, de sistemas de omuniações de aesso múltiplo por odi�ação

olaborativa, a saber, 2-BAC, 3-BAC e 4-BAC. A tarefa do deodi�ador é estimar os dados

que foram transmitidos a partir das observações do anal. Para exeutar esta tarefa, no

sentido de maximizar a probabilidade a posteriori (regra MAP), são utilizados o Algoritmo

SISO-MuD e o Algoritmo SISO-SuD. A validade destes métodos pode ser on�rmada através

do desempenho em termos da BER versus relação sinal ruído em um proesso de deodi�ação

iterativa para anais aditivos ruidosos.
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5.1 Simulação de Sistemas Codi�ados

O sistema de omuniação implementado pode ser visto no Capítulo 3. Para o sistema

de omuniação utilizado, antes de aessar o anal, ao usuário i, é assoiada a sequênia

de símbolos de entrada em N intervalos de tempo onseutivos, a ser odi�ada, u

N
i,1, em

que, em um instante de observação t, o i-ésimo usuário esolhe um símbolo de entrada,

denotado mensagem do i-ésimo usuário, u i,t pertenente a um determinado alfabeto Ui e u i,t e

pertenente ao subespaço vetorial Ui, om ardinalidade |Ui|. Consequentemente, é atribuído,

a ada usuário, um sistema om ódigos onvoluionais onatenados, a saber Ci, de�nidos

através da on�guração de suas matrizes polinomiais geradoras [80, pág.187℄. O odi�ador Ci

assoia a sequênia de informação esolhida u i,t ao sub-bloo do ódigo v i,t. Os entrelaçadores

utilizados nas simulações dos sistemas onatenados são os algébrios propostos em [118℄.

As sequênias de informação e os sub-bloos dos ódigos são sequenialmente organizados e

entrelaçados. Para simulações de odi�adores onvoluionais de taxa taxa assintótia ki/n,

as saídas são multiplexações no tempo, formando uma nova sequênia de omprimento n.

Um únio deodi�ador é responsável por estimar as mensagens, a ada instante de ob-

servação t, û1, û2, . . . , ûT para os T destinos, baseado na observação do anal ruidoso z

N
1 e

nas estruturas dos odi�adores assoiados a ada usuário. Em um proesso de deodi�a-

ção iterativa, o objetivo do deodi�ador é maximizar a probabilidade a posteriori , de forma

onjunta (Algoritmo SISO-MuD) ou individual (Algoritmo SISO-SuD), de as razões de log-

verossimilhança das sequênias de informação u1,t,u2,t, . . . ,uT,N serem u

k1
1,t,u

k2
2,t, . . . ,u

kT

T,t,

a ada instante de observação t, em que u i,N ,uki

i,t ∈ Ui. É assumido que os usuários, a

ada instante t de observação, operam na mesma banda de frequênia, transmitem ao mesmo

tempo, utilizam odi�adores onvoluionais de mesmo omprimento n e mantêm sinronismo

na transmissão dos símbolos [31, 51, 53℄.

O deodi�ador trabalha de maneira iterativa, de modo que os deodi�adores, separados

por um entrelaçador, troam informação entre si. Cada deodi�ador alula a LLR para ada

sequênia de informação e sub-bloo do ódigo, que pode ser ompreendida omo a razão da

probabilidade de o bit ser 1 em relação à probabilidade de o bit ser 0. A troa de informação

entre os deodi�adores durante as iterações varia de aordo om a onatenação utilizada,

que, a prinípio, desonhee qualquer informação a respeito dos bits transmitidos. Ou seja,

o valor das LLRs das sequênias de informação a priori passadas aos deodi�adores vale

zero, o que é equivalente a dizer que as sequênias de informação são equiprováveis. Uma
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vez que os valores são proessados, durante as iterações, há novas estimativas das sequênias

disponíveis para os deodi�adores. Assim, quanto maior o valor absoluto da LLR, maior

é a probabilidade de se ter uma deisão orreta sobre o bit. Quanto mais iterações são

aluladas, menor é a BER que o deodi�ador onsegue atingir, porém a omplexidade rese

om o número de iterações. O Exemplo 5.1 ilustra o omportamento da LLR da sequênia

de informação durante um proesso de deodi�ação iterativa para o sistema onatenado de

odi�adores onvoluionais em série para o 2-BAC.

Exemplo 5.1 [LLR para sistemas onatenados de odi�adores onvoluionais em série para

o 2-BAC℄

A Figura 5.1 mostra a evolução da LLR para ada bit de uma sequênia de informação de

omprimento 1024, após seis iterações utilizando o algoritmo SISO-MuD para sistema ona-

tenado de odi�adores onvoluionais em séria om taxa 1/3 no 2-BAC. O eixo das absissas

representa a posição do bit na sequênia transmitida, enquanto que o eixo das ordenadas re-

presenta os valores das LLRs para um bit de informação orrespondente. Neste exemplo, o

usuário 1 utiliza SCCC, em que o Codi�ador Convoluional Componente 1, denotado de Co-

di�ador Externo, possui taxa 1/2 e Codi�ador Convoluional Componente 2, denotado de

Codi�ador Interno, om taxa 2/3 - omo desrito na Tabela 5.1 -, assim o usuário 1 possui

taxa 1/3. Assim, o sistema apresenta taxa total R(2) = 2/3.

Tabela 5.1: Matrizes polinomiais geradoras dos odi�adores omponentes do Exemplo 5.1 para o

2-BAC, utilizando SCCC.

Codi�ador

Componente 1

Codi�ador

Componente 2

Usuário 1

[

1 +D2 +D3 1 +D +D2 +D3
]







1 0
1 +D2

1 +D +D2

0 1
1 +D2

1 +D +D2







Usuário 2

[

1 +D +D2 +D3 1 +D2 +D3
]







1 0
D +D2

1 +D +D2

0 1
D +D2

1 +D +D2







Na Figura 5.1, espei�amente para a 1a. iteração, 2a. iteração e 3a. iteração, pode-

se observar que, nas primeiras iterações, as LLRs estão sempre próximas de 0; ou seja, o

deodi�ador tem uma grande probabilidade de errar a deisão do bit de informação. À medida

que o deodi�ador alula mais iterações, o valor absoluto das LLR aumenta - ver quinta

iteração. Quando a LLR tem um valor absoluto pequeno, é possível, ainda, ter mudança de

deisão de um bit entre uma iteração e outra. Por exemplo, em uma determinada iteração

a LLR pode ter seu valor positivo e, na iteração seguinte, devido a troa de informação no

proesso iterativo, ser negativa. Nota-se que, através de simulações da LLR em que só há

mudança na deisão, entre iterações, quando o valor absoluto da LLR for menor que um

�limiar� de�nido, que para a Figura 5.1 foi �xado um limiar é de ±50. Para LLR absolutas

maiores que o �limiar�, a probabilidade de o deodi�ador não troar mais de deisão é alta. Ou

seja, se a LLR for positiva, provavelmente não irá se tornar negativa nas iterações seguintes.
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Figura 5.1: Evolução dos valores da LLR da sequênia de informação na saída do segundo módulo

SISO da primeira à sexta iteração utilizando o Algoritmo SISO-MuD para sistemas onatenados de

odi�adores onvoluionais em série para o 2-BAC.

As linhas horizontais representam os limiares de on�abilidade, ver Figura 5.1. Pode-se

ver que, a ada iteração, os valores (em módulo) aumentam. Quando o valor da LLR aumenta,

signi�a que o deodi�ador tem maior probabilidade de aerto na deisão a ser tomada sobre

o bit de informação.

⋄

A troa de informação das sequênias de informação e sub-bloos dos ódigos, no proesso

de deodi�ação iterativa, para os sistemas onatenados propostos, é realizada omo desrito

no Capítulo 4 e Apêndie B, utilizando o Algoritmo SISO-MuD para a deisão onjunta ou o

Algoritmo SISO-SuD para a deisão individual.
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5.2 Canal Aditivo Ruidoso om Dois Usuários

Na simulação de sistemas de omuniação, a forma mais utilizada de avaliar o desempenho

é através da BER versus relação sinal ruído do sistema, parâmetro o qual fornee uma medida

estatístia da on�abilidade destes sistemas. A on�abilidade das simulações depende do

número de amostras utilizadas. Ou seja, depende do número de observações de experimentos

de interesse [141, pág.694℄ - maiores detalhes no Apêndie C. Seja BERL a estimativa de

taxa de erro de bit após L simulações, se BER é a probabilidade de erro de bit do sistema,

tem-se, pela desigualdade de Chebyshev [138, pág.151℄ [141, pág.317℄, que

P
[

|BERL −BER| < kσBERL

]

≥ 1− var
(

BERL

)

k2var
(

BERL

) = 1−̟; (5.1)

em que var(BERL) é a variânia de BERL e̟ é um valor arbitrariamente pequeno, denotado

por preisão da estimativa. Esta expressão india que BERL está dentro de um intervalo de

on�ança após L observações. As simulações foram realizadas para valores da relação sinal-

ruído, em que BERL esteja em um intervalo de on�ança om um oe�iente de on�abilidade

de 90%, ou seja, para o valor da relação sinal-ruído da urva de desempenho, foram enviados

107 bits.

A probabilidade de erro depende diretamente da implementação dos ódigos assoiados a

ada usuário. Uma implementação ruim pode ausar, no proesso iterativo, ilos de baixa

troa de informação entre os deodi�adores, o que pode resultar em uma probabilidade de

erro propagada entre os usuários. Para evitar essa ondição, foi feita uma busa exaustiva de

matrizes geradoras para a ombinação de ódigos onvoluionais onatenados atribuídos a

ada usuário.

Algumas implementações foram realizadas para o anal aditivo ruidoso om dois usuários

binários, utilizando sistemas onatenados de odi�adores onvoluionais em paralelo, em

série e misto.

5.2.1 Razões de Verossimilhança do 2-BAC

Considere a j-ésima saída de um anal aditivo ruidoso em um instante de observação t,

as probabilidades de transição do anal são dadas por
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P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = v1, v

(j)
2,t = v2, . . . , v

(j)
T,t = vT

]

= P

[

z
(j)
t |y(j)t = y

]

=
1√
2πσ2

exp

[

−(z
(j)
t − y)2

2σ2

]

, (5.2)

pois 1 ≤ j ≤ |Vi|, v(j)i,t ∈ Vi = (−1,+1), y
(j)
t =

∑T

i=1 v
(j)
i,t , om y

(j)
t ∈ Y = (−T, . . . , 0, . . . ,+T ).

Assim, o demodulador fornee ao deodi�ador as LLR obtidas om as probabilidade de

transição anal - Equação (5.2) - da forma

Λ
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T

(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ; I)

= ln

(

P̃
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T

(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ; I)

P̃
v1,v2,...,vT

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ; I)

)

= ln

(

P [z t|v1,t = v

g1
1 , v2,t = v

g2
2 , . . . , vT,N = v

gT
T ]

P [z t|v1,t = v1, v 2,t = v2, . . . , vT,N = vT ]

)

. (5.3)

Para o 2-BAC, tem-se quatro LLR, na forma

Λ
v

g1
1 ,v

g2
2
(v1,t, v 2,t; I) = ln

(

P [z t|v1,t = v

g1
1 , v2,t = v

g2
2 ]

P [z t|v 1,t = v1, v2,t = v2]

)

, (5.4)

em que, 1 ≤ i ≤ 2, v
(j)
i,t ∈ Vi = (−1,+1), y

(j)
t = v

(j)
1,t +v

(j)
2,t , om y

(j)
t ∈ Y = (−2, 0,+2). Logo,

na j-ésima oordenada do sub-bloo do ódigo, as razões de log-verossimilhança são

Λ0,0

(

v
(j)
1,t , v

(j)
2,t ; I

)

= ln





P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = 0, v

(j)
2,t = 0

]

P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = 0, v

(j)
2,t = 0

]



 = 0; (5.5)

Λ0,1

(

v
(j)
1,t , v

(j)
2,t ; I

)

= ln





P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = 0, v

(j)
2,t = 1

]

P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = 0, v

(j)
2,t = 0

]



 =
2z

(j)
t + 2

σ2
; (5.6)

Λ1,0

(

v
(j)
1,t , v

(j)
2,t ; I

)

= ln





P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = 1, v

(j)
2,t = 0

]

P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = 0, v

(j)
2,t = 0

]



 =
2z

(j)
t + 2

σ2
; (5.7)

Λ1,1

(

v
(j)
1,t , v

(j)
2,t ; I

)

= ln





P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = 1, v

(j)
2,t = 1

]

P

[

z
(j)
t |v(j)1,t = 0, v

(j)
2,t = 0

]



 =
2z

(j)
t

σ2
. (5.8)

Analogamente podem ser obtidas as razões de log-verossimilhança forneidas pelo demodula-

dor para anais aditivos ruidosos om mais de dois usuários.

5.2.2 Sistema Conatenado em Paralelo

Para as simulações omputaionais do sistema onatenado em paralelo foram realizadas

implementações do Algoritmo SISO-MuD (Seção 4.3.1), do Algoritmo SISO-SuD (Seção 4.4.1)
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e do Algoritmo SISO-SuD-LC (Seção 4.4.1 e Seção A.3) para o proesso de deodi�ação

iterativa.

Para o sistema onatenado de ódigos onvoluionais em paralelo, apresentado na Se-

ção 3.3.1, as matrizes geradoras polinomiais dos odi�adores omponentes são apresenta-

das na Tabela 3.2. Tanto o usuário 1, quanto o usuário 2 utilizam os mesmos odi�a-

dores onvoluionais omponentes, om taxa assintótia 1/2, e três elementos de memória,

M = M1 = M2 = 3.

As urvas de desempenho em termos da BER versus relação sinal ruído para os sistemas

onatenados em paralelo são mostradas na Figura 5.2, em função do número de iterações

para anais om dois usuários binários, utilizando o Algoritmo SISO-MuD, Algoritmo SISO-

SuD e Algoritmo SISO-SuD-LC desritos no Capítulo 4. A Figura 5.2(a) referente ao usuário

1 e a Figura 5.2(b) referente ao usuário 2, em que as matrizes geradoras polinomiais dos

odi�adores omponentes para os usuários são apresentadas na Tabela 3.2.

(a) (b)

Figura 5.2: BER versus relação sinal ruído do sistema onatenado de ódigos onvoluionais em

paralelo para o 2-BAC om taxa 2/3, utilizando o Algoritmo SISO-MuD, o Algoritmo SISO-SuD e

Algoritmo SISO-SuD-LC.

A existênia do patamar de BER irredutível existente nos PCCCs [94, 95, 98℄ para um

usuário para Eb/N0 em torno de 4, 0 dB pode ser visto na Figura 5.2. Como o Algoritmo

SISO-MuD permite uma deodi�ação onjunta no proesso de deodi�ação iterativa, este

atinge o limiar de saturação em torno de 10−5 em para Eb/N0 em 3, 0 dB. Por outro lado,

omo o Algoritmos SISO-SuD e o Algoritmo SISO-SuD-LC, a ada iteração, realiza o álulo

individual das probabilidades a posteriori , permite uma deteção individual de ada usuá-
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rio, assim sua onvergênia ao limiar de saturação aontee, para o sistema de omuniação

onsiderado, em torno de 5, 5 dB.

Note que, para a sexta iteração do Algoritmo SISO-MuD, a urva de desempenho para

uma BER de aproximadamente 10−5
a relação sinal ruído está aproximadamente 2dB aima

da apaidade, a saber 0, 6803 para taxa total 2/3, ver Figura 5.2. Para a sexta iteração do

Algoritmo SISO-SuD está aproximadamente 2, 5dB aima da apaidade.

Fazendo uso de uma únia treliça para os dois usuários e um algoritmo de deisão onjunta

para os usuários, resultados semelhantes para a on�guração paralela foram apresentados

em [51℄ e [53℄. O anal utilizado também é do tipo binário aditivo om ruído gaussiano

e emprega o Algoritmo BCJR na deodi�ação, sendo o Algoritmo BCJR modi�ado para

deisão onjunta e utilização para o 2-BAC.

As diferenças dos resultados da literatura [51, 53℄ para os enontrados neste trabalho são

que os resultados apresentados aqui possibilitam (a) uma implementação paralela dos Algorit-

mos SISO-SuD, (b) deisões individuais para os usuários e () simpliidade na onstrução de

novos sistemas de odi�ação e deodi�ação de aesso múltiplo. Observe na Figura 5.2 que

para Eb/N0 pequenas, o Algoritmo SISO-SuD e Algoritmo SISO-SuD-LC apresenta melhor

desempenho, ontudo para Eb/N0 intermediárias o Algoritmo SISO-MuD onverge para o

limiar de saturação, ou seja, limiar em que não há mais ganho de informação mesmo om o

aumento da energia do sinal. Note ainda uma perda desprezível de entre o Algoritmo SISO-

SuD e Algoritmo SISO-SuD-LC, isso se deve a aproximações utilizadas para simpli�ar o

algoritmo de deodi�ação, dessa forma, apresentando vantagem em sua utilização, ou seja, o

Algoritmo SISO-MuD apresenta melhor desempenho para baixos valores de EB/N0, ontudo,

o Algoritmo SISO-SuD e o Algoritmo SISO-SuD-LC, por terem menhor omplexidade, são

mais interessantes para valores maiores de EB/N0.

Ademais, um esquema de odi�ação de taxa mais elevada resulta quando os ódigos

utilizados nos odi�adores omponentes são perfurados [86℄, no entanto isso oorre ao usto

de uma pequena degradação no desempenho [64℄. A degradação no desempenho resultante

pode ser ompensada pela utilização de ódigos de omprimento de restrição mais longos.

5.2.3 Sistema Conatenado em Série

Para as simulações omputaionais dos sistemas onatenados em série, foram realizadas

implementações do Algoritmo SISO-MuD, do Algoritmo SISO-SuD e do Algoritmo SISO-



107

SuD-LC, para o proesso de deodi�ação iterativa.

Para o sistema onatenado de odi�adores onvoluionais em série, o par de odi�ado-

res C1 e C2, assoiados, respetivamente, aos usuários 1 e 2, é formado por um odi�ador

onvoluional omponente externo, om taxa 1/2, e por um entrelaçador, que permuta os bits

de saída antes de apliá-los a um odi�ador onvoluional omponente interno, om taxa 2/3,

gerando um sub-bloo do ódigo que será enviado ao anal de transmissão. Dessa forma, os

odi�adores C1 e C2 possuem taxa 1/3. As matrizes geradoras polinomiais dos odi�adores

onvoluionais omponentes são apresentadas na Tabela 3.3.

As urvas de desempenho em termos da BER versus relação sinal ruído para os sistemas

onatenados em série, desrito no Exemplo 3.3, são mostradas na Figura 5.3, em função do

número de iterações para anais om dois usuários binários, utilizando o Algoritmo SISO-

MuD, o Algoritmo SISO-SuD e o Algoritmo SISO-SuD-LC. A Figura 5.3(a) referente ao

usuário 1 e a Figura 5.3(b) referente ao usuário 2, em que as matrizes geradoras polinomiais

dos odi�adores omponentes para os usuários são apresentadas na Tabela 3.3.

(a) (b)

Figura 5.3: BER versus relação sinal ruído do sistema onatenado de odi�adores onvoluionais

em série para o 2-BAC om taxa 2/3, utilizando o Algoritmo SISO-MuD, o Algoritmo SISO-SuD e o

Algoritmo SISO-SuD-LC.

Note que, para a sexta iteração do Algoritmo SISO-MuD, a urva de desempenho para

uma BER de aproximadamente 10−5
a relação sinal ruído está aproximadamente 1dB aima

da apaidade, a saber 0, 6803 para taxa total 2/3, ver Figura 5.3. Da mesma forma, para o

o Algoritmo SISO-SuD e o Algoritmo SISO-SuD-LC está aima 1, 4dB da apaidade.

O algoritmo de baixa omplexidade apliado ao Algoritmo SISO-SuD, Algoritmo SISO-

SuD-LC, introduzido na Seção 4.3.2, e apresentado espei�amente para a deisão individual
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no Apêndie A, Seção A.3, realiza aproximações para os logaritmos dos somatórios de ex-

poneniais presentes no algoritmo SISO. Para alançar menor omplexidade na deodi�ação

iterativa, a performane é omprometida. Porém, perebe-se que a diferença de desempenho é

quase impereptível para as ondições apliadas na simulação, ressaltando que o ompromisso

entre omplexidade omputaional e desempenho é bastante vantajoso. Ambas as urvas

apresentam uma probabilidade de erro por bit em torno de 10−4
, para Eb/N0 de 2 dB. As-

sim, observa-se uma diferença de desempenho pequena entre os dois algoritmos propostos,

Algoritmo SISO-SuD e Algoritmo SISO-SuD-LC, tornando o Algoritmo SISO-SuD-LC mais

atrativo devido a menor omplexidade.

5.2.4 Sistema Conatenado em Forma Mista

Em um sistema onatenado de odi�adores onvoluionais em forma mista - apresentado

na Seção 3.3.4 -, o usuário 1 onta om um esquema de odi�ação em que é utilizado um

PCCC de dois odi�adores onvoluionais reursivos sistemátios, denotados pelo Codi�ador

Componentes 1 e 2, om taxa 1/2, não neessariamente iguais. Para o usuário 2, onta om

um odi�ador onvoluional em série, em que o odi�ador omponente externo om taxa

1/2 e um entrelaçador, que permuta os bits de saída antes de apliá-los a um odi�ador

onvoluional omponente interno, om taxa 2/3, gerando sub-bloos do ódigo que será

enviado ao anal de transmissão pelo mesmo usuário. Dessa forma, o par de odi�adores

(C1,C2), referentes aos usuários 1 e 2, respetivamente, possuem taxa 1/3. A Tabela 3.4

apresenta as matrizes polinomiais geradoras assoiadas aos usuários. Tanto o usuário 1,

quanto o usuário 2 utilizam os mesmos odi�adores onvoluionais omponentes om taxa

1/2 e três elementos de memória, M = M1 = M2 = 3.

As urvas de desempenho em termos de BER versus relação sinal ruído para o sistema

onatenado em forma mista são mostradas na Figura 5.4, em função do número de iterações

para anais om dois usuários binários, utilizando o Algoritmo SISO-SuD. A Figura 5.4(a)

referente ao usuário 1 (PCCC) e a Figura 5.4(b) referente ao usuário 2 (SCCC), em que as ma-

trizes geradoras polinomiais dos odi�adores omponentes para os usuários são apresentadas

na Tabela 3.4.

Observe na Figura 5.4(a), usuário 1 que utiliza a on�guração PCCC, para a sexta iteração

do Algoritmo SISO-SuD, a urva de desempenho para uma BER de aproximadamente 10−5

a relação sinal ruído está aproximadamente 2dB aima da apaidade, a saber 0, 6803 para
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(a) (b)

Figura 5.4: BER versus relação sinal ruído do sistema onatenado de odi�adores onvoluionais

em forma mista para o 2-BAC om taxa 2/3, utilizando o Algoritmo SISO-SuD.

taxa total 2/3, ver Figura 5.3. Da mesma forma, na Figura 5.4(b), usuário 2 que utiliza a

on�guração SCCC, a urva de desempenho para uma BER 10−5
a relação sinal ruído está

aproximadamente 1dB aima da apaidade.

Com objetivo de analisar o impato ausado pelo uso de Sistemas Conatenados em Forma

Mista, a Figura 5.5 ompara a probabilidade de erro por bit versus relação sinal ruído, uti-

lizando o Algoritmo SISO-SuD, para usuários que utilizam o MCCC proposto om usuários

que utilizam Codi�adores Convoluionais Conatenados em Paralelo, ver Figura 5.5(a), e

Codi�adores Convoluionais Conatenados em Série, ver Figura 5.5(b). Note que a Sistema

Conatenado em Forma Mista apresenta melhor desempenho em relação as on�gurações

PCCC e SCCC, apresentando ganho de aproximadamente 1, 1dB e 0, 9dB, respetivamente,

para probabilidade de erro por bit de 10−4
e ganho de aproximadamente 0, 4dB e 0, 7dB, res-

petivamente, para BER de 10−5
. Tal fato pode ser expliado pela maior troa de informação

no proesso iterativo devido ao MCCC omponentes serem de estruturas diferentes.

5.3 Canal Aditivo om mais de Dois Usuários

Considere o sistema onatenado proposto para mais de dois usuários binários para o anal

aditivo ruidoso - ver Apêndie B. Resultados de simulação de omputador são apresentados

para o desempenho de odi�ação, em termos de BER e em termos de relação sinal-ruído

para o 3-BAC e 4-BAC, em que os usuários utilizam sistemas onatenados de odi�adores

onvoluionais em série para o Algoritmo SISO-SuD e o Algoritmo SISO-SuD-LC.
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(a) (b)

Figura 5.5: Comparação de BER versus relação sinal ruído de sistemas onatenados de odi�adores

onvoluionais para o 2-BAC om taxa 2/3, utilizando o Algoritmo SISO-SuD.

Para o sistema onatenado de odi�adores onvoluionais em série om três usuários, as

matrizes geradoras polinomiais dos odi�adores onvoluionais omponentes são apresentadas

na Tabela 5.2, om taxa global R(3) = 3/4. Os usuários utilizam odi�adores onvoluionais

omponentes om taxa 1/2 e três elementos de memória, M = M1 = M2 = M3 = 3.

Tabela 5.2: Matrizes polinomiais geradoras dos odi�adores omponentes do sistema onatenado

em série para o 3-BAC.

Codi�ador

Externo

Codi�ador

Interno

Usuário 1

[

1 +D +D3 1 +D +D2 +D3
]

[

1
1 +D

1 +D +D2 +D3

]

Usuário 2

[

1 +D +D2 +D3 1 +D2 +D3
]

[

1
1 +D +D2

1 +D +D2 +D3

]

Usuário 3

[

1 +D +D2 +D3 1 +D3
]

[

1
1 +D3

1 +D +D2 +D3

]

As urvas de desempenho para o 3-BAC, em termos de BER versus relação sinal ruído

para os sistemas onatenados em série, são mostradas na Figura 5.6, em função do número

de iterações para anais om três usuários binários, utilizando o Algoritmo SISO-SuD e o

Algoritmo SISO-SuD-LC. A Figura 5.6(a) referente ao usuário 1, a Figura 5.6(b) referente ao

usuário 2 e a Figura 5.6() referente ao usuário 3, em que as matrizes geradoras polinomiais

dos odi�adores omponentes para os usuários são apresentadas na Tabela 5.2.

Note que, para a urva de desempenho da Figura 5.6(a) está aproximadamente a 2, 0dB

da apaidade do anal e para as �guras 5.6(b) e 5.6() está aproximadamente a 1, 6dB aima
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(a)

(b) ()

Figura 5.6: BER versus relação sinal ruído do sistema onatenado de odi�adores onvoluionais

em série para o 3-BAC om taxa 3/4, utilizando o Algoritmo SISO-SuD e o Algoritmo SISO-SuD-LC.

da apaidade para três usuários transmitindo em um anal aditivo ruidoso, a saber 0.8897

para um taxa total de 3/4. O algoritmo de baixa omplexidade apliado ao Algoritmo SISO-

SuD, Algoritmo SISO-SuD-LC, por realiza aproximações para os logaritmos dos somatórios de

exponeniais presentes no algoritmo SISO, possuí menor omplexidade na deodi�ação itera-

tiva, dessa forma, omprometendo seu desempenho. Observa-se uma diferença de desempenho

pequena entre os dois algoritmos propostos, Algoritmo SISO-SuD e Algoritmo SISO-SuD-LC,

tornando o Algoritmo SISO-SuD-LC mais atrativo devido a menor omplexidade.

Para o sistema onatenado de odi�adores onvoluionais em série om quatro usuários,

as matrizes geradoras polinomiais dos odi�adores onvoluionais omponentes são apresenta-

das na Tabela 5.3, om taxa global R(3) = 4/6. Os usuários utilizam odi�adores onvoluio-

nais omponentes om taxa 1/4 e três elementos de memória,M = M1 = M2 = M3 = M4 = 3.

As urvas de desempenho para o 4-BAC, em termos de BER versus relação sinal ruído

para os sistemas onatenados em série, são mostradas na Figura 5.7, em função do número

de iterações para anais om quatro usuários binários, utilizando o Algoritmo SISO-SuD e
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Tabela 5.3: Matrizes polinomiais geradoras dos odi�adores omponentes do sistema onatenado

em série para o 4-BAC.

Codi�ador

Externo

Codi�ador

Interno

Usuário 1

[

1 +D +D3 1 +D +D2 +D3
]

[

1
1 +D2 +D3

1 +D +D2 +D3

1 +D +D3

1 +D +D2 +D3

]

Usuário 2

[

1 +D +D2 +D3 1 +D2 +D3
]

[

1
1 +D +D2

1 +D +D2 +D3

1 +D +D3

1 +D +D2 +D3

]

Usuário 3

[

1 +D +D2 +D3 1 +D3
]

[

1
1 +D3

1 +D +D2 +D3

1 +D2 +D3

1 +D +D2 +D3

]

Usuário 4

[

1 +D +D2 +D3 1 +D +D3
]

[

1
1 +D +D3

1 +D +D2 +D3

1 +D

1 +D +D2 +D3

]

o Algoritmo SISO-SuD-LC. A Figura 5.7(a) referente ao usuário 1, a Figura 5.7(b) referente

ao usuário 2, a Figura 5.7() referente ao usuário 3 e a Figura 5.7(d) referente ao usuário 4,

em que as matrizes geradoras polinomiais dos odi�adores omponentes para os usuários são

apresentadas na Tabela 5.3.

(a) (b)

() (d)

Figura 5.7: BER versus relação sinal ruído do sistema onatenado de odi�adores onvoluionais

em série para o 4-BAC om taxa 4/6, utilizando o Algoritmo SISO-SuD e o Algoritmo SISO-SuD-LC.
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Note que, para a sexta iteração do Algoritmo SISO-SuD e do Algoritmo SISO-SuD-LC,

a urva de desempenho para uma BER de aproximadamente 10−5
a relação sinal ruído está

aproximadamente 3, 5dB aima da apaidade, ver Figura 5.7.

A Figura 5.8 mostra o grá�o da probabilidade de erro por bit versus relação sinal ruído,

utilizando o Algoritmo SISO-SuD, a�m de omparar o desempenho alançado om o aumento

de usuários para o sistema de omuniação de múltiplo aesso om SCCC proposto, a saber

2-BAC e 4-BAC, ou seja. A esolha dos sistemas e matrizes geradoras apresentadas na

Seção 5.2.3 e na Seção 5.3 se dá pois ambos possuem mesma taxa total 2/3 para avaliar o

impato no sistema om a adição de usuários. Os resultados obtidos om o uso da onstrução

mostra uma perda de aproximadamente 1, 5dB entre um sistema de omuniação para o 2-

BAC e e um 4-BAC para um BER de 10−5
na 6a. iteração.

Figura 5.8: BER versus relação sinal ruído do sistema onatenado de odi�adores onvoluionais

em série para o 2-BAC e o 4-BAC om taxa 2/3, utilizando o Algoritmo SISO-SuD.

Neste apítulo, foi apresentado o desempenho de alguns sistemas para a transmissão de

dados multiusuário num anal AWGN, a saber, 2-BAC, 3-BAC e 4-BAC. Os algoritmos pro-

postos permitiram a onstrução de deodi�adores om a mesma estrutura dos deodi�adores

lássios para um usuário. Os resultados foram obtidos para sistemas de deodi�ação em

paralelo, em serial e na forma mista.

As diferenças dos resultados apresentados na literatura [51, 53, 60, 64℄ para os enontrados

neste trabalho são as de que os resultados apresentados aqui valem para mais de dois usuá-

rios, permitindo uma implementação paralela om a utilização do Deisor Suave proposto;

dessa forma, possibilitando realizar várias onstruções para diferentes apliações, apresen-

tando implementações em omputador de sistemas onatenados em paralelo (PCCC), em
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série (SCCC) e na forma mista (MCCC) para dois ou mais usuários.



apítulo 6

Considerações Finais

Preisamos analisar o todo, para, depois,

ompreendermos as partes [...℄

� Aristóteles (384�322 a.C.)

E

ste apítulo apresenta um balanço do trabalho realizado e dos resultados obtidos na

pesquisa que ulminou nesta tese. Sugestões para trabalhos futuros que podem ser

realizados omo ontinuações deste estudo também são apresentadas.

6.1 Contribuições

Neste trabalho, foram apresentados sistemas odi�ados onatenados para anais de

aesso múltiplo. Em partiular, a tese trata dos anais aditivos ruidosos om usuários bi-

nários, om a utilização de ódigos onvoluionais onatenados, utilizados em sistemas de

omuniações para emprego em anais de aesso múltiplo.

No sentido de eliminar os efeitos ausados pelo ruído presente nos sistemas de omuni-

ação, foram propostos diversos esquemas de odi�ação e deodi�ação iterativa e olabo-

rativa. Primeiramente, foi proposta uma deodi�ação iterativa baseada no algoritmo SISO

que, por sua vez, fornee ontinuamente estimativas onjuntas atualizadas das razões de log-

verossimilhança dos sub-bloos dos ódigos e das sequênias de informação para os usuários, a

ada iteração. Com a apliação dos módulos SISO, que empregam internamente o algoritmo
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hom�nimo, a onversão entre deodi�ação iterativa de diferentes odi�adores onatenados

torna-se simples. Como os módulos SISO apresentam entradas e saídas de mesma natureza,

a sua utilização no proesso de deodi�ação está ligada apenas à disposição do tipo de on-

atenação e aos odi�adores omponentes utilizados.

Os algoritmos propostos não utilizam treliças onjuntas onstruídas a partir de ada usuá-

rio: omo é assumido que ada usuário é independente, suas treliças também são indepen-

dentes, o que permite realizar análises dissoiadas de transições, possibilitando uma deisão

individual no proesso de deodi�ação. Vale salientar que, ao utilizar estimativas onjuntas

(razões de log-verossimilhança) para as sequênias de informação e para os sub-bloos dos

ódigos, é neessária a atualização dos Algoritmos SISO-MuD presentes nos módulos, sempre

que o número de usuários que aessam o anal for alterado. Neste ontexto, foram analisadas

três on�gurações para o sistema de deodi�ação iterativa em questão, seguindo a odi�ação

em que os módulos SISO são arranjados de forma paralela, serial ou mista, para dois ou mais

usuários binários. O desempenho dos ódigos onvoluionais onatenados em paralelo, série

ou mista, nessa ordem, pode ser estudado, veri�ando-se alto ganho de informação para taxa

de erro de bita ada iteração para o SCCC, uma vez que o PCCC satura em torno de 4dB.

No aso do MCCC, isto dependerá da onatenação assoiada a ada usuário.

Foi proposto um esquema de deodi�ação iterativa om a inlusão de um deisor suave,

o Algoritmo SISO-SuD. Tem-se, om base nas equações (4.94) e (4.95), que o deodi�ador

SISO proposto pode ser onstruído utilizando ferramentas lássias disponíveis. Nota-se que

a LLR para um determinado usuário pode ser obtida a partir do deisor suave, que utiliza

as estimativas dos outros T − 1 usuários, permitindo a utilização do algoritmo proposto para

o álulo das estimativas referentes à deodi�ação deste determinado usuário. O deisor

suave é responsável por forneer, ao módulo SISO, a LLR atualizada dos sub-bloos dos

odi�adores para ada usuário, por meio das equações apresentadas nas seções 4.4 e B.2.

Dessa forma, qualquer sistema de deodi�ação iterativa utilizando os módulos SISO pode

ser adaptado para apliações om múltiplos usuários. Assim, os algoritmos já otimizados

em desempenho e omplexidade omputaional podem ser utilizados para sua onstrução.

Seguindo esse raioínio, a implementação para mais de dois usuários foi realizada, permitindo

a onstrução e a implementação omputaional de sistemas om três e quatro usuários, visto

que a proposta é paralelizável.

Outro resultado relevante advém do desaoplamento entre usuários no esquema de deo-



117

di�ação proposto no Algoritmo SISO-SuD, de modo que não é uma ondição neessária que

os usuários detenham o mesmo esquema de odi�ação - a saber, PCCC, SCCC e HCCC -,

denotado sistema onatenado de ódigos onvoluionais na forma mista, forneendo ainda

mais versatilidade no proesso de deodi�ação.

Devido ao impato da esolha dos ódigos onvoluionais utilizados nos odi�adores om-

ponentes presentes no esquema de onatenação, é neessário um estudo dos melhores ódigos

para o proesso de deodi�ação iterativa, resultando em uma maior proteção dos símbo-

los transmitidos por ada usuário em anais aditivos ruidosos. Neste intuito, foi realizada

uma busa por ódigos onvoluionais empregados nos odi�adores omponentes que ofere-

çam menores taxas de erro por bit ou ainda menores interferênias para os outros usuários

presentes no anal.

Resultados de simulação de probabilidade de erro, vide urvas nas �guras 5.2, 5.3, 5.4, 5.6

e 5.7, mostram que os sistemas projetados pelo método utilizado podem ter desempenho

próximo da apaidade. Note que as urvas de desempenho apresentam omportamento se-

melhante aos dos ódigos onvoluionais onatenados para um usuário; ver [93℄. É possível

que resultados ainda melhores possam ser obtidos om outros ódigos onvoluionais om

omponentes assoiados a ada usuário.

6.2 Estudos Futuros

Os resultados obtidos neste trabalho indiam algumas possibilidades de estudos futuros,

listadas a seguir:

⊲ Analisar as urvas de desempenho em termos de taxa de erro de bit para os sistemas

onatenados de ódigos onvoluionais na forma híbrida. Tais esquemas são ompostos

pela ombinação dos esquemas em paralelo e em série de odi�adores, ofereendo, assim, a

oportunidade de explorar as vantagens de odi�adores onatenados tanto de um esquema,

quanto de outro.

⊲ Estudar o omportamento dos esquemas de odi�ação apresentados em outros tipos de a-

nais omo, por exemplo, om desvaneimento (Rayleigh), multiperurso e om apagamento.

⊲ Analisar a onstrução de equalizadores para anais de aesso múltiplo, desenvolvendo, desse

modo, um Equalizador SISO para anais aditivos ruidosos om usuários binários.

⊲ Analisar algoritmos de baixa omplexidade para anais aditivos om mais de dois usuários
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binários, a saber SOVA, que permitam deodi�ação iterativa por usuário (Algoritmo SISO-

SuD).

⊲ Analisar o desempenho em termos de taxa de erro por bit versus relação sinal ruído utili-

zando modulações digitais.

⊲ Calular a omplexidade omputaional dos algoritmos propostos, permitindo a análise e o

desenvolvimento de propostas para a redução de omplexidade no proesso de deodi�ação.

⊲ Analisar qualitativamente os ódigos onvoluionais atribuídos aos usuários através de ur-

vas de transferênia de informação extrínsea (EXIT, extrinsi information transfer).

⊲ Enontrar limitantes para o número de iterações dos algoritmos propostos, de�nindo limi-

ares su�ientemente satisfatórios que permitam deidir sobre a quantidade de iterações no

proesso de deodi�ação.

⊲ Avaliar os impatos sobre os algoritmos de deisão onjunta (Algoritmo SISO-MuD) e de de-

isão individual (Algoritmo SISO-SuD) para ódigos onvoluionais atribuídos aos usuários

nos sistemas odi�ados para aesso múltiplo.

⊲ Avaliar os impatos de outros entrelaçadores sobre os algoritmos de deisão onjunta

(Algoritmo SISO-MuD), de deisão individual (Algoritmo SISO-SuD) e sistemas propostos.

⊲ Investigar o omportamento de T Usuários om F realimentações no Deisor Suave,

F < T .



apêndieA

Módulo SISO para um

usuário

O módulo SISO, apresentado por Benedetto [93℄, em 1996, é um dispositivo de quatro

portas que possui entradas suaves - medida de on�ança sobre ada símbolo - na forma de

sequênias de razões de log-verossimilhança. Este apêndie desreve o proesso de deodi�-

ação para um usuário utilizando módulos SISO que é utilizado para o algoritmo proposto,

denotado Algoritmo SISO-SuD.

A.1 Deodi�ação

A deodi�ação baseia-se na probabilidade máxima a posteriori (MAP) de um símbolo ser

emitido através de um anal de transmissão ruidoso sem memória. Dessa forma, baseado na

inferênia bayesiana, segundo a qual o onheimento aera de um evento pode ser atualizado

a partir da manipulação de alguma outra informação a priori , a deodi�ação iterativa é

proposta omo solução no algoritmo MAP. Assim, onsidere o teorema de Bayes om um

anal ruidoso aditivo gaussiano brano, logo a probabilidade a posteriori pode ser esrita, em

um instante de observação t, na forma;

P
(

ut = u

k|z t

)

=
P
(

z t|ut = u

k
)

P

[

ut = u

k
]

P (z t)
(A.1)

para u

k ∈ U, em que a probabilidade a posteriori é de�nida em função da variável aleatória

z t = ut + g t, que, por sua vez, representa uma amostra do sinal reebido e pode ser esrita

omo a soma do símbolo transmitido u t om AWGN, denotado por g t. Além disso, ut = u

k
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india que ut pertenente ao subespaço vetorial U = {u1,u2, . . . ,uk, . . . ,u2k} e representa

que o k-ésimo símbolo foi transmitido entre os 2k possíveis pertenentes ao onjunto do espaço

vetorial U.

Quanto à função densidade de probabilidade do sinal reebido r t = z t, onsiderando todos

onjunto de sinais transmitidos, tem-se que

P (z t) =
∑

ut:P (ut=uk) 6=0

P
(

z t|u t = u

k
)

P

[

u t = u

k
]

. (A.2)

Para o aso binário, o alfabeto de u

k
é {−1,+1}, e modulação BPSK, as funções densidade

de probabilidade P (z t|ut = −1) e P (z t|ut = +1) da variável r t, ondiionada aos símbolos

transmitidos ut = −1 e ut = +1, são hamadas de funções de verossimilhança.

Uma regra de deisão abrupta bastante onheida, hamada de regra de máxima ve-

rossimilhança, deide pelo símbolo transmitido om base no maior valor da função de log-

verossimilhança. A regra de deisão MAP pode ser expressa em termos da probabilidade a

posteriori na forma:

P (ut = +1|z t)

û
(j)
t

=−1

>
≤
û
(j)
t

=+1

P (ut = −1|z t) . (A.3)

Apliando o teorema de Bayes para um anal, tem-se:

P (z t|ut = +1)P [ut = +1]

û
(j)
t

=−1

>
≤
û
(j)
t

=+1

P (z t|ut = −1)P [ut = −1] . (A.4)

Em termos do logaritmo da razão entre as densidades de probabilidade ondiionais, tem-se:

ln

(

P (z t|ut = +1)P [ut = +1]

P (z t|ut = −1)P [ut = −1]

) û
(j)
t

=−1

>
≤
û
(j)
t

=+1

0. (A.5)

A.2 Módulo SISO

O módulo SISO, apresentado por Benedetto [93℄, onsiste em um dispositivo que possui

entradas suaves - medida de on�ança sobre ada símbolo - na forma de sequênias de razões

de log-verossimilhança (LLR), a saber Λ(v ; I) e Λ(u; I), e produz saídas, também suaves, na

forma de versões atualizadas de LLR, a saber Λ(v ;O) e Λ(u ;O). As saídas são aluladas

por um algoritmo de deodi�ação que utiliza a regra MAP, baseada nas entradas e no o-

nheimento da treliça utilizada na odi�ação, onforme será visto. A representação grá�a

do módulo pode ser observada na Figura A.1 [93�97, 105, 113, 114℄.
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Módulo SISO

Λ(u ; I)

Λ(v ; I)

Λ(u ;O)

Λ(v ;O)

Figura A.1: Módulo om entrada suave e saída suave para um usuário.

Para uma sequênia de símbolos binários de informação, u

N
1 = {u1,u2, . . . ,ut, . . . ,uN},

denotando a mensagem a ser odi�ada, tem-se o símbolo ut, observado no instante t, perten-

ente ao subespaço vetorial U = {u1,u2, . . . ,u|U|}, om ardinalidade |U|. Este é assoiado à
sequênia de símbolos de saída, denotadas as sequênias-ódigo por v

N
1 = {v1, v 2, . . . , v t, . . . , vN},

em que v t é o sub-bloo do ódigo observado no instante t, pertenente ao subespaço vetorial

V = {v1,v2, . . . ,v|V|}, om ardinalidade |V|. As razões de log-verossimilhança de entrada

podem ser de�nidas na forma [119℄

Λ(u; I) = [Λ(u1; I),Λ(u2; I), . . . ,Λ(ut; I), . . . ,Λ(uN ; I)] ; (A.6)

Λ(v ; I) = [Λ(v1; I),Λ(v 2; I), . . . ,Λ(v t; I), . . . ,Λ(vN ; I)] . (A.7)

O algoritmo de deodi�ação MAP, utilizado no módulo SISO, estima os símbolos transmiti-

dos a partir das LLR de entradas suaves, no instante de observação t, na forma

Λ(ut; I) = ln

(

P
u

k(ut; I)

P
u

(ut; I)

)

, (A.8)

em que k, 1 ≤ k ≤ |U|, u e u

k
são arbitrariamente esolhidos e pertenem ao subespaço

vetorial. Analogamente,

Λ(v t; I) = ln

(

P
v

l(v t; I)

P
v

(v t; I)

)

; (A.9)

em que l, 1 ≤ l ≤ |V|, v e v

l
são arbitrariamente esolhidos e pertenentes ao subespaço

vetorial V. Em que P
u

k(ut; I) e P
v

l(v t; I) denotam as probabilidades a priori assoiadas,

respetivamente, aos símbolos de entrada e às sequênias-ódigo, no instante de observação t.

O módulo SISO produz omo saída as LLR atualizadas, Λ(ut;O) e Λ(v t;O), aluladas

por um algoritmo de deodi�ação MAP, baseado nas entradas Λ(ut; I) e Λ(v t; I) e no

onheimento da treliça empregada na odi�ação. Portanto,

Λ(u;O) = [Λ(u1;O),Λ(u2;O), . . . ,Λ(ut;O), . . . ,Λ(uN ;O)] ; (A.10)

Λ(v ;O) = [Λ(v1;O),Λ(v2;O), . . . ,Λ(v t;O), . . . ,Λ(vN ;O)] . (A.11)
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em que, a ada observação t, tem-se

Λ(ut;O) = ln

(

P
u

k(ut;O)

P
u

(ut;O)

)

; (A.12)

Λ(v t;O) = ln

(

P
v

l(v t;O)

P
v

(v t;O)

)

; (A.13)

em que u é arbitrariamente esolhido e pertenente ao subespaço vetorial U e v é arbitra-

riamente esolhido e pertenente ao subespaço vetorial V. Em que P
u

k(ut;O) e P
v

l(v t;O)

denotam as probabilidades a posteriori assoiadas aos símbolos de entrada e às sequênias-

ódigo, respetivamente.

A.2.1 Seção de Treliça

Com o objetivo de failitar a exposição do trabalho, serão adotadas algumas notações

apresentadas em [93℄. O omportamento de um odi�ador onvoluional pode ser ompleta-

mente estabeleido a partir de sua treliça om um onjunto de estados. Assim, onsidere uma

treliça om um onjunto de M estados na forma S = {s1, s2, . . . , sM}, na qual ada sub-bloo
do ódigo é determinado a partir da relação entre os estados e os símbolos de entrada. Sem

perda de generalidade, a ada instante t é assoiada uma observação.

Em Benedetto [93℄, dado um onjunto de entrada pertenente ao subespaço vetorial U,

om ardinalidade |U|, ada transição entre os estados é denominada de ramo, logo E =

{e(1), e(2), . . . , e(|U|×M)} de�ne o onjunto de todos os possíveis ramos presentes na treliça.

Ou seja, para um dado instante de observação t, uma seção de treliça de�ne a transição do

estado atual St para o próximo estado St+1, em que St = sS(e(i)) → St+1 = sE(e(i)) e

St, St+1 ∈ S, em um total de M estados possíveis e distintos - ver Figura A.2 - de�nem as

funções assoiadas a ada ramo e(i), em que e(i) ∈ E e 1 ≤ i ≤ (|U| ×M), na forma:

⊲ Estado atual - St = sS(e(i)), em que St = sS(e(i)) ∈ S;

⊲ Próximo estado - St+1 = sE(e(i)), em que St+1 = sE(e(i)) ∈ S;

⊲ Símbolos de entrada assoiados ao ramo e(i) - ut(e
(i)) ∈ U;

⊲ Símbolos de saída assoiados ao ramo e(i) - v t(e
(i)).

Note que, para 0 ≤ i, j ≤ |U| × M no instante de observação t + 1, veri�a-se que

St+1 = sS(e(j)) → St+2 = sE(e(j)). Por outro lado, na transição de estados em t, em que

St = sS(e(i)) → St+1 = sE(e(i)), o estado �nal St+1 = sE(e(i)) torna-se o estado iniial em

t+ 1, a saber, St+1 = sS(e(j)).
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St+2 = sE(e(j))

Figura A.2: Seção retirada da treliça em instantes de observação onseutivos, em que 0 ≤ i, j ≤
|U| ×M .

Para uma transição no ramo e(i), em que 0 ≤ i ≤ (|U| × M), entre os estados atual e

próximo, pode-se de�nir uma dupla (sS(e(i)); sE(e(i))) que determina uniamente o símbolo

de informação e símbolo do odi�ador orrespondente (ut(e
(i))); v t(e

(i))) - ver Figura A.2.

As relações entre as funções de�nidas dependem de um odi�ador partiular. Para um

odi�ador, o estado atual e a sequênia de entrada (sS(e(i));u t(e
(i))) de�nem uniamente o

próximo estado e o sub-bloo do ódigo (sE(e(i)); v t(e
(i))).

A.2.2 Algoritmo SISO

Considere uma fonte de informação que gera uma sequênia de símbolos de entrada a

ser odi�ada u

N
1 = {u1,u2, . . . ,ut, . . . ,uN}, em que, ada símbolo de entrada orresponde

a ut = {u(1)
t , u

(2)
t , . . . , u

(k)
t }, para 1 ≤ t ≤ N , om distribuição de probabilidade P (uk) =

P

[

u t = u

k
]

, u

k ∈ U. A sequênia dos símbolos de entrada é odi�ada, assoiando-se à

sequênia de saída v

N
1 = {v1, v 2, . . . , v t, . . . , vN}, em que, ada símbolo de saída é dado por

v t = {v(1)t , v
(2)
t , . . . , v

(k)
t }, para 1 ≤ t ≤ N .

A função do algoritmo SISO é maximizar a probabilidade a posteriori de qualquer símbolo

de informação ut, ser u
k ∈ U, em um dado instante de observação t, onheendo uma sequên-

ia z

N
1 = {z 1, z 2, . . . , z t, . . . , zN}, de omprimento N , denotado sequênia de observação, em

que z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t . . . , z

(n)
t }, 1 ≤ j ≤ n. Por de�nição, probabilidade a posteriori

da mensagem no instante de tempo t, é dada por;

P̃
u

k(ut;O) , P
(

ut = u

k|zN
1

)

. (A.14)
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A.2.2.1 Probabilidade a posteriori de uma Mensagem

Dado que os eventos de transição entre ada estado são mutuamente exlusivos, a proba-

bilidade de qualquer um deles oorrer é igual à soma das probabilidades individuais, portanto,

tem-se

P̃
u

k(ut;O) =
∑

e(i):ut(e(i))=uk

P
(

ut = ut(e
(i))|zN

1

)

, (A.15)

em que e(i) é o i-ésimo ramo da treliça assoiada ao proesso de odi�ação, om e(i) ∈ E e

1 ≤ i ≤ (|U| ×M), omo apresentado na Seção A.2.1.

Os odi�adores onvoluionais são gerados por sistemas sequêniais bem de�nidos. Em

um determinado instante t, a saída do sistema é v t = v t(e
(i)), omo função da entrada

ut = u t(e
(i)) e da transição de estados estado St−1 = sS(e(i)) → St = sE(e(i)), dentro de um

total de M estados possíveis e distintos, de modo que é possível dimensionar a Equação A.15

a partir da probabilidade onjunta na seguinte forma:

P̃
u

k(ut;O) =
∑

e(i):ut(e(i))=uk

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i))|zN
1

)

=
∑

e(i):ut(e(i))=uk

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); zN
1

)

P (zN
1 )

. (A.16)

A probabilidade P (zN
1 ) é independente do somatório e onstante, então tem-se que

P̃
u

k(ut;O) ∝
∑

e(i):ut(e(i))=uk

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); zN
1

)

, (A.17)

de modo que não se interfere na regra MAP. A sequênia observada z

N
1 pode ser deomposta

em três omponentes, a saber, z

t−1
1 , zt e z

N
t+1, assim,

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); zN
1

)

= P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); z t−1
1 , zt, z

N
t+1

)

= P
(

z

N
t+1|zt, z t−1

1 ;St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i))
)

P
(

zt, z
t−1
1 ;St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i))

)

.

(A.18)

Uma onsideração importante pode ser feita om base na observação de que eventos an-

teriores não irão interferir na avaliação ondiional, pois o estado St = sE(e(i) é onheido,

logo

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); zN
1

)

= P
(

z

N
t+1|St = sE(e(i))

)

P
(

zt, z
t−1
1 ;St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i))

)

. (A.19)
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Apliando a de�nição de probabilidade ondiional ao termo mais à direita, tem-se

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); zN
1

)

= P
(

z

N
t+1|St = sE(e(i))

)

P
(

St = sE(e(i)); zt|St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

P
(

St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

(A.20)

= P
(

z

N
t+1|St = sE(e(i))

)

P

[

St = sE(e(i)); zt|St−1 = sS(e(i))
]

P
(

St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

. (A.21)

Considerando a de�nição

At−1

(

sS(e(i))
)

, P
(

St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

; (A.22)

Bt

(

sE(e(i))
)

, P
(

z

N
t+1|St = sE(e(i))

)

, (A.23)

tem-se

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); zN
1

)

=

= At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P

[

St = sE(e(i)); zt|St−1 = sS(e(i))
]

. (A.24)

Consequentemente, a Equação (A.17) pode ser reesrita na seguinte forma:

P̃
u

k(ut;O) ∝
∑

e(i):ut(e(i))=uk

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P

[

St = sE(e(i)); zt|St−1 = sS(e(i))
]

;

(A.25)

Note que o álulo P̃
u

k(ut;O) é estabeleido por uma relação baseada nas observações

de aonteimentos passados, presentes e futuros, no tempo de observação t. Essa a�rmação

se torna verdade a partir do momento que At−1

(

sS(e(i))
)

, P
(

St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

de�ne

a probabilidade de permaneer no estado sS(e(i)) om a sequênia z

t−1
1 no instante t − 1;

P

[

St = sE(e(i)); zt|St−1 = sS(e(i))
]

de�ne a probabilidade de surgir um símbolo zt dado que

houve a transição sS(e(i)) → St = sE(e(i)) no instante t; e, por sua vez, Bt

(

sE(e(i))
)

,

P
(

z

N
t+1|St = sE(e(i))

)

de�ne a probabilidade da sequênia z

N
t+1 onheendo o estado St =

sE(e(i)).

Como o estado St = sE(e(i)) e a saída vl = v t(e
(i)) são uniamente identi�ados pelo par

(ut(e
(i)), S(t− 1)S(e(i))), a estimativa P

[

St = sE(e(i)); zt|St−1 = sS(e(i))
]

pode ser reesrita
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na forma

P

[

u

k = u t(e
(i)); zt|St−1 = sS(e(i))

]

=

=
P

[

u

k = ut(e
(i)), St−1 = sS(e(i)); zt

]

P

[

St−1 = sS(e(i))
]

=
P

[

zt|uk = ut(e
(i)), St−1 = sS(e(i))

]

P

[

u

k = u t(e
(i)), St−1 = sS(e(i))

]

P

[

St−1 = sS(e(i))
]

=
P

[

zt|uk = ut(e
(i)), St−1 = sS(e(i))

]

P

[

u

k = u t(e
(i))|St−1 = sS(e(i))

]

P

[

St−1 = sS(e(i))
]

P

[

St−1 = sS(e(i))
]

= P

[

zt|uk = u t(e
(i)), St−1 = sS(e(i))

]

P

[

u

k = ut(e
(i))|St−1 = sS(e(i))

]

= P

[

zt|uk = v t(e
(i))
]

P

[

u

k = ut(e
(i))
]

. (A.26)

A probabilidade P

[

u

k = u t(e
(i))
]

depende exlusivamente do símbolo de entrada u t(e
(i)) não

havendo qualquer onheimento prévio para sua estimativa, também referida omo probabili-

dade a priori do símbolo de entrada ut(e
(i))). Assim, tem-se P

u

k(ut; I) = P

[

u

k = v t(e
(i))
]

.

Em adição, sabe-se que o deodi�ador onvoluional deve dispor da treliça utilizada na

odi�ação, portanto ele realiza a estiva da probabilidade P

[

zt|vl = v t(e
(i))
]

. Devido a essa

suposição, é alulada a probabilidade de uma determinada variável aleatória zt ser reebida

dado que um símbolo de saída v

l = v t(e
(i)

foi enviado ao anal. A essa estimativa é dado

o nome de probabilidade a posteriori do símbolo de saída om referênia ao anal, logo,

P
v

l(v t; I) = P

[

zt|vl = v t(e
(i))
]

.

Portanto, para o álulo da estimativa atualizada, no instante de observação t, do símbolo

de entrada P̃
u

k(ut;O), a Equação (A.27) pode ser reesrita na forma

P̃
u

k(ut;O) ∝
∑

e(i):ut(e(i))=vl

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P

[

zt|v t = v t(e
(i))
]

P

[

u = ut(e
(i))
]

,

(A.27)

e, das de�nições P
u

k(ut; I) = P

[

u

k = v t(e
(i))
]

e P
v

l(v t; I) = P

[

zt|vl = v t(e
(i))
]

, tem-se

P̃
v

l(u;O) ∝
∑

e(i):ut(e(i))=vl

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P
v

l(v t; I)P
u

k(ut; I), (A.28)

omo a probabilidade P
v

l(v t; I) é onstante devido ao índie do somatório, tem-se

P̃
u

k(ut;O) ∝ P
u

k(ut; I)
∑

e(i):ut(e(i))=uk

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P

[

zt|v t = v t(e
(i))
]

.

(A.29)
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Por �m, as métrias At−1

(

sS(e(i))
)

e Bt

(

sE(e(i))
)

podem ser determinadas de forma

reursiva.

Métria At−1

(

sS(e(i))
)

:

Iniialmente, onsidere a métria At−1

(

sS(e(i))
)

, de�nida na forma

At−1

(

sS(e(i))
)

= P
(

St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

, (A.30)

que, em um instante t onseutivo a t− 1, tem-se da treliça, St−1 = sS(e(i)) → St = sE(e(i)),

logo,

At

(

sS(e(i))
)

= P
(

St = sS(e(i)); z t−1
1 , zt

)

;

=
∑

e(i):sE(e(i))=St

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)).z t−1
1 , zt

)

. (A.31)

Apliando a de�nição de probabilidade ondiional, tem-se

At

(

sS(e(i))
)

=
∑

e(i):sE(e(i))=St

P
(

St = sE(e(i)), zt|St−1 = sS(e(i)), z t−1
1

)

P
(

St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

=
∑

e(i):sE(e(i))=St

P

[

St = sE(e(i)); zt|St−1 = sS(e(i))
]

P
(

St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

,

(A.32)

logo, das equações P

[

u

k = ut(e
(i)); zt|St−1 = sS(e(i))

]

= P

[

zt|uk = v t(e
(i))
]

P

[

u

k = ut(e
(i))
]

e At−1

(

sS(e(i))
)

= P
(

St−1 = sS(e(i)); z t−1
1

)

, tem-se

At

(

sS(e(i))
)

=
∑

e(i):sE(e(i))=St

P

[

zt|vl = v t(e
(i))
]

P

[

u

k = ut(e
(i))
]

At−1

[

sS(e(i))
]

=
∑

e(i):sE(e(i))=St

P
v

l(v t; I)P
u

k(ut; I)At−1

(

sS(e(i))
)

, (A.33)

om as seguintes ondições de ontorno:

A0

(

sS(e(i)) = S0

)

= 1; (A.34)

A0

(

sS(e(i)) 6= S0

)

= 0; (A.35)

em atenção à neessidade das treliças iniiarem no estado S0.

Métria Bt

(

sE(e(i))
)

:



128

De maneira similar, para a métria Bt

(

sE(e(i))
)

, tem-se que

Bt

(

sE(e(i))
)

= P
(

z

N
t+1|St = sE(e(i))

)

. (A.36)

A partir da de�nição de distribuição de probabilidades marginais em t+ 1, note que, sobre a

treliça, a probabilidade P

(

z

N
t+1|St = sE(e(i))

)

é igual ao somatório de todas as probabilidades

que vão para os estados St = sE(e(i)) - ou seja, o onjunto de todos St = sS(e(i)) → St+1 =

sE(e(i)) -, logo,

Bt

(

sE(e(i))
)

=
∑

e(i):sS(e(i))=St

P
(

z

N
t+1;St+1 = sE(e(i))|St = sS(e(i))

)

=
∑

e(i):sS(e(i))=St

P
(

z

N
t+2|St = sS(e(i)), St+1 = sE(e(i))

)

P

[

St+1 = sE(e(i)); zt+1|St = sS(e(i))
]

,

(A.37)

logo, das equações P

[

u

k = ut(e
(i)); zt|St−1 = sS(e(i))

]

= P

[

zt|uk = v t(e
(i))
]

P

[

u

k = ut(e
(i))
]

e Bt

(

sE(e(i))
)

= P
(

z

N
t+1|St = sE(e(i))

)

, tem-se

Bt

(

sE(e(i))
)

=
∑

e(i):sS(e(i))=St

Bt

(

sE(e(i))
)

P

[

zt|vl = v t(e
(i))
]

P

[

u

k = ut(e
(i))
]

=
∑

e(i):sS(e(i))=St

Bt

(

sE(e(i))
)

P
v

l(v t; I)P
u

k(ut; I), (A.38)

om as seguintes ondições de ontorno:

BN

(

sS(e(i)) = SN

)

= 1; (A.39)

BN

(

sS(e(i)) 6= SN

)

= 0. (A.40)

Levando em onta a neessidade de as treliças terminarem no estado onheido SN , aso o

estado �nal seja indeterminado, este pode ser apliado às ondições

BN

(

sS(e(i)) = SN

)

=
1

M
; (A.41)

BN

(

sS(e(i)) 6= SN

)

= 0. (A.42)

Esta é uma ondição aeitável visto que, dentre os M estados possíveis, apenas um será

esolhido omo o atual [142℄.

A.2.2.2 Probabilidade a posteriori do Sub-bloo do Código

Por outro lado, o algoritmo também maximiza a probabilidade a posteriori de qualquer

sub-bloo do ódigo v t, em um dado instante de observação t, onheendo uma sequênia
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z

N
1 = {z 1, z 2, . . . , z t, . . . , zN} de omprimento N . Denotando a sequênia de observação em

que z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t . . . , z

(n)
t }, 1 ≤ j ≤ n, tem-se

P̃
v

l(v t;O) = P
(

v t = v

l|zN
1

)

=
∑

e(i):vt(e(i))=vl

P
(

v t = v

l|zN
1

)

=
∑

e(i):vt(e(i))=vl

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); zN
1

)

P
(

z

N
1

) . (A.43)

A probabilidade P
(

z

N
1

)

é independente do somatório e onstante, então, tem-se

P̃
v

l(v t;O) ∝
∑

e(i):vt(e(i))=vl

P
(

St−1 = sS(e(i)), St = sE(e(i)); zN
1

)

, (A.44)

que, omo visto no álulo da probabilidade P̃
u

k(ut;O), pode-se reesrever na forma

P̃
v

l(v t;O) ∝
∑

e(i):vt(e(i))=vl

At−1

[

sS(e(i))
]

Bt

[

sE(e(i))
]

P
u

k

(

u t(e
(i)); I

)

P
v

l

(

v t(e
(i)); I

)

.

(A.45)

Nota-se, ainda, que a probabilidade P
u

k

(

u t(e
(i)); I

)

é onstante devido ao índie do somató-

rio, assim

P̃
v

l(v t;O) ∝ P
v

l

(

v t(e
(i)); I

)

∑

e(i):vt(e(i))=vl

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P
u

k

(

ut(e
(i)); I

)

;

(A.46)

em que At−1

(

sS(e(i))
)

e Bt

(

sE(e(i))
)

são alulados da mesma forma apresentada para

P̃
u

k(ut;O).

Para asos de transmissão em anais sem memória, as distribuições de probabilidade

assoiadas às sequênias-ódigo P
v

l

(

v t(e
(i)); I

)

podem ser determinadas na forma

P
v

l

(

v t(e
(i)); I

)

= P

[

zt|vl = v t(e
(i))
]

=
n
∏

j=1

Pv(j)

(

v
(j)
t (e(i); I)

)

, (A.47)

em que ada símbolo de saída v

l = {v(1), v(2), . . . , v(j), . . . , v(n)} em um determinado instante

de observação e Pv(j)

(

v
(j)
t (e(i)); I

)

= P
[

z
(j)
t |v(j) = v

(j)
t

]

, 1 ≤ j ≤ n e v(j) pertenem ao

alfabeto das sequênias-ódigo. Ou seja, a probabilidade a posteriori do sub-bloo do ódigo

v t é dada pelo produto das probabilidades a posteriori de ada omponente v(j), no instante

de observação dado. Por exemplo, para asos de transmissão através de anais gaussianos

om média zero e variânia σ2
,

P
(

v(j); I
)

=
1√
2πσ2

exp

(

−(z
(j)
t − v(j))2

2σ2

)

, (A.48)
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logo,

P
v

l

(

v t(e
(i)); I

)

=

(

1√
2πσ2

)n n
∏

j=1

exp

(

−(z
(j)
t − v(j))2

2σ2

)

=

(

1√
2πσ2

)n

exp

(

−
∑n

j=1(z
(j)
t − v(j))2

2σ2

)

. (A.49)

A.2.3 Razões de Log-Verossimilhança

O algoritmo SISO é esrito utilizando as probabilidades a posteriori P
u

k(ut;O) e P
v

l(v t;O)

para obter as LLR:

Λ(ut;O) , ln

(

P
u

k(ut;O)

P
u

(ut;O)

)

= ln

(

P (ut = u

k|zN
1 )

P (ut = u|zN
1 )

)

; (A.50)

Λ(v t;O) , ln

(

P
v

l(v t;O)

P
v

(v t;O)

)

= ln

(

P (v t = v

l|zN
1 )

P (vt = v|zN
1 )

)

. (A.51)

A regra de deisão será: se P (ut = u

k|zN
1 ) = P (ut = u|zN

1 ), esolhe-se uk
ou u om

igual probabilidade, arbitrariamente. Caso P (ut = u

k|zN
1 ) > P (ut = u|zN

1 ), é esolhido o

símbolo u

k
; aso ontrário, u. Analogamente, para o sub-bloo do ódigo, tem-se que: se

P (v t = v

l|zN
1 ) = P (v t = v|zN

1 ), esolhe-se arbitrariamente v

l
ou v. Caso P (v t = v

l|zN
1 ) >

P (v t = v|zN
1 ), é esolhido o símbolo vl

; aso ontrário, v. De forma analítia, o deodi�ador

estima o símbolo ût e o sub-bloo do ódigo v̂ t sobre as razões de log-verossimilhança no

instante de observação t, na seguinte forma:

ût =





u

k
Λ(ut;O) ≥ 0

u Λ(ut;O) < 0
; (A.52)

v̂ t =





v

l
Λ(v t;O) ≥ 0

v Λ(v t;O) < 0
. (A.53)

Para ut ∈ U, é neessário realizar o álulo de |U| − 1 razões de log-verossimilhança, assim

omo para v t ∈ V é neessário |V| − 1 razões de log-verossimilhança.

Do Algoritmo SISO, tem-se as equações (A.54) e (A.55):

P̃
u

k(ut;O) ∝ P
u

k (ut; I)
∑

e(i):ut(e(i))=uk

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P
v

l (v t; I) ; (A.54)

P̃
v

l(v t;O) ∝ P
v

l (v t; I)
∑

e(i):vt(e(i))=vl

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P
u

k (v t; I) . (A.55)
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Logo, pode-se de�nir

P̃
u

k(ut;O) ∝ P
u

k (u t; I)P
u

k(ut;O); (A.56)

P̃
v

l(v t;O) ∝ P
v

l (v t; I)P
v

l(v t;O), (A.57)

em que

P
u

k(ut;O) =
∑

e(i):ut(e(i))=uk

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P
v

l (v t; I) , (A.58)

e

P
v

l(v t;O) =
∑

e(i):vt(e(i))=vl

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
)

P
u

k (ut; I) . (A.59)

As distribuições de probabilidades P
u

k(ut;O) e P
v

l(v t;O) representam a informação extrín-

sea a ser propagada através dos deodi�adores, sendo aluladas a partir das restrições do

odi�ador e distribuições de probabilidades das sequênias de entrada P
u

k (ut; I) e P
v

l (v t; I).

Para redução da omplexidade omputaional do algoritmo SISO, também hamado al-

goritmo Log-MAP, pode ser apliado o logaritmo nas métrias, na forma

αt−1

(

sS(e(i))
)

, lnAt−1

(

sS(e(i))
)

∝ ln





∑

e(i):sE(e(i))=St

P
v

l(v t; I)

P
v

(v ; I)

P
u

k(ut; I)

P
u

(u; I)
At

(

sS(e(i))
)





∝ ln





∑

e(i):sE(e(i))=St

exp
(

Λ(v t; I) +Λ(ut; I) + at

(

sS(e(i))
))



 , (A.60)

βt

(

sE(e(i))
)

, lnBt

(

sE(e(i))
)

;

∝ ln





∑

e(i):sS(e(i))=St

Bt+1

(

sE(e(i))
) P

v

l(v t; I)

P
v

(v ; I)

P
u

k(ut; I)

P
u

(u ; I)





∝ ln





∑

e(i):sS(e(i))=St

exp
(

βt+1

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I) +Λ(ut; I)
)



 , (A.61)

assim, onsiderando que limx→∞ x → ∞, as novas ondições de ontorno serão assumidas

omo

α0

(

sS(e(i)) = S0

)

= 0; (A.62)

α0

(

sS(e(i)) 6= S0

)

= −∞; (A.63)
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e

βN

(

sS(e(i)) = SN

)

= 0; (A.64)

βN

(

sS(e(i)) 6= SN

)

= −∞. (A.65)

Isto implia em dois importantes resultados: são permitidos (a) o uso direto das Λ(ut; I) e

Λ(v t; I) no álulo das probabilidades P
u

k (u t; I) e P
v

l (v t; I), reduzindo, assim, o número de

operações omputaionais e utilizações de memória; e (b) a transformação de um algoritmo

multipliativo em aditivo [97, pag.163℄. Desse modo,

P
u

k(ut;O) =
∑

e(i):ut(e(i))=uk

exp

(

ln

(

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
) P

v

l (v t; I)

P
v

(v t; I)

))

, (A.66)

em que v é arbitrariamente esolhido no subespaço vetorial V. Como P
v

(v t; I) é onstante, ela

não interfere nas deisões do Algoritmo SISO - equações (A.50) e (A.51). Logo, a probabilidade

a posteriori da mensagens no instante de observação t tem a forma

P
u

k(ut;O) =
∑

e(i):ut(e(i))=uk

exp

(

ln

(

At−1

(

sS(e(i))
)

Bt

(

sE(e(i))
) P

v

l (v t; I)

P
v

(v t; I)

))

=
∑

e(i):ut(e(i))=uk

exp

(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+ ln

(

P
v

l (v t; I)

P
v

(v t; I)

))

=
∑

e(i):ut(e(i))=uk

exp
(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I)
)

. (A.67)

Analogamente, para P (v t;O), tem-se

P
v

l(v t;O) =
∑

e(i):vt(e(i))=vl

exp

(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+ ln

(

P
u

k (ut; I)

P
u

(u t; I)

))

=
∑

e(i):vt(e(i))=vl

exp
(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(ut; I)
)

. (A.68)

A Tabela ?? desreve o Algoritmo SISO para o álulo das razões de log-verossimilhança

a posteriori das sequênias das mensagens e do sub-bloo do ódigo, em um dado instante de

observação t.

As razões de log-verossimilhança Λ(ut;O) e Λ(v t;O)) são obtidas da forma

Λ(ut;O) , ln

(

P
u

k(ut;O)

P
u

(ut;O)

)

;

= ln

(
∑

e(i):ut(e(i))=uk exp
(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I)
)

∑

e(i):ut(e(i))=u
exp

(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I)
)

)

; (A.69)
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Λ(v t;O) , ln

(

P
v

l(v t;O)

P
v

(v t;O)

)

;

= ln

(
∑

e(i):vt(e(i))=vl exp
(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(ut; I)
)

∑

e(i):vt(e(i))=v
exp

(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(ut; I)
)

)

. (A.70)

O objetivo do deodi�ador é deidir pelos símbolos ût = u

k ∈ U e v̂ t = v

l ∈ V, om

1 ≤ k ≤ |U| e 1 ≤ l ≤ |V|, de maneira a diminuir a probabilidade de erro P̃
u

k(ut;O)

e P̃
v

l(v t;O), dessa forma, alulando U estimativas para P̃
u

k(uk;O) para os símbolos de

informação e V estimativas para P̃
v

k(vk;O) para os sub-bloos do ódigo. A regra de deisão

é dada por

ût = u

k = argmax
k

(

P̃
u

k(ut;O)
)

; (A.71)

v̂ t = v

l = argmax
l

(

P̃
v

l(v t;O)
)

. (A.72)

A deisão do deodi�ador sobre os símbolos ût e v̂ t pode ser efetuada diretamente das

LLR obtidas a partir do deodi�ador, na forma que segue:

û t = u

k = sgn (Λ(ut;O)) argmax
k

(|Λ(ut;O)|) ; (A.73)

v̂ t = v

l = sgn (Λ(v t;O)) argmax
l

(|Λ(v t;O)|) ; (A.74)

em que sgn (Λ(ut;O)|) e sgn (Λ(v t;O)|) representam o sinal das LLR Λ(ut;O) e Λ(v t;O),

respetivamente. Para a deisão a partir das LLR forneidas pelo deodi�ador SISO, é

neessário o álulo de |U| − 1 estimativas para os símbolos de informação e |U| − 1 para as

sequênias-ódigo.

Em Benedetto [93℄, dois módulos SISO, operando de forma ooperativa om uma versão

modi�ada do Algoritmo BCJR [119℄ embutido, fornee informações suaves a respeito dos

símbolos de informação transmitidos, em um esquema deodi�ação iterativa de olaboração

mútua paralela ou serial.

A.3 Algoritmo SISO de Baixa Complexidade

Com o objetivo de reduzir a omplexidade omputaional que é exigida nos álulos efetu-

ados pelo algoritmo MAP, em 1998, Viterbi [139℄ prop�s uma simpli�ação para o algoritmo

de deodi�ação MAP, utilizados no módulo SISO, abordado nas seções anteriores, deno-

tado pelo Algoritmo SISO-LC [93℄. Iniialmente, pode-se observar que a Equação(A.69), que
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orresponde à informação extrínsea da mensagem, pode ser reesrita na forma

Λ(ut;O) = ln





∑

e(i):ut(e(i))=uk

exp
(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I)
)





− ln





∑

e(i):ut(e(i))=u

exp
(

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I)
)



 . (A.75)

Como ada parela do lado direito desta equação é um somatório de exponeniais, uma

aproximação que pode ser efetuada onsiste em se igualar ada somatório ao elemento de

maior expoente:

Λ(ut;O) ≈ max
e(i):ut(e(i))=uk

{

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I)
}

− max
e(i):ut(e(i))=u

{

αt−1

(

sS(e(i))
)

+ βt

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I)
}

. (A.76)

Perebe-se, então, a primeira redução omputaional obtida, uma vez que, omo já foi dito,

operações de soma requerem menor esforço omputaional do que as operações de multiplia-

ção. Para omputar as parelas da expressão aima, álulos reursivos omo os exeutados

em (A.33) e (A.38) devem ser efetuados. Para tal, deve-se apliar o logaritmo neperiano

nos dois lados destas equações e exeutar as mesmas simpli�ações efetuadas em (A.75) para

hegar a (A.76).

As equações A.60 e A.60 expliitam, respetivamente, os álulos aproximados dos pa-

râmetros αt−1

(

sS(e(i))
)

e βt

(

sE(e(i))
)

, assim omo os valores de iniialização dos mesmos.

Para o álulo, basta que se aplique o logaritmo neperiano no resultado, na forma

αt−1

(

sS(e(i))
)

≈ max
e(i):sE(e(i))=St

{

Λ(v t; I) +Λ(ut; I) + αt

(

sS(e(i))
)}

; (A.77)

βt

(

sE(e(i))
)

max
e(i):sS(e(i))=St

{

βt+1

(

sE(e(i))
)

+Λ(v t; I) +Λ(ut; I)
}

. (A.78)

No álulo de todas as expressões do algoritmo de baixa omplexidade é neessário apenas que

se armazenem os valores máximos de somatórios. Este fato aarreta na segunda simpli�ação

omputaional deste algoritmo, em relação ao MAP tradiional: a diminuição no uso de

memória.

A.4 Estrutura dos Deodi�adores

A deodi�ação dos ódigos turbo funiona através de um proesso iterativo onde há troa

de informações entre os deodi�adores, visando a diminuição da BER. As �guras A.3, A.4
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e A.5 mostram as estruturas dos deodi�adores para odi�adores onvoluionais onate-

nados em paralelo, em série e na forma híbrida, respetivamente [93�97, 105, 113, 114℄.

Reeptor

módulo SISO 1

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)

Demodulador

⊕
Deisão

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)

Demodulador

Figura A.3: Deodi�ador iterativo para odi�adores onvoluionais onatenado em paralelo para

um usuário.

Reeptor

módulo SISO 1

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)
Demodulador

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)

Deisão

0

Interno

Externo

Figura A.4: Deodi�ador iterativo para odi�adores onvoluionais onatenado em série para um

usuário.

A Figura A.5(a) estrutura do deodi�ador global e a Figura A.5(b) deodi�ador loal

utilizado pelo deodi�ador global [97, 104, 105, 108℄.

Estas estruturas, que são similares à do odi�ador, onsiste em dois deodi�adores in-

terligados através de um entrelaçador igual ao utilizado no odi�ador. Cada deodi�ador

omponente tem duas entradas, denominadas informação a priori , e duas saídas, denomina-

das informação a posteriori . A ada iteração, os deodi�adores troam informações entre si

e, om isso, a erteza sobre os bits tende a aumentar e, portanto, a probabilidade de erro de

bit tende a diminuir. O ganho obtido através da troa de informações diminui a ada iteração

e, por isso, geralmente se limita a deodi�ação em oito iterações, devido ao usto-benefíio

da alta omplexidade de deodi�ação. A saída de ada deodi�ador fornee um número real

que representa a probabilidade de um bit ser 0 ou 1. Este valor é representado em termos do
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Reeptor

DEC para SCCC 1

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)
Demodulador

⊕
Deisão

Π

Π
−1

DEC para SCCC 2

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)
Demodulador

(a)

Deodi�ador para sistemas odi�ados de SCCC (DEC para SCCC)

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)

Interno

Externo

Λ(ut; I) Λ(ut;O)

Λ(vt; I) Λ(vt;O)

(b)

Figura A.5: Deodi�ador iterativo para odi�adores onvoluionais onatenado em forma híbrida

para um usuário.

logaritmo da razão de log-verossimilhança.

Neste apêndie é apresentado um panorama geral sobre sistemas de deodi�ação de o-

di�adores onvoluionais onatenados, enfoando prinipalmente no algoritmo de máxima

probabilidade a posteriori , MAP, proposto por [93℄, o qual visa estimar a probabilidade de

erro do símbolo emitido por uma fonte de informação Markoviana, a partir da observação das

transições dos estados através de um anal ruidoso sem memória. O enfoque dado servirá

de apoio para o desenvolvimento dos módulos SISO para sistemas de aesso múltiplo om

dois ou mais usuários transmitindo em um anal aditivo, espei�amente, para o sistemas

onatenados om odi�adores onvoluionais em forma mista.



apêndieB

Sistemas Codifiados

Conatenados para T

Usuários

Considere um anal aditivo ruidoso em que mais de dois usuários binários, denotado T -

BAC, estatistiamente independentes transmitem para destinos respetivos. Suponha, tam-

bém, que os T usuários utilizem sistemas onatenados de odi�adores onvoluionais antes

de aessar o anal. Assim, as sequênias de informação geradas pelos usuários devem passar

pelos odi�adores C1,C2, . . . ,CT , formando sub-bloos dos ódigos assoiados a ada usuário,

sendo v i,t, 1 ≤ i ≤ T a entrada do anal aditivo ruidoso. A saída do anal, no instante de

observação t, é a adição, oordenada a oordenada, dos sub-bloos dos ódigos e do ruído,

omo ilustrado na Figura B.1.

Fonte 1

Usuário 1

Fonte 2

Usuário 2

.

.

.

Fonte T
Usuário T

Codi�ador C1

Codi�ador C2

.

.

.

Codi�ador CT

Canal de

Aesso Múltiplo

Ruído

g t

Deodi�ador

Destino 1

Destino 2

.

.

.

Destino T

u1,t

u2,t

uT,t

v1,t

v2,t

vT,t

z t

û1,t

û2,t

ûT,t

Figura B.1: Diagrama em bloos de um sistema de omuniação de aesso múltiplo para usuários

binários.

Neste Apêndie, será apresentada a deodi�ação para mais de dois usuários binários, om
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ênfase nos módulos SISO propostos na tese para a apliação em anais aditivos ruidosos de

aesso múltiplo, em um proesso de deodi�ação iterativa e olaborativa. Serão desritos os

algoritmos para o módulo SISO que atualizam ontinuamente as probabilidades a posteriori

dos símbolos de entrada e saída dos usuários que dividem o anal, dada uma observação, a

saber o Algoritmo SISO-MuD para o T -BAC, permitindo uma deodi�ação onjunta das

mensagens transmitidas pelos usuários, e o Algoritmo SISO-SuD para o T -BAC, permitindo

uma deodi�ação individual das mensagens transmitidas pelos usuários.

B.1 Codi�ação

Antes de aessar o anal, é assoiada, ao usuário i, a sequênia de símbolos de entrada em

N intervalos de tempo onseutivos a ser odi�ada: u

N
i,1 = {u i,1,u i,2, . . . ,u i,t, . . . ,u i,N},

em que, em um instante de observação t, o i-ésimo usuário esolhe um símbolo de en-

trada, denotado mensagem do i-ésimo usuário, u i,t = {u(1)
i,t , u

(2)
i,t , . . . , u

(ki)
i,t }, de ompri-

mento ki, para 1 ≤ t ≤ N , u
(j)
i,t pertenentes a um determinado alfabeto Ui, e u i,t per-

tenente ao subespaço vetorial Ui = {u1
i ,u

2
i , . . . ,u

|Ui|
i }, om ardinalidade |Ui|. Conse-

quentemente, é atribuído, a ada usuário, um sistema onatenado om odi�adores on-

voluionais Ci, que assoia a sequênia de informação esolhida a uma sequênia do ódigo

v

N
i,1 = {v i,1, v i,2, . . . , v i,t, . . . , v i,N}. A ada observação no instante t, é dado o sub-bloo

do ódigo v i,t = {v(1)i,t , v
(2)
i,t , . . . , v

(n)
i,t }, de omprimento n, para 1 ≤ t ≤ N , v

(j)
i,t ∈ Vi e

v i,t ∈ Vi = {v1
i ,v

2
i , . . . ,v

|Vi|
i }, om ardinalidade |Vi|. É assumido que os usuários, a ada

instante t de observação, operam na mesma banda de frequênia, transmitem ao mesmo

tempo, utilizam odi�adores binários de mesmo omprimento n e é mantido sinronismo na

transmissão dos símbolos das sequênias [31℄.

Para ada instante de observação t, o anal aditivo ruidoso reebe omo entrada v t =

[v1,t, v 2,t, . . . , v i,t, . . . , vT,t] assoiando a uma saída r t om símbolos pertenentes a um de-

terminado alfabeto. Espei�amente, o anal reebe as T sequênias-ódigo referentes a ada

usuário no instante t de observação, produzindo uma sequênia intermediária, y t, que é a adi-

ção, oordenada a oordenada, das T entradas. Por exemplo, na utilização da modulação por

haveamento de fase binária, mapeamento de bit, uma sequênia intermediária é gerada no a-

nal, sendo a variável aleatória y
(j)
t de�nida por y

(j)
t =

∑T

i=1(2v
(j)
i,t −1), pois v

(j)
i,t ∈ Vi = {0, 1}

e 1 ≤ j ≤ n, pertenente ao alfabeto Y , ou seja, y
(j)
t ∈ Y = {−T, . . . , 0, . . . ,+T}, para

1 ≤ t ≤ N . A sequênia intermediária sofre interferênia de ruído, gerando a saída do a-
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nal representada pela sequênia r = r

N
1 = {r1, r 2, . . . , r t, . . . , rN}, observado no instante

t, r t = {r(1)t , r
(2)
t , . . . , r

(j)
t , . . . , r

(n)
t }, em que r

(j)
t ∈ R, 1 ≤ t ≤ N e 1 ≤ j ≤ n. A j-ésima

variável aleatória ontínua r
(j)
t é de�nida por r

(j)
t = y

(j)
t + g

(j)
t , 1 ≤ j ≤ n, em que os valores

g
(j)
t , de g t = (g

(1)
t , g

(2)
t , . . . , g

(j)
t , . . . , g

(n)
t ), sendo g

(j)
t ∈ R, representam amostras do ruído

aditivo gaussiano brano om variânia σ2
e média zero.

Os odi�adores propostos para sistemas de odi�ação olaborativa de aesso múltiplo

para mais de dois usuários binários, utilizado por ada usuário, formados pela onatenação

de odi�adores onvoluionais não uniamente deodi�áveis separados por entrelaçadores

podem ser desenvolvidos analogamente ao que foi apresentado no Capítulo 3.2, a saber,

⊲ SCCC - Codi�adores Convoluionais Conatenados em Série;

⊲ HCCC - Codi�adores Convoluionais Conatenados em Forma Híbrida;

⊲ MCCC - Codi�adores Convoluionais Conatenados em Forma Mista.

B.1.1 Módulo SISO para o T -BAC

Para de�nir o módulo SISO para o T -BAC, onsidere a representação grá�a apresentada

da Figura B.2. A matriz de razões de log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1; I) é asso-

iada às distribuições de probabilidades a priori das sequênias de entrada - sequênias de

informação - em que os argumentos u

N
i,1 representam a sequênia de entrada assoiada ao

usuário i. Assim omo a matriz das razões de log-verossimilhança Λ(vN
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1; I)

são assoiadas às distribuições de probabilidades a priori dos sub-bloos dos ódigos, em

que v

N
i,1 representa o sub-bloo do ódigo assoiado ao usuário i. As matrizes de razões de

log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1;O) e Λ(vN

1,1, v
N
2,1, . . . , v

N
T,1;O) fazem o papel da

informação extrínsea - probabilidades a posteriori - a ser propagada durante a deodi�a-

ção iterativa assoiadas às distribuições de probabilidade dos sub-bloos dos ódigos e às

sequênias de entrada dos usuários, respetivamente.

Módulo SISO

para o T -BAC

Λ(vN
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1; I)

Λ(uN
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1; I)

Λ(vN
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1;O)

Λ(uN
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1;O)

Figura B.2: Módulo SISO para o anal aditivo om mais de dois usuários binários.

De�ne-se a matriz de razões de log-verossimilhança Λ(uN
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1; I) assoiada
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à distribuição de probabilidade a priori das sequênias de informação dos usuários, om

dimensão 1×N , da forma

Λ
(

u

N
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1; I

)

=
[

Λ (u1,1,u2,1, . . . ,uT,1; I) Λ (u1,2,u2,2, . . . ,uT,2; I) . . . Λ (u1,N ,u2,N , . . . ,uT,N ; I)
]

,

(B.1)

om 1 ≤ t ≤ N . Para ada instante de observação t, de�nem-se as razões de log-verossimilhança

onjuntas dos T usuários dentre todas as possíveis mensagens, na forma de uma matriz de

dimensão (|U1||U2| · · · |UT |)× 1, em que |Ui| = 2ki
e, para o T -BAC. Logo,

Λ (u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I) =





































































Λ
u

1
1,u

1
2,...,u

1
T
(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)

Λ
u

1
1,u

2
2,...,u

1
T
(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)

.

.

.

Λ
u

1
1,u

|U2|
2 ,...,u1

T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)

Λ
u

2
1,u

1
2,...,u

1
T
(u1,t,u2,t, . . . ,u t,N ; I)

.

.

.

Λ
u

2
1,u

|U2|
2 ,...,u1

T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)

.

.

.

Λ
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u

kT
T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)

.

.

.

.

.

.

Λ
u

|U1|
1 ,u

|U2|
2 ...,u

|UT |

T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)





































































, (B.2)

em que

Λ
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u

kT
T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)

= ln





P̃
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u

kT
T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)

P̃
u1,u2,...,uT

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ; I)





= ln





P

[

u1,t = u

k1
1 ,u2,t = u

k2
2 , . . . ,uT,N = u

kT

T

]

P [u1,t = u1,u2,t = u2, . . . ,uT,N = uT ]



 , (B.3)

om 1 ≤ ki ≤ |Ui|, uki

i ∈ Ui e 1 ≤ t ≤ N .

De forma análoga, Λ (v1,t, v 2,t, . . . , v t,N ; I) é de�nida omo a matriz de razões de log-

verossimilhança onjunta assoiada à distribuição de probabilidade a priori dos sub-bloos
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dos ódigos, om dimensão 1×N , da forma

Λ
(

v

N
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1; I

)

=
[

Λ (v1,1, v2,1, . . . , vT,1; I) Λ (v1,2, v2,2, . . . , vT,2; I) . . . Λ (v1,N , v2,N , . . . , vT,N ; I)
]

,

(B.4)

om 0 ≤ t ≤ N . Para ada instante de observação t, de�nem-se razões de log-verossimilhança

onjuntas dos T usuários dentre todas as possíveis mensagens, na forma de uma matriz de

dimensão (|V1||V2| · · · |VT |)× 1, em que |Vi| = 2ki
e, para o T -BAC. Logo,

Λ (v1,t, v2,t, . . . , v t,N ; I) =





































































Λ
v

1
1,v

1
2,...,v

1
T
(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ; I)

Λ
v

1
1,v

2
2,...,v

1
T
(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ; I)

.

.

.

Λ
v

1
1,v

|V2|
2 ,...,v1

T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ; I)

Λ
v

2
1,v

1
2,...,v

1
T
(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ; I)

.

.

.

Λ
v

2
1,v

|V2|
2 ,...,v1

T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ; I)

.

.

.

Λ
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T

(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ; I)
.

.

.

.

.

.

Λ
v

|V|
1 ,v

|Vi|
2 ...,v

|VT |

T

(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ; I)





































































, (B.5)

em que

Λ
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ; I)

= ln

(

P̃
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ; I)

P̃
v1,v2,...,vT

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ; I)

)

= ln

(

P [v1,t = v

g1
1 , v 2,t = v

g2
2 , . . . , vT,N = v

gT
T ]

P [v1,t = v1, v 2,t = v2, . . . , vT,N = vT ]

)

, (B.6)

om 1 ≤ gi ≤ |Vi|, vgi
i ∈ Vi e 1 ≤ t ≤ N .

B.1.1.1 Cálulo da Informação Extrínsea

O módulo SISO utiliza os ramos da seção de treliça de ada usuário, de�nidos no Capí-

tulo 3, Seção 3.2.1, omo ilustrado na Figura 3.2. As matrizes de razões de log-verossimilhança

Λ
(

u

N
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1; I

)

e Λ
(

v

N
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1; I

)

, assoiadas às distribuições de probabi-

lidades a priori das sequênias de entrada e dos sub-bloos dos ódigos.
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De�ne-se a matriz de razões de log-verossimilhança Λ
(

u

N
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1;O

)

assoiada à

distribuição de probabilidade a posteriori da sequênia dos símbolos de entrada, om dimensão

1×N , na forma

Λ
(

u

N
1,1,u

N
2,1, . . . ,u

N
T,1;O

)

=
[

Λ (u1,1,u2,1, . . . ,uT,1;O) Λ (u1,2,u2,2, . . . ,uT,2;O) . . . Λ (u1,N ,u2,N , . . . ,uT,N ;O)
]

,

(B.7)

om 1 ≤ t ≤ N . Para ada instante de observação t, de�nem-se as razões de log-verossimilhança

onjuntas dos T usuários, dentre todas as possíveis mensagens, na forma de uma matriz de

dimensão (|U1||U2| · · · |UT |)× 1, em que |Ui| = 2ki
, para o T -BAC. Logo,

Λ (u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O) =





































































Λ
u

1
1,u

1
2,...,u

1
T
(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)

Λ
u

1
1,u

2
2,...,u

1
T
(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)

.

.

.

Λ
u

1
1,u

|U2|,...,u1
T
(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)

Λ
u

2
1,u

1
2,...,u

1
T
(u1,t,u2,t, . . . ,u t,N ;O)

.

.

.

Λ
u

2
1,u

|U2|
2 ,...,u1

T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)

.

.

.

Λ
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u1

T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)

.

.

.

.

.

.

Λ
u

|U|
1 ,u

|U2|
2 ...,u

|UT |

T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)





































































, (B.8)

em que

Λ
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u

kT
T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)

= ln





P̃
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u

kT
T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)

P̃
u1,u2,...,uT

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O)





= ln





P

[

u1,t = u

k1
1 ,u2,t = u

k2
2 , . . . ,uT,N = u

kT

T |zN
1

]

P

[

u1,t = u1,u2,t = u2, . . . ,uT,N = uT |zN
1

]



 , (B.9)

om 1 ≤ ki ≤ |Ui|, uki

i ∈ Ui e 1 ≤ t ≤ N .

De�ne-se a matriz de razões de log-verossimilhança Λ
(

v

N
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1;O

)

assoiada

à distribuição de probabilidade a posteriori dos sub-bloos dos ódigos assoiados aos T
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usuários, v

N
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1, respetivamente, om dimensão 1×N , da forma

Λ
(

v

N
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1;O

)

=
[

Λ (v1,1, v2,1, . . . , vT,1;O) Λ (v1,2, v2,2, . . . , vT,2;O) . . . Λ (v1,N , v 2,N , . . . , vT,N ;O)
]

,

(B.10)

om 0 ≤ t ≤ N . Para ada instante de observação t, de�nem-se razões de log-verossimilhança

onjuntas dos T usuários, dentre todas as possíveis mensagens, na forma de uma matriz de

dimensão (|V1||V2| · · · |VT |)× 1, em que |Vi| = 2li , para T -BAC, então tem-se que:

Λ (v1,t, v2,t, . . . , vT,N ;O) =





































































Λ
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1
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1
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T
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1
T
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.

Λ
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|V2|
2 ,...,v1

T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ;O)

.
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.

Λ
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
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(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ;O)
.

.

.

.

.

.

Λ
v

|V|
1 ,v
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2 ...,v

|VT |
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, (B.11)

em que

Λ
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ;O)

= ln

(

P̃
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ;O)

P̃
v1,v2,...,vT

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ;O)

)

;

= ln

(

P

[

v1,t = v

g1
1 , v2,t = v

g2
2 , . . . , vT,N = v

gT
T |zN

1

]

P

[

v1,t = v1, v 2,t = v2, . . . , vT,N = vT |zN
1

]

)

; (B.12)

om 1 ≤ gi ≤ |Vi|, vgi
i ∈ Vi e 1 ≤ t ≤ N .

B.1.2 Deodi�ação para o T -BAC

Um únio deodi�ador é responsável por estimar as mensagens, a ada instante de ob-

servação t, û1, û2, . . . , ûT para os T destinos, baseado na observação do anal ruidoso, no
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vetor observação z

N
1 e no omportamento dos odi�adores. De modo que, para o esquema

da Figura B.1, tem-se z t = r t, em que,

z t = y t + g t; (B.13)

em que a saída z t = {z(1)t , z
(2)
t , . . . , z

(j)
t , . . . , z

(n)
t }, z(j)t pertene ao alfabeto Z, pois,

z
(j)
t =

T
∑

i=1

(2v
(j)
i,t − 1) + g

(j)
t (B.14)

= y
(j)
t + g

(j)
t ; (B.15)

em que, v
(j)
i,t ∈ Vi, z

(j)
t ∈ Y = (−T, . . . , 0, . . . ,+T ), 1 ≤ i ≤ T e 1 ≤ j ≤ n.

O objetivo do algoritmo SISO, utilizado nos módulos SISO, é maximizar a probabili-

dade a posteriori onjunta da razão de log-verossimilhança das sequênias de informação

u1,t,u2,t, . . . ,uT,N serem u

k1
1 ,uk2

2 , . . . ,ukT

T no instante de observação t, onheendo uma

sequênia de observação z = z

N
1 = {z 1, z 2, . . . , zN} e a estrutura dos odi�adores, em que

P̃
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u

kT
T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O) = P

[

u1,t = u

k1
1 ,u2,t = u

k2
2 , . . . ,uT,N = u

kT

T |zN
1

]

.

(B.16)

Para a razão de log-verossimilhança dos sub-bloos dos ódigos assoiados aos T usuários ma-

ximizar a probabilidade a posteriori onjunta de os sub-bloos dos ódigos v

N
1,1, v

N
2,1, . . . , v

N
T,1

serem u

k1
1 ,uk2

2 , . . . ,ukT

T no instante de observação t, onheendo uma sequênia de observação

z e a estrutura dos odi�adores, em que

P̃
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T

(v1,t, v 2,t, . . . , vT,N ;O) = P

[

v1,t = v

g1
1 , v2,t = v

g2
2 , . . . , vT,N = v

gT
T |zN

1

]

.

(B.17)

O algoritmo SISO de deisão onjunta para o anal aditivo ruidoso om mais de dois usuá-

rios binários - Algoritmo SISO-MuD para o T -BAC - atualiza as probabilidade a posteriori no

proesso iterativo de deodi�ação. Assim, a regra de deisão utilizada na deodi�ação é: se

P

[

u1,t = u

k1
1 ,u2,t = u

k2
2 , . . . ,uT,N = u

kT

T |zN
1

]

= P

[

u1,t = u1,u2,t = u2, . . . ,uT,N = uT |zN
1

]

,

esolhe-se u

k1
1 ,uk2

2 , . . . ,ukT

T ou u1,u2, . . . ,uT om igual probabilidade, arbitrariamente. Caso

P

[

u1,t = u

k1
1 ,u2,t = u

k2
2 , . . . ,uT,N = u

kT

T |zN
1

]

> P

[

u1,t = u1,u2,t = u2, . . . ,uT,N = uT |zN
1

]

,

é esolhido o símbolo u

k1
1 ,uk2

2 , . . . ,ukT

T ; aso ontrário, u1,u2, . . . ,uT . Analogamente, se

P

[

v1,t = v

l1
1 , v 2,t = v

l2
2 , . . . , vT,N = v

lT
T |zN

1

]

> P

[

v1,t = v1, v2,t = v2, . . . , vT,N = vT |zN
1

]

esolhe-se o sub-bloo do ódigo v

l1
1 ,v

l2
2 , . . . ,v

lT
T , aso ontrários, esolhe-se o sub-bloo.

v1,v2, . . . ,vT
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De forma analítia, o deodi�ador estima de forma onjunta as sequênias de informação

û1,t, û2,t, . . . , ûT,t e os sub-bloos dos ódigos v̂1,t, v̂2,t, . . . , v̂T,t, sobre as razões de log-

verossimilhança, no instante de observação t, da seguinte forma:

û1,t, û2,t, . . . , ûT,t =





u

k1
1 ,uk2

2 , . . . ,ukT

T Λ
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u

kT
T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O) ≥ 0

u1,u2, . . . ,uT Λ
u

k1
1 ,u

k2
2 ,...,u

kT
T

(u1,t,u2,t, . . . ,uT,N ;O) < 0
,

(B.18)

v̂1,t, v̂ 2,t, . . . , v̂T,t =





v

l1
1 ,v

l2
2 , . . . ,v

lT
T Λ

v

l1
1 ,v

l2
2 ,...,v

lT
T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ;O) ≥ 0

v1,v2, . . . ,vT Λ
v

l1
1 ,v

l2
2 ,...,v

lT
T

(v1,t, v2,t, . . . , vT,N ;O) < 0
.

(B.19)

Com base na proposta desta tese, a estrutura dos deodi�adores para T usuários é a

mesma apresentada para o 2-BAC, seguindo, também, a estrutura para odi�adores ona-

tenados para um usuários, om a diferença do algoritmo SISO-MuD de�nido para o número

de usuários que dividem o anal.

B.2 Cálulo Individual das Probabilidades a posteriori para os

T Usuários

Com o aumento do número de usuários, o Algoritmo SISO-MuD apresenta arésimo na

omplexidade. Assim, om o objetivo do desenvolvimento prátio de sistemas onatenados

de odi�adores onvoluionais para mais de dois usuários transmitindo simultaneamente

em um anal aditivo ruidoso é proposta uma nova abordagem para o álulo das razões

de log-verossimilhança para utilização nos módulos SISO - a saber, o álulo individual das

probabilidade a posteriori . Nesta seção é apresentada uma nova abordagem para o álulo das

razões de log-verossimilhança no Algoritmo SISO-MuD para mais de dois usuários binários,

em que é desenvolvida uma razão de log-verossimilhança para um únio usuário, denotada

Algoritmo SISO-SuD para o T -BAC.

Considere a probabilidade a posteriori da sequênia de informação e do sub-bloo do

ódigo para o usuário i, dada uma observação z

N
1 forneida pelo anal T -BAC, da forma

P̃
u

ki
i

(u i,t;O) = P
[

u i,t = u

ki

i |zN
1

]

, (B.20)

e

P̃
v

gi
i
(v i,t;O) = P

[

v i,t = v

gi
i |zN

1

]

, (B.21)
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0 ≤ i ≤ T , uki

i ∈ Ui e v
gi
i ∈ Vi. Dado que os eventos de transição entre ada estado, do

i-ésimo usuário, são mutuamente exlusivos, a probabilidade de qualquer um deles oorrer é

igual à adição das probabilidades individuais. Portanto, tem-se

P

[

u i,t = u

ki

i |zN
1

]

=
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

P
[

u i,t = u i,t(ei)|zN
1

]

, (B.22)

e

P

[

v i,t = v

gi
i |zN

1

]

=
∑

ei:vi,t(ei)=v
gi
i

P
[

v i,t = v i,t(ei)|zN
1

]

, (B.23)

onde pode-se observar o ramo ei ∈ Ei da treliça assoiada ao proesso de odi�ação do

usuário i, omo apresentado na Seção 3.2.1. Como apresentado na Seção 4.3.1

P̃
u

ki
i

(u i,t;O) ∝
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

Ai,t−1

(

sS(ei)
)

Bi,t

(

sE(ei)
)

P

[

Si,t = sE(e(i)); z t|Si,t−1 = sS(ei)
]

∝
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

Ai,t−1

(

sS(ei)
)

Bi,t

(

sE(ei)
)

P [u i,t = u i,t(ei)]P [z t|v i,t = v i,t(ei)] ;

∝
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

exp

(

ln

(

Ai,t−1

(

sS(ei)
)

Bi,t

(

sE(ei)
)

P [u i,t = u i,t(ei)]

P [u i,t = ui]

P [z t|v i,t = v i,t(ei)]

P [z t|v i,t = vi]

))

∝
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

exp
(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln

(

P [u i,t = u i,t(ei)]

P [u i,t = ui]

)

+ ln

(

P [z t|v i,t = v i,t(ei)]

P [z t|v i,t = vi]

))

∝
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

exp
(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln
(

Λ
u

ki
i

(u i,t; I)
)

+ ln
(

Λ
v

li
i

(v i,t; I)
))

∝
(

Λ
u

ki
i

(u i,t; I)
)

+
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

exp
(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln
(

Λ
v

li
i

(v i,t; I)
))

(B.24)

das de�nições P
u

ki
i

(u i,t; I) = P

[

u

ki

i = v i,t(ei)
]

e P
v

li
i

(v i,t; I) = P

[

zt|vli
i = v i,t(ei)

]

, em que

αi,t−1

(

sS(ei)
)

= ln
(

Ai,t−1

(

sS(ei)
))

= ln
(

P
(

Si,t−1 = sS(ei); z
t−1
1

))

; (B.25)

βi,t

(

sE(ei)
)

= ln
(

Bi,t

(

sE(ei)
))

= ln
(

P
(

z

N
t+1|Si,t = sE(ei)

))

, (B.26)
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e

P̃
u

ki
i

(u i,t;O) = P
u

ki
i

(u i,t; I)P
u

ki
i

(u i,t;O) ; (B.27)

P̃
v

li
i

(v i,t;O) = P
v

li
i

(v i,t; I)P
v

li
i

(v i,t;O) , (B.28)

logo,

P
u

ki
i

(u i,t;O) ∝
∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

exp
(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln
(

Λ
v

li
i

(v i,t; I)
))

.

(B.29)

Analogamente, para a probabilidade a posteriori do sub-bloo do ódigo assoiado ao usuário

i, tem-se

P
v

li
i

(v i,t;O) ∝
∑

ei:vi,t(ei)=v
li
i

exp
(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln
(

Λ
u

ki
i

(u i,t; I)
))

(B.30)

Para a informação a priori do sub-bloo do ódigo para o usuário i no instante de tempo

t, tem-se

Λ
v

gi
i
(v i,t; I)

= ln

(

P [z t|v i,t = v

gi
i ]

P [z t|v i,t = vi]

)

= ln

(

P [z t|v i,t = v

gi
i ]

)

− ln

(

P [z t|v i,t = vi]

)

, (B.31)

em que

P [z t|v i,t = v

gi
i ]

=
∑

V1

· · ·
∑

Vi−1

∑

Vi+1

· · ·
∑

VT

P [z t|v 1,t = v

g1
1 , v 2,t = v

g2
2 , . . . , vT,t = v

gT
T ]

T
∏

j=1
j 6=i

P

[

v j,t = v

gj
j

]

∝
∑

V1

· · ·
∑

Vi−1

∑

Vi+1

· · ·
∑

VT

P [z t|v 1,t = v

g1
1 , v 2,t = v

g2
2 , . . . , vT,t = v

gT
T ]

P [z t|v1,t = v1, v 2,t = v2, . . . , vT,t = vT ]

T
∏

j=1
j 6=i

P

[

v j,t = v

gj
j

]

P [v j,t = vj ]
,

(B.32)
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logo,

P [z t|v i,t = v

gi
i ]

∝
∑

V1

· · ·
∑

Vi−1

∑

Vi+1

· · ·
∑

VT

exp

(

ln

(

P [z t|v 1,t = v

g1
1 , v 2,t = v

g2
2 , . . . , vT,t = v

gT
T ]

P [z t|v 1,t = v1, v2,t = v2, . . . , vT,t = vT ]

)

+ ln









T
∏

j=1
j 6=i

P

[

v j,t = v

gj
j

]

P [v j,t = vj ]

















∝
∑

V1

· · ·
∑

Vi−1

∑

Vi+1

· · ·
∑

VT

exp

(

ln

(

P [z t|v 1,t = v

g1
1 , v 2,t = v

g2
2 , . . . , vT,t = v

gT
T ]

P [z t|v 1,t = v1, v2,t = v2, . . . , vT,t = vT ]

)

+
T
∑

j=1
j 6=i

ln

(

P

[

v j,t = v

gj
j

]

P [v j,t = vj ]

)









,

(B.33)

assim,

P [z t|v i,t = v

gi
i ]

=∝
∑

V1

· · ·
∑

Vi−1

∑

Vi+1

· · ·
∑

VT

exp









Λ
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T
(v1,t, v 2,t, . . . , vT,t; I) +

T
∑

j=1
j 6=i

Λ
v

gj
j

(vj,t; I)









,

(B.34)

em queVi : v i,t = v

gi
i são todas as possíveis sequênias de informação. O álulo das razões de

log-verossimilhança a priori do sub-bloo do ódigo depende diretamente das LLR onjuntas,

forneidas pelo anal aditivo ruidoso através do demodulador, e as T − 1 LLR, forneidas

pelos deodi�adores individuais. De�ne-se o Deisor Suave omo o dispositivo responsável

por forneer a informação a priori utilizada no proesso iterativo.

O algoritmo SISO-SuD para o T -BAC utiliza as probabilidades a posteriori P
u

ki
i

(u i,t;O)

e P
v

gi
i
(v i,t;O) para obter as LLR do i-ésimo usuário, da forma

Λ
u

ki
i

(u i,t;O) , ln





P̃
u

ki
i

(u i,t;O)

P̃
ui
(u i,t;O)



 = ln

(

P (ui,t = u

ki

i |zN
1 )

P (ui,t = ui|zN
1 )

)

; (B.35)

Λ
v

gi
i
(v i,t;O) , ln

(

P̃
v

gi
i
(v i,t;O)

P̃
vi
(v i,t;O)

)

= ln

(

P (v i,t = v

gi
i |zN

1 )

P (v i,t = vi|zN
1 )

)

. (B.36)

A regra de deisão será: se P (ui,t = u

ki

i |zN
1 ) = P (ui,t = ui|zN

1 ), esolhe-se uki

i ou ui,

om igual probabilidade, arbitrariamente. Caso P (ui,t = u

ki

i |zN
1 ) > P (ui,t = ui|zN

1 ), é
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esolhido o símbolo u

ki

i ; aso ontrário, u. Analogamente, para o sub-bloo do ódigo, tem-se

que, se P (v i,t = v

gi
i |zN

1 ) = P (v i,t = vi|zN
1 ), esolhe-se arbitrariamente v

gi
i ou vi. Caso

P (v i,t = v

gi
i |zN

1 ) > P (v t = vi|zN
1 ), é esolhido o símbolo v

gi
i ; aso ontrário, vi. De forma

analítia, o deodi�ador estima o símbolo û i,t e o sub-bloo do ódigo v̂ i,t sobre as razões

de log-verossimilhança, no instante de observação t, da forma

û i,t =





u

ki

i Λ
u

ki
i

(u i,t;O) ≥ 0

ui Λ
u

ki
i

(u i,t;O) < 0
; (B.37)

v̂ i,t =





v

gi
i Λ

v

gi
i
(v i,t;O) ≥ 0

vi Λ
v

gi
i
(v i,t;O) < 0

, (B.38)

em que

Λ
u

ki
i

(u i,t;O) , ln





P̃
u

ki
i

(u i,t;O)

P̃
ui
(u i,t;O)



 = ln

(

P
u

ki
i

(u i,t; I)

P
ui
(u i,t; I)

)

+ ln

(

P
u

ki
i

(ui,t;O)

P
ui
(u i,t;O)

)

= Λ
u

ki
i

(ui,t; I) + ln

(

P
u

ki
i

(ui,t;O)

P
ui
(u i,t;O)

)

= Λ
u

ki
i

(ui,t; I) + ln





∑

ei:ui,t(ei)=u
ki
i

exp
(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln
(

Λ
u

ki
i

(u i,t; I)
))

∑

ei:ui,t(ei)=ui
exp (αi,t−1 (sS(ei)) + βi,t (sE(ei)) + ln (Λ

ui
(ui,t; I)))



 ,

(B.39)

e

Λ
v

gi
i
(v i,t;O) , ln

(

P̃
v

gi
i
(v i,t;O)

P̃
vi
(v i,t;O)

)

= ln

(

P
v

gi
i
(v i,t; I)

P
vi
(v i,t; I)

)

+ ln

(

P
v

gi
i
(v i,t;O)

P
vi
(v i,t;O)

)

= Λ
v

gi
i
(v i,t; I) + ln

(

P
v

gi
i
(v i,t;O)

P
vi
(v i,t;O)

)

= Λ
v

gi
i
(v i,t; I) + ln





∑

ei:vi,t(ei)=v
li
i

exp
(

αi,t−1

(

sS(ei)
)

+ βi,t

(

sE(ei)
)

+ ln
(

Λ
v

gi
i
(v i,t; I)

))

∑

ei:vi,t(ei)=vi
exp (αi,t−1 (sS(ei)) + βi,t (sE(ei)) + ln (Λ

vi
(v i,t; I)))



 .

(B.40)

formando um algoritmo de deodi�ação SISO de um usuário para anais aditivos ruidosos

om T usuários binários, denotado por Algoritmo SISO-SuD para o T -BAC.

O objetivo do deodi�ador é deidir pela estimativa û i,t = u

ki ∈ Ui, om 1 ≤ k ≤ |Ui|,
de maneira a diminuir a probabilidade de erro - logo, minimizar a probabilidade a posteriori

P̃
u

ki
i

(u i,t;O) -, dessa forma, alulando |Ui|−1 estimativas para P̃
u

ki
i

(uki

i ;O) para a sequênia

de informação. Analogamente, a estimativa v̂ i,t = v

gi ∈ Vi é alulada minimizando a
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probabilidade a posteriori P̃
v

gi (v i,t;O), e, dessa forma, alulando |Vi| − 1 estimativas para

o sub-bloo do ódigo.

A Tabela B.1 apresenta o algoritmo do Deisor Suave proposto para o T -BAC, responsável

por forneer as informações a priori aos T − 1 deodi�adores, baseado nas razões de log-

verossimilhança do anal aditivo ruidoso Λ
v

g1
1 ,v

g2
2 ,...,v

gT
T
(v1,t, v2,t, . . . , vT,t; I) e na informação

forneida por ada deodi�ador Λ
v

gi
i
(v i,t; I).

Tabela B.1: Algoritmo do Deisor Suave para o T -BAC.

ENTRADA

Λ(v1,t, v2,t, . . . , vT,t; I) para t = 1, 2, . . . , N

Λ
v

gi
i
(v i,t; I) para i = 1, 2, . . . , T e t = 1, 2, . . . , N

ALGORITMO DECISOR SUAVE

Para t = 1 até N , faça

Para i = 1 até T , faça

Λ
v

gi
i
(v i,t; I)

=
∑

V1
· · ·
∑

Vi−1

∑

Vi+1
· · ·
∑

VT
exp

(

ln

(

P[zt|v1,t=v
g1
1 ,v2,t=v

g2
2 ,...,vi,t,...,vT,t=v

gT
T ]

P[zt|v1,t=v1,v2,t=v2,...,vT,t=vT ]

)

+
∑T

j=1
j 6=i

ln

(

P

[

vj,t=v
gj
j

]

P[vj,t=vj ]

))

−
∑

V1
· · ·
∑

Vi−1

∑

Vi+1
· · ·
∑

VT
exp

(

ln

(

P[z t|v1,t=v
g1
1 ,v2,t=v

g2
2 ,...,vi,t,...,vT,t=v

gT
T ]

P[z t|v1,t=v1,v2,t=v2,...,vT,t=vT ]

)

+
∑T

j=1
j 6=i

ln

(

P

[

vj,t=v
gj
j

]

P[vj,t=vj ]

))

fim

fim

SAÍDA

Λ
v

gi
i
(v i,t; I) para i = 1, 2, . . . , T e t = 1, 2, . . . , N

B.2.1 Estrutura do Deodi�ador

Com base nas equações B.39 e B.40, o deodi�ador para os sistemas onatenados om o-

di�adores onvoluionais pode ser implementado utilizando o módulos SISO para um usuário.

Note que as LLR são atualizadas utilizando as LLR individuais de ada usuário, que podem

ser forneidas por algoritmos SISO de um usuário - ver Apêndie A. Ou seja, qualquer sistema

de deodi�ação iterativa utilizando os módulos SISO pode ser adaptado para a apliação no

deodi�ador proposto. Para tanto, faz-se neessária a utilização de um deisor suave gerando

as LLR atualizadas que forneerão as atualizações para as iterações subsequentes.

Note que a proposta para o Algoritmo SISO-SuD permite uma implementação paralela de

deodi�adores independentes para os usuários. Cada deodi�ador é baseado na odi�ação
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atribuída ao usuário, quer seja em sistemas onatenados de odi�adores onvoluionais em

paralelo para todos os T usuários - ver Figura B.3 -, ou seja em sistemas onatenados de

odi�adores onvoluionais em série para os usuários - ver Figura B.4.

Deodi�ador

módulo SISO 1

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

⊕
Deisão

Usuário 1

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

+

módulo SISO 1

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

⊕
Deisão

Usuário 2

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

+

módulo SISO 1

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

⊕
Deisão

Usuário T

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(uT,t; I) Λ(uT,t;O)

Λ(vT,t; I) Λ(vT,t;O)

+

DECISOR

SUAVE

T -BAC

Demodulador

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Figura B.3: Deodi�ador iterativo para a onatenação de odi�adores onvoluionais em paralelo

om T usuários binários utilizando o Algoritmo SISO-UI.

Com a utilização do deisor suave proposto, os deodi�adores operam de forma indepen-

dente; não sendo ondição neessária que os todos os usuários detenham o mesmo sistema de

odi�ação, a saber PCCC, SCCC ou HCCC. Assim, pode-se atribuir sistemas onatenados

de odi�adores onvoluionais em paralelo, série ou em forma híbrida a qualquer usuário, de-

notados sistemas onatenados de odi�adores onvoluionais em forma mista. A Figura B.5

apresenta a estrutura do deodi�ador iterativo para sistemas onatenados de odi�adores

onvoluionais em forma mista om T usuários binários.
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Deodi�ador

módulo SISO 1

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

Deisão

Usuário 1

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u1,t; I) Λ(u1,t;O)

Λ(v1,t; I) Λ(v1,t;O)

módulo SISO 1

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

Deisão

Usuário 2

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

módulo SISO 1

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

Deisão

Usuário T

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

DECISOR

SUAVE

T -BAC

Demodulador

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0

0

Figura B.4: Deodi�ador iterativo para a onatenação de odi�adores onvoluionais em série.

Neste apêndie foram apresentados os algoritmos para o módulo SISO que atualizam

ontinuamente as probabilidades a posteriori dos símbolos de entrada e saída dos mais de

dois usuários que dividem o anal aditivo ruidoso, permitindo uma deodi�ação onjunta -

Algoritmo SISO-MuD, ou individual, e Algoritmo SISO-SuD -, das mensagens transmitidas

pelos T usuários. Também foi apresentado o Deisor Suave, responsável por alular as razões

de log-verossimilhança a priori utilizadas no proesso de deodi�ação iterativa, assim omo os

sistemas de deodi�ação para o T -BAC, utilizando sistemas onatenados om odi�adores

onvoluionais em paralelo, em série e em forma mista.
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Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

⊕
Deisão

Usuário 2

Π

Π
−1

módulo SISO 2

Λ(u2,t; I) Λ(u2,t;O)

Λ(v2,t; I) Λ(v2,t;O)

+

módulo SISO 1
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Figura B.5: Deodi�ador iterativo para a onatenação de odi�adores onvoluionais em forma

mista.



apêndieC

Intervalo de Confiança

O uso de simulações tem desempenhado um importante papel na desenvolvimento de sis-

temas de omuniação. Na implementação e simulação desses sistemas a forma mais utilizada

de avaliar seu desempenho é através da taxa de erro de bit do sistema, parâmetro o qual for-

nee uma medida estatístia da on�abilidade desses sistemas omuniação. Monte Carlo é o

método mais utilizado para a estimação da taxa de erro de bit do sistema ou probabilidade de

erro de bit, por não levar em onta a arquitetura ou a omplexidade desses sistemas. Embora

seja simples esse método apresenta um elevado usto omputaional quando a probabilidade

de erro de bit do sistema é baixa.

C.1 Introdução

Ténias omputaionais têm sido desenvolvidas om o intuito de auxiliar no proesso

de modelagem, análise e projeto de sistemas de omuniação. Essas ténias podem ser

divididas em duas ategorias, a saber, abordagem analítia, em que é possível se avaliar

fórmulas omplexas, e abordagem por simulação, em que é possível modelar os omponentes

individuais do sistema e onsequentemente implementar e simular os sinais que �uem através

do mesmo [141℄.

C.1.1 Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo permite a estimação do parâmetro de interesse por meio da

freqüênia relativa de oorrênia de amostras. O proedimento para a estimação da probabili-
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dade de erro de bit do sistema de omuniação digital pode ser visto omo um experimento de

Bernoulli, em que o suesso se refere aos erros. Dado o modelo de um sistema de omuniação

e uma desrição dos sinais de entrada ut e g t, onsiderados proessos aleatórios, o objetivo

é enontrar as propriedades estatístias da saída z t ou o valor esperado de alguma função

do sistema f(z t) de z t, a função f(·) é a resposta do sistema, podendo ser linear ou não

linear [141, pág.371℄.

A de�nição de um estimador da probabilidade de erro de bit é a fração do número de erros

em uma seqüênia de bits transmitidos em um intervalo de tempo, que onsiste em usar uma

expressão em termos das médias das amostras que foram geradas durante toda a simulação.

Essa de�nição só é válida para sistemas estaionários, em que a taxa de erro de bit não varia

om o tempo.

Seja BERj a estimativa de taxa de erro de bit para a j-ésima bit transmitido e BERL a

estimativa de taxa de erro de bit após L simulações. Se BER é a probabilidade de erro de bit

do sistema, o estimador de Monte Carlo, taxa de erro de bit estimada após L experimentos,

será então a média amostral dada por:

BERN =
1

L

L
∑

j=1

IE

[

f(z
(j)
t )
]

(C.1)

=
1

L

L
∑

j=1

BERj (C.2)

em que o índie j denota o instante dos símbolos em que as deisões foram realizadas, o termo

IE

[

f(z
(j)
t )
]

representa a função indiadora de erro ou a estimativa de probabilidade de erro

de bit para a j-ésima transmissão, e o somatório representa o ontador de erros. O número

de experimentos do método de Monte Carlo é representado por L.

Um estimador é dito ser onsistente se à medida que o número de experimentos aumenta

a estimativa onverge para o valor real. Uma forma de se veri�ar se o estimador de Monte

Carlo é onsistente é através de sua variânia. Se a variânia do estimador de erros tende a

zero à medida que o número de experimentos aumenta, diz-se que esse estimador é onsistente,

ou seja:

lim
L→∞

var





1

L

L
∑

j=1

BERj



 = 0. (C.3)

Sabendo-se que para um determinado número de experimentos independentes de Bernoulli, o

número de suessos ou de falhas desses experimentos é uma variável aleatória distribuída de
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forma binomial, a variânia do estimador de Monte Carlo é dada por:

var
(

BERL

)

=
BERL(1−BERL)

L
, (C.4)

em que BER é a taxa de erro de bit. Pode-se veri�ar a partir da Equação (C.4) que o

estimador de Monte Carlo é onsistente. Quanto mais onsistente for um estimador, mais sua

estimativa irá se aproximar do valor da BER.

Considerando o número de experimentos �nito, o intervalo de on�ança, que onsiste em

uma maneira de se medir a on�ança do estimador, fornee uma indiação estatístia de

quanto o estimador está próximo do valor verdadeiro do parâmetro estimado.

C.1.2 Intervalo de Con�ança

Em estatístia, um intervalo de on�ança é o intervalo estimado em que a média de

um parâmetro de uma amostra tem uma dada probabilidade de oorrer. A probabilidade

assoiada a esse intervalo é denominada de oe�iente de on�ança e é denotada por 1 −̟,

em que ̟ se refere à preisão da estimativa, de�nido da forma

P
[

BERL1
≤ BER ≤ BERL2

]

= 1−̟, (C.5)

em que a estimativa foi realizada para L1 e L2 experimentos. Valores típios para a preisão

da estimativa são de 0, 05, de 0, 05, de 0, 02 e de 0, 01, orrespondendo a 95%, 98% e 99%

para o oe�iente de on�ança, respetivamente [141, pág.629℄.

Sabendo-se que o estimador de Monte Carlo é binomialmente distribuído, a fórmula mais

simples e omumente utilizada para um intervalo de on�ança binomial onsiste em se apro-

ximar à distribuição Binomial à uma distribuição Gaussiana. Sabe-se que a distribuição

binomial onverge para a normal quando N → ∞, sendo esta aproximação justi�ada pelo

Teorema do Limite Central [138, pág.278℄. Logo, a função densidade de probabilidade do

estimador terá distribuição normal om desvio padrão σBERL
e sua média tenderá ao valor

verdadeiro da probabilidade de erro, ou seja, E(BERN ) = BER. Considerando a simetria

da FDP do estimador e assumindo que k é uma onstante positiva tem-se

P
[

BERL − kσBERL
≤ BER ≤ BERL + kσBERL

]

= 1−̟. (C.6)

perebe-se que quanto menor for o intervalo de on�ança mais a estimativa se aproximará do

valor real. Para um dado oe�iente de segurança é desejável se enontrar a onstante positiva

k que minimize o tamanho do intervalo de on�ança

[

BERL − kσBERL
, BERL + kσBERL

]

[141, pág.630℄.
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Como BER é a probabilidade de erro de bit do sistema, tem-se, apliando a desigualdade

de Chebyshev [138, pág.151℄ [141, pág.317℄ na Equação C.6, tem-se

P
[

|BERL −BER| < kσBERL

]

≥ 1− var
(

BERL

)

k2var
(

BERL

) = 1−̟; (C.7)

em que, var
(

BERL

)

é a variânia de BERL e ̟ é um valor arbitrariamente pequeno. Assim,

1− 1

k2
= 1−̟ ⇒ k =

1√
̟
. (C.8)

Outra medida usual da on�abilidade de uma estimativa é denominada de erro padrão nor-

malizado, em que a variânia, ou mais preisamente a raiz quadrada do desvio padrão do

estimador, fornee uma forma ompata de julgar a on�abilidade estimador [141, pág.645℄.

Este erro normalizado é de�nido por

ε =

√

var
(

BERL

)

BERL

, (C.9)

logo,

ε =

√

√

√

√

var
(

BERL

)

BER
2

L

=

√

BERL(1−BERL)

LBER
2

L

=

√

1− BERL

LBERL

∼=
√

1

LBERL

, (C.10)

pois, deseja-se na simulação de sistemas de omuniação que a taxa de erro de bit estima seja

muito pequena, BERL ≪ 1, assim, 1−BERL ≈ 1. Assim,

L =
1

ε2BERL

. (C.11)

Exemplo C.1 Considere valores típios para a preisão da estimativa são de 0, 1, de 0, 05,

de 0, 02 e de 0, 01, orrespondendo a 95%, 98% e 99% para o oe�iente de on�ança, respe-

tivamente [141, pág.629℄. Deseja-se alular o número de experimentos neessários L, em que

permita uma boa estimativa da taxa de erro de bit BERL dada uma preisão. Isso equivale a

dizer que a simulação pelo método de Monte Carlo irá requerer pelo menos L observações para

produzir um estimador om uma preisão relativa desejada. Quanto maior o valor do número

de erros �xado na simulação menor será o desvio padrão do estimador, mais preisa será a

estimativa, e onseqüentemente um maior número de experimentos será neessário para que

se onsiga atingir determinada preisão relativa. Assim,
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a. Para uma preisão da estimativa são de 0, 1, ou oe�iente de on�ança de 90% e uma taxa

de erro estimado de BERL = 10−5
, o número de experimentos neessários é

L =
1

(0, 1)210−5
= 1× 107;

b. Para uma preisão da estimativa são de 0, 05, ou oe�iente de on�ança de 95% e uma

taxa de erro estimado de BERL = 10−5
, o número de experimentos neessários é

L =
1

(0, 05)210−5
= 4× 107;

. Para uma preisão da estimativa são de 0, 02, ou oe�iente de on�ança de 98% e uma

taxa de erro estimado de BERL = 10−5
, o número de experimentos neessários é

L =
1

(0, 02)210−5
= 2, 5 × 108;

d. Para uma preisão da estimativa são de 0, 01, ou oe�iente de on�ança de 99% e uma

taxa de erro estimado de BERL = 10−5
, o número de experimentos neessários é

L =
1

(0, 01)210−5
= 1× 109.

⋄
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