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RESUMO

As transformadas fracionais correspondem a uma generalização das transformadas clássicas em que

potências não inteiras do operador são admitidas. Em virtude desta generalização, há uma maior

flexibilidade na resolução de diversos problemas da Engenharia. Nesse contexto, outros tipos de

transformadas são as definidas em corpos finitos, que propiciam vantagens relacionadas à inexistên-

cia de erros de truncagem ou arredondamento e baixa complexidade computacional. Aliando esses

dois aspectos, foram definidas as transformadas fracionais em corpos finitos baseadas na expansão

espectral do operador da transformada. Nesse caso, não é necessária a construção de conjuntos

ortogonais de autovetores ou de sequências de Legendre em corpos finitos. Nesta tese, as transfor-

madas fracionais de Fourier, Hartley, seno e cosseno tipos 1 e 4 em corpos finitos são introduzidas,

utilizando-se uma abordagem baseada em funções de matrizes sobre corpos finitos. A abordagem

proposta é comparada com outras abordagens da literatura, avaliando-se suas limitações, vantagens

e desvantagens. Algumas vantagens da abordagem proposta são: há uma expressão fechada para

computar as transformadas fracionais em corpos finitos; não há a necessidade de construção de con-

juntos ortogonais de autovetores das matrizes de transformação; é possível utilizar os algoritmos

rápidos já desenvolvidos para as transformadas clássicas. São apresentadas algumas propriedades da

transformada fracional de Fourier em corpos finitos e a relação entre esta e a transformada fracional

de Hartley em corpos finitos. Com essas ferramentas, são propostas e avaliadas algumas aplicações

em cifragem de imagens, em marcas d’água frágeis usadas em imagens digitais e num sistema de

comunicação multiusuário.

Palavras-chaves: Transformadas fracionais. Corpos finitos.



ABSTRACT

Fractional transforms correspond to a generalization of the classical transforms, where non integer

powers of the transform operator are allowed. Due to this generalization, there is a greater flexi-

bility in order to solve several problems in Engineering. In this context, other types of transforms

used in Engineering are the transforms defined over finite fields, which provide advantages related to

error-free computation and low computational complexity. Combining these two aspects, fractional

transforms over finite fields were defined, based on the spectral expansion of the transform operator

procedure. In this case, it is not necessary to construct orthogonal eigenvectors sets or Legendre

sequences over finite fields. In this thesis, the finite field fractional Fourier, Hartley, sine and cosine

types 1 and 4 transforms are introduced using a matrix function based procedure. The proposed

technique is compared with others in the literature, and its limitations, advantages and disadvantages

are evaluated. Some advantages of the proposed approach are: there is a closed form expression to

compute finite field fractional transforms; it is not necessary to construct orthogonal eigenvector sets

of the transforms matrices; it is possible to use fast algorithms already developed for classical trans-

forms. Some properties of the new finite field fractional Fourier transforms are presented, including

the relationship between the finite field fractional Fourier and Hartley transforms. Applications of

the new transforms, in the areas of image encryption, digital image fragile watermarks and multiuser

communication system, are suggested.

Keywords: Fractional transforms. Finite fields.
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CAPÍTULO 1
INTRODUÇÃO

O conceito de transformada fracional se refere à generalização do operador transformada clás-

sica, em que potências fracionais arbitrárias do operador são permitidas. Potências inteiras

do operador podem ser vistas como sucessivas aplicações do operador transformada. Em sistemas

discretos lineares, o operador de uma transformada é uma matriz de transformação, para a qual se

pode definir e computar sua raiz quadrada, isto é, a potência 1/2 dessa matriz, por exemplo. Con-

siderando um vetor x, uma matriz de transformação T e o vetor transformado X = Tx, ao aplicar

duas vezes a transformada tem-se que T(Tx) = T2x = T(X), a transformada do vetor X. No

entanto, o que representa o vetor obtido a partir da aplicação da raiz quadrada da matriz de transfor-

mação (T
1
2x) é uma questão de compreensão não tão direta.

Os primeiros trabalhos que abordaram essa questão surgiram no início do século XX com a

proposta de se computar potências fracionais do operador da transformada de Fourier contínua (FT,

do inglês Fourier transform). Os trabalhos sobre a transformada fracional de Fourier (FrFT, do inglês

fractional Fourier transform) contínua se estenderam desde então, tornando-a a mais estudada das

transformadas fracionais. É apresentada a seguir uma breve evolução cronológica dos estudos desta

área:

• A ideia de potências fracionais do operador transformada de Fourier é introduzida, com uma

abordagem matemática, em 1929 por Wiener [1];

• Em 1937, Condon [2] mostrou que o operador da FT gera um grupo cíclico de ordem 4, o qual

é isomórfico a um grupo de rotações de um plano com ângulo de π/2 rad. Ele se deteve em

encontrar um grupo de transformadas gerado pelo operador Hermitiano, para o qual o grupo
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gerado pelo operador da FT fosse um subgrupo;

• Ainda com uma abordagem matemática, Kober [3], em 1939, estudou as transformadas fra-

cionais contínuas, em especial a de Fourier e de Hankel;

• Em 1973, de Bruijn [4] apresentou um tratamento das distribuições de Wigner para análise

harmônica e utiliza para tanto a transformada fracional de Fourier;

• A partir de 1980, a área teve maior atenção. Nesta década, Namias [5] retomou o estudo da

transformada fracional de Fourier, generalizando o trabalho de Wiener e aplicando-o à mecânica

quântica, sendo seguido por outros trabalhos [6];

• Em 1982, Dickinson et al. [7] analisaram a autoestrutura da matriz de transformação da transfor-

mada discreta de Fourier (DFT, do inglês discrete Fourier transform) introduzindo um método

para se obter conjuntos ortogonais de autovetores. Propuseram também uma forma eficiente de

computar potências fracionais da DFT;

• Na década de 1990, Santhanam et al. [8] introduziram a transformada fracional de Fourier dis-

creta (DFrFT, do inglês discrete FrFT), Ozaktas et al. [9] apresentaram um método para com-

putar digitalmente a FrFT, e Deng et al. [10] apresentaram um algoritmo para calcular a FrFT

numericamente de maneira rápida;

• Ainda na década de 1990, Ozaktas retomou os estudos da transformada fracional de Fourier e o

aplicou à óptica [9, 11], sendo seguido por outros trabalhos [12];

• Em 1994, Almeida [13] aplicou a FrFT à área de processamento de sinais e introduziu uma

interpretação da FrFT bastante difundida: a FrFT como uma rotação no plano tempo-frequência;

• Em 1998, Pei et al. [14] apresentaram uma nova abordagem para definir as transformadas fra-

cionais de Fourier e Hartley discretas com base em autovetores da matriz de transformação da

DFT. No entanto, havia algumas ambiguidades na construção dessas matrizes. Com essa abor-

dagem, podem ser construídas matrizes de transformação diferentes e válidas das transformadas

fracionais discretas, pois não havia critérios para a ordenação de autovetores e de autovalores;

• Em 1999, a transformada fracional de Fourier discreta bidimensional [15] e a transformada

fracional de Hadamard discreta [16] foram introduzidas por Pei et al.;
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• Em 2000, Candan et al. [17] propuseram critérios de ordenação de autovetores e de autovalores,

e de suas associações, introduzindo uma abordagem na qual não havia ambiguidades para a

construção das matrizes da DFrFT;

• No início dos anos 2000, Pei et al. introduziram as transformadas fracionais do cosseno e do

seno contínuas [18] e discretas [19];

• Com uma abordagem baseada em sequências de Legendre, Pei et al. [20] apresentaram uma

nova forma de se obter autovetores da DFT e assim definir a DFrFT;

• Lima e Campello de Souza [21] definiram a transformada fracional de Fourier em corpos finitos

usando uma abordagem similar à de Candan [17];

• Ainda com a abordagem baseada em sequências de Legendre, Pei introduziu a transformada

numérica fracional de Fourier [22];

• Lima et al. [23] [24] definiram as transformadas fracionais do cosseno e do seno em corpos

finitos;

• Lima et al. introduziram as transformadas fracionais de Fourier [25], de Hartley, do cosseno e

do seno [26] em corpos finitos, baseadas em funções de matrizes.

No contexto de processamento de sinais, Almeida mostrou que a aplicação da transformada fra-

cional de Fourier contínua pode ser vista como uma rotação de um sinal no plano tempo-frequência

por um ângulo arbitrário [13]. A Figura 1.1 apresenta uma ilustração do plano tempo-frequência. O

sinal x(t) no domínio do tempo pode ser rotacionado neste plano por um ângulo α, gerando o sinal

Xα(ξ) no domínio fracional ξ. O sinal Xα(ξ) pode ser interpretado como o espectro fracional de

x(t). Nesse caso, a rotação pode ser feita pela aplicação da FrFT de ângulo (parâmetro fracional) α.

No caso particular, em que α = π/2, Xπ/2(ξ) = X(ω) é seu espectro de frequências. Ainda nesse

caso, a FrFT é a própria FT.

Definição 1.1

Seja x(t) um sinal no domínio do tempo. A transformada fracional de Fourier de x(t) é o sinal

Xα(ξ) dado por [13]

Xα(ξ) = Fαx(t) :=

∫ ∞

−∞
x(t)κα(t, ξ)dt, (1.1)
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Figura 1.1: Plano Tempo-Frequência e um conjunto de coordenadas (ξ,ξ′) obtidas pela rotação das coorde-

nadas (t,ω) por um ângulo α.

Fonte: Próprio Autor.

em que Fα é o operador da FrFT associado ao parâmetro fracional (ângulo) α, e κϕ(t, ξ) é o

núcleo da transformada definido como

κα(t, ξ) :=


δ(t− ξ), se α = kπ

δ(t+ ξ), se α = π + kπ√
1−j cot(α)

2π e
j
(

t2+ξ2

2 cot(α)
)
e−jξt csc(α), caso contrário,

, (1.2)

em que k é um inteiro e δ(.) representa o delta de Dirac, cot(.) e csc(.) representam a cotangente

e a cossecante do argumento, respectivamente. �

O operador, Fα, da FrFT apresenta algumas propriedades [11, 27, 28].

Propriedade 1.1

1. Unitariedade
(
(Fa)

−1
= (Fa)

∗
)

[28, pp.7], em que {.}∗ representa o conjugado do argu-

mento;

2. Aditividade de expoentes
(
FaFb = Fa+b

)
;

3. Redução ao operador identidade se α = 0
(
F0x(t) = x(t)

)
;

4. Redução à transformada de Fourier usual (ordinária) se α = π/2
(
Fπ/2x(t) = X(ω)

)
;

5. Periodicidade
(
F4kx(t) = x(t)

)
, para k inteiro. �

Outra importante propriedade é que o núcleo da FrFT admite a seguinte expansão espectral [17]:

κa(t, ξ) =

∞∑
n=0

ψn(t)e
−j(π

2 na)ψn(ξ), (1.3)
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em que ψn(t) denota a n-ésima função Hermite-Gaussiana e (ea)
n corresponde ao autovalor da FT

λn = e−j π
2 n elevado ao expoente a. A função Hermite-Gaussiana de n-ésima ordem é definida por

ψn(t) :=
21/4√
2nn!

Hn(
√
2πt)e−πt2 , n = 0, 1, . . . , (1.4)

em que Hn é o n-ésimo polinômio de Hermite [28]. Analisando a Equação (1.3), observa-se que

a função Hermite-Gaussiana de n-ésima ordem, ψn(t), é uma autofunção da FrFT associada ao

autovalor e−j(π
2 na).

Em aplicações computacionais nas áreas de processamento de sinais de áudio, de imagens e de

vídeo, sistemas de comunicações e segurança da informação, por exemplo, é necessária a definição

de transformadas discretas, como é o caso da DFT. Para legitimar uma versão discreta da FrFT, assim

com a DFT é para a FT, algumas propriedades fundamentais precisam ser satisfeitas [17]:

Propriedade 1.2

1. Unitariedade;

2. Aditividade de expoentes;

3. Redução à identidade se α = 0, e à DFT se α = 1;

4. Aproximação numérica da transformada fracional de Fourier contínua. �

Uma das primeiras propostas para se obter uma versão discreta da FrFT foi feita por San-

thanam [8], em que eram tomadas amostras da FrFT. Seguindo esse trabalho, Ozaktas [9] propôs

uma maneira de computar por meio digital a FrFT de maneira semelhante à amostragem de San-

thanam. Apesar de satisfazerem às propriedades de unitariedade, da redução à DFT e à identidade, e

de aproximação numérica com a FrFT, tais propostas falhavam em relação à propriedade de aditivi-

dade de expoentes.

Outra proposta para se definir uma versão discreta da FrFT foi tratada sem maiores detalhamentos

no trabalho de Dickinson [7], em que o operador discreto é definido por meio de uma combinação

linear de potências inteiras da matriz de transformação da DFT. Apesar de satisfazer à propriedade

de aditividade de expoentes, ela falha na aproximação com a FrFT.

Como o operador FrFT pode ser escrito por meio da expansão espectral, procurou-se estabelecer

a DFrFT utilizando a expansão espectral da DFT, análoga à Equação (1.3). Para tanto, é necessário

obter versões discretas das funções Hermite-Gaussianas, de forma a serem empregadas como autove-

tores da DFT. Algumas abordagens que visam à construção de um conjunto ortogonal de autovetores

da DFT e podem ser utilizados para se definir a DFrFT são destacadas a seguir.
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• Autovetores da DFT podem ser obtidos por métodos numéricos como o método de eliminação

de Gauss [20];

• Autovetores da DFT podem ser obtidos fazendo uma combinação linear entre um vetor e seus

sucessivos vetores transformados. Se s é um vetor de componentes reais, então um autovetor

e da matriz da DFT pode ser escrito como e = s + λ−1Fs + λ−2F2s + λ−3F3s, em que F

é a matriz de transformação da DFT. Contudo, os autovetores obtidos por esse método não são

necessariamente ortogonais [20];

• Amostragem de expansões periódicas de funções de Hermite [29, 30];

• Em [31], a técnica ZF (zero forcing) e a técnica PF (periodic zero forcing) são aplicadas a

subespaços vetoriais para construir autovetores da DFT;

• Sequências generalizadas de Legendre [20];

• Matrizes que comutam com a matriz da DFT [14, 17, 32].

Com as duas últimas abordagens, as quatro propriedades fundamentais são satisfeitas. Após

a proposição de diferentes métodos para se definir a DFrFT, foram introduzidas as transformadas

fracionais de Hartley, do cosseno e do seno contínuas [18] e discretas [19]. As transformadas fra-

cionais discretas, em especial a de Fourier e a do cosseno, têm sido usadas em cifragem de ima-

gens [33], esquemas de marca d’água [34], amostragem e filtragem de sinais [35] e multiplexação de

sinais [36, 37].

As transformadas definidas em estruturas algébricas finitas (corpos finitos) se apresentam como

poderosas ferramentas, pois não necessitam de truncagem ou arredondamento, e possibilitam o uso de

algoritmos rápidos que diminuem a complexidade aritmética requerida para calculá-las. Em proces-

samento digital de sinais, transformadas numéricas são empregadas no cálculo de convoluções [38]

e em filtragem [39, 40], na área de comunicações são empregadas em codificação e decodificação

no domínio da frequência [41, 42] e construção de códigos de bloco lineares baseados em transfor-

madas [43, 44]. Além disso, aplicações em segurança da informação surgem com a proposição de

novos sistemas criptográficos [45].

Nos últimos anos, foram desenvolvidos alguns trabalhos com transformadas fracionais em corpos

finitos [22, 46]. As abordagens se utilizam da expansão espectral da transformada de Fourier sobre

corpos finitos (FFFT, do inglês finite field Fourier transform) e se concentram na extensão em corpos
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finitos das abordagens de sequências generalizadas de Legendre [20] e de matrizes comutantes [17].

Em ambos os casos, é necessária a construção de um conjunto ortogonal de autovetores para

cada transformada. Isso nem sempre é possível para corpos finitos de características específicas e

para comprimentos de transformadas específicos.

Esta tese introduz as transformadas fracionais de Fourier, de Hartley, do seno e do cosseno em

corpos finitos por meio da abordagem de funções de matrizes. As transformadas fracionais de Fourier,

do seno e do cosseno do tipo 1 em corpos finitos baseadas na matriz comutante S são revisitadas [17],

e é introduzida a transformada fracional de Hartley em corpos finitos baseada em matrizes comu-

tantes. São introduzidas também as transformadas fracionais de Fourier e de Hartley generalizadas

em corpos finitos, e as transformadas fracionais do seno e do cosseno do tipo 4 em corpos finitos

baseadas na matriz comutante E [47].

Aplicações em que se utilizam as transformadas sobre corpos finitos usuais [48], podem ser proje-

tadas e implementadas, com maior flexibilidade, através da utilização de transformadas fracionais em

corpos finitos. Com essa motivação, são apresentadas também algumas aplicações das transformadas

fracionais em corpos finitos.

1.1 Contribuições

O objetivo desta tese é a construção de novas transformadas fracionais em corpos finitos. As

principais contribuições são as seguintes:

• Definição da transformada fracional de Hartley em corpos finitos por meio da expansão espec-

tral, em que os conjuntos de autovetores são obtidos a partir da matriz comutante S.

• Definição das transformadas fracionais de Fourier e Hartley generalizadas, e transformadas fra-

cionais do seno e cosseno tipo 4 em corpos finitos por meio da expansão espectral, em que os

conjuntos de autovetores são obtidos a partir da matriz comutante E.

• Procedimento para se construir matrizes de transformação das transformadas fracionais sem a

necessidade de se construir conjuntos ortogonais de autovetores, o que representa uma redução

da complexidade computacional das transformadas.

• Definição das transformadas fracionais de Fourier, Hartley, seno e cosseno tipos 1 e 4 em corpos

finitos por meio de expressões analíticas baseadas em funções de matrizes.
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• Análise da autoestrutura das matrizes de transformação das transformadas fracionais em corpos

finitos.

• Propriedades da transformada fracional de Fourier em corpos finitos: linearidade, deslocamento

no tempo e reversão no tempo.

• Definição e análise da autoestrutura da matriz D que relaciona as transformadas de Fourier e

Hartley.

• Expressão analítica para computar uma potência fracional da matriz D.

• Relação entre a transformada fracional de Fourier e de Hartley em corpos finitos.

• Análise da limitação do procedimento de matrizes comutantes para construção de conjuntos

ortogonais de autovetores.

• Análise da complexidade computacional para computar as transformadas fracionais em corpos

finitos.

• Análise de algoritmos rápidos para reduzir a complexidade computacional das transformadas

fracionais em corpos finitos.

• Proposta de um esquema de cifragem de imagens digitais que utiliza transformadas fracionais

em corpos finitos baseadas em funções de matrizes.

• Proposta de um esquema de marca d’água frágil que utiliza a transformada fracional do cosseno

em corpos finitos baseada em funções de matrizes.

• Proposta de um esquema de comunicação multiusuário em corpos finitos que utiliza a transfor-

mada fracional de Fourier em corpos finitos baseada na expansão espectral.

1.2 Organização do trabalho

Após o Capítulo 1, esta tese está organizada da seguinte forma:

Capítulo 2: Esse capítulo apresenta as ferramentas matemáticas utilizadas nesta tese. São expos-

tos alguns conceitos de trigonometria em corpos finitos, bem como são apresentadas as definições de

algumas transformadas em corpos finitos.
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Capítulo 3: Esse capítulo aborda os conceitos de transformadas fracionais em corpos finitos,

revisando dois procedimentos para construção das matrizes de transformação da transformada fra-

cional de Fourier em corpos finitos. São introduzidas as transformadas fracionais de Fourier e Hartley

generalizadas, e as transformadas fracionais do seno e do cosseno do tipo 4 em corpos finitos. São

discutidas as limitações de cada procedimento e apresentadas as definições das transformadas do

cosseno e do seno em corpos finitos.

Capítulo 4: É apresentado um novo procedimento para construção de matrizes de transformação

para transformadas fracionais, baseado em funções de matrizes. Com a nova abordagem são definidas

as transformadas fracionais de Fourier, Hartley, seno e cosseno em corpos finitos, sendo apresentadas

propriedades e relações entre as transformadas.

Capítulo 5: Esse capítulo apresenta algumas aplicações em criptografia e comunicações das

ferramentas desenvolvidas nos capítulos anteriores.

Capítulo 6: Esse capítulo apresenta as conclusões do trabalho e indica sugestões para a con-

tinuidade da pesquisa.

Apêndice A: Apresenta uma lista de todas as transformadas citadas e introduzidas nesta tese.

Apêndice B: Apresenta as demonstrações de algumas proposições e lemas introduzidas no Capí-

tulo 3.

Apêndice C: Apresenta a demonstração da obtenção dos autovalores da matriz D que relaciona

as transformadas de Hartley e Fourier.

Apêndice D: É apresentada a lista dos trabalhos publicados e submetidos, decorrentes da pesquisa

relatada nesta tese.
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CAPÍTULO 2
TRANSFORMADAS SOBRE

CORPOS FINITOS

T ransformadas definidas sobre estruturas algébricas finitas são atrativas por diversos aspectos:

no cálculo das transformadas ou de convoluções, por meio dessas transformadas, há precisão

infinita, pois não existem erros de truncagem ou arredondamento; a aritmética inteira (de ponto-fixo)

requer menor complexidade computacional em comparação com a aritmética de ponto flutuante; e,

é possível a construção de algoritmos rápidos, incluindo algoritmos com complexidade multiplica-

tiva nula. A transformada de Fourier sobre corpos finitos (FFFT) foi inicialmente introduzida por

Pollard [49] para computar convoluções cíclicas usando aritmética inteira [50]. A FFFT é utilizada

também para outras aplicações nas áreas de processamento digital de sinais [41], códigos corretores

de erros [43, 44, 51] e criptografia [52].

Outras importantes transformadas como as de Hartley, do cosseno e do seno, só foram definidas

em corpos finitos após a introdução de uma trigonometria em corpos finitos [53]. Neste capítulo são

revisadas as ferramentas matemáticas relacionadas à trigonometria em corpos finitos e às definições

das transformadas de Fourier, de Hartley, do seno e do cosseno de corpo finito.

2.1 Trigonometria sobre corpos finitos

Definição 2.1

O conjunto de inteiros gaussianos (Gaussian Integers) sobre GF(p), p ímpar, é o conjunto

GI(p) := {a+ jb, a, b ∈ GF(p)}, em que j2 não é resíduo quadrático sobre GF(p). �
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Definição 2.2

O conjunto unimodular de GI(p), p ímpar, é o conjunto de elementos da forma (a+jb) ∈ GI(p),

tais que a2 + b2 ≡ 1 (mod p). �

De acordo com a Definição 2.1, um elemento de GI(p) pode ser visto como um número “com-

plexo”, em que a é a parte “real” e b é a parte “imaginária”. Se p ≡ 3 (mod 4), j2 = −1 não é

resíduo quadrático sobre GF(p) [54, p. 177], isto é,
√
−1 ≡

√
p− 1 mod(p) não pertence a GF(p).

Dessa forma, j =
√
−1 pode ser usado como unidade imaginária, assim como acontece no corpo dos

números reais. Se p ≡ 3 (mod 8) ou p ≡ 5 (mod 8), o elemento 2 não é resíduo quadrático sobre

GF(p) [54, p. 180], isto é,
√
2 não pertence a GF(p). Dessa forma, nestes casos, j =

√
2 poderia

ser usado como “unidade” imaginária.

A trigonometria sobre corpos finitos foi introduzida por Campello de Souza et al. em 1998 [53],

com o propósito de se definir a transformada da Hartley sobre corpos finitos. Na proposta, as funções

seno e cosseno sobre corpos finitos são definidas em GI(p), em que p ̸= 2. Sem perda de genera-

lidade, no que se segue, p é um número primo ímpar e a unidade imaginária usada na construção de

GI(p) é
√
−1, a menos de reconsiderações explícitas no texto.

Definição 2.3

Seja ζ ∈ GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = N . As funções cosseno e seno

sobre GI(p) relacionadas a ζ são computadas módulo p, respectivamente, por

cosζ(x) :=
(ζx + ζ−x)

2
(2.1)

e

sinζ(x) :=
(ζx − ζ−x)

2
√
−1

, (2.2)

para x = 0, 1, . . . , N − 1. �

Essas funções apresentam propriedades similares (aditividade de arcos, círculo unitário, simetria,

etc.) a suas funções trigonométricas análogas definidas no corpo dos reais [53, 55].

2.2 Transformadas em corpos finitos

Nesta tese, a equação matricial XM = Mx expressa a relação entre um vetor x e seu vetor trans-

formado XM , em que M corresponde à matriz de transformação de alguma transformada. O vetor

transformado é grafado em letra maiúscula e seu índice está relacionado à transformada empregada.
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A fim de evitar ambiguidades em relação aos índices, a i-ésima componente do vetor x é denotada

por x[i] e a k-ésima componente do vetor transformado XM é denotada por XM [k]. Para matrizes,

na notação [M ]i,k, i está relacionado às linhas e k está relacionado às colunas de M.

2.2.1 A transformada de Fourier sobre corpos finitos

A transformada de Fourier sobre corpos finitos (FFFT, do inglês finite field Fourier transform)

foi introduzida por Pollard em 1971 [49].

Definição 2.4

Seja ζ ∈ GF(pm) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = N . A FFFT do vetor x =

(x[i]), x[i] ∈ GF(p), de comprimento N , é o vetor XF = (XF [k]), XF [k] ∈ GF(pm), em que

XF [k] :=
√
N−1 (mod p)

[
N−1∑
i=0

x[i]ζki

]
, k = 0, 1, . . . , N − 1. (2.3)

�

Para não deixar as equações carregadas de informação, a partir deste ponto, a informação
√
N−1(modp)

é substituída por
√
N−1. No entanto, o cálculo de

√
N−1 é feito em GF(p).

Teorema 2.1

A FFFT inversa do vetor XF = (XF [k]), XF [k] ∈ GF(pm), de comprimento N é o vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), em que

x[i] =
√
N−1

N−1∑
k=0

XF [k]ζ
−ki, i = 0, 1, . . . , N − 1. �

Na equação matricial da FFFT unitária XF = Fx, tem-se que [F ]i,k =
√
N−1ζki.

Nesta tese, os corpos finitos em análise tem característica p, em que p é um número primo ímpar,

e tem ordem p ou p2, isto é, a análise se concentra em GF(p) e GI(p) que é isomórfico a GF(p2).

Assim, não se abordará outros corpos de extensão além de GI(p).

Exemplo 2.1 – FFFT de comprimento 8 em GF(257)

Considerando o elemento ζ = 4 ∈ GI(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8, a FFFT do

vetor x = (1, 17, 99, 245, 74, 234, 117, 255) é o vetor XF = Fx = (47, 22, 195, 95, 218, 14, 180,

137), em que
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F =



242 242 242 242 242 242 242 242

242 197 17 68 15 60 240 189

242 17 15 240 242 17 15 240

242 68 240 197 15 189 17 60

242 15 242 15 242 15 242 15

242 60 17 189 15 197 240 68

242 240 15 17 242 240 15 17

242 189 240 60 15 68 17 197



. �

2.2.2 A transformada de Hartley sobre corpos finitos

A transformada de Hartley sobre corpos finitos (FFHT, do inglês finite field Hartley transform)

foi introduzida por Campello de Souza et al. em 1998 [53].

Definição 2.5

Seja ζ ∈ GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = N . A FFHT unitária do vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), de comprimento N , é o vetor XH = (XH [k]), XH [k] ∈ GI(p), em

que

XH [k] :=
√
N−1

N−1∑
i=0

x[i] casζ(ki), k = 0, 1, . . . , N − 1, (2.4)

e casζ(x) := cosζ(x) + senζ(x). �

Teorema 2.2

A FFHT inversa do vetor XH = (XH [k]), XH [k] ∈ GI(p), de comprimento N , é o vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GI(p), em que

x[i] =
√
N−1

N−1∑
k=0

XH [k]casζ(ki), i = 0, 1, . . . , N − 1. (2.5)
�

A prova do Teorema 2.2 pode ser encontrada em [53]. A FFHT inversa é obtida com a mesma

expressão da FFHT, ou seja, aplicando duas vezes a transformada de Hartley a um vetor obtém-se o

próprio vetor. Diz-se então que a transformada de Hartley é uma involução. Na equação matricial da

FFHT XH = Hx, tem-se que [H]i,k =
√
N−1 casζ(ki).

Nota 2. 1 A transformada de Hartley foi proposta como uma transformada que mapeia dos reais

para os reais. No entanto, a transformada de Hartley sobre corpos finitos faz um mapeamento
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de GF(p) para um corpo de extensão GF(pm). Apesar deste aparente desvio de objetivo, a

transformada de Hartley sobre corpos finitos é aplicada em diversas áreas da Engenharia.

Exemplo 2.2 – FFHT de comprimento 8 em GF(31)

Considerando o elemento ζ = 4 + 4j ∈ GI(31), com ordem multiplicativa ord(4 + 4j) = 8, a

FFHT do vetor x = (11, 17, 9, 27, 4, 23, 11, 21) é o vetor XH = Hx = (29, 7, 5, 21, 18, 13, 6, 15),

em que

H =



2 2 2 2 2 2 2 2

2 16 2 0 29 15 29 0

2 2 29 29 2 2 29 29

2 0 29 16 29 0 2 15

2 29 2 29 2 29 2 29

2 15 2 0 29 16 29 0

2 29 29 2 2 29 29 2

2 0 29 15 29 0 2 16



. �

Exemplo 2.3 – FFHT de comprimento 8 em GI(257)

Considerando o elemento ζ = 4 ∈ GF(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8, a FFHT

do vetor x = (1, 17, 99, 245, 74, 234, 117, 255) é o vetor XH = H x = (210, 49 + 71j, 198 +

136j, 74 + 169j, 39, 74 + 88j, 198 + 121j, 49 + 186j), em que

H =



242 242 242 242 242 242 242 242

242 193 + 253j 240j 64 + 253j 15 64 + 4j 17j 193 + 4j

242 240j 15 17j 242 240j 15 17j

242 64 + 253j 17j 193 + 253j 15 193 + 4j 240j 64 + 4j

242 15 242 15 242 242 242 15

242 64 + 4j 240j 193 + 4j 15 193 + 253j 17j 64 + 253j

242 17j 15 240j 242 17j 15 240j

242 193 + 4j 17j 64 + 4j 15 64 + 253j 240j 193 + 253j



.

�
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2.2.3 Transformadas generalizadas em corpos finitos

A transformada discreta de Fourier pode ser generalizada no sentido de permitir deslocamentos

em seus índices, sendo assim chamada de transformada discreta de Fourier generalizada (GDFT,

do inglês generalized discrete Fourier transform). A transformada generalizada pode ser aplicada a

vetores que foram submetidos a algum tipo de extensão, para a esquerda e/ou para a direita, segundo

algum critério de simetria. O núcleo de transformação da DFT é um caso particular do núcleo da

transformada discreta de Fourier generalizada [56, 57]. Um caso especial ocorre quando o núcleo

da transformada discreta de Fourier generalizada é e−j( 2π
N (i+0,5)(k+0,5)). A partir deste ponto em

diante, a transformada discreta de Fourier generalizada se refere apenas a este último caso especial.

Definida dessa maneira, a autoestrutura da GDFT está relacionada com as transformadas trigono-

métricas do tipo 4, assim como a DFT está relacionada com as transformadas trigonométricas do

tipo 1 [58]. O núcleo da transformada discreta de Hartley generalizada [58, 59] (GDHT, do inglês

generalized discrete Hartley transform) é cas ((i+ 0, 5)(k + 0, 5)). Com o propósito de analisar

a autoestrutura das transformadas trigonométricas, são definidas as transformadas de Fourier e de

Hartley sobre corpos finitos generalizadas.

Definição 2.6

Seja ζ ∈ GF(pm) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = N . A transformada de

Fourier sobre corpos finitos generalizada (GFFFT, do inglês generalized finite field Fourier

transform)[60, pp. 72] do vetor x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), de comprimento N , é o vetor

XF = (XF [k]), XF [k] ∈ GF(pm), em que

XF [k] :=
√
N−1

N−1∑
i=0

x[i]ζ(k+1/2)(i+1/2), k = 0, 1, . . . , N − 1. (2.6)
�

Teorema 2.3

A GFFFT inversa do vetor XF = (XF [k]), XF [k] ∈ GF(pm), de comprimento N , é o vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), em que

x[i] =
√
N−1

N−1∑
k=0

XF [k]ζ
−(k+1/2)(i+1/2), i = 0, 1, . . . , N − 1. �

A prova do Teorema 2.3 é encontrada em [60, pp. 72], e é análoga à prova do Teorema 2.1. Na

equação matricial da GFFFT, XF = FGx, tem-se que [FG]i,k =
√
N−1ζ(k+1/2)(i+1/2). Neste caso,
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o termo ζ(k+1/2)(i+1/2) pode ser reescrito como

ζ(k+1/2)(i+1/2) = ζ
4ki+2(k+i)+1

4 = ζkiζ
k+i
2 ζ

1
4

= ζki(
√
ζ)k+i( 4

√
ζ). (2.7)

Assim, para que os elementos de XF pertençam a GF(p) é necessário que 4
√
ζ ∈ GF(p). Por

esta razão, é necessário que o elemento ζ tenha ordem multiplicativa da forma ord(ζ) = 4m, para m

inteiro.

Exemplo 2.4 – GFFFT de comprimento 8 em GF(257)

Considerando o elemento ζ = 4 ∈ GF(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8, a GFFFT do

vetor x = (1, 17, 99, 245, 74, 234, 117, 255) é o vetor XF = FG x = (24, 180,

74, 168, 29, 176, 41, 149), em que

FG =



129 1 2 4 8 16 32 64

1 8 64 255 241 129 4 32

2 64 249 1 32 253 129 16

4 255 1 128 193 32 241 8

8 241 32 193 128 1 255 4

16 129 253 32 1 249 64 2

32 4 129 241 255 64 8 1

64 32 16 8 4 2 1 129



. (2.8)
�

A transformada generalizada de Hartley sobre corpos finitos é um resultado da pesquisa e se

apresenta como contribuição da tese.

Definição 2.7

Seja ζ ∈ GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = N . A transformada de Hartley

sobre corpos finitos generalizada (GFFHT, do inglês generalized finite field Hartley transform)

unitária do vetor x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), de comprimento N , é o vetor XH = (XH [k]),

XH [k] ∈ GI(p), em que

XH [k] :=
√
N−1

N−1∑
i=0

x[i]casζ ((k + 1/2)(i+ 1/2)), k = 0, 1, . . . , N − 1. (2.9)
�
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Teorema 2.4

A GFFHT inversa do vetor XH = (XH [k]), XH [k] ∈ GI(p), de comprimento N , é o vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GI(p), em que

x[i] =
√
N−1

N−1∑
k=0

XH [k]casζ ((k + 1/2)(i+ 1/2)), i = 0, 1, . . . , N − 1. (2.10)
�

Demonstração:

Da Equação 2.9, tem-se que

XH [k] =
√
N−1

N−1∑
i=0

x[i]casζ (k
′i′),

em que i′ = i+1/2 e k′ = k+1/2, para k = 0, . . . , N −1. Considere o vetor y = HXH , cujas

componentes são dadas por

y[n] =
√
N−1

N−1∑
k=0

XH [k]casζ (k
′n′) ,

em que n′ = n+ 1/2, para n = 0, . . . , N − 1.

Mostra-se que as funções casζ são otogonais [53], ou seja,

casζ (k
′i′) casζ (k

′n′) =

 0, se i′ ̸= n′,

N, se i′ = n′.

Assim, para n = 0, . . . , N − 1 tem-se que

y[n] = N−1
N−1∑
k=0

N−1∑
i=0

x[i]casζ (k
′i′) casζ (k

′n′)

=

 0, se i′ ̸= n′,

x[i], se i′ = n′.

Portanto, y = x. �

Na equação matricial da GFFHT, XH = HGx, tem-se que [HG]i,k =
√
N−1casζ ((k + 1/2)

(i+ 1/2)). Pela mesma razão exposta para a GFFFT, para se obter a matriz de transformação da

GFFHT, é necessário que o elemento ζ tenha ordem multiplicativa da forma ord(ζ) = 4m, para m

inteiro.

Exemplo 2.5 – GFFHT de comprimento 8 em GI(257)

Considerando o elemento ζ = 4 ∈ GF(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8, a GFFHT do

vetor x = (1, 17, 99, 245, 74, 234, 117, 255) é o vetor XH = HG x = (224, 229,

5, 164, 25, 107, 90, 92), em que

31



HG =



159 106 106 159 163 120 137 94

106 163 94 151 137 159 159 137

106 94 94 106 137 98 159 120

159 151 106 98 163 137 137 163

163 137 137 163 98 106 151 159

120 159 98 137 106 94 94 106

137 159 159 137 151 94 163 106

94 137 120 163 159 106 106 159



. (2.11)
�

2.2.4 Transformadas trigonométricas em corpos finitos

A família das transformadas trigonométricas (FFTT, do inglês finite field trigonometric trans-

forms) é constituída de oito tipos de transformadas do cosseno (FFCT, do inglês finite field co-

sine transform) e de oito tipos de transformadas do seno (FFST, do inglês finite field sine trans-

form) [60, 61]. A construção de cada FFTT é baseada em extensões simétricas de um sequência com

elementos em um corpo finito e requer a definição da função de ponderação

β[r] :=


√
2−1 (mod p), r = 0 ou N,

1, r = 1, 2, . . . , N − 1.

Nesta tese, são abordadas apenas transformadas trigonométricas tipos 1 e 4 unitárias, em virtude

da relação entre essas e as transformadas de Fourier e de Fourier generalizada, respectivamente.

Definição 2.8

Seja ζ ∈ GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = 2N . A transformada do cosseno

sobre corpos finitos tipo 1 (FFCT-1) do vetor x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), de comprimento N + 1

é o vetor XC1 = (XC1[k]), XC1[k] ∈ GI(p), em que

XC1[k] :=
√
2N−1

N∑
i=0

β[i] β[k] x[i] cosζ(ki), k = 0, 1, . . . , N. (2.12)
�

Teorema 2.5

A FFCT-1 inversa do vetor XC1 = (XC1[k]), XC1[k] ∈ GI(p), de comprimentoN+1, é o vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GI(p), em que

x[i] =
√
2N−1

N∑
k=0

β[k] β[i]XC1[i] cosζ(ki), i = 0, 1, . . . , N. (2.13)
�
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A prova do Teorema 2.5 pode ser encontrada em [61]. Na equação matricial da FFCT-1, XC1 =

C1x, tem-se que [C1]i,k = β[i] β[k]
√
2N−1 cosζ(ki).

Definição 2.9

Seja ζ ∈ GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = 2N . A transformada do cosseno

sobre corpos finitos tipo 4, FFCT-4, do vetor x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), de comprimento N , é o

vetor XC4 = (XC4[k]), XC4[k] ∈ GI(p), em que

XC4[k] :=
√
2N−1

N−1∑
i=0

x[i] cosζ

((
k +

1

2

)(
i+

1

2

))
, k = 0, 1, . . . , N − 1.

(2.14)
�

Teorema 2.6

A FFCT-4 inversa do vetor XC4 = (XC4[k]), XC4[k] ∈ GI(p), de comprimento N , é o vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GI(p), em que

x[i] =
√
2N−1

N−1∑
k=0

XC4[k] cosζ

((
k +

1

2

)(
i+

1

2

))
, i = 0, 1, . . . , N − 1. (2.15)

�
A prova do Teorema 2.6 pode ser encontrada em [61]. Na equação matricial da FFCT-4, XC4 =

C4x, tem-se que [C4]i,k =
√
2N−1 cosζ

((
k + 1

2

) (
i+ 1

2

))
.

Definição 2.10

Seja ζ ∈ GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = 2N . A transformada do seno

sobre corpos finitos tipo 1, FFST-1, do vetor x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), de comprimento N − 1,

é o vetor XS1 = (XS1[k]), XS1[k] ∈ GI(p), em que

XS1[k] :=
√
2N−1

N−1∑
i=0

x[i] sinζ(ki), k = 1, 2, . . . , N − 1. (2.16)
�

Teorema 2.7

A FFST-1 inversa do vetor XS1 = (XS1[k]), XS1[k] ∈ GI(p) de comprimento N − 1, é o vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GI(p), em que

x[i] =
√
2N−1

N−1∑
k=0

XS1[k] sinζ(ki), i = 1, 2, . . . , N − 1. (2.17)
�
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A prova do Teorema 2.7 pode ser encontrada em [61]. Na equação matricial da FFST-1, XS1 =

S1x, tem-se que [S1]i,k =
√
2N−1 sinζ(ki).

Definição 2.11

Seja ζ ∈ GI(p) um elemento de ordem multiplicativa ord(ζ) = 2N . A transformada do seno

sobre corpos finitos tipo 4, FFST-4, do vetor x = (x[i]), x[i] ∈ GF(p), de comprimento N é o

vetor XS4 = (XS4[k]), XS4[k] ∈ GI(p), em que

XS4[k] :=
√
2N−1

N−1∑
i=0

x[i] sinζ

((
k +

1

2

)(
i+

1

2

))
, k = 0, 1, . . . , N − 1.

(2.18)
�

Teorema 2.8

A FFST-4 inversa do vetor XS4 = (XS4[k]), XS4[k] ∈ GI(p), de comprimento N , é o vetor

x = (x[i]), x[i] ∈ GI(p), em que

x[i] =
√
2N−1

N−1∑
k=0

XS4[k] sinζ

((
k +

1

2

)(
i+

1

2

))
, i = 0, 1, . . . , N − 1. (2.19)

�
A prova do Teorema 2.8 pode ser encontrada em [61]. Na equação matricial da FFST-4, XS4 =

S4x, tem-se que [S4]i,k =
√
2N−1 sinζ

((
k + 1

2

) (
i+ 1

2

))
.

Exemplo 2.6 – FFCT-1 de comprimento 9 em GF(257)

Considerando o elemento ζ = 2 ∈ GF(257), com ordem multiplicativa ord(2) = 16, a FFCT-1

do vetor x = (1, 17, 99, 245, 74, 234, 117, 255, 30) é o vetor XC1 = C1x = (247, 187, 65, 87, 120,

38, 107, 143, 161), em que

C1 =



64 242 242 242 242 242 242 242 64

242 160 15 6 0 251 242 97 15

242 15 0 242 129 242 0 15 242

242 6 242 97 0 160 15 251 15

242 0 129 0 128 0 129 0 242

242 251 242 160 0 97 15 6 15

242 242 0 15 129 15 0 242 242

242 97 15 251 0 6 242 160 15

64 15 242 15 242 15 242 15 64



. �
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Exemplo 2.7 – FFST-1 de comprimento 7 em GF(257)

Considerando o elemento ζ = 2 ∈ GF(257), com ordem multiplicativa ord(2) = 16, a FFST-1

do vetor x = (1, 17, 99, 245, 74, 234, 117) é o vetor XS1 = S1x = (223, 100, 244, 58, 52, 60, 55),

em que

S1 =



251 242 97 129 97 242 251

242 129 242 0 15 128 15

97 242 6 128 6 242 97

129 0 128 0 129 0 128

97 15 6 129 6 15 97

242 128 242 0 15 129 15

251 15 97 128 97 15 251


. �

Exemplo 2.8 – FFCT-4 de comprimento 8 em GF(257)

Considerando o elemento ζ = 2 ∈ GF(257), com ordem multiplicativa ord(2) = 16, a FFCT-4

do vetor x = (1, 17, 99, 245, 74, 234, 117, 255) é o vetor XC4 = C4x = (125, 243, 232, 49, 246,

147, 152, 144), em que

C4 =



228 246 67 130 68 79 103 196

246 68 196 178 190 29 127 154

67 196 127 11 154 68 228 79

130 178 11 196 228 103 190 189

68 190 154 228 61 11 79 130

79 29 68 103 11 130 196 190

103 127 228 190 79 196 189 246

196 154 79 189 130 190 246 29



. �

Exemplo 2.9 – FFST-4 de comprimento 8 em GF(257)

Considerando o elemento ζ = 2 ∈ GF(257), com ordem multiplicativa ord(2) = 16, a FFST-4

do vetor x = (1, 17, 99, 245, 74, 234, 117, 255) é o vetor XS4 = S4 x = (228, 61, 19, 16, 16, 19,

61, 228), em que
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S4 =



196 103 79 68 130 67 246 228

103 130 228 67 79 61 189 11

79 228 68 154 11 127 196 67

68 67 154 29 61 246 79 127

130 79 11 61 228 154 190 68

67 61 127 246 154 189 228 178

246 189 196 79 190 228 127 103

228 11 67 127 68 178 103 61



. �

2.3 Autoestrutura das matrizes das transformadas

A determinação da autoestrutura das matrizes das transformadas sobre corpos finitos (relação en-

tre os autovalores e autovetores destas matrizes) tem sido abordada em diferentes trabalhos [7, 58, 61–

63] e se mostra de significativa importância, por exemplo, para a concepção de algoritmos rápidos,

definição de transformadas fracionais e aplicações em comunicações [41, 42] e criptografia [45].

2.3.1 Autoestrutura das matrizes da FFFT, FFHT e FFTT tipo 1

A matriz de transformação da FFFT, F, tem ciclo 4, isto é, l = 4 é o menor inteiro positivo não

nulo tal que Fl = I, sendo I a matriz identidade. As potências inteiras de F são tais que

F1 = F, F2 = P, F3 = PF, F4 = I,

em que P é a matriz de reversão circular (produz uma inversão nos elementos de um vetor), também

conhecida como matriz de Schur [63], de dimensão N ×N definida por

P :=

 1 0

0 J

 , (2.20)

em que J é a matriz de reversão (produz uma reversão nos elementos de um vetor) de dimensão

(N − 1)× (N − 1) com elementos 1 em sua antidiagonal [63].

Portanto, a matriz inversa da FFFT é F−1 = F3 = PF, em que [F 3]i,k =
√
N−1ζ−ki. Decorre

então o seguinte resultado:

Proposição 2.1

A matriz F tem, no máximo, quatro autovalores distintos,
{
±1,±

√
−1

}
. �
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A prova da Proposição 2.1 pode ser encontrada em [63]. A multiplicidade dos autovalores de

F é encontrada de maneira semelhante à encontrada no estudo da DFT [62]. A multiplicidade dos

autovalores da matriz da FFFT depende das dimensões da matriz de transformação, ou seja, depende

do comprimento da transformada N . Na Tabela 2.1 é apresentada a multiplicidade dos autovalores

da matriz da FFFT de dimensão N ×N .

Tabela 2.1: Multiplicidade dos autovalores da matriz da FFFT de dimensão N × N , para N da forma 4n,

4n+ 1, 4n+ 3 e 4n+ 3, com n um número inteiro.

N Mult. 1 Mult. −1 Mult.
√
−1 Mult. −

√
−1

4n n+ 1 n n− 1 n

4n+ 1 n+ 1 n n n

4n+ 2 n+ 1 n+ 1 n n

4n+ 3 n+ 1 n+ 1 n n+ 1

Fonte: Próprio Autor.

Proposição 2.2

Todo autovetor de F possui ou simetria par ou simetria ímpar. Os autovetores de simetria par

estão associados aos autovalores ±1, enquanto que os autovetores de simetria ímpar estão as-

sociados aos autovalores ±
√
−1 [63]. �

Os autovalores da matriz da FFHT e suas multiplicidades são iguais aos da transformada discreta

da Hartley (DHT, do inglês discrete Hartley transform). Da mesma maneira, para encontrá-los, são

introduzidas as proposições 2.3 e 2.4, contribuições desta tese. Considere as matrizes FR e FI

definidas, respectivamente, como

[FR]i,k :=
√
N−1 cosζ(ki) (mod p), (2.21)

[FI ]i,k :=
√
N−1 sinζ(ki) (mod p), (2.22)

para i, k = 0, . . . , N − 1. As matrizes unitárias da FFFT e da FFHT, H, podem ser reescritas,

respectivamente, como

F = FR −
√
−1FI, (2.23)

H = FR + FI. (2.24)

Pelas Equações (2.21) e (2.22), observa-se que FRFI = 0 pois as funções cosζ e sinζ são orto-

gonais.
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Proposição 2.3

A matriz H tem dois autovalores distintos, {±1}.

Demonstração:

Pela Equação (2.24), H2 = F2
r + F2

i + 2FrFi = F2
r + F2

i = I, em virtude de cos2ζ(.) +

sin2ζ(.) ≡ 1 mod(p). Logo, a matriz H tem ciclo 2 e seus autovalores são as raízes de

λ2 − 1 = 0. �

Assim como as transformadas contínuas e discretas de Hartley, a FFHT é uma involução, pois

possui o mesmo núcleo para a transformada direta e a inversa.

Lema 2.1

Se v é um autovetor de FR, então v não é autovetor de FI, e vice-versa.

Demonstração:

Se v é um autovetor de FR, vale FRv = λv para algum λ ̸= 0. Fazendo v = 1
λFRv, tem-se

FIv = FI

(
1

λ
FRv

)
=

1

λ
FIFRv = 0.

Dessa maneira, como FIv = 0, v não é um autovetor de FI. O resultado inverso pode ser

demonstrado da mesma maneira. �

Proposição 2.4

Se v é um autovetor de F associado aos autovalores λ = {1,−
√
−1}, então v é um autovetor

de H associado ao autovalor λ = 1. Se v é um autovetor de F associado aos autovalores

λ = {−1,
√
−1}, então v é um autovetor de H associado ao autovalor λ = −1.

Demonstração:

Se v é um autovetor de F associado ao autovalor λ = 1, então v é um autovetor de Fr

associado ao autovalor λ = 1, e

Hv = (FR + FI)v = FRv + 0 = 1v.

Se v é um autovetor de F associado ao autovalor λ = −1, então v é um autovetor de Fr

associado ao autovalor λ = −1, e

Hv = (FR + FI)v = FRv + 0 = −1v.

Se v é um autovetor de F associado ao autovalor λ =
√
−1, então v é um autovetor de

Fi associado ao autovalor λ = −1, e

Hv = (FR + FI)v = 0 + FIv = −1v.

38



Se v é um autovetor de F associado ao autovalor λ = −
√
−1, então v é um autovetor de

Fi associado ao autovalor λ = 1, e

Hv = (FR + FI)v = 0 + FIv = 1v.

A partir da multiplicidade dos autovalores de F e da Proposição 2.4, obtém-se a multiplicidade

dos autovalores da matriz da FFHT que é apresentada na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Multiplicidade dos autovalores da matriz da FFHT de dimensão N ×N .

N Mult. 1 Mult. −1

4n 2n+ 1 2n− 1

4n+ 1 2n+ 1 2n

4n+ 2 2n+ 1 2n+ 1

4n+ 3 2n+ 2 2n+ 1

Fonte: Próprio Autor.

A relação entre as transformadas de Hartley e de Fourier sobre corpos finitos é a mesma relação

das transformadas no corpo dos números reais, de forma que [64]

H =
F+PF

2
−

√
−1

F−PF

2
=

F+ F3

2
−

√
−1

F− F3

2
, (2.25)

F =
H+PH

2
+

√
−1

H −PH

2
. (2.26)

Em relação às transformadas trigonométricas, apenas as matrizes das transformadas dos tipos 1 e

4 têm autoestruturas semelhantes à matriz da transformada de Fourier. As matrizes de transformação

dessas transformadas trigonométricas são unitárias e simétricas, portanto, as transformadas têm ciclo

2 [61] e apresentam como autovalores apenas os elementos λ = ±1. Para as matrizes das transfor-

madas trigonométricas tipos 2 e 3, conjectura-se que os autovalores sejam todos distintos [61].

Proposição 2.5

As matrizes C1,C4,S1 e S4 tem, cada uma, no máximo, dois autovalores distintos, {±1}. A

multiplicidade dos autovalores das FFTT tipos 1 e 4 é apresentada na Tabela 2.3[61].

A prova da Proposição 2.5 pode ser encontrada em [60, pp. 70] e em [61]. As autoestruturas das

matrizes de transformação das FFTT do tipo 1 estão relacionadas com a autoestrutura da matriz de

transformação da FFFT, e dela podem ser derivadas.
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Tabela 2.3: Multiplicidade dos autovalores das matrizes FFTT tipos 1 e 4 de dimensão N ′ ×N ′, em que N ′

pode ser igual a N , (N − 1) e (N + 1) de acordo com a dimensão de cada matriz.

N ′ Mult. 1 Mult.−1

Ímpar N ′+1
2

N ′−1
2

Par N ′

2
N ′

2

Fonte: Próprio Autor.

Proposição 2.6

i) Se v = [v0, v1, . . . , vN−1, vN−1, . . . , v1] é um autovetor de simetria par da matriz F, com

dimensão 2N × 2N , então

ṽ = [v0,
√
2v1, . . . ,

√
2vN−2, vN−1]

é um autovetor da matriz C1 de dimensão (N + 1)× (N + 1).

ii) Se v = [0, v1, . . . , vN−1, 0,−vN−1, . . . ,−v1] é um autovetor de simetria ímpar da matriz F,

com dimensão 2N × 2N , então

v̂ =
√
2[v1, v2 . . . , vN−1]

é um autovetor da matriz S1 de dimensão (N − 1)× (N − 1). �

A prova da Proposição 2.6 pode ser encontrada em [60, pp. 70] e em [61].

2.3.2 Autoestrutura das matrizes da GFFFT, GFFHT e FFFT tipo 4

No tocante às transformadas generalizadas, as matrizes unitárias da GFFFT e da GFFHT podem

ser reescritas, respectivamente, de acordo com

FG = FGr −
√
−1FGi, (2.27)

HG = FGr + FGi, (2.28)

em que, as componentes das matrizes FGr e FGi são dadas por

[FGr]i,k :=
√
N−1 cosζ ((k + 1/2)(i+ 1/2)) , (2.29)

[FGi]i,k :=
√
N−1 sinζ ((k + 1/2)(i+ 1/2)) , (2.30)

para i, k = 0, . . . , N − 1.

As potências inteiras de FG são tais que

F1
G = FG, F2

G = −J, F3
G = −JFG, F4

G = I,
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em que J é a matriz de reversão de dimensão (N)× (N) com elementos 1 em sua antidiagonal [63].

Portanto, a matriz inversa da GFFFT é F−1
G = F3

G = −JFG. Decorre então o seguinte resultado:

Proposição 2.7

A matriz FG possui, no máximo, quatro autovalores distintos (±1,±
√
−1), cujas multiplicidades

são apresentadas na Tabela 2.4.

Tabela 2.4: Multiplicidade dos autovalores da matriz da GFFFT de dimensão N ×N .

N Mult. 1 Mult. −1 Mult.
√
−1 Mult. −

√
−1

4n n n n n

4n+ 1 n n n n+ 1

4n+ 2 n+ 1 n n n+ 1

4n+ 3 n+ 1 n n+ 1 n+ 1

Fonte: Próprio Autor.

A prova da Proposição 2.7 pode ser encontrada em [60, pp. 74].

Proposição 2.8

Os autovalores de HG são ±1, cujas multiplicidades são apresentadas na Tabela 2.5

Tabela 2.5: Multiplicidade dos autovalores da matriz da GFFHT de dimensão N ×N .

N Mult. 1 Mult. −1

4n 2n 2n

4n+ 1 2n+ 1 2n

4n+ 2 2n+ 2 2n

4n+ 3 2n+ 2 2n+ 1

Fonte: Próprio Autor.

A prova é similar à desenvolvida para a FFHT nas Proposições 2.3 e 2.4 e está em consonância

com as transformadas discretas [58]. Observando as relações expressas nas Equações (2.27) e (2.28),

conclui-se que os autovetores de FG associados aos autovalores λ = 1 e λ = −
√
−1 são autovetores

de HG associados ao autovalor λ = 1, e que os autovetores de FG associados aos autovalores

λ = −1 e λ =
√
−1 são autovetores de HG associados ao autovalor λ = −1.

As autoestruturas das matrizes de transformação das FFTT do tipo 4 estão relacionadas com a

autoestrutura da matriz de transformação da GFFFT, e dela podem ser derivadas.
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Proposição 2.9

i) Se v = [v0, v1, . . . , vN−1, vN−1, . . . , v0] é um autovetor de simetria par de FG com dimensão

2N × 2N , então

ṽ = [v1, v2 . . . , vN−1]

é um autovetor de S4 de dimensão N ×N .

ii) Se v = [v0, v1, . . . , vN−1,−vN−1, . . . ,−v0] é um autovetor de simetria ímpar de FG com

dimensão 2N × 2N , então

v̂ = [v0,
√
2v1, . . . ,

√
2vN−2, vN−1]

é um autovetor de C4 de dimensão N ×N . �

A prova da Proposição 2.9 pode ser encontrada em [60, pp. 76] e em [61].

2.4 Transformadas Numéricas

Transformadas em corpos finitos podem ser vistas como um mapeamento de vetores em GF(p)

para vetores em um corpo de extensão GF(pm), m inteiro. Quando m = 1, o mapeamento é feito

de vetores em GF(p) para GF(p), e essas transformadas são chamadas de transformadas numéricas.

Nessas condições, emprega-se a aritmética módulo p (as operações de adição e multiplicação são

fechadas em GF(p)), a qual tem baixo custo computacional para certos valores de p.

As transformadas de Fourier e trigonométricas sobre corpos finitos são “naturalmente” numéricas

se o núcleo de cada transformada, o elemento ζ, pertence a GF(p), p um número primo. Já o espectro

da transformada de Hartley sobre corpos finitos tem elementos em GI(p), mesmo que ζ ∈ GF(p),

como se observa no Exemplo 2.2. Contudo, em alguns casos particulares, a transformada de Hartley

pode ser uma transformada numérica. Isto ocorre quando:

• O elemento −1 é resíduo quadrático de GF(p), isto é, j =
√
−1 ∈ GF(p), ocorrendo para

p ≡ 1 (mod 4);

• O elemento ζ é um elemento unimodular de GI(p) [55], como se observa no Exemplo 2.3.

As transformadas numéricas reduzem a complexidade aritmética ao ponto de, em alguns casos,

serem livres de multiplicações, havendo somente operações de adição e deslocamentos cíclicos. Con-

tudo, existem algumas restrições quanto ao comprimento da transformada e algumas considerações

práticas devem ser observadas para utilizá-las:
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• O número primo p deve ser suficientemente grande para evitar overflow;

• Se o comprimento da transformada for composto, pode-se utilizar alguns tipos de algoritmos

rápidos;

• A multiplicação das potências do núcleo deve ser de baixa complexidade, resultando, se pos-

sível, apenas em deslocamentos cíclicos.

Escolhas óbvias para o núcleo das transformadas são as potências de 2, visto que os sistemas

digitais são, em geral, baseados em operações binárias. Alguns valores específicos de p originam

classes específicas de transformadas numéricas. Assim, quando p é um número primo de Fermat,

tem-se as transformadas numéricas de Fermat [65]; quando p é um número primo de Mersenne,

tem-se as transformadas numéricas de Mersenne [66].

2.4.1 Transformadas Numéricas de Fermat

Os inteiros da forma Fs := 22
s

+ 1, para s inteiro, são conhecidos como números de Fermat. Os

primeiros números de Fermat, para s = 0, . . . , 4, são os únicos números primos conhecidos que têm

essa forma [54, pp. 237].

Quando se utiliza os números primos de Fermat, a transformada numérica de Fourier passa a ser

conhecida como transformada numérica de Fourier-Fermat (FFNT, do inglês Fourier-Fermat number

transform). Para esse caso, p ≡ 1 (mod 4), os elementos não nulos de GF(p) formam um grupo

multiplicativo cuja ordem é um divisor de 22
s

. Assim, os possíveis comprimentos da FFNT são

potências de 2, a qual pode ser implementada usando a FFT de Cooley-Tukey base dois.

Para números primos de Fermat, a transformada numérica de Hartley passa a denominada trans-

formada numérica de Hartley-Fermat (HFNT, do inglês Hartley-Fermat number transform). Como

p ≡ 1 (mod 4), −1 é resíduo quadrático de GF(p), isto é,
√
−1 ∈ GF(p). Assim, os elementos da

forma a+
√
−1b também pertencem a GF(p). A FFHT é naturalmente uma transformada numérica.

Um importante critério na definição das transformadas numéricas de Fermat é a escolha do nú-

cleo.

• Usando o elemento 2 como núcleo, é possível obter transformadas com comprimento até 2s. Essa

escolha é interessante, pois as multiplicações podem ser realizadas através de deslocamentos cícli-

cos.

• Usando o elemento
√
2 como núcleo, é possível obter transformadas com comprimento até 4s. As

multiplicações podem ser realizadas com deslocamentos cíclicos e com subtrações [64].
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2.4.2 Transformadas Numéricas de Mersenne

Os inteiros da forma Ms := 2s − 1, para s inteiro, são conhecidos como números de Mersenne.

Se s for um número primo, então Ms pode ser um número primo [54, pp. 225]. Por exemplo,

para s = 2, 3, 5, Ms é primo, mas para s = 11, 23, 29, Ms não é primo. Nesse cenário, tem-se

a transformada numérica de Fourier-Mersenne (FMNT, do inglês Fourier-Mersenne number trans-

form) e a transformada numérica de Hartley-Mersenne (HMNT, do inglês Hartley-Mersenne number

transform).

Para a FMNT os possíveis comprimentos das transformadas são os divisores de 2s − 2, que não

são potências de 2. Os comprimentos das transformadas dependem do número primo p. Deste modo,

não é possível usar a FFT de Cooley-Tukey base dois. Contudo, essa transformada é particularmente

interessante, pois todos os seus elementos possuem uma representação binária de s bits. Por exemplo,

em GF(213) todos os elementos podem ser representados por treze bits e os comprimentos possíveis

são fatores de 213 − 2 = 2× 5× 7× 9× 13.

Para números primos de Mersenne tem-se que p ≡ 3 (mod 4), então
√
−1 /∈ GF(p) e o espectro

da FFHT é “complexo”. Porém, se ζ for um elemento unimodular de GI(p) a imagem da função

casζ = cosζ +sinζ está contida em GF(p), e assim a FFHT é a HMNT [55, 64]. Um ponto positivo

da HMNT em relação a FMNT é que os comprimentos permitidos para a HMNT são divisores de

p+ 1 = 2s, isto é, potências de 2. Torna-se possível, então, empregar o algoritmo de Cooley-Tukey

base dois para computar a HMNT o que não ocorre para a FMNT [55].

As transformadas numéricas de Hartley-Mersenne permitem uma implementação com comple-

xidade multiplicativa nula, em certos casos, o que é atrativo do ponto de vista prático [64]. Nesses

casos, ao se escolher o elemento 2 como núcleo da transformada, e se valer de deslocamentos cíclicos,

o comprimento da FMNT éN = s, já ao se escolher o elemento −2 o comprimento pode serN = 2s.

Para a HMNT, o núcleo da transformação inclui apenas os valores 0, 1 e −1, ou potências não triviais

de 2. Nesse último caso, as multiplicações correspondem a deslocamentos cíclicos.

Apesar de não admitir a FFT de Cooley-Tukey base dois, foram desenvolvidos outros algoritmos

rápidos para a FMNT. Nibouche et al. [67] introduziram a nova transformada numérica de Mersenne

e mostrou ser possível usar o algoritmo de Rader-Brenner para reduzir a complexidade aritmética [68,

69]. Em outro trabalho, Boussakta et al. [70] introduziram as transformadas numéricas de Mersenne

generalizadas e mostraram que é possível utilizar a FFT de Cooley-Tukey base dois e base quatro.
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CAPÍTULO 3
TRANSFORMADAS

FRACIONAIS EM CORPOS
FINITOS

O estudo das transformadas fracionais teve início com a generalização da transformada de

Fourier contínua, onde se pretendia calcular potências fracionais do operador da transfor-

mada. De forma semelhante, buscou-se definir a transformada fracional de Fourier discreta e em

seguida de outras transformadas fracionais a partir das transformadas discretas. Na Tabela A.1 do

Apêndice A é apresentada a cronologia do desenvolvimento das transformadas fracionais discretas

no corpo dos números reais.

Após a definição da transformada de Fourier sobre corpos finitos feita por Pollard [49], foram

concebidas outras transformadas em corpos finitos como as transformadas numéricas [38, 65], a

transformada de Hartley [53], as transformadas trigonométricas [71, 72] e a transformada Z [73]. Em

sintonia com o desenvolvimento das transformadas no corpo dos números reais, devem ser definidas

as transformadas fracionais em corpos finitos. Na Tabela A.2 do Apêndice A é apresentada a cronolo-

gia do desenvolvimento das transformadas fracionais em corpos finitos.

As transformadas definidas no Capítulo 2 são chamadas de transformadas ordinárias ou usuais

no decorrer do texto. O termo ordinária faz alusão à potência da matriz de transformação que não

é fracional, em contraste com as potências fracionais da matriz de transformação das transformadas

fracionais. A partir deste capítulo, são apresentadas as transformadas fracionais de Fourier, de Hart-

ley, do cosseno e do seno em corpos finitos.
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Os procedimentos para definição das transformadas fracionais no corpo dos números reais au-

xiliam na definição das transformadas em corpos finitos. Para tanto, esses procedimentos são breve-

mente e revisados.

Em 1982, Dickinson et al. [7] introduziram um procedimento para se computar potências fra-

cionais da matriz da DFT por meio de combinações lineares de potências inteiras da matriz da DFT.

A este trabalho, porém, não foi dado destaque porque não se tinha uma boa aproximação com a

transformada fracional de Fourier contínua.

Em 1996, Santhanam et al. [8, 74] propuseram uma definição para a transformada fracional de

Fourier discreta (DFrFT) baseada na amostragem da transformada fracional de Fourier contínua. A

essa proposta também não foi dado destaque, visto que não apresentava a propriedade de aditividade

de arcos (expoentes).

Outras propostas se basearam na expansão espectral da matriz de transformação da DFT [14, 17].

A transformada discreta de um vetor pode ser expressa por meio de uma equação matricial como o

produto de uma matriz de transformação por um vetor. Nesse sentido, para se obter a transformada

fracional de um vetor, basta multiplicá-lo pela versão fracional da matriz de transformação, em que

potências fracionais são admitidas.

A expansão espectral da matriz da DFT, F, é dada por

F = VΛV−1, (3.1)

em que V é uma matriz cujas colunas são autovetores de F e Λ é uma matriz diagonal de autovalores

de F, cujo elemento na k-ésima coluna e k-ésima linha é dado por (−
√
−1)k. O autovetor da k-ésima

coluna de V está associado ao autovalor (−
√
−1)k.

Para se obter a matriz da DFrFT, Fa, é necessário apenas elevar cada autovalor de Λ ao expoente

a, real, sem realizar manipulações com a matriz de autovetores V. A DFrFT é então dada por

Fa = VΛaV−1. (3.2)

Um ponto negativo dessa abordagem está na necessidade de construir os autovetores de F de

dimensãoN×N sempre queN muda. Por exemplo, a partir dos autovetores da matriz F de dimensão

8×8, não há, até o momento, um procedimento para se obter os autovetores da F de dimensão 9×9.

As abordagens que utilizam a Equação (3.2) para definir a DFrFT diferenciam-se no procedimento

de construção dos autovetores:

• Um procedimento para se obter autovetores da DFT é baseado em sequências de Legendre gene-

ralizadas. Proposto por Pei et al. [20], é possível encontrar sequências ortogonais por meio de
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expressões fechadas e derivar, por meio de combinações lineares dessas sequências, os autovetores

da DFT.

• Outra maneira de obter conjuntos de autovetores ortogonais é por meio de uma matriz que comute

com a matriz da DFT, e sobre a qual haja um procedimento sistemático para obter seus autovetores.

• Mais recentemente, Kuznetsov [75] introduziu expressões fechadas para se construir diretamente

autovetores da DFT.

Baseados nos procedimentos definidos sobre o corpo dos números reais foram introduzidas a

transformada fracional de Fourier em corpos finitos (GFrFT, do inglês Galois field fractional Fourier

transform), a transformada fracional de Hartley em corpos finitos (GFrHT, do inglês Galois field

fractional Hartley transform), a transformada fracional do cosseno em corpos finitos (GFrCT, do

inglês Galois field fractional cosine transform), e a transformada fracional do seno em corpos finitos

(GFrST, do inglês Galois field fractional sine transform).

3.1 GFrFT obtida a partir das Sequências de Legendre

As sequências de Legendre são sequências periódicas baseadas em resíduos quadráticos e arit-

mética modular. Para um número primo p, a sequência η(n) = (n/p), n = 0, 1, ..., p− 1, é chamada

de sequência de Legendre, em que (n/p) é o símbolo de Legendre [54, p. 175]. Por exemplo,

considerando p = 7, tem-se η(n) = (0, 1, 1,−1, 1,−1,−1).

De maneira similar, as sequências generalizadas de Legendre (GLS, do inglês generalized Legen-

dre sequence) podem ser construídas para potências de números primos pm, de forma que a sequência

tenha comprimento pm. Dentre as propriedades desse tipo de sequência destacam-se duas: i) as se-

quências ou tem simetria par ou simetria ímpar; ii) as sequências formam um conjunto ortogonal.

Essas são algumas das propriedades desejadas para os autovetores da DFT.

Seja ϕ(n) a função de Euler que denota o número de inteiros positivos que são relativamente

primos a n no intervalo 1, 2, . . . , n− 1 [54, p. 131]. A partir das GLS de comprimento N = pm não

é possível obter bases para construir o espaço vetorial CN , pois só existem ϕ(pm) sequências. Isto

é um problema, pois, para construir CN , são necessários N autovetores de comprimento N ; porém

com as GLS, constrói-se apenas ϕ(pm) vetores de comprimento N [20].

Com a técnica Zero-Forcing (ZF) [31] é possível estender uma GLS de comprimento N1 =

pm−1 para um comprimento N = pm. Isso é feito adicionando-se zeros em posições específicas da

sequência, de forma que as GLS originais e as construídas com a técnica ZF sejam ortogonais.
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Dessa maneira, é possível utilizar as GLS de comprimento pm−1, pm−2, ..., p0 estendendo-as

com a técnica ZF para que tenham comprimento pm e, a partir delas, construir o espaço vetorial CN .

As GLS e as sequências construídas com a técnica ZF definem as sequências completas generalizadas

de Legendre (CGLS - Complete GLS).

Apenas algumas CGLS são autovetores da DFT, mas elas formam um conjunto ortogonal de

vetores. Considerando-se uma combinação linear dessas sequências, obtém-se um conjunto completo

e ortogonal de autovetores da DFT. Como cada autovetor é combinação linear de sequências de

simetria par ou ímpar, os autovetores também têm esses tipos de simetria. Com esse resultado, é

possível associar os autovetores aos autovalores da matriz da DFT.

De maneira análoga, Pei et al. [22] definiram as CGLS sobre corpos finitos (CGLSF, do inglês

complete generalized Legendre sequence over finite fields) para que com essas se obtivessem autove-

tores da matriz da FFFT. Foram feitas algumas adaptações para utilizar o procedimento em corpos

finitos: na fórmula para se gerar as CGLS, é utilizada a N -ésima raiz da unidade
(
e

j2πabn
N

)
em que

a e bn são parâmetros do procedimento. Na CGLSF, ao invés de usar a K-ésima raiz da unidade do

corpo dos números complexos, emprega-se um elemento γ de ordem multiplicativa ord(γ) = N em

GF(p).

Com essa e outras adaptações, foi proposta uma expressão fechada para se gerar as CGLSF. A

partir das CGLSF, adaptou-se o procedimento de construção de um conjunto completo e ortogonal

de autovetores da matriz da DFT para a matriz da FFFT. Com o conjunto ortogonal de autovetores, a

GFrFT foi definida utilizando-se a expansão espectral.

3.2 GFrFT baseada na expansão espectral - matriz S

O ponto comum e fundamental dos trabalhos que definem a DFrFT por meio da expansão es-

pectral consiste na construção de autovetores da matriz da DFT por meio de matrizes que comutam

com a DFT. Neste sentido, o trabalho de Grünbaum [76] se destaca pela introdução de uma classe de

matrizes que comutam com a matriz da DFT.

No trabalho sobre os autovetores da matriz da DFT, Dickinson et al. [7] introduziram a matriz S

que comuta com a matriz da DFT, para então obter um conjunto de autovetores de S que por sua vez

são autovetores da matriz da DFT. Analisando a Equação (3.2), os autovetores são colunas da matriz

V, de forma que permutações nessas colunas geram matrizes diferentes e válidas.

Além disso, segundo a Equação (3.2) a a-ésima potência dos autovalores
(
−
√
−1

)a
pode ocupar

qualquer posição da diagonal de Λa, desde que fosse associada a um autovetor correspondente. Isto
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é, não foram apresentados critérios de ordenamento de autovetores nem de associação e ordenamento

de autovalores, o que resulta em matrizes de transformação diferentes e válidas.

Estas duas ausências foram tratadas pode Pei et al. [14] como ambiguidades do procedimento.

Pei buscou um procedimento sistemático em que se empregasse a Equação (3.2) para construir uma

única matriz de transformação da DFrFT. Ele mostrou que os autovetores de S são versões discretas

das funções Hermite-Gaussianas e propôs um critério para ordenamento de autovalores e um critério

para as associações com autovetores. Por fim, Candan et al. [17] reescreveu a matriz S e propôs um

critério para ordenamento de autovetores. Com isso, a partir deste último procedimento sistemático,

obtém-se uma única matriz da DFrFT que atende à Propriedade 1.2.

O procedimento baseado na expansão espectral em que os autovetores da matriz da FFFT são

obtidos por meio de matrizes comutantes foi introduzido em corpos finitos por Lima et al. [46].

Assim como no caso da DFrFT, o objetivo é construir um conjunto ortogonal de autovetores para

a matriz F e, usando a Equação (3.2), encontrar Fa, a matriz de transformação da transformada

fracional de Fourier em corpos finitos (GFrFT).

Como se observa na Tabela 2.1, a matriz F tem apenas quatro autovalores distintos, logo esses

autovalores são degenerados e o conjunto de autovetores não é único [17]. Pela Proposição 2.2,

verifica-se que os autovetores de F tem simetria par ou ímpar.

Pelo procedimento, os autovetores de F são obtidos por meio de uma matriz que comuta com

F, pois duas matrizes diagonalizáveis e que comutam apresentam um conjunto de autovetores em

comum [17]. O procedimento se propõe a orientar a escolha de um único conjunto ortogonal de

autovetores, de forma a evitar as ambiguidades citadas por Pei et al. [14].

Nota 3. 1 Com o procedimento, uma consideração a ser feita é que, sendo a = a1/a2 racional, as

possíveis potências fracionais dos autovalores são dadas por (−
√
−1)

a1
a2 . Ora, esses valores

dependem da existência da 2a2-ésima raiz de −1 em GI(p) para que o vetor transformado

esteja definido em GI(p) [46] .

3.2.1 A matriz S

Considere a matriz S de dimensão N ×N , cujos elementos não nulos são dados pela regra


[S]0,N−1 = [S]N−1,0 = 1,

[S]i,i+1 = [S]i+1,i = 1, 0 ≤ i ≤ N − 2,

[S]i,i = σi (mod p), 0 ≤ i ≤ N − 1,
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em que σi = 2 (cosζ(i)− 2), i = 0, 1, . . . , N−1, e ζ é um elemento não nulo de ordem multiplicativa

ord(ζ) = N em GI(p). Assim, a matriz S tem a forma

S =



σ0 1 0 . . . 1

1 σ1 1 . . . 0

0 1 σ2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 . . . σN−1


(mod p). (3.3)

Proposição 3.1

As matrizes F e S comutam.

Demonstração: Vide Apêndice B, seção B.1.1. �

3.2.2 Autovetores da matriz S

No intuito de remover a ambiguidade concernente à associação entre autovetores e autovalores,

é necessário que exista um conjunto de autovetores de S e que este seja único. Uma vez que S e F

comutam, a existência do conjunto de autovetores de S é garantida.

Para verificar a unicidade do conjunto, considere a matriz L = [L]i,k, de dimensão N ×N , que

decompõe um vetor em partes par e ímpar. Considere que ⌊.⌋ representa a parte inteira do argumento.

A matriz L é dada pela seguinte regra:

• Para N ímpar, os elementos não nulos de L são dados por

[L]i,k :=



1, se i = k = 0,

√
2−1 (mod p), se i = k = 2, . . . , ⌊N/2 + 1⌋,

−
√
2−1 (mod p), se i = k = ⌊N/2 + 2⌋, . . . , N,

√
2−1 (mod p), se i = N − n+ 2, k = 2, . . . , N.

(3.4)

A matriz L tem a forma

L =
√
2−1


√
2 0 0

0 IN−1
2

JN−1
2

0 JN−1
2

−IN−1
2
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=
√
2−1



√
2 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0 . . . 0 1

0 0 1 . . . 0 0 . . . 1 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 1 1 . . . 0 0

0 0 0 . . . 1 −1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
. . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0 . . . −1 0

0 1 0 . . . 0 0 . . . 0 −1



.

• Para N par, os elementos não nulos de L são dados por

[L]i,k :=



1, se i = k = {0, N/2 + 1},
√
2−1 (mod p), se i = k = 1, . . . , N/2,

−
√
2−1 (mod p), se i = k = N/2 + 2, . . . , N,

√
2−1 (mod p), se i = N − k + 2, k = 2, . . . , N, k ̸= N/2 + 1.

(3.5)

A matriz L tem a forma

L =
√
2−1



√
2 0 0 0

0 IN
2 −1 0 JN

2 −1

0 0
√
2 0

0 JN
2 −1 0 −IN

2 −1



=
√
2−1



√
2 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1

0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 1 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 1 0 1 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0
√
2 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 1 0 −1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0 0 . . . −1 0

0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 −1



.
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Por meio do Lema B.2 (Vide Apêndice B), mostra-se que a transformação de similaridade

LSL−1 =

Ev 0

0 Od

 (3.6)

produz as matrizes tridiagonais simétricas Ev e Od, com dimensões ⌊N/2 + 1⌋ e ⌊N/2 − 1⌋,

respectivamente.

Os autovalores das matrizes tridiagonais Ev e Od são todos distintos, logo existe um único

conjunto de autovetores para Ev e um único conjunto de autovetores para Od [46] [77, p. 299].

Analisando o Lema B.3, os autovetores de S podem ser obtidos por meio de extensões simétricas dos

autovetores de Ev e de Od, portanto, existe um único conjunto de autovetores para S.

Dessa maneira os autovetores de F com simetria par podem ser obtidos por meio dos autovetores

de Ev, ek, fazendo

u2k = L[etk|0 . . . 0]t, k = 0, . . . ,

⌊
N

2

⌋
, (3.7)

e os autovetores de F com simetria ímpar podem ser obtidos por meio dos autovetores de Od, ok,

fazendo

u2k+1 = L[0 . . . 0|ot
k]

t, k = 0, . . . ,

⌊
N − 3

2

⌋
, (3.8)

em que {.}t representa a transposta do argumento.

Nota 3. 2 Analisando as Equações (3.4) e (3.5), a condição
√
2 ∈ GF(p) deve ser satisfeita para que

a transformação de similaridade resulte numa matriz com elementos em GF(p).

3.2.3 Ordenação dos autovetores da matriz S

A segunda ambiguidade apontada por Pei era o ordenamento de autovetores. É preciso ordenar

os autovetores de maneira a associar corretamente cada autovetor ao seu respectivo autovalor em

relação a F. No procedimento sobre o corpo dos reais, Candan et al. [17] fizeram o ordenamento

segundo o número de cruzamentos pelo zero dos vetores. O número de cruzamentos pelo zero está

relacionado ao número de zeros de cada uma das funções Hermite-Gaussianas.

Em corpos finitos, não é possível estabelecer, de maneira direta, um critério similar a esse, visto

que não faz sentido falar em elementos positivos e negativos. No entanto, a Equação (3.2) permanece

válida desde que haja uma associação correta entre os autovetores e autovalores de F. O autove-

tor da (i + 1)-ésima coluna de V é associado ao autovalor
(
(−

√
−1)a

)i
, em que a é um número

racional. Com esse critério, é possível gerar matrizes distintas para Fa. Permutando-se dois vetores
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que são associados ao mesmo autovalor, gera-se matrizes distintas. Em [46], é feita uma análise mais

detalhada sobre o número de matrizes distintas para Fa.

3.2.4 Normalização dos autovetores da matriz F

Como a matriz F é unitária, os autovetores uk devem ser normalizados antes de serem utilizados

como colunas de V na Equação (3.2).

Definição 3.1

A norma quadrática de um vetor u = (u[i]), i = 0, . . . , N − 1, u[i] ∈ GI(p) é dada por

||u||2 :=
N−1∑
i=0

u[i]u∗[i] (mod p), (3.9)

em que {.}∗ representa o conjugado do argumento sobre GI(p). �

Se as componentes de u estão em GF(p), então ||u||2 =
∑N−1

i=0 u2[i] (mod p).

Analisando a Definição 3.1, conclui-se que se ||u||2 não for resíduo quadrático em GF(p), então

a norma de u, ||u||, é um elemento de GI(p). Dessa maneira, mesmo que os elementos de V e Λa

estejam em GF(p), a matriz Fa tem elementos em GI(p).

Para evitar operações em GI(p), ao invés de normalizar cada autovetor uk obtido nas Equações 3.7

e 3.8, a expressão da Equação (3.2) é calculada e em seguida tem a k-ésima coluna multiplicada por

||uk||2.

Após essas considerações, é possível encontrar um conjunto único ortonormal de autovetores de

F, como era o objetivo. Reescrevendo a Equação (3.2) de acordo com a normalização dos autove-

tores, tem-se

Fa[m,n] =

2⌊N/2⌋∑
k=0

(||uk||̸=0)

||uk||−2uk[m](−
√
−1)auk[n]. (3.10)

A Tabela 3.1 resume o procedimento para a obtenção de Fa de acordo com a expansão espectral

de F e utilizando a matriz S.

A transformada inversa da GFrFT com parâmetro fracional a = (a1/a2) é obtida escolhendo o

parâmetro fracional a′ = (4− a). A matriz de transformação da GFrFT inversa, F−a, é tal que

F−a[m,n] =

2⌊N/2⌋∑
k=0

(||uk||̸=0)

||uk||−2uk[m](−
√
−1)−auk[n]. (3.11)
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Tabela 3.1: Síntese do procedimento para construção da matriz da GFrFT com dimensões N ×N a partir da

matriz comutante S.

Passo 1. Escolha um elemento ζ ∈ GI(p), de ordem multiplicativa ord(ζ) = N ;

Passo 2. Construa a matriz S a partir da Equação (3.3);

Passo 3. Construa a matriz L a partir da Equação (3.4) ou Equação (3.5) de acordo com N ímpar ou par,

respectivamente;

Passo 4. Obtenha as matrizes Ev e Od a partir da transformação de similaridade da Equação (3.6) e

calcule os autovalores e autovetores de cada matriz;

Passo 5. Calcule os autovetores de S com a Equação (3.7) para os autovetores de Ev e com a

Equação (3.8) para os autovetores de Od;

Passo 6. Construa a matriz V ordenando os autovetores obtidos no Passo 5 segundo os autovalores

correspondentes de Λ;

Passo 7. De acordo com o parâmetro a = a1/a2, calcule a a-ésima potência dos autovalores de F;

Passo 8. Com a Equação (3.10) calcule a matriz de transformação de Fa usando os autovetores

normalizados segundo a Equação (3.9).
Fonte: Próprio Autor.

Exemplo 3.1

Considere o elemento unimodular ζ = 24 + 6j ∈ GI(47) com ordem multiplicativa N = 6. As

matrizes F, S e L, calculadas de acordo com as Equações (2.3), (3.3) e (3.5), respectivamente,

são

F =



14 14 14 14 14 14

14 7 + 10j 40 + 10j 33 40 + 37j 7 + 37j

14 40 + 10j 40 + 37j 14 40 + 10j 40 + 37j

14 33 14 33 14 33

14 40 + 37j 40 + 10j 14 40 + 37j 40 + 10j

14 7 + 37j 40 + 37j 33 40 + 10j 7 + 10j


,

S =



45 1 0 0 0 1

1 44 1 0 0 0

0 1 42 1 0 0

0 0 1 41 1 0

0 0 0 1 42 1

1 0 0 0 1 44


e L =



1 0 0 0 0 0

0 27 0 0 0 27

0 0 27 0 27 0

0 0 0 1 0 0

0 0 27 0 20 0

0 27 0 0 0 20


.
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Aplicando a transformação de similaridade LSL−1, gera-se a matriz

LSL−1 =



45 7 0 0 0 0

7 44 1 0 0 0

0 1 42 7 0 0

0 0 7 41 0 0

0 0 0 0 42 1

0 0 0 0 1 44


.

A matriz tridiagonal Ev tem dimensão 4 × 4. Observe que, para N = 6, (⌊6/2 + 1⌋) = 4.

A matriz tridiagonal Od tem dimensão 2 × 2. Observe que, para N = 6, (⌊6/2− 1⌋) = 2. As

matrizes Ev e Od são, respectivamente,

Ev =


45 7 0 0

7 44 1 0

0 1 42 7

0 0 7 41

 e Od =

 42 1

1 44

 .

Encontrando o polinômio característico da matriz Ev e calculando suas raízes, mostra-

se que {2, 12, 27, 37} são seus autovalores. De forma semelhante, mostra-se que {3, 36} são

autovalores de Od. Escalonando essas matrizes, foram obtidos os autovetores ek de Ev e os

autovetores ok de Od, que são apresentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Autovetores de Ev e Od para p = 47, ζ = 24 + 6j,N = 6.

k ek ok

0 1 14 16 14 1 8

1 1 2 23 2 1 41

2 1 31 30 32 −
3 1 19 1 10 −

Fonte: Próprio Autor.

Os autovetores de simetria par de F são construídos por u2k = L[etk, |0, 0]t, k = 0, 1, 2, 3, e

os autovetores de simetria ímpar de F são construídos por u2k+1 = L[0, 0, 0, 0, |ot
k]

t, k = 0, 1.

Os autovetores de F são apresentados na Tabela 3.3 associados aos seus respectivos autovalores

em relação a F.
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Tabela 3.3: Conjunto ortogonal de autovetores de F, para p = 47, ζ = 24 + 6j,N = 6.

k uk λuk

0 1 2 9 14 9 2 1

1 0 28 27 0 20 19 −
√
−1

2 1 7 10 22 10 7 −1

3 0 26 27 0 20 21
√
−1

4 1 38 11 32 11 38 1

5 0 0 0 0 0 0 −
6 1 43 27 10 27 43 −1

Fonte: Próprio Autor.

Após a normalização dos autovetores e considerando o parâmetro a = 3/8, pela Equação

(3.10), a matriz da GFrFT é (considere que j =
√
−1 (mod p))

F
3
8 =



19 + 2j 23 + 13j 23 + 13j 23 + 13j 23 + 13j 23 + 13j

23 + 13j 38 + 29j 17 + 17j 24 + 34j 7 + 17j 28 + 20j

23 + 13j 17 + 17j 5 + 16j 23 + 13j 15 + 7j 7 + 17j

23 + 13j 24 + 34j 23 + 13j 20 + 23j 23 + 13j 24 + 34j

23 + 13j 7 + 17j 15 + 7j 23 + 13j 5 + 16j 17 + 17j

23 + 13j 28 + 20j 7 + 17j 24 + 34j 17 + 17j 38 + 29j


. �

3.3 GFrCT e GFrST tipo 1 baseadas na expansão espectral - matriz S

A transformada fracional do cosseno em corpos finitos (GFrCT) tipo 1 e a transformada fracional

do seno em corpos finitos (GFrST) tipo 1 podem ser obtidas a partir dos autovetores de F. Para se

construir um conjunto ortogonal de autovetores das matrizes de dimensão (N + 1) × (N + 1) da

FFCT do tipo 1 e de dimensão (N − 1)× (N − 1) da FFST do tipo 1, é preciso construir uma matriz

F de dimensão 2N × 2N .

Proposição 3.2

As matrizes C1, obtida pela Equação (2.12), e Ev, obtida pela Equação (3.6), comutam. As

matrizes S1, obtida pela Equação (2.16), e Od, obtida pela Equação (3.6), comutam.

Demonstração: Vide Apêndice B, seção B.1.2. �
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De acordo com as Proposições 2.6 e 3.2, os (N+1) autovetores de Ev são os (N+1) autovetores

de C1, enquanto que os (N − 1) autovetores de Od são os (N − 1) autovetores de S1. Após um

processo de normalização dos autovetores, tem-se que a matriz de transformação da GFrCT é

Ca
1 = V̂Λ̂aV̂t (3.12)

e a matriz de transformação da GFrST é

Sa
1 = ṼΛ̃aṼt, (3.13)

em que V̂ e Ṽ são matrizes cujas colunas são autovetores ortonormais de C1 e S1, respectivamente.

Λ̂ e Λ̃ são matrizes diagonais cujo elemento na k-ésima linha e k- ésima coluna é dado por (−1)k.

As transformadas inversas da GFrCT e da GFrST associadas ao parâmetro fracional a são obtidas

escolhendo o parâmetro fracional a′ = (2− a). Note que nem a GFrCT nem a GFrST são involuções.

A Tabela 3.4 resume o procedimento para a obtenção de Ca
1 e a Tabela 3.5 resume o procedimento

para a obtenção de Sa
1 , de acordo com suas respectivas expansões espectrais.

Tabela 3.4: Síntese do procedimento para construção da matriz da GFrCT tipo 1, com dimensões (N + 1)×
(N + 1), a partir da matriz comutante S.

Passo 1. Escolha um elemento ζ ∈ GI(p), de ordem multiplicativa ord(ζ) = 2N ;

Passo 2. Construa a matriz S a partir da Equação (3.3);

Passo 3. Construa a matriz L a partir da Equação (3.4) ou Equação (3.5), de acordo com N ímpar ou par,

respectivamente;

Passo 4. Obtenha a matriz Ev a partir da transformação de similaridade da Equação (3.6) e

calcule seus autovalores e autovetores;

Passo 5. Use os autovetores de Ev como autovetores de C1 associando-os aos correspondentes

autovalores de C1;

Passo 6. De acordo com o parâmetro a = a1/a2, calcule a a-ésima potência dos autovalores de C1;

Passo 7. Com a Equação (3.12) calcule a matriz de transformação de Ca
1 .

Fonte: Próprio Autor.

Exemplo 3.2

Considere o elemento unimodular ζ = 24 + 6j ∈ GI(47) com ordem multiplicativa N = 6.

Os autovetores de C1 são os mesmos de Ev, reapresentados na segunda coluna da Tabela 3.6 e

associados aos seus respectivos autovalores, terceira coluna da Tabela 3.6.
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Tabela 3.5: Síntese do procedimento para construção da matriz da GFrST tipo 1, com dimensões (N − 1)×
(N − 1), a partir da matriz comutante S.

Passo 1. Escolha um elemento ζ ∈ GI(p), de ordem multiplicativa ord(ζ) = 2N + 2;

Passo 2. Construa a matriz S a partir da Equação (3.3);

Passo 3. Construa a matriz L a partir da Equação (3.4) ou Equação (3.5), de acordo com N ímpar ou par,

respectivamente;

Passo 4. Obtenha a matriz Od a partir da transformação de similaridade da Equação (3.6) e

calcule seus autovalores e autovetores;

Passo 5. Use os autovetores de Od como autovetores de S1 associando-os aos correspondentes

autovalores de S1;

Passo 6. De acordo com o parâmetro a = a1/a2, calcule a a-ésima potência dos autovalores de S1;

Passo 7. Com a Equação (3.13) calcule a matriz de transformação de Sa
1 .

Fonte: Próprio Autor.

Tabela 3.6: Autovetores de C1 associados aos respectivos autovalores, para p = 47, ζ = 24 + 6j,N = 6.

k ek λk

0 1 14 16 14 −1

1 1 2 23 2 1

2 1 31 30 32 −1

3 1 19 1 10 1

Fonte: Próprio Autor.

Após a normalização dos autovetores, usando a Equação (3.9), e considerando o parâmetro

a = 3/8, a matriz da GFrCT tipo 1 é

C
3
8
1 =


20 + 23j 27 + 3j 27 + 3j 24 + 34j

27 + 3j 20 + 23j 27 + 13j 20 + 44j

27 + 3j 23 + 13j 19 + 2j 27 + 3j

24 + 34j 20 + 44j 27 + 3j 19 + 2j

 . �

Nota 3. 3 Esses procedimentos estão condicionados à existência de autovalores e autovetores de S

em GF(p) ou GI(p). Por exemplo, para p = 47, alguns autovalores estão em corpos de exten-

são. A Tabela 3.7 relaciona os autovalores das matrizes Ev e Od que pertencem a GI(47) com

os elementos unimodulares de ordem N = 16 em GI(47).
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Tabela 3.7: Autovalores de Ev e Od que pertencem a GI(47), associados a diferentes elementos ζ de ordem

N = 16 em GI(47). Com esses parâmetros há autovalores de Ev e Od que não pertencem a GI(p). Por

serem tridiagonais, as matrizes Ev e Od de dimensão 9 × 9 e 7 × 7, respectivamente, devem ter nove e sete

autovalores distintos, respectivamente. Para Ev, há nove autovalores em GI(47) considerando ζ = 25 + 9j,

mas há apenas um autovalor em GI(47) considerando ζ = 22 + 9j. Para Od, há sete autovalores em GI(47)

considerando ζ = 22 + 9j, mas há apenas três autovalores em GI(47) considerando ζ = 38 + 22j.

ζ Autovalores de Ev Autovalores de Od

9 + 22j 41, 43, 43 + 20j, 43 + 27j, 45 39, 43, 43+8j, 43+9j, 43+38j, 43+39j

9 + 25j 41, 43, 43 + 20j, 43 + 27j, 45 39, 43, 43+8j, 43+9j, 43+38j, 43+39j

22 + 9j 43 2, 7, 32, 37, 43, 43 + 2j, 43 + 45j

22+38j 43 2, 7, 32, 37, 43, 43 + 2j, 43 + 45j

25 + 9j 19, 20, 43, 12 + 13j, 12 + 34j, 27 + 13j, 43, 43 + 13j, 43 + 34j

27 + 34j, 43 + 5j, 43 + 42j

25+38j 19, 20, 43, 12 + 13j, 12 + 34j, 27 + 13j, 43, 43 + 13j, 43 + 34j

27 + 34j, 43 + 5j, 43 + 42j

38+22j 43, 43+19j, 43+21j, 43+26j, 43+28j 1, 38, 43

38+25j 43, 43+19j, 43+21j, 43+26j, 43+28j 1, 38, 43

Fonte: Próprio Autor.

3.4 GFrHT baseada na expansão espectral - matriz S

A transformada fracional de Hartley em corpos finitos baseada na matriz S é um resultado da

pesquisa e se apresenta como contribuição da tese.

O procedimento desenvolvido para encontrar a GFrFT usando matrizes comutantes pode ser

replicado para se encontrar a transformada fracional de Hartley em corpos finitos (GFrHT). As con-

siderações feitas para a matriz F também são válidas para a matriz H. Inicialmente, mostra-se que

as matrizes S e H comutam.

Proposição 3.3

As matrizes H, obtida da Equação (2.4) e S, definida na Equação (3.3), comutam.

Demonstração: Vide Apêndice B, seção B.1.3. �

Com isso, o procedimento para se obter os autovetores de H a partir de S é análogo ao procedi-

mento desenvolvido para se obter os autovetores da matriz F. Há, no entanto, uma diferença no que

se refere à associação de autovetores e autovalores no processo de ordenação de autovetores. Como

visto na Proposição 2.4, os autovetores de H associados ao autovalor 1 são autovetores de F asso-

ciados aos autovalores 1 e −
√
−1, enquanto que os autovetores de H associados ao autovalor −1
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são autovetores de F associados aos autovalores −1 e
√
−1. Essas relações devem ser respeitadas

quando da ordenação dos autovetores. Pelas mesmas considerações expostas na Seção 3.2.4, os au-

tovetores de H devem ser normalizados utilizando-se a Equação (3.9). Reescrevendo a Equação (3.2)

de acordo com a normalização dos autovetores, tem-se

Ha[m,n] =

2⌊N/2⌋∑
k=0

(||uk||̸=0)

||uk||−2uk[m](−
√
−1)aun. (3.14)

A transformada inversa da GFrHT associada ao parâmetro fracional a é obtida escolhendo o

parâmetro fracional a′ = (2− a). Note que a GFrHT não é uma involução.

A Tabela 3.8 resume o procedimento para a obtenção de Ha de acordo com a expansão espectral

de H e utilizando a matriz S.

Tabela 3.8: Síntese do procedimento para construção da matriz da GFrHT com dimensões N × N a partir

da matriz comutante S.

Passo 1. Escolha um elemento ζ ∈ GI(p), de ordem multiplicativa ord(ζ) = N ;

Passo 2. Construa a matriz S a partir da Equação (3.3);

Passo 3. Construa a matriz L a partir da Equação (3.4) ou Equação (3.5) de acordo com N ímpar ou par,

respectivamente;

Passo 4. Obtenha as matrizes Ev e Od a partir da transformação de similaridade da Equação (3.6) e

calcule os autovalores e autovetores de cada matriz;

Passo 5. Calcule os autovetores de S com a Equação (3.7) para os autovetores de Ev e com a

Equação (3.8) para os autovetores de Od;

Passo 6. Construa a matriz V ordenando os autovetores obtidos no Passo 5 segundo os autovalores

correspondentes de Λ, atentando-se à Proposição 2.4;

Passo 7. De acordo com o parâmetro a = a1/a2, calcule a a-ésima potência dos autovalores de H;

Passo 8. Com a Equação (3.14) calcule a matriz de transformação de Ha, usando os autovetores

normalizados segundo a Equação (3.9).
Fonte: Próprio Autor.

Exemplo 3.3

Considere o elemento unimodular ζ = 24 + 6j ∈ GI(47) com ordem multiplicativa N = 6. Os

autovetores de H são os mesmos de F e são reapresentados na Tabela 3.9, mas associados aos

autovalores de H.

Após a normalização dos autovetores e considerando o parâmetro a = 3/8, a matriz da

GFrHT é
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H
3
8 =



19 + 2j 23 + 13j 23 + 13j 23 + 13j 23 + 13j 23 + 13j

23 + 13j 34 + 35j 15 + 33j 24 + 34j 9 + 1j 32 + 14j

23 + 13j 15 + 33j 5 + 37j 23 + 13j 15 + 33j 9 + 1j

23 + 13j 24 + 34j 23 + 13j 20 + 23j 23 + 13j 24 + 34j

23 + 13j 9 + 1j 15 + 33j 23 + 13j 5 + 37j 15 + 33j

23 + 13j 32 + 14j 9 + 1j 24 + 34j 15 + 33j 34 + 35j


. �

Tabela 3.9: Conjunto ortogonal de autovetores de H, para p = 47, ζ = 24 + 6j,N = 6.

k uk λuk

0 1 2 9 14 9 2 1

1 0 28 27 0 20 19 1

2 1 7 10 22 10 7 −1

3 0 26 27 0 20 21 −1

4 1 38 11 32 11 8 1

5 0 0 0 0 0 0 −
6 1 43 27 10 27 43 −1

Fonte: Próprio Autor.

3.5 GFrFT e GFrHT generalizadas baseadas na expansão espectral -
matriz E

A definição das transformadas fracionais de Fourier e Hartley generalizadas e das transformadas

fracionais do seno e do cosseno tipo 4 é resultado da pesquisa e se apresenta como contribuição da

tese.

3.5.1 A matriz E

Pei et al. [47] propuseram uma matriz definida sobre o corpo dos números reais que comuta com

a matriz de transformação da transformada discreta de Fourier generalizada. Mostrou-se também

que o procedimento para se obter autovetores ortogonais a partir da matriz S pode ser utilizado com

matriz E, observando algumas modificações. Baseado nesse trabalho, nesta Seção é definida a matriz

E em corpos finitos e é verificado que o procedimento para se obter autovetores ortogonais da matriz

S em corpos finitos é válido também para a matriz E em corpos finitos.
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Considere a matriz E de dimensão N ×N , cujos elementos não nulos são dados pela regra
[E]0,N−1 = [E]N−1,0 = p− 1,

[E]i,i+1 = [E]i+1,i = 1, 0 ≤ i ≤ N − 2,

[E]i,i = εi (mod p), 0 ≤ i ≤ N − 1,

(3.15)

em que εi = 2 cosζ(i + 1/2), i = 0, 1, . . ., e ζ é um elemento não nulo de ordem multiplicativa

ord(ζ) = N em GI(p). Assim a matriz E tem a forma

E =



ε0 1 0 . . . −1

1 ε1 1 . . . 0

0 1 ε2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−1 0 0 . . . εN−1


(mod p). (3.16)

Proposição 3.4

As matrizes FG, obtida pela Equação (2.6), e E, obtida pela Equação (3.15), comutam. As

matrizes HG, obtida pela Equação (2.9), e E, obtida pela Equação (3.15), comutam.

Demonstração: Vide Apêndice B, seção B.2.1. �

3.5.2 Autovetores da matriz E

De forma semelhante ao desenvolvido com a matriz S, a unicidade dos autovetores da matriz E

é verificada por meio de um procedimento que usa uma transformação de similaridade. Considere a

matriz L = [L]i,k, de dimensão N ×N , dada pela seguinte regra:

• Para N ímpar, os elementos não nulos de L são dados por

[L]i,k :=



1, se i = k = 1, . . . , (N − 1)/2,

−1, se i = k = (N + 1)/2 + 1, . . . , N,

√
2−1 (mod p), se i = k = (N + 1)/2,

1, se i = (N + 1)/2 + 1, . . . , N, k = 1, . . . , (N − 1)/2,

1, se i = 1, . . . , (N − 1)/2, k = (N + 1)/2 + 1, . . . , N.

(3.17)

62



A matriz L tem a forma

L =
1√
2


IN−1

2
0 JN−1

2

0
√
2 0

JN−1
2

0 −IN−1
2



=
1√
2



1 0 . . . 0 . . . 0 1

0 1 . . . 0 . . . 1 0
...

...
. . .

... . . .
...

...

0 0 . . .
√
2 . . . 0 0

...
...

. . .
... . . .

...
...

0 1 . . . 0 . . . −1 0

1 0 . . . 0 . . . 0 −1


.

• Para N par, os elementos não nulos de L são dados por

[L]i,k =



1, se i = k = 1, . . . , N/2,

−1, se i = k = N/2 + 1, . . . , N,

1, se i = N/2 + 1, . . . , N, k = 1, . . . , N/2,

1, se i = 1, . . . , N/2, k = N/2 + 1, . . . , N.

(3.18)

A matriz L tem a forma

L =
1√
2

IN
2

JN
2

JN
2

−IN
2



=
1√
2



1 0 . . . 0 . . . 0 1

0 1 . . . 0 . . . 1 0
...

...
. . .

... . . .
...

...

0 1 . . . 0 . . . −1 0

1 0 . . . 0 . . . 0 −1


.

Por meio do Lema B.5 (Vide Apêndice B), mostra-se que a transformação de similaridade

LEL−1 =

Ev 0

0 Od

 (3.19)
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produz as matrizes tridiagonais simétricas Ev e Od, com dimensões ⌊(N + 1)/2⌋ e ⌊(N − 1)/2⌋,

respectivamente [47]. De maneira similar ao analisado com a matriz S, conclui-se que os autovetores

dessas matrizes são únicos, e por meio de extensões simétricas são obtidos os autovetores de E.

A partir da Proposição 2.9, os autovetores de FG com simetria par podem ser obtidos por meio

dos autovetores de Ev, ek, fazendo

u2k = L[etk|0 . . . 0]t, k = 0, . . . ,

⌊
N + 1

2

⌋
, (3.20)

e os autovetores de FG com simetria ímpar podem ser obtidos por meio dos autovetores de Od, ok,

fazendo

u2k+1 = L[0 . . . 0|ot
k]

t, k = 0, . . . ,

⌊
N − 1

2

⌋
. (3.21)

Como os autovetores de FG são autovetores de HG, o procedimento pode ser usado desde que

seja respeitado a associação entre autovetores e autovalores para esta matriz.

Da mesma forma que para a matriz S, não há um critério para ordenamento de autovetores de E

de forma a se obter uma matriz única. O processo de normalização deve também ser feito, como o

utilizado com a matriz E, para se construir matrizes unitárias.

O procedimento descrito na Tabela 3.1 pode ser usado para a construção da GFrFT generalizada

com algumas modificações: troca-se a matriz S pela matriz E, e no Passo 3, a matriz L é construída

de acordo com a Equação 3.17 ou com a Equação 3.18. O mesmo pode ser dito para a construção

da GFrHT generalizada, em que no procedimento descrito na Tabela 3.8 pode ser usado trocando-

se a matriz S pela matriz E e construindo a matriz L de acordo com a Equação 3.17 ou com a

Equação 3.18.

Exemplo 3.4

Considere o elemento unimodular ζ = 4 ∈ GI(257) com ordem multiplicativa N = 8. As

matrizes S e L, calculadas de acordo com a Equações (3.15) e (3.18), respectivamente, são

E =



131 1 0 0 0 0 0 256

1 233 1 0 0 0 0 0

0 1 24 1 0 0 0 0

0 0 1 126 1 0 0 0

0 0 0 1 126 1 0 0

0 0 0 0 1 24 1 0

0 0 0 0 0 1 223 1

256 0 0 0 0 0 1 131
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e

L =



30 0 0 0 0 0 0 30

0 30 0 0 0 0 30 0

0 0 30 0 0 30 0 0

0 0 0 30 30 0 0 0

0 0 0 30 227 0 0 0

0 0 30 0 0 227 0 0

0 30 0 0 0 0 227 0

30 0 0 0 0 0 0 227



.

Aplicando a transformação de similaridade LSL−1, gera-se a matriz

LEL−1 =



130 1 0 0 0 0 0 0

1 233 1 0 0 0 0 0

0 1 24 1 0 0 0 0

0 0 1 127 0 0 0 0

0 0 0 0 125 1 0 0

0 0 0 0 1 24 1 0

0 0 0 0 0 1 233 1

0 0 0 0 0 0 1 132



.

A matriz tridiagonal Ev tem dimensão 4× 4 (8/2), e a matriz tridiagonal Od tem dimensão

2× 2 (8/2), em que

Ev =


132 1 0 0

1 233 1 0

0 1 24 1

0 0 1 125

 e Od =


130 1 0 0

1 233 1 0

0 1 24 1

0 0 1 127

 .

Encontrando o polinômio característico da matriz Ev e calculando suas raízes, mostra-se

que {52, 81, 176, 205} são seus autovalores. De forma semelhante, mostra-se que {56, 112, 145,

201} são autovalores de Od. Escalonando essas matrizes, foram obtidos os autovetores ek de

Ev e os autovetores ok de Od, que são apresentrados na Tabela 3.10.
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Tabela 3.10: Autovetores de Ev e Od para p = 257, ζ = 4, N = 8.

k ek ok

0 1 183 247 11 1 177 87 203

1 1 239 121 129 1 44 61 233

2 1 15 221 255 1 206 41 75

3 1 71 40 70 1 73 11 119

Fonte: Próprio Autor.

Os autovetores de simetria par de F são construídos por u2k = L[etk, |0, 0]t, k = 0, 1, 2, 3,

e os autovetores de simetria ímpar de F são construídos por u2k+1 = L[0, 0, 0, 0, |ot
k]

t, k =

0, 1. Os autovetores de F são apresentados na Tabela 3.11 associados aos seus respectivos

autovalores em relação a F.

Tabela 3.11: Conjunto ortogonal de autovetores de FG, para p = 257, ζ = 4, N = 8.

k uk λuk

0 1 183 247 11 11 247 183 1
√
−1

1 1 239 121 129 129 121 239 1 −
√
−1

2 1 15 221 255 255 221 15 1
√
−1

3 1 71 40 70 70 40 71 1 −
√
−1

4 1 177 87 203 54 170 80 256 1

5 1 44 61 233 24 196 213 256 −1

6 1 206 41 75 182 216 51 256 1

7 1 73 11 119 138 246 184 256 −1

Fonte: Próprio Autor.

Após a normalização dos autovetores e considerando o parâmetro a = 3/8, pela Equação

(3.10), a matriz da GFrFT generalizada é

F
3
8

G =



10 8 46 107 93 254 28 233

8 129 73 211 3 231 10 28

46 73 200 8 28 53 231 254

107 211 8 62 87 28 3 93

93 3 28 87 62 8 211 107

254 231 53 28 8 200 73 46

28 10 231 3 211 73 129 8

233 28 254 93 107 46 8 10



.
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Os autovetores de HG são os mesmos de FG e são reapresentados na Tabela 3.12, mas

associados aos autovalores de HG.

Tabela 3.12: Conjunto ortogonal de autovetores de HG, para p = 257, ζ = 4, N = 8.

k uk λuk

0 1 183 247 11 11 247 183 1 1

1 1 239 121 129 129 121 239 1 −1

2 1 15 221 255 255 221 15 1 1

3 1 71 40 70 70 40 71 1 −1

4 1 177 87 203 54 170 80 256 1

5 1 44 61 233 24 196 213 256 −1

6 1 206 41 75 182 216 51 256 1

7 1 73 11 119 138 246 184 256 −1

Fonte: Próprio Autor.

Após a normalização dos autovetores e considerando o parâmetro a = 3/8, pela Equação (3.14),

a matriz da GFrHT generalizada é

H
3
8

G =



219 143 143 86 72 94 163 185

143 205 185 114 163 86 86 163

143 185 61 143 163 171 86 94

86 114 143 47 72 163 163 72

72 163 163 72 47 143 114 86

94 86 171 163 143 61 185 143

163 86 86 163 114 185 205 143

185 163 94 72 86 143 143 219



. �

3.6 GFrCT e GFrST tipo 4 baseadas na expansão espectral - matriz E

A transformada fracional do cosseno em corpos finitos (GFrCT) tipo 4 e a transformada fracional

do seno em corpos finitos (GFrST) tipo 4 podem ser obtidas a partir dos autovetores de FG. Para se

construir um conjunto ortogonal de autovetores das matrizes de dimensão (N) × (N) da FFCT do

tipo 4 e da FFST do tipo 4, é preciso construir a matriz FG de dimensão 2N × 2N .
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Proposição 3.5

As matrizes C4 e Od, definida em 3.19, comutam. As matrizes S4 e Ev, definida em 3.19,

comutam.

Demonstração: Vide Apêndice B, seção B.2.2. �

De acordo com as Proposições 2.9 e 3.5, os N autovetores de Od são os N autovetores de C4,

enquanto que os N autovetores de Ev são os N autovetores de S4. Tem-se então que

Ca
4 = V̂Λ̂aV̂t (3.22)

e

Sa
4 = ṼΛ̃aṼt, (3.23)

em que V̂ e Ṽ são matrizes cujas colunas são autovetores ortonormais de C4 e S4, respectivamente.

Λ̂ e Λ̃ são matrizes diagonais cujo elemento na k-ésima linha e k- ésima coluna é dado por (−1)k.

Exemplo 3.5

Considere o elemento unimodular ζ = 4 ∈ GI(257) com ordem multiplicativa N = 8. Os

autovetores de S4 são os mesmos de Ev, reapresentados na segunda coluna da Tabela 3.13 e

associados aos seus respectivos autovalores, terceira coluna da Tabela 3.13.

Os autovetores de C4 são os mesmos de Od, reapresentados na segunda coluna da Tabela 3.14

e associados aos seus respectivos autovalores, terceira coluna da Tabela 3.14.

Após a normalização dos autovetores, usando a Equação (3.9), e considerando o parâmetro

a = 3/8, a matriz da GFrST tipo 4 é

S
3
8
4 =


147 49 237 158

49 34 14 20

237 14 232 49

158 20 49 119


e a matriz da GFrCT tipo 4 é

C
3
8
4 =


34 237 49 14

237 119 99 208

49 99 147 237

14 208 237 232

 . �
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Tabela 3.13: Autovetores de S4 associados aos respectivos autovalores, para p = 257, ζ = 4, N = 8.

k ek λk

0 1 183 247 11 1

1 1 239 121 129 −1

2 1 15 221 255 1

3 1 71 40 70 −1

Fonte: Próprio Autor.

Tabela 3.14: Autovetores de C4 associados aos respectivos autovalores, para p = 257, ζ = 4, N = 8.

k ok λk

0 1 177 87 203 1

1 1 44 61 233 −1

2 1 206 41 75 1

3 1 73 11 119 −1

Fonte: Próprio Autor.

3.7 Autoestrutura da GFrFT baseada na expansão espectral

Na Equação (3.10) da matriz da GFrFT, derivada da expansão espectral da Equação (3.2), observa-

se que Fa é diagonalizável. Se V é um conjunto completo e ortonormal de autovetores de F, ele

também o é para Fa. Contudo, os autovalores de Fa não são os mesmos de F. Seguindo os critérios

de ordenamento dos autovetores, Seção 3.2.3, o k-ésimo autovalor, λ′k, associado ao autovetor uk é

dado por

λ′k =
(
−
√
−1

a
)k

, k = 0, 1, . . . , 2⌊N/2⌋. (3.24)

Observe que, de acordo com a multiplicidade dos autovalores de F, alguns autovalores de Fa

podem ser iguais. Se N é um número ímpar, tem-se que k = 0, 1, . . . , N −1, mas se N é par, tem-se

que k = 0, 1, . . . , N − 2, N . Ou seja, para N par,
(
−
√
−1

(N−1)a
)

não é autovalor de Fa. Isso

ocorre porque há (N/2 + 1) autovetores de simetria par e (N/2− 1) autovetores de simetria ímpar.

Como N − 1 é ímpar,
(
−
√
−1

(N−1)a
)

deve ser descartado e o último autovalor é
(
−
√
−1

(N)a
)

.

Em [17], Candan verifica que esse fenômeno ocorre para a transformada discreta fracional de Fourier

e o justifica pela ausência de autovetores com N − 1 cruzamentos pelo zero.
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CAPÍTULO 4
TRANSFORMADAS BASEADAS

EM FUNÇÕES DE MATRIZES

N este capítulo, é introduzida a teoria de funções de matrizes [78] em corpos finitos, sobre a

qual é desenvolvido um novo procedimento para se definir e computar transformadas fra-

cionais em corpos finitos. Todo material deste capítulo é resultado da pesquisa e se apresenta como

contribuição da tese.

Com o procedimento de funções de matrizes sobre corpos finitos, são estabelecidas expressões

fechadas para se computar potências fracionais de matrizes. A partir das potências fracionais das ma-

trizes de transformação, são definidas a transformada fracional de Fourier em corpos finitos (GFrFT),

a transformada fracional de Hartley em corpos finitos (GFrHT), a transformada fracional do cosseno

em corpos finitos (GFrCT) e a transformada fracional do seno em corpos finitos (GFrST) [25, 26].

Uma significativa diferença entre a abordagem baseada em funções de matrizes e as abordagens apre-

sentadas no Capítulo 3, reside no fato de que não é necessária a construção de um conjunto ortogonal

de autovetores.

Dickinson [7] apresentou um método para computar uma potência fracional da matriz de trans-

formação da DFT. O método consiste em escrever uma potência fracional da matriz da DFT como

combinação linear de potências inteiras dessa matriz, computando potências fracionais apenas dos

coeficientes da combinação. Esse método é uma aplicação da teoria de funções de matrizes [78, 79].

Com essa teoria, aplicar uma função f(.) a uma matriz A = [A]i,j não significa aplicar isolada-

mente a função a cada elemento da matriz f(Ai,j), mas sim usar A como argumento da função. Em

linhas gerais, funções definidas para escalares são reescritas conforme suas expansões em séries de
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potência e, sobre essa nova expressão, a função é aplicada a matrizes (tem-se potenciação, multipli-

cação e adição de matrizes).

Definição 4.1

O polinômio mínimo da matriz A é o polinômio mônico ψ de menor grau tal que ψ(A) = 0. �

Definição 4.2

O conjunto {λ1, λ2, . . . , λs} de autovalores distintos de A, com multiplicidadesm1,m2, . . . ,ms,

respectivamente, é denominado espectro de A [79, pp. 150]. �

Se A é diagonalizável, então o polinômio mínimo ψ, de grau m, de A é

ψ(t) = (t− λ1)
m1(t− λ2)

m2 ...(t− λs)
ms ,

em que m = m1 +m2 + . . .+ms [79, p. 155].

Definição 4.3

Denote por f (j) a derivada de ordem j da função f(t). A função f(t) é dita ser definida no

espectro de A se os valores

f(λk), f
1(λk), . . . , f

(mk−1)(λk), k = 1, 2, . . . , s, (4.1)

denominados valores de f no espectro de A, existem [78, p. 3]. �

Teorema 4.1

Sejam r1 e r2 polinômios e A uma matriz definida em GF(q). Então r1(A) = r2(A) se, e

somente se, r1 e r2 têm os mesmos valores no espectro de A [78, pp. 5]. �

Assim, considera-se que todas as funções que são definidas e assumem os mesmos valores no

espectro de A devem gerar a mesma matriz que f(A). Generalizando a propriedade do Teorema 4.1,

para qualquer f(t) definida no espectro de A é possível escrever f(A) = r(A), em que r(t) é um

polinômio com os mesmos valores de f(t) no espectro de A [78, pp. 3].

Definição 4.4

O polinômio r(t) é denominado polinômio interpolador de Hermite [78, pp. 5] se satisfaz a

seguinte condição. Considere f(t) uma função definida no espectro de uma matriz A e seja ψ o

polinômio mínimo de A. Então, f(A) = r(A), em que r(t) é o polinômio de grau menor que o

grau de ψ e que satisfaz a condição de interpolação
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r(j )(λk) = f (j )(λk), j = 0, 1, . . . ,mk − 1, k = 1, 2, . . . , s. (4.2)
�

Definição 4.5

O polinômio de interpolação de Hermite, r(t), é dado explicitamente pela fórmula de Lagrange-

Hermite

r(t) =
s∑

k=1

mk−1∑
j=0

1

j!
φ
(j)
k (λk)(t− λk)

j

∏
j ̸=k

(t− λj)
mj

, (4.3)

em que

φk(t) =
f(t)∏

j ̸=k(t− λj)mj
. �

Se A é uma matriz diagonalizável com autovalores distintos (mk = 1, para k = 1, . . . , s), o

polinômio r corresponde ao polinômio de interpolação de Lagrange [78, pp. 6],

r(t) =

s∑
k=1

f(λk)lk(t), (4.4)

em que

lk(t) =

s∏
j=1
j ̸=k

t− λj
λk − λj

. (4.5)

O ponto chave do procedimento é computar uma potência fracional de uma matriz A usando

o polinômio de interpolação de Lagrange, empregando a Definição 4.4. Nesse sentido, define-se

r(t) = ta = t
a1
a2 , em que a = a1/a2, a2 ̸= 0, é uma razão entre dois inteiros. Isto é feito substituindo

a variável t por uma matriz A no polinômio r.

4.1 GFrFT baseada em funções de matrizes

A transformada fracional de Fourier em corpos finitos de um vetor x de comprimento N é com-

putada por meio de Xa = Fax. De acordo com a Proposição 2.1, existem quatro autovalores distintos

para F, λ = {±1,±
√
−1}. Para este caso, as funções lk(t) definidas na Equação (4.5) são

l1(t) = t3+t2+t+1
4 ,

l2(t) = −t3+t2−t+1
4 ,

l3(t) =
√
−1 t3−t2−

√
−1 t+1

4 ,

l4(t) = −
√
−1 t3−t2+

√
−1 t+1

4 .

(4.6)
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Da Equação (4.4), r(t) = l1(t) + (−1) al2(t) + (
√
−1) al3(t) + (−

√
−1)al4(t). Agrupando os

coeficientes das potências de t e considerando αi(a) := αi(a1, a2) ∈ GI(p) como o coeficiente da

i-ésima potência de t, tem-se

r(t) =

3∑
i=0

αi(a1, a2)t
i,

em que

α0(a1, a2) =
1 + ( 2a2

√
−1)a1 + (−1)a + (− 2a2

√
−1)a1

4

=
1

4

[
( 2a2

√
−1)a1

(
1 + ( 2aa

√
−1)a1

)
+ ( 2a2

√
−1)−a1

(
1 + ( 2aa

√
−1)a1

)]
=

1 + ( 2a2
√
−1 )a1

2
cos 2a2

√
−1 (a1),

α1(a1, a2) =
1−

√
−1( 2a2

√
−1 )a1

2
sin 2a2

√
−1 (a1),

α2(a1, a2) =
−1 + ( 2a2

√
−1 )a1

2
cos 2a2

√
−1 (a1),

α3(a1, a2) =
−1−

√
−1( 2a2

√
−1 )a1

2
sin 2a2

√
−1 (a1). (4.7)

Finalmente, a matriz de transformação da GFrFT com parâmetro fracional a = (a1/a2) é

Fa = F
a1
a2 = r(F) =

3∑
i=0

αi(a1, a2)F
i. (4.8)

A GFrFT inversa com parâmetro fracional a = (a1/a2) é a GFrFT com parâmetro fracional

a′ = (4− (a1/a2)). A matriz de transformação da GFrFT inversa, Fa′
, é tal que

Fa′
=

3∑
i=0

αi(4− a)Fi. (4.9)

Uma vez que cosζ(a) = cosζ(a
′), sinζ(a) = − sinζ(a

′) e
(√

−1
)a′

=
(
−
√
−1

)a
, as expressões

de αi(a
′) , i = 0, . . . , 3, são

α0(−a) =
1 +

(
a2
√

−
√
−1

)a1

2
cos 2a2

√
−1 (a1),

α1(−a) =
−1 +

√
−1

(
a2
√

−
√
−1

)a1

2
sin 2a2

√
−1 (a1),

α2(−a) =
−1 +

(
a2
√

−
√
−1

)a1

2
cos 2a2

√
−1 (a1),

α3(−a) =
1 +

√
−1

(
a2
√

−
√
−1

)a1

2
sin 2a2

√
−1 (a1). (4.10)
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O mesmo procedimento pode ser aplicado na construção da matriz de transformação da GFrFT

generalizada. Como a matriz FG tem os mesmos autovalores que F, o polinômio interpolador é o

mesmo. Dessa maneira,

Fa
G =

3∑
i=0

αi(a1, a2)F
i
G. (4.11)

Nota 4. 1 Baseado neste procedimento, potências fracionais das matrizes são obtidas sem a necessi-

dade de construção de conjuntos ortogonais de autovetores.

Nota 4. 2 Para definir a GFrFT e a GFrFT generalizada, é necessário que 2a2
√
−1 ∈ GI(p).

Exemplo 4.1 – Construção da GFrFT de comprimento 8 em GF(257).

Considere o elemento ζ = 4 ∈ GI(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8. A matriz da

FFFT de comprimento 8 com ζ = 4 é dada por [F ]i,k =
√
8−14ki, conforme Exemplo 2.1,

e F3/8 é a matriz da GFrFT de parâmetro a = 3/8. Para escrever F3/8 de acordo com a

Equação (4.8), é necessário computar os valores de αi(3, 8) em GI(257). Portanto, tem-se que
√
−1

3
8 ≡ 16

√
256

3 ≡ 603 ≡ 120 (mod 257),

cos√−1(3/8) = cos60(3) =
1
2(60

3 + 60−3) = 129(120 + 36) ≡ 196 (mod 257),

sin√−1(3/8) = sin60(3) =
1

2
√
−1

(603 − 60−3) = 249(120− 36) ≡ 188 (mod 257),

e os coeficientes da combinação são

α0(3, 8) = 1+120
2 (196) ≡ 221 (mod 257),

α1(3, 8) = 1−16(120)
2 (188) ≡ 229 (mod 257),

α2(3, 8) = −1+120
2 (196) ≡ 120 (mod 257),

α3(3, 8) = −1−16(120)
2 (188) ≡ 120 (mod 257).

Dessa forma, F
3
8 = 221F0 + 229F1 + 120F2 + 120F3,

F
3
8 =



200 76 76 76 76 76 76 76

76 16 145 243 181 205 112 174

76 145 145 112 76 145 84 112

76 243 112 16 181 174 145 205

76 181 76 181 200 181 76 181

76 205 145 174 181 16 112 243

76 112 84 145 76 112 145 145

76 174 145 205 181 243 145 16



.
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A matriz da transformada fracional de Fourier em corpos finitos é obtida a partir da combi-

nação linear de potências inteiras de F, e neste caso tem elementos em GF(257). �

4.2 GFrHT, GFrCT e GFrST baseadas em funções de matrizes

Para se obter as matrizes de transformação das transformadas fracionais de Hartley (GFrHT), do

cosseno (GFrCT) tipos 1 e 4, e do seno (GFrST) tipos 1 e 4 em corpos finitos, é necessário computar

Ha, Ca
1 , Ca

4 , Sa
1 e Sa

4 , respectivamente.

De acordo com as Proposições 2.3 e 2.5, essas matrizes têm dois autovalores distintos λ = {±1}.

Para esses casos, as funções lk(t) definidas na Equação (4.5) são

l1(t) =
1 + t

2
e l2(t) =

1− t

2
.

Da Equação (4.4),

r(t) =

(
1 + t

2

)
+ (−1)a

(
1− t

2

)
. (4.12)

Agrupando os coeficientes das potências de t, tem-se

r(t) =
1 + (−1)a

2
+

1− (−1)a

2
t. (4.13)

Finalmente, para um parâmetro fracional a = (a1/a2), a matriz de transformação Ma é

Ma =
1

2
(I+M) +

( a2
√
−1)a1

2
(I−M) . (4.14)

Deve-se substituir M por cada matriz de transformação a fim de se obter a correspondente trans-

formada fracional.

O mesmo procedimento pode ser aplicado na construção da matriz de transformação da GFrHT

generalizada. Como a matriz HG tem os mesmos autovalores que H, o polinômio interpolador é o

mesmo. Dessa maneira,

Ha
G =

1

2
(I+HG) +

( a2
√
−1)a1

2
(I−HG) . (4.15)
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Nota 4. 3 Para a definição das transformadas introduzidas nesta seção, é necessário apenas que
a2
√
−1 ∈ GI(p).

Exemplo 4.2 – Construção da GFrHT de comprimento 8 em GF(257)

Considere o elemento ζ = 4 ∈ GI(257), com ordem multiplicativa ord(4) = 8. A matriz da

FFHT de dimensão 8×8 com ζ = 4 é dada por [H]i,k =
√
8−1cas4(ki), conforme Exemplo 2.3,

e H3/8 é a matriz da GFrHT de parâmetro a = 3/8. Para escrever H3/8 de acordo com a

Equação (4.14) é necessário computar os valores

1 + (−1)
3
8

2
≡ 1 + 8

2
≡ 133 (mod 257)

1− (−1)
3
8

2
≡ 1− 8

2
≡ 125 (mod 257)

Dessa forma, H
3
8 = 133H0 + 125H1,

H
3
8 =



1 125 125 125 125 125 125 125

125 238 + 118j 56j 152 + 119j 132 152 + 138j 201j 105 + 138j

125 56j 8 201j 125 56j 132 201j

125 152 + 119j 201j 238 + 119j 132 105 + 138j 56j 152 + 138j

125 132 125 132 1 132 125 132

125 152 + 138j 56j 105 + 138j 132 238 + 119j 201j 152 + 119j

125 201j 132 56j 125 201j 8 56j

125 105 + 138j 201j 152 + 138j 132 152 + 119j 56j 238 + 119j



.

�

Exemplo 4.3

Construção da GFrCT de comprimento 8 em GF(257). Para construir a matriz da GFrCT de

dimensão 8 × 8 é necessário tomar um elemento de ordem multiplicativa 16 em GI(257). Por

exemplo, ζ = 2 tem ordem multiplicativa 16 em GI(257). A matriz da FFCT-4 é construída com

a Equação (2.14),
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C4 =



29 11 190 127 189 178 154 61

11 189 61 79 67 228 130 103

190 61 130 246 103 189 29 178

127 79 246 61 29 154 67 68

189 67 103 29 196 246 178 127

178 228 189 154 246 127 61 67

154 130 29 67 178 61 68 11

61 103 178 68 127 67 11 228



. (4.16)

A transformada do cosseno tipo 4 tem o mesmo polinômio de interpolação que a transfor-

mada de Hartley. Para uma potência racional a = 3/8, C
3
8
4 = 133C0

4 + 125C1
4,

C
3
8
4 =



160 90 106 198 238 148 232 172

90 114 172 109 151 230 59 25

106 172 192 167 25 238 27 148

198 109 167 48 27 232 151 19

238 151 25 27 218 167 148 198

148 230 238 232 167 74 172 151

232 59 27 151 148 172 152 90

172 25 148 19 198 151 90 106



. �

4.3 Propriedades

Com o objetivo de manipular e avaliar as transformadas fracionais, é importante investigar suas

propriedades. A seguir, são apresentadas algumas propriedades da GFrFT. É apresentada também a

relação entre a GFrFT e a GFrHT.

4.3.1 Linearidade

Considere dois vetores x e y com componentes em GF (p), cujas GFrFT são os vetores Xa =

Fax e Ya = Fay com componentes em GI (p), respectivamente. A GFrFT da combinação de x e

y,

z = k1x+ k2y,
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em que k1, k2 ∈ GI (p), é

Za = Faz = k1X
a + k2Y

a.

A demonstração desta propriedade é análoga à demonstração da propriedade de linearidade para a

FFFT e para a DFT, uma vez que a GFrFT de um vetor é dada como uma combinação linear da FFFT

do próprio vetor.

4.3.2 Deslocamento no tempo

Se x̂ = (x[i − i0]), para i0 um número inteiro, então a GFrFT de x̂ é o vetor X̂a, cuja k-ésima

componente é X̂a[k] = ζki0Xa[k].

Demonstração:

Se X é a FFFT do vetor x, pela propriedade de deslocamento no tempo para a FFFT, X̂ = ζi0X.

A k-ésima componente de X̂a é dada por

X̂a[k] =
(
α0(a)I+ α1(a)F+ α2(a)F

2 + α3(a)F
3
)
x[i− i0]

= α0(a)F
4x[i− i0] + α1(a)Fx[i− i0]

+α2(a)F
2x[i− i0] + α3(a)F

3x[i− i0]

= ζki0
(
α0(a)F

3 + α1(a)I+ α2(a)F+ α3(a)F
2
)
X[k]

= ζki0FF−1
(
α0(a)F

3 + α1(a)I+ α2(a)F+ α3(a)F
2
)
X[k]

= ζki0
(
α0(a)F

4 + α1(a)F+ α2(a)F
2 + α3(a)F

3
)
F−1X[k]

= ζki0Fax[i] = ζki0Xa[k]. (4.17)

4.3.3 Reversão no tempo

Considere o vetor x com componentes em GI(p) e o vetor x̂ = (x[−i (mod N)]), isto é, x̂ é x

revertido no tempo. Se Xa é a GFrFT de x, então a GFrFT de x̂ é o vetor X̂a, em que X̂a = F2Xa.

Assim, a reversão de um vetor no domínio do tempo implica na reversão do vetor transformado no

domínio da transformada fracional.
Demonstração:

Se x é revertido no tempo, então vale x̂ = F2x. Assim, o vetor X̂a é dado por

X̂a =
(
α0(a)I+ α1(a)F+ α2(a)F

2 + α3(a)F
3
)
F2x

= F2
(
α0(a)I+ α1(a)F+ α2(a)F

2 + α3(a)F
3
)
x = F2Xa. (4.18)
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4.3.4 Relação entre a GFrHT e a GFrFT - A matriz D

A partir da matriz de transformação da FFHT pode-se obter a matriz de transformação da FFFT

e vice-versa. A relação entre as matrizes da GFrFT, Fa, e da GFrHT, Ha, é uma generalização da

relação entre as matrizes da FFFT, F, e da FFHT, H, dada por

F =
1

2
(I+P)H+

√
−1

2
(I−P)H, (4.19)

ou

H =

(
1

2
(1−

√
−1)I+

1

2
(1 +

√
−1)P

)
F, (4.20)

em que P = F2, a matriz de Schur [63].

A Equação (4.20) pode ser reescrita como H = DF e F = D−1H, em que a matriz D é definida

como D := 1
2(1−

√
−1)I+ 1

2(1 +
√
−1)P. Para determinar a relação entre a GFrFT e a GFrHT a

partir da Equação (4.20), deve-se fazer Ha = (DF)a.

Teorema 4.2

As matrizes D e F comutam.

Demonstração:

Como F2 = P, tem-se que

DF =

(
(1−

√
−1)

2
I+

(1 +
√
−1)

2
F2

)
F

=

(
(1−

√
−1)

2
F+

(1 +
√
−1)

2
F3

)
= F

(
(1−

√
−1)

2
I+

(1 +
√
−1)

2
F2

)
= FD.

Sendo Ha = DaFa, é necessário computar uma potência fracional de D para se encontrar a re-

lação. Conhecendo a autoestrutura de D, é possível utilizar o procedimento baseado na interpolação

de Lagrange para encontrar uma expressão fechada de Da. A Tabela 4.1 mostra a multiplicidade dos

autovalores da matriz D segundo suas dimensões, conforme obtido no Apêndice C.

Como a matriz D tem dois autovalores distintos, utilizando a Definição 4.4, tem-se que as funções

lk(t) são

l1(t) =
t+

√
−1

1 +
√
−1

=
1−

√
−1

2

(√
−1 + t

)
,

l2(t) =
t− 1

−
√
−1− 1

=
1−

√
−1

2
(1− t) , (4.21)
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Tabela 4.1: Multiplicidade dos autovalores da matriz D.

N Multiplicidade dos Autovalores de D

λ = 1 λ = −1 λ =
√
−1 λ = −

√
−1

2k k + 1 0 0 k − 1

2k + 1 k + 1 0 0 k

Fonte: Próprio Autor.

enquanto o polinômio de interpolação r(t) é dado por

r(t) = (1)a
1−

√
−1

2

(√
−1 + t

)
+ (−

√
−1)a

1−
√
−1

2
(1− t) .

Substituindo a variável t por D e fazendo D = 1−
√
−1

2 I+ 1+
√
−1

2 F2, tem-se

r(D) =
1−

√
−1

2

(√
−1I+D

)
+ (−

√
−1)a

1−
√
−1

2
(I−D) ,

e a expressão para se computar uma potência fracional da matriz D é

Da =
1

2
(I+P)

(−
√
−1)a

2
(I−P). (4.22)

Finalmente, a relação entre as matrizes da GFrHT e da GFrFT é dada por

Ha =
1

2
(I+P)Fa +

(−
√
−1)a

2
(I−P)Fa. (4.23)

Analogamente, obtém-se a matriz da GFrFT a partir da matriz da GFrHT por meio de

Fa =
1

2
(I+P)Ha +

(
√
−1)a

2
(I−P)Ha. (4.24)

4.3.5 Autoestrutura da GFrFT baseada em funções de matrizes

Pela Equação (3.1), vê-se que F é diagonalizável. Da relação P = F2, tem-se que

P = (VΛV−1)(VΛV−1) = VΛ2V−1,

ou seja, P é diagonalizável. Os autovetores associados aos autovalores de F, λ = ±1, são associados

ao autovalor λ = 1 de P, enquanto que os autovetores associados aos autovalores de F, λ = ±
√
−1,

são associados ao autovalor λ = −1 de P.

De maneira similar, F3 também é diagonalizável, de forma que

F3 = VΛ3V−1.

Os autovetores associados aos autovalores de F, λ = ±
√
−1, são associados ao autovalor λ′ = λ3

de F3.
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Combinando as equações (3.1) e (4.8), tem-se que

Fa = α0(a)VIV−1 + α1(a)VΛV−1 + α2(a)VΛ2V−1 + α3(a)VΛ3V−1

= V
(
α0(a)I+ α1(a)Λ+ α2(a)Λ

2 + α3(a)Λ
3
)
V−1

= VΛ′V−1.

Como Λ′ é uma matriz diagonal, Fa é diagonalizável. Se Fa tem dimensão N × N , então são

admitidos no máximo N autovalores distintos. Adicionalmente, os autovetores de F são autovetores

de Fa.

Considere que λk, k = 0, 1, . . . , N − 1, seja o k-ésimo autovalor de F (o k-ésimo elemento da

diagonal de Λ). O k-ésimo autovalor de Fa, λ′k, é tal que

λ′k = α0(a) + α1(a)λk + α2(a)(λk)
2 + α3(a)(λk)

3. (4.25)

Se v é um autovetor associado ao autovalor λ = 1 de F, então v é um autovetor associado ao

autovalor

λ′ = α0(a) + α1(a) + α2(a) + α3(a) = 1

de Fa.

Se v é um autovetor associado ao autovalor λ = −1 de F, então v é um autovetor associado ao

autovalor

λ′ = α0(a)− α1(a) + α2(a)− α3(a) = (−1)a

de Fa.

Se v é um autovetor associado ao autovalor λ =
√
−1 de F, então v é um autovetor associado

ao autovalor

λ′ = α0(a)− α2(a) +
√
−1(α1(a)− α3(a))

=

√
−1

a
+
√
−1

−a

2
+

√
−1√
−1

√
−1

a
+

√
−1

−a

2
= (

√
−1)a

de Fa.

Se v é um autovetor associado ao autovalor λ = −
√
−1 de F, então v é um autovetor associado

ao autovalor

λ′ = α0(a)− α2(a)−
√
−1(α1(a)− α3(a))

=

√
−1

a
+

√
−1

−a

2
−

√
−1√
−1

√
−1

a
+

√
−1

−a

2
= (

√
−1)−a = (−

√
−1)a

de Fa. Conclui-se que λ em F associa λa em Fa.
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4.4 Algoritmos rápidos para as transformadas fracionais em corpos
finitos

O uso das transformadas discretas em diversas áreas da Engenharia tornou-se mais frequente de-

vido à existência de algoritmos rápidos, isto é, algoritmos que reduzem a complexidade aritmética

(número de adições e multiplicações) para computar as transformadas [44, 80–83]. A importân-

cia desses algoritmos fica evidente quando se trabalha com vetores de grande comprimento. Para o

cálculo da FFFT de um vetor de comprimento N usando a Definição 2.4, são necessárias N2 mul-

tiplicações e N(N − 1) adições, o que pode limitar certas aplicações em virtude do alto custo com-

putacional [84]. Por exemplo, se N = 1024, são necessárias 1.048.576 multiplicações e 1.047.552

adições.

Verificou-se que é possível computar uma DFT unidimensional, cujo comprimento é um número

composto, por meio de uma DFT bidimensional. Algoritmos que se baseiam nesta abordagem re-

querem menor complexidade aritmética, em relação à abordagem associada à Definição 2.4, sendo

exemplos de transformadas rápidas de Fourier (FFT, do inglês fast Fourier transform) [44, p. 68].

Diversos trabalhos foram apresentados visando a redução da complexidade aritmética para se

computar transformadas discretas. Heideman [85, 86] apresentou uma fórmula para determinar o

número mínimo de multiplicações necessárias para computar a DFT, que se constituiu em limite

teórico para a redução. Em se tratando de transformadas discretas, existem diferentes algoritmos que

se propõem a reduzir a complexidade aritmética até os limites teóricos [44, 87], dentre os quais se

destacam os algoritmos de:

• Cooley-Tukey, cuja ideia é converter uma transformada unidimensional em uma transformada

bidimensional [84];

• Good-Thomas, também chamado de algoritmo do fator primo (PFA, do inglês prime factor

algorithm), é baseado na fatoração do comprimento do vetor em fatores primos e no uso do

teorema chinês do resto [88–90];

• Rader, é usado quando o comprimento do vetor é uma potência de um número primo [38] e

requer apenas operações de indexação e convoluções cíclicas. Em algumas propostas, utiliza-se

o algoritmo de Winograd para realizar as convoluções [91, 92].

Há outros algoritmos para calcular de maneira otimizada as transformadas discretas como as

propostas apresentadas em [93–95].
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A Tabela 4.2 apresenta o número de adições e multiplicações requeridas no cálculo de uma FFFT

com os algoritmos de Cooley-Tukey, de Cooley-Tukey base dois e de Good-Thomas. Considere que

M(N) e A(N) representam o número de multiplicações e adições, respectivamente, requeridas para

computar uma FFFT de comprimento N . O algoritmo de Cooley-Tukey (CT), em geral, é aplicado

quando N é o produto de dois números compostos N1 e N2. No caso particular em que N é uma

potência de dois, N = 2m, o algoritmo é conhecido como Cooley-Tukey de base dois (CT-2). O

algoritmo de Good-Thomas (GT), em geral, é aplicado quando N é o produto de duas potências de

números primos pm1
1 e pm2

2 . Nesse algoritmo, pode-se reduzir ainda mais a complexidade aritmética

utilizando o produto de Kronecker para o cálculo da transformada bidimensional [44, pp. 40] .

O algoritmo de Rader é aplicado quando N é um número primo. Na verdade, Rader propôs

se utilizar de uma convolução cíclica de comprimento N − 1 para computar a DFT. Para tanto,

pode-se computar a convolução em corpos finitos através da transformada numérica de Mersenne ou

utilizando algoritmos específicos para convolução. Dessa forma, não há uma expressão fechada para

a complexidade aritmética para esse tipo de FFT.

Tabela 4.2: Complexidade multiplicativa e aditiva dos algoritmos rápidos para cálculo da FFFT de compri-

mento N , segundo o algoritmo de Cooley-Tukey (CT), Cooley-Tukey base dois (CT-2) e Good-Thomas (GT).

Algoritmo N M(N) A(N)

CT N1N2 N1M(N2) +N2M(N1) +N N1M(N2) +N2M(N1)

CT-2 2m Nm/2 Nm

GT N1N2 com MDC(N1, N2) = 1 p1M(p2) + p2M(p1) p1M(p2) + p2M(p1)

Fonte: Próprio Autor.

A complexidade aritmética associada às transformadas fracionais baseadas em funções de ma-

trizes é um pouco superior à complexidade associada às transformadas usuais (ordinárias). Ana-

lisando a Equação (4.8), para se obter a matriz de transformação da GFrFT são empregadas as ma-

trizes I (matriz identidade), P (matriz de reversão circular, conforme Equação (2.20)), F (matriz da

FFFT) e PF (matriz da FFFT com colunas permutadas).

Na combinação de matrizes da Equação (4.8), há 4N multiplicações referentes aos coeficientes

da combinação e 3N adições referentes à adição das matrizes. Desconsiderando o custo computa-

cional associado às permutações de colunas, a maior parcela da complexidade aritmética está na

multiplicação de um vetor pela matriz F.

Considerando que M(N) e A(N) denotam o número de multiplicações e adições em GI(p),
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respectivamente, requeridas para calcular a FFFT de comprimento N , e M ′(N) e A′(N) denotam o

número de multiplicações e adições, respectivamente, requeridas para calcular a GFrFT, tem-se que

M ′(N) =M(N) + 4N e A′(N) = A(N) + 3N .

O mesmo pode ser observado para as matrizes de transformação obtidas pela Equação (4.14).

O número de multiplicações e adições, respectivamente, requeridas para calcular as transformadas

fracionais obtidas pela Equação (4.14) é M ′(N) = M(N) + 2N e A′(N) = A(N) + N , em

que M(N) e A(N) é o número de multiplicações e adições, respectivamente, associados a cada

transformada usual.

Em comparação com as transformadas usuais, o aumento da complexidade aritmética é linear.

Em razão disso, algoritmos rápidos desenvolvidos para as transformadas clássicas também podem

ser empregados para reduzir a complexidade aritmética das transformadas fracionais.

No caso da transformada de Hartley, há algoritmos específicos para reduzir sua complexidade

aritmética [96–98], mas também é possível obtê-la a partir de sua relação com a transformada de

Fourier. No que se refere às transformadas trigonométricas, é possível utilizar as relações entre a

FFFT, a FFCT-1 e a FFST-1, como também a relação entre a GFFFT, a FFCT-4 e a FFST-4, para

se reduzir a complexidade aritmética. Além disso, como a matriz de transformação de uma FFTT

específica apresenta exatamente o mesmo tipo de simetria de sua versão equivalente sobre o corpo

dos números reais, é viável o uso dos mesmos algoritmos rápidos propostos para as transformadas

trigonométricas sobre o corpo dos números reais. A Tabela 4.3 apresenta a complexidade aritmética

de transformadas trigonométricas em corpos finitos de comprimento N [99].

Tabela 4.3: Complexidade aritmética das FFTT de comprimento N , em que M(N) e A(N) denotam os

números de multiplicações e adições.

Transformada M(N) A(N)

FFCT/FFST II e III (N/2) log2(N) (3N/2) log2(N)−N + 1

FFCT/FFST IV (N/2) log2(N) +N (3N/2) log2(N)

FFCT I (N/2) log2(N)−N + 1 (5N/2) log2(N)− 2N + 4

FFST I (N/2) log2(N)−N (N/2) log2(N)− 2N + 2

Fonte: Próprio Autor.
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CAPÍTULO 5
APLICAÇÕES

E ste capítulo apresenta algumas aplicações da transformada fracional sobre corpos finitos na

Engenharia.São propostos: (i) um sistema de cifragem de imagens digitais em que parâmetros

fracionais da transformada são utilizados como chave; (ii) um sistema que insere uma marca d’água

frágil em imagens no domínio fracional; e, (iii) um sistema de comunicação multiusuário que explora

a ortogonalidade dos autovetores da GFrFT.

Nos sistemas de cifragem e de marca d’água, é necessário calcular uma transformada de uma

imagem. Essa operação pode ser realizada pela equação matricial

A′ = MAMt,

em que A′ é o espectro fracional da matriz (imagem) A, M é uma matriz de transformação e Mt

é sua transposta. Com o propósito de não especificar a transformada fracional a ser empregada,

emprega-se o acrônimo GFrMT para representar genericamente uma transformada fracional, cuja

matriz de transformação é M.

5.1 Cifragem de imagens no domínio fracional

O sistema de cifragem apresentado nesta seção é um cifrador de bloco, simétrico, aplicado a i-

magens. O esquema de cifragem combina a arquitetura de substituição-permutação do sistema AES

(do inglês, Advanced Encryption Standard ) [100, pp. 147] com a transformada fracional de Fourier

sobre corpos finitos para transformar cada bloco da imagem de maneira similar ao esquema proposto

por Lima et al. [45]. Nos esquemas propostos em [45] e em [101], a não linearidade das operações é
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obtida fazendo-se sobreposições dos blocos da imagem e cifrando duas vezes cada bloco da imagem.

Já no esquema de cifragem proposto nesta tese, a arquitetura de substituição-permutação provê a não

linearidade, evitando sobreposições e repetições, o que contribui para a redução do custo computa-

cional da implementação do esquema.

Na proposta de Lima et al. [45], antes da cifragem, pares de pixels são convertidos em vetores

de duas posições, constituindo uma estrutura semelhante aos números complexos, e suas operações

e transformadas são definidas sobre GI(p). Na proposta de Lima et al. [101], são usadas as transfor-

madas do cosseno em corpos finitos do tipo 2 para a transformação de cada bloco. Potências inteiras

das matrizes de transformação são aplicadas a cada bloco, e o valor de cada expoente é um parâmetro

da chave secreta. Conjectura-se que as matrizes dessas transformadas tenham ciclo infinito, assim

seria inviável recuperar o bloco transformado com sucessivas aplicações da transformada.

Dois princípios de criptossistemas de chave secreta empregados para dificultar análises estatísti-

cas são a difusão e a confusão [100, pp. 72]. A difusão está relacionada à redução da redundância da

informação em grandes quantidades de dados. A confusão objetiva tornar mais complexa a relação

entre o texto cifrado e a chave, de forma que cada elemento do texto cifrado dependa de vários e-

lementos da chave. A arquitetura de substituição-permutação provê confusão e difusão ao sistema,

enquanto que a aplicação da transformada provê difusão.

Apesar de empregar a arquitetura de substituição-permutação, o esquema de cifragem proposto

é realizado em apenas uma rodada, ou seja, cada bloco percorre uma única vez cada estágio da

cifragem. A difusão associada ao uso da transformada possibilita essa redução do número de rodadas

sem prejudicar a segurança do processo da cifragem.

Em linhas gerais, a cifragem consiste do seguinte processo: inicialmente, a imagem original, I,

é embaralhada e dividida em blocos de dimensão 8 × 8; cada bloco é combinado com elementos da

chave e ao bloco resultante é aplicada uma GFrMT de parâmetro fracional a; esse parâmetro varia

a cada bloco processado, sendo definido por alguns elementos da chave; há uma realimentação no

sistema, de forma que um bloco cifrado dependa de outros blocos anteriormente cifrados.

Um ponto a ser destacado na presente proposta reside na possibilidade de se empregar qualquer

uma das transformadas fracionais sobre corpos finitos baseadas em funções de matrizes introduzi-

das nesta tese. No entanto, é preferível que os elementos da matriz de transformação estejam em

GF(p) para que os elementos da imagem cifrada sejam representados por números inteiros e não por

números complexos (elementos de GI(p)).
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5.1.1 Esquema de cifragem

O diagrama em blocos da Figura 5.1 apresenta a proposta do esquema de cifragem de imagens

desta tese. Para melhor compreender a descrição dos esquemas de cifragem e de decifragem, denote

por Is, a imagem I embaralhada, por B(n), o n-ésimo bloco de Is e por Bq(n) o n-ésimo bloco ao

qual é efetivamente aplicada uma GFrMT. O esquema é dividido em quatro estágios: (I) embaralha-

mento, (II) formação do bloco Bq, (III) expansão da chave e (IV) aplicação da GFrMT.

Provê-se a difusão nos estágios de embaralhamento, de formação do bloco Bq e de aplicação da

GFrMT. Provê-se a confusão no estágio de formação de Bq.

Figura 5.1: Diagrama em blocos do esquema de cifragem de imagens usando uma GFrMT.

A imagem I é embaralhada, resultando na imagem Is. De Is são extraídos os blocos B(n) e B(n−1), e da chave K pela
processo de expansão da chave são formados os blocos Bk′

(n) e Bk(n). Com estes quatro blocos é formado o bloco Bq(n)

ao qual é aplicada uma GFrMT de parâmetro fracional an, resultando no bloco Bqa
(n). O parâmetro a(n) é construído

a partir de elementos da chave secreta. O bloco Bqa
(n) substitui B(n) em Is e o processo é repetido até que a todos os

blocos de Is seja aplicada uma GFrMT. Fonte: Próprio Autor.

Estágio (I): Embaralhamento

Em imagens digitais, os pixels de certas regiões apresentam alta correlação. Com o intuito de

inserir difusão ao sistema, inicialmente é realizado um embaralhamento nos pixels da imagem. O

embaralhamento é realizado em duas etapas: a soma e a permutação de pixels. A Figura 5.2 ilustra

este processo.
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Figura 5.2: Diagrama em blocos do processo de embaralhamento de pixels.

Na etapa de soma, cada pixel é substituído pela soma do pixel atual com o anterior. Em seguida, na etapa da permutação,
os pixels são permutados de posição. Novamente a imagem é submetida à etapa de soma. Fonte: Próprio Autor.

Na etapa de soma, cada pixel da imagem é somado com o pixel anterior; a soma é módulo 256

para que o valor de cada pixel esteja no intervalo de 0 a 255. Esta etapa se repete duas vezes conforme

se observa na Figura 5.2.

Na etapa de permutação de pixels, é usado o algoritmo de Arnold [102]. Esse algoritmo foi

desenvolvido na área de teoria ergódica de mecânica quântica, sendo também conhecido como cat

face transform. Para uma imagem quadrada de dimensão W × W , o pixel da i-ésima linha e j-

ésima coluna, posição (i, j) da imagem original I, é mapeado para a posição (i′, j′) da imagem

embaralhada, Is, de acordo comi′
j′

 =

1 1

1 2

b i
j

 (modW ), (5.1)

em que b, número de vezes em que a permutação é realizada, depende da chave secreta. Se a chave

K = {k0, k1, . . . , kL−1} é formada por L inteiros, o número de vezes em que a permutação é

realizada é b =
∑L

l=1 kl (mod 10). O processo é realizado para inviabilizar um ataque diferencial

(vide Seção 5.1.4), de forma que uma pequena alteração na imagem original ou na chave secreta gere

uma imagem cifrada consideravelmente diferente da imagem cifrada sem alteração.

Estágio (II): Formação de Bq

Após o embaralhamento dos pixels, a imagem embaralhada Is é dividida em blocos de dimensão

8× 8. Se a imagem tem dimensões W ×W , com W = 8c, para c um número inteiro, são formados

c2 blocos com a imagem.

O processo de obtenção dos blocos da imagem pode ser feito por meio de um arranjo dos pixels.

88



Para facilitar a implementação, os blocos podem ser organizados em um arranjo simples, dispondo-os

em sequência. A Figura 5.3 ilustra o processo de arranjo dos blocos da imagem.

Figura 5.3: Esquema de arranjo de blocos 8× 8 sem sobreposição.

Os blocos são ordenados em ordem crescente da esquerda para direita e de cima para baixo. Na figura, são selecionados
os blocos de uma mesma linha (B1, B2, B3), depois são selecionados os blocos da linha seguinte (B4, B5, B6) e assim
sucessivamente. Fonte: Próprio Autor.

Outra maneira de organizar é formar cada bloco com sobreposições conforme a proposta apre-

sentada em [101]. Isso provê mais difusão ao sistema, contudo eleva a complexidade computacional,

uma vez que uma maior quantidade de blocos é processada.

Na Figura 5.4 é apresentado o esquema de formação de Bq(n), o n-ésimo bloco ao qual é efeti-

vamente aplicada uma GFrMT. Na formação de Bq(n), considere que B(n) é o n-ésimo bloco de Is

e Bk(n) é o n-ésimo bloco formado no processo de expansão da chave, estágio (III).

Figura 5.4: Esquema de formação do n-ésimo bloco Bq.

São selecionados os blocos B(n) e B(n−1) de Is, e o bloco Bk(n) da chave. O bloco Bq(n) é o resultado da combinação
desses blocos de acordo com as equações (5.2) e (5.3). Fonte: Próprio Autor.
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As Equações (5.2) e (5.3) descrevem a combinação feita entre os blocos selecionados:

Bq′
(n) = (B(n) ⊕B(n−1)) +Bk′

(n) (mod 256), (5.2)

Bq(n) = (Bq′
(n) ⊕B(n−1)) +Bk(n) (mod 256). (5.3)

Na Equação (5.2), são selecionados os blocos B(n) e B(n−1) de Is. É obtido também o bloco

Bk′
(n) do processo de expansão da chave. É feita uma operação ou-exclusivo binária (XOR, do inglês

exclusive or) entre os bits de B(n) e de B(n−1), e deste resultado é feita uma soma módulo 256 com

os elementos do bloco Bk(n). Ao final destas operações, tem-se o bloco auxiliar Bq′
(n).

Na Equação (5.3), são usados o bloco B(n−1) de Is e o bloco Bq′
(n), resultado da Equação (5.2).

A chave é deslocada ciclicamente em um bit e dela é obtido um novo bloco Bk(n) do processo de

expansão da chave. É feita uma operação XOR entre os bits de Bq′
(n) e de B(n−1), e deste resultado

é feita uma soma módulo 256 com os elementos do bloco Bk(n). Ao final destas operações, tem-se

o bloco Bq(n).

O bloco Bqn depende do bloco B(n−1), que é um bloco cujos elementos já foram cifrados, e de-

pende da chave. Note que há dois blocos diferentes construídos com elementos da chave: Bk′
(n)

e Bk(n). Uma análise da influência da chave no processo de cifragem e decifragem é feita na

Seção 5.1.4.

Quando B(n) é o primeiro bloco da imagem, B(n−1) é formado por um bloco padrão. O bloco

padrão é construído com todos os elementos da chave. Os bits da chave são agrupados em bytes e cada

byte representa um elemento do bloco padrão. Como o número de bytes é menor que a quantidade

de elementos do bloco, a chave é deslocada em um bit e novamente os bits são agrupados em bytes.

Isso é repetido sucessivas vezes até que se obtenham os 64 elementos do bloco padrão.

Estágio (III): Expansão da Chave

A formação dos blocos Bk′ e Bk é feita no estágio de expansão da chave. A Figura 5.5 apresenta

um diagrama em blocos do processo de expansão da chave.

Com os 256 bits da chave secreta são formados 32 bytes: k(1), k(2), . . . , k(32). A partir desses 32

bytes, são construídos os vetores v1, com os bytes k(1), . . . , k(8), e v2, com os bytes k(17), . . . , k(24).

É formada também a constante E0, que é a soma módulo 256 de todos os 32 bytes da chave. Se a

soma for igual zero, seu valor é trocado para 1.

Com o vetor v1 e os bytes k(9), . . . , k(16), é formado o bloco C, de dimensão 8×8, num processo

ilustrado pela Figura 5.6. A m-ésima coluna de C, cm, é dada por

cm = v1 ⊕ E0 ⊕ k(8+m), m = 1, . . . , 8. (5.4)
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Figura 5.5: Esquema de formação do n-ésimo bloco Bk′.

A chave K é deslocada em 1 bit a direita. De forma similar, o bloco Bk(n) é construído deslocando a chave K em 1 bit e
repetindo as demais etapas do processo. Fonte: Próprio Autor.

Por exemplo, a primeira coluna do bloco C (coluna c1) é dada por c1 = v1 ⊕ E0 ⊕ k(9).

Figura 5.6: Construção do bloco auxiliar C usado na construção do n-ésimo bloco Bk′.

A m-ésima coluna de C, cm, é dada por uma operação XOR entre o vetor v1, a constante E0 e o byte k(8+m). Fonte:

Próprio Autor.

Com o vetor v2 e os bytes k(25), . . . , k(32), é formado o bloco D, de dimensão 8 × 8, num

processo ilustrado pela Figura 5.7. A m-ésima coluna de D, dm, é dada por

dm = v2 ⊕ E0 ⊕ k(24+m), m = 1, . . . , 8. (5.5)

O bloco Bk′
(n) é construído com C e D por meio de

Bk′
(n) = C+ (E0 + n)×D (mod 256), (5.6)

em que n representa o n-ésimo bloco Bk construído. A chave é deslocada ciclicamente a direita em

um bit e o bloco Bk(n) é construído pelo mesmo processo.
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Figura 5.7: Construção do bloco auxiliar D usado na construção do n-ésimo bloco Bk′.

A m-ésima coluna de D, dm, é dada por uma operação XOR entre o vetor v2, a constante E0 e o byte k(24+m). Fonte:

Próprio Autor.

Estágio (IV): Aplicação da transformada

O espectro fracional dos blocos da imagem é obtido através de uma GFrMT com parâmetro

fracional a, o qual é especificado por uma sequência de 6 bits da chave secreta K. A matriz de

transformação a ser aplicada ao bloco Bqn tem parâmetro fracional dado por an =
(

a1,n

a2

)
. O termo

a2 é constante e especifica o número de bits L. Já o termo a1,n é um número inteiro formado pelos

6 primeiros bits da chave. A cada escolha de a1, a chave é deslocada ciclicamente a direita em um

bits. O bloco Ban
n representa o espectro fracional do bloco Bqn e é dado por

Ban
n = (Ma1,n) Bqn (Ma1,n)

t
. (5.7)

A Equação (5.7) é aplicada recursivamente até que os elementos de Ban
n estejam no intervalo de

0 a 255. Isso ocorre porque a transformada é definida em GF(257), então os pixels dos blocos podem

assumir valores entre 0 e 256.

Em seguida, o bloco Ban
n é inserido na imagem, substituindo o bloco Bn. Esse processo ocorre

com todos os blocos da imagem em uma única rodada. No final, a imagem Is contém apenas blocos

cifrados e passa a ser chamada de Ic.

Nota 5. 1 O máximo valor do parâmetro a2 é dado pela ordem do elemento ζ com o qual se constrói

a matriz M. É considerado sempre o maior valor de a2.

Nota 5. 2 Fixando o valor de a2, os possíveis valores de a1 devem estar no intervalo 1 ≤ a1 ≤ a2−1.

Nota 5. 3 O comprimento da chave é arbitrário, desde que seja maior que 192 bits e menor que o

número de blocos a serem cifrados.
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5.1.2 Esquema de decifragem

O processo de decifragem é exatamente o inverso do processo de cifragem. É necessário saber

a quantidade de blocos cifrados para se deslocar a chave de maneira coerente com o número de

deslocamentos feito na cifragem. O último bloco cifrado da imagem deve ser o primeiro bloco a ser

decifrado.

Na cifragem, se a foi o parâmetro fracional, deve-se usar, na decifragem, o parâmetro fracional

a′ = (4−a). Ao bloco Ban
n é aplicada a matriz da GFrMT associada ao parâmetro a′ correspondente.

A aplicação da GFrMT associada a a também é realizada de maneira recursiva até que os elementos

de Bn estejam no intervalo de 0 a 255. De maneira similar, deve-se atentar ao caso em que se

deve usar o bloco padrão. Após esses estágios, é desfeito o embaralhamento, e obtém-se a imagem

decifrada.

5.1.3 Exemplo do esquema de cifragem

Neste exemplo, é mostrado o progresso do processo de cifragem de uma imagem de dimensões

16 × 16 codificada a 8 bpp. A Tabela 5.1 mostra os valores dos pixels da imagem de teste. Apesar

de não ter sido dividida em blocos, para efeito de ilustração, as linhas da tabela delimitam os blocos

8× 8.

Tabela 5.1: Valores dos pixels das colunas 1 a 16 e linhas 1 a 16 de uma imagem sem embaralhamento, I0. A
partir desses elementos são formados 4 blocos de 8× 8 pixels. Fonte: Próprio Autor.

100 89 66 46 28 36 62 53 57 38 77 139 172 171 173 174

70 56 42 37 28 43 31 51 59 73 140 181 175 168 164 168

46 53 33 42 41 27 28 36 69 116 168 175 163 163 161 171

24 37 45 38 61 22 16 61 101 155 172 155 157 152 162 182

24 26 35 48 62 24 63 133 145 156 172 149 141 147 172 185

36 24 28 42 41 64 119 162 159 159 160 137 138 155 176 185

33 26 35 35 36 109 149 156 180 133 111 128 155 157 168 180

30 21 44 30 93 156 166 165 137 96 86 67 98 143 155 173

44 29 17 62 145 182 172 90 36 37 50 41 75 107 141 182

23 30 27 113 168 191 109 22 31 32 138 76 71 93 140 183

20 11 73 150 183 122 88 85 74 94 162 131 81 87 147 172

18 38 123 183 115 78 113 123 115 109 120 133 101 88 136 193

25 86 169 126 55 90 116 137 148 149 151 134 109 90 123 197

45 137 160 33 67 91 109 130 151 157 151 131 112 93 115 194

81 174 65 22 67 91 103 121 137 147 142 121 99 86 105 190

125 113 8 40 64 89 97 114 123 132 133 109 90 91 98 183

Fonte: Próprio Autor.

O primeiro bloco é formado por elementos das linhas 1 a 8 e das colunas 1 a 8. O segundo bloco
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é formado por elementos das linhas 1 a 8 e das colunas 9 a 16. O terceiro bloco é formado por

elementos das linhas 9 a 16 e das colunas 1 a 8. O quarto bloco é formado por elementos das linhas

9 a 16 e das colunas 9 a 16.

Embaralhamento

O primeiro estágio do processo de cifragem é o embaralhamento, que é realizado com todos os

elementos da imagem original. Como visto na Figura 5.2, o embaralhamento é realizado em duas

etapas. Inicialmente, a imagem original é submetida à etapa de soma, Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Imagem I1 obtida após a primeira etapa de soma. O primeiro pixel da imagem I1, de valor 100,

é dado pela soma do primeiro pixel da imagem I1, 100, com zero. O segundo pixel da imagem I1, de valor

189, é dado pela soma do segundo pixel da imagem I0, 89, com o primeiro pixel da imagem I1, 100. O terceiro

pixel da imagem I1, de valor 255, é dado pela soma do terceiro pixel da imagem I0, 66, com o segundo pixel

da imagem I1, 189. O pixel da segunda linha da imagem I1, de valor 15, é dado pela soma do primeiro pixel

da segunda linha da imagem I0, 70, com o último pixel da segunda linha da imagem I1, 201. Observe que a

soma é módulo 256 para que os pixels sejam codificados com 8 bits.

100 189 255 45 73 109 171 224 25 63 140 23 195 110 27 201

15 71 113 150 178 221 252 47 106 179 63 244 163 75 239 151

197 250 27 69 110 137 165 201 14 130 42 217 124 31 192 107

131 168 213 251 56 78 94 155 0 155 71 226 127 23 185 111

135 161 196 244 50 74 137 14 159 59 231 124 9 156 72 1

37 61 89 131 172 236 99 5 164 67 227 108 246 145 65 250

27 53 88 123 159 12 161 61 241 118 229 101 0 157 69 249

23 44 88 118 211 111 21 186 67 163 249 60 158 45 200 117

161 190 207 13 158 84 0 90 126 163 213 254 73 180 65 247

14 44 71 184 96 31 140 162 193 225 107 183 254 91 231 158

178 189 6 156 83 205 37 122 196 34 196 71 152 239 130 46

64 102 225 152 11 89 202 69 184 37 157 34 135 223 103 40

65 151 64 190 245 79 195 76 224 117 12 146 255 89 212 153

198 79 239 16 83 174 27 157 52 209 104 235 91 184 43 237

62 236 45 67 134 225 72 193 74 221 107 228 71 157 6 196

65 178 186 226 34 123 220 78 201 77 210 63 153 244 86 13

Fonte: Próprio Autor.

Em seguida, ocorre o processo de permutação de elementos segundo o algoritmo de Arnold,

Tabela 5.3. A chave original é K = (129, 130, 63, 224, 12, 30, 73, 48, 29, 32, 163, 24, 112, 103, 173,

148, 5, 3, 4, 233, 8, 35, 67, 28, 1, 2, 44, 64, 28, 11, 27, 44), assim o número de vezes em que o algo-

ritmo é usado é 2122 ≡ 2 (mod 10). Observe que o elemento da primeira linha e primeira coluna da

Tabela 5.2, destacado em negrito, é deslocado para a quinta linha e oitava coluna da Tabela 5.3. 1 1

1 2

2 1
1

 ≡

5
8

 (mod 16).
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Tabela 5.3: Imagem I2 obtida após permutação de linhas e colunas da imagem I1 usando o algoritmo de

Arnold. O algoritmo foi aplicado 2 vezes. Observe que o elemento da primeira linha e coluna da imagem I1,

após a permutação é o elemento da quinta linha e oitava coluna da imagem I2.

239 62 225 158 99 14 210 255 231 27 213 73 27 196 249 9

101 23 201 79 156 111 14 179 228 223 247 61 69 123 76 225

184 213 246 192 65 64 96 161 0 140 91 130 23 196 178 72

109 157 34 60 156 151 236 152 84 5 130 63 89 158 53 251

89 110 220 224 107 0 185 100 239 83 21 159 63 71 103 161

46 44 244 221 193 37 254 145 107 178 190 31 61 155 23 184

153 212 14 88 56 171 52 196 158 72 15 45 11 0 164 42

59 244 157 40 190 131 137 78 117 183 157 111 189 16 205 186

140 241 71 195 43 178 88 50 252 74 157 73 65 197 186 245

67 89 90 67 217 244 153 44 123 78 224 209 71 45 1 71

131 255 83 37 67 231 163 6 64 207 172 165 201 12 254 69

180 250 250 226 79 162 118 226 110 237 189 118 74 47 221 34

104 152 200 135 113 134 202 126 227 124 86 65 71 159 94 25

201 77 146 91 249 168 45 174 122 163 124 75 196 102 13 236

211 137 106 107 135 65 37 27 34 195 193 229 127 27 198 6

151 184 12 155 63 235 239 117 161 150 225 69 163 108 31 13

Fonte: Próprio Autor.

Novamente a imagem é submetida à etapa de Soma, Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Imagem I3 obtida após a segunda etapa de Soma. É feito o mesmo processo de soma que o

mostrado na Tabela 5.2. Novamente, o primeiro pixel é somado com zero.

239 45 14 172 15 29 239 238 213 240 197 14 41 237 230 239

84 107 52 131 31 142 156 79 51 18 9 70 139 6 82 51

235 192 182 118 183 247 87 248 248 132 223 97 120 60 238 54

163 64 98 158 58 209 189 85 169 174 48 111 200 102 155 150

239 93 57 25 132 132 61 161 144 227 248 151 214 29 132 37

83 127 115 80 17 54 52 197 48 226 160 191 252 151 174 102

255 211 225 57 113 28 80 20 178 250 9 54 65 65 229 15

74 62 219 3 193 68 205 27 144 71 228 83 16 32 237 167

51 36 107 46 89 11 99 149 145 219 120 193 2 199 129 118

185 18 108 175 136 124 21 65 188 10 234 187 2 47 48 119

250 249 76 113 180 155 62 68 132 83 255 164 109 121 119 188

112 106 100 70 149 55 173 143 253 234 167 29 103 150 115 149

253 149 93 228 85 219 165 35 6 130 216 25 96 255 93 118

63 140 30 121 114 26 71 245 111 18 142 217 157 3 16 252

207 88 194 45 180 245 26 53 87 26 219 192 63 90 32 38

189 117 129 28 91 70 53 170 75 225 194 7 170 22 53 66

Fonte: Próprio Autor.
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Expansão da chave

O terceiro estágio é a expansão da chave, em que são construídos blocos de dimensão 8 × 8

codificados a 8 bpp. Esses blocos são usados no estágio (II) para a formação dos blocos Bq. São

construídos apenas os dois primeiros blocos: o primeiro bloco com a chave original; o segundo com

a chave deslocada ciclicamente em um bit. Para cada chave, são construídos 32 bytes, k(1) a k(32).

A chave original é K0 = (129, 130, 63, 224, 12, 30, 73, 48, 29, 32, 163, 24, 112, 103, 173, 148, 5,

3, 4, 233, 8, 35, 67, 28, 1, 2, 44, 64, 28, 11, 27, 44), a qual é a sequência dos primeiros 32 bytes. As

Tabelas 5.5 e 5.6 mostram, respectivamente, os dois primeiros blocos auxiliares C e D, que são

combinados segundo a Equação (5.6) para gerar o bloco Bk′
(1), que é apresentado na Tabela 5.7.

Para esses dois blocos, a constante E0 é 74 (2122 ≡ 74 (mod 256)).

Tabela 5.5: Processo de expansão da chave e formação do primeiro bloco auxiliar, C, do bloco da chave

Bk′
(1). A coluna c0 da tabela é formada por v1 ⊕ E0 ((129, 130, 63, 224, 12, 30, 73, 48)⊕ 39). Os elementos

da coluna c1 de C são dados por um XOR entre v1 ⊕ E0 e k(9) = 29. Os elementos da coluna c2 de C são

dados por um XOR entre v1 ⊕ E0 e k(10) = 32, e assim sucessivamente.

c0 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8

v1 ⊕ E0 ⊕ k(.)

v1 ⊕ E0 k(9) k(10) k(11) k(12) k(13) k(14) k(15) k(16)

203 214 213 104 183 91 73 30 103

200 213 214 107 180 88 74 29 100

117 104 107 214 9 229 247 160 217

170 211 208 109 178 94 76 27 98

70 187 184 5 218 54 36 115 10

84 73 74 247 40 196 214 129 248

3 102 101 216 7 235 249 174 215

122 95 92 225 62 210 192 151 238
Fonte: Próprio Autor.

A chave K0 é deslocada ciclicamente a direita em um bit gerando a chave K1 = (64, 193, 31, 240,

6, 15, 36, 152, 14, 144, 81, 140, 56, 51, 214, 202, 2, 129, 130, 116, 132, 17, 161, 142, 0, 129, 22, 32, 14,

5, 141, 150). As Tabelas 5.8 e 5.9 mostram, respectivamente, os dois primeiros blocos auxiliares C

e D, que são combinados segundo a Equação 5.6 para gerar o bloco Bk(1), que é apresentado na

Tabela 5.10. Para esses dois blocos, a constante E0 é 30 (2846 ≡ 30 (mod 256)).
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Tabela 5.6: Processo de expansão da chave e formação do primeiro bloco auxiliar, D, do bloco da chave

Bk′
(1). A coluna d0 da tabela é formada por v2 ⊕ E0, ((5, 3, 4, 233, 8, 35, 67, 28)⊕ 39). Os elementos da

coluna d1 de D são dados por um XOR entre v2⊕E0 e k(25) = 1. Os elementos da coluna d2 de D são dados

por um XOR entre v2 ⊕ E0 e k(26) = 2, e assim sucessivamente.

d0 d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8

v2 ⊕ E0 ⊕ k(.)

v2 ⊕ E0 k(25) k(26) k(27) k(28) k(29) k(30) k(31) k(32)

79 78 72 79 162 67 104 8 87

73 77 75 76 161 64 107 11 84

78 99 101 98 143 110 69 37 122

163 15 9 14 227 2 41 73 22

66 83 85 82 191 94 117 21 74

105 68 66 69 168 73 98 2 93

9 84 82 85 184 89 114 18 77

86 99 101 98 143 110 69 37 122
Fonte: Próprio Autor.

Tabela 5.7: Processo de expansão da chave e formação do primeiro bloco da chave Bk′
(1). Os blocos C e D

mostrados nas Tabelas 5.5 e 5.6, respectivamente, são combinados de acordo com a Equação (5.6) para gerar

o bloco Bk′
(1).

176 237 14 14 5 25 2 193 118 228

100 207 175 223 24 163 86 0

105 2 140 238 31 46 119 151

56 115 135 51 244 79 126 212

12 159 11 207 192 107 154 184

53 160 46 96 39 140 23 55

2 107 191 239 254 95 244 102

96 243 151 35 12 247 110 172
Fonte: Próprio Autor.

Formação de Bq

No segundo estágio do processo de cifragem são construídos os blocos Bq, aos quais são efetiva-

mente aplicadas as transformadas fracionais. Na formação do bloco Bq(1) é selecionado o bloco B(1)

da imagem e construído o bloco B(0) da chave, o qual é chamado de bloco padrão. Na Tabela 5.11 é

mostrado o bloco padrão. Na Tabela 5.12 é mostrada a formação do bloco Bq(1), com a chave K0 e

os blocos Bk′
(1) e Bk(1) mostrados nas Tabelas 5.7 e 5.10, respectivamente.
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Tabela 5.8: Processo de expansão da chave e formação do primeiro bloco auxiliar, C, do bloco da chave

Bk(1). A coluna c0 da tabela por v1 ⊕ E0 ((64, 193, 31, 240, 6, 15, 36, 152)⊕ 141). Os elementos da coluna

c1 de C são dados por um XOR entre v1 ⊕E0 e k(9) = 14. Os elementos da coluna c2 de C são dados por um

XOR entre v1 ⊕ E0 e k(10) = 144, e assim sucessivamente.

c0 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8

v1 ⊕ E0 ⊕ k(.)

v1 ⊕ E0 k(9) k(10) k(11) k(12) k(13) k(14) k(15) k(16)

94 80 209 15 224 22 31 52 136

223 209 80 142 97 151 158 181 9

1 15 142 80 191 73 64 107 215

238 210 83 141 98 148 157 182 10

24 102 231 57 214 32 41 2 190

17 31 158 64 175 89 80 123 199

58 8 137 87 184 78 71 108 208

134 148 21 203 36 210 219 240 76

Fonte: Próprio Autor.

Tabela 5.9: Processo de expansão da chave e formação do primeiro bloco auxiliar, D, do bloco da chave

Bk(1). A coluna d0 da tabela por v2 ⊕ E0 ((2, 129, 130, 116, 132, 17, 161, 142)⊕ 141). Os elementos da

coluna d1 de D são dados por um XOR entre v2⊕E0 e k(25) = 0. Os elementos da coluna d2 de D são dados

por um XOR entre v2 ⊕ E0 e k(26) = 129, e assim sucessivamente.

d0 d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8

v2 ⊕ E0 ⊕ k(.)

v2 ⊕ E0 k(25) k(26) k(27) k(28) k(29) k(30) k(31) k(32)

28 28 159 156 106 154 15 191 144

159 157 30 29 235 27 142 62 17

156 10 137 138 124 140 25 169 134

106 60 191 188 74 186 47 159 176

154 18 145 146 100 148 1 177 158

15 25 154 153 111 159 10 186 149

191 145 18 17 231 23 130 50 29

144 138 9 10 252 12 153 41 6

Fonte: Próprio Autor.
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Tabela 5.10: Processo de expansão da chave e formação do primeiro bloco da chave Bk(1). Os blocos C

e D mostrados nas Tabelas 5.8 e 5.9, respectivamente, são combinados de acordo com a Equação (5.6) para

gerar o bloco Bk(1).

180 18 243 182 188 240 85 248

212 242 17 214 220 208 55 24

69 37 6 195 61 71 226 17

22 116 81 88 26 78 247 90

148 118 231 242 12 72 113 224

38 68 199 32 154 134 1 210

151 183 102 177 23 5 122 83

74 44 1 168 70 98 231 6
Fonte: Próprio Autor.

Tabela 5.11: Bloco padrão, B(0), construído com elementos da chave. Com uma chave de 256 bits são

construídos 32 bytes. Em seguida, a chave é deslocada ciclicamente a direita em um bit e são construídos os

32 bytes restantes.

129 130 63 224 12 30 73 48

29 30 163 24 112 130 173 148

5 3 4 233 8 35 67 28

1 2 44 64 28 11 27 44

64 193 31 240 6 15 36 152

14 143 81 140 56 65 86 202

2 129 130 116 132 17 161 142

0 129 22 32 14 5 141 150
Fonte: Próprio Autor.

Aplicação da GFrFT

Para cada bloco, a chave é deslocada em um bit e são selecionados seus seis bits iniciais para

formar o parâmetro a usado na construção da matriz de transformação. Os valores de a são a(1) =
32
64 , a(2) = 16

64 , a(3) = 8
64 e a(4) = 36

64 . Na Tabela 5.13 é mostrado o progresso do processo de

cifragem.
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5.1.4 Resultados e Análises

Com o propósito de avaliar a segurança do esquema de cifragem de imagens, foram realizados di-

versos testes, comparando os resultados com os obtidos com o algoritmo AES (Advanced Encryption

Standard). O modo de operação usado como referência é o CBC (do inglês, Cipher Block Chain-

ing), o qual foi projetado de forma que blocos de texto claro repetidos não produzam blocos de texto

cifrado idênticos [100, pp. 201]. Apesar da semelhança entre o esquema de cifragem introduzido e

o proposto por Lima et al. [45], não foi possível realizar uma comparação direta com os resultados

apresentados no trabalho [45] com os obtidos com o esquema de cifragem presente, em virtude dos

ambientes de simulação serem diferentes. Por exemplo, os pixels são codificados como inteiros entre

0 e 255 na presente proposta, enquanto que na proposta de Lima et al. [45], os pixels são codificados

como números complexos.

Os testes foram implementados no ambiente Matlab® com imagens em escala de cinza codifi-

cadas a 8 bits por pixels, e com dimensões 512 × 512 pixels. Foi utilizada uma implementação do

AES elaborada por Stepan Matejka e disponível em [103]. No AES, a imagem foi convertida num

vetor de comprimento 5122, para então ser cifrada. As imagens empregadas nos testes são mostradas

nas Figuras 5.9(a) a 5.9(d) e podem ser obtidas em [104]. Utilizou-se a GFrFT desenvolvida no

Exemplo 4.1, com a2 = 64 e o parâmetro a1 obtido da seguinte chave secreta de comprimento 256

bits,

K = (12913063224123073482930163241121301731485342338356728124464281244).

Análise estatística

Nas Figuras 5.9(e) a 5.9(h) são mostradas as imagens cifradas com a chave K. Observa-se que o

aspecto visual dessas imagens é completamente ruidoso.

Para que não se extraia informações da imagem original, é desejável que os histogramas das im-

agens cifradas tenham distribuição uniforme. Na Figura 5.9, os histogramas das imagens originais

são mostrados na parte superior (Figuras 5.10(a) a 5.10(d)) e os histogramas das imagens cifradas

são mostrados na parte inferior (Figuras 5.10(e) a 5.10(h)). A aplicação da GFrFT leva a uma uni-

formização dos histogramas, sugerindo que ataques estatísticos podem não ser viáveis.

Uma característica intrínseca de uma imagem digital é a alta correlação entre pixels de uma

certa vizinhança. Um ataque pode ser desenvolvido explorando essa característica. Para evitá-lo,

o esquema de cifragem deve remover tal correlação entre pixels adjacentes [105]. Selecionando-se

arbitrariamente M pixels de uma imagem, o coeficiente de correlação é calculado por [106]
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Figura 5.8: Imagens originais e cifradas, respectivamente, utilizadas nos testes.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figuras 5.9(a) e 5.9(e) da ima-gem Boat; figuras 5.9(b) e 5.9(f) da imagem Lenna; figuras 5.9(c) e 5.9(g) da imagem
Mandril; figuras 5.9(d) e 5.9(h) da imagem Couple. Fonte: Próprio Autor.

rxy =
cov(x, y)√
D(x)D(y)

, (5.8)

em que

cov(x, y) =
1

M

M∑
m=1

[(xm − E(x)) (ym − E(y))],

D(x) :=
1

M

M∑
m=1

(xm − E(x))
2
,

e

E(x) :=
1

M

M∑
n=1

xm.

Na Tabela 5.14, são apresentados os coeficientes de correlação, r, para as imagens originais e para

suas correspondentes imagens cifradas, r̃, com o esquema proposto e, r̂, com o AES. Selecionado

um pixel, é calculado o coeficiente de correlação com pixels adjacentes na vertical (rv), na horizontal

(rh) e em diagonal (rd). Observa-se que as imagens originais têm altos coeficientes de correlação,

próximos a 1, enquanto que os coeficientes de correlação para as imagens cifradas são próximos a 0.
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Figura 5.9: Histogramas das imagens originais e cifradas, respectivamente, obtidos nos testes.
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Figuras 5.10(a) e 5.10(e) da imagem Boat; figuras 5.10(b) e 5.10(f) da imagem Lenna; figuras 5.10(c) e 5.10(g) da imagem
Mandril; figuras 5.10(d) e 5.10(h) da imagem Couple. No eixo horizontal estão os possíveis valores dos pixels e no eixo
vertical está a quantidade de pixels que assumem determinado valor. Fonte: Próprio Autor.

Análise da entropia da informação

A entropia H(s) de uma fonte de informação s pode ser medida por

H(s) :=
M−1∑
i=0

p(si) log2
1

p(si)
, (5.9)

em que M é o número total de símbolos da fonte, e si e p(si) representam o i-ésimo símbolo da

fonte e sua probabilidade, respectivamente [106]. Para os parâmetros do teste, deseja-se que os va-

lores de entropia estejam próximos a 8 bits (máximo teórico), que representa uma fonte com emissão

equiprovável de 256 símbolos independentes. A Tabela 5.15 apresenta os resultados de entropia

das imagens originais, I, e de suas correspondentes imagens cifradas, Ic, com o esquema proposto e,

IcAES , com o AES. Ela revela que os valores de entropia para as imagens cifradas são mais próximas

de 8 bpp que os valores de entropia das imagens originais. Isso significa que o presente esquema e o

AES são seguros contra ataques de entropia [105].

Resistência ao ataque de texto claro escolhido

No ataque por texto claro escolhido, conhecendo-se a estrutura do sistema e o texto cifrado cor-

respondente, pode-se tentar obter informações sobre a chave [100, pp. 197]. O bloco Ban
n é um bloco

do texto cifrado, ao qual o atacante tem acesso. Da Equação (5.7), tem-se que
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Tabela 5.14: Coeficientes de correlação, r, para as imagens originais e para suas correspondentes imagens

cifradas, r̃, com o esquema proposto e, r̂, com o AES. Os índices v, h e d estão relacionados à correlação

entre pixels na vertical, na horizontal e na diagonal, respectivamente. Para cada imagem, os coeficientes de

correlação são calculados usando 215 pares de pixels aleatoriamente selecionados.

Imagem rh r̃h r̂h rv r̃v r̂v rd r̃d r̂d

Boat 0,9702 0,0011 0,0012 0,9356 -0,0043 -0,0024 0,9202 0,0040 0,0030

Lenna 0,9844 0,0064 0,0078 0,9692 0,0024 0,0039 0,9567 -0,0026 -0,0047

Mandril 0,7537 0,0053 0,0045 0,8654 0,0023 -0,0049 0,7199 -0,0036 0,0045

Couple 0,8932 0,0090 0,0008 0,9388 0,0087 0,0001 0,8534 0,0082 0,0064

Fonte: Próprio Autor.

Tabela 5.15: Entropia das imagens originais, I, e de suas correspondentes imagens cifradas Ic, com o esquema

proposto e, IcAES , com o AES. As imagens cifradas apresentam valores de entropia mais próximas do limite

teórico de 8 bpp, indicando que o esquema de cifragem é seguro contra ataques de entropia.

Imagem I Ic IcAES

Boat 7,1914 7,9993 7,9993

Lenna 7,4473 7,9994 7,9994

Mandril 7,3579 7,9992 7,9994

Couple 7,2010 7,9993 7,9993

Fonte: Próprio Autor.

Bq(n) = Fa′
1,n B

a′
1,n

(n) Fa′
1,n . (5.10)

Como a′ tem 6 bits, o atacante tem que testar 64 combinações para encontrar este parâmetro.

O atacante também tem acesso ao bloco cifrado B(n−1) e ao bloco original B(n). No estágio de

formação de cada bloco Bq, a partir das Equações (5.2) e (5.3) tem-se que

Bq(n) =
(
(B(n) ⊕B(n−1)) +Bk′

(n))⊕B(n−1)

)
+Bk(n) (mod 256) (5.11)

B(n) =
[(

(Bq(n) −Bk(n))⊕B(n−1)

)
−Bk′

(n)

]
⊕B(n−1). (5.12)

Dessa maneira, o atacante precisa descobrir os blocos Bk′
(n) e Bk(n) para obter a igualdade.

Como cada um desses blocos é formado por 256 bits da chave, tem-se 2256 possibilidades. No total,

tem-se 2518 (26 × 2256 × 2256) possibilidades, o que inviabiliza este tipo de ataque para descobrir a

chave.
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Análise do espaço de chaves

Se M é o número de bits de uma chave, a cardinalidade do espaço de chaves é 2M . Embora não

se garanta a impossibilidade de um ataque por força bruta, é necessário que um esquema de cifragem

tenha um espaço de chaves maior que 2100, pelos padrões de segurança descritos em [105, 107]. Por

exemplo, o sistema AES tem comprimento de chave mínimo 128 bits e é resistente a ataques de força

bruta [100, p. 150].

Como visto, a cada bloco há 2518 combinações possíveis para descobrir o bloco Bq, e assim

descobrir a chave secreta. Portanto, a cardinalidade do espaço de chaves é 2518, o qual satisfaz

aos requisitos gerais para um espaço de chaves “desejável”, de forma que, com os atuais recursos

computacionais, seja impraticável o ataque por força bruta [108]. O esquema de cifragem AES, por

exemplo, é especificado com chaves de comprimentos 128, 192 ou 256 bits.

Resistência ao ataque diferencial

Se a diferença entre textos cifrados é constante ou se a diferença entre o texto claro e o texto

cifrado apresenta algum padrão, é possível promover um ataque explorando essas características.

Em cifras de bloco, por exemplo, pode-se descobrir a chave secreta comparando textos cifrados por

meio da criptoanálise diferencial. A eficácia deste tipo de criptoanálise é comprometida quando não

se obtém padrões estatísticos entre pares de blocos de textos cifrados diferentemente [100, pp. 90].

No contexto de imagens, pode-se realizar a criptoanálise diferencial cifrando uma imagem e uma

versão modificada desta, por exemplo, alterando apenas um pixel. A diferença entre essas imagens

pode ser mensurada por meio da razão do número de pixels modificados (NPCR, do inglês number

of pixels change rate) [105] e da média unificada da intensidade de modificação (UACI, do inglês

unified average changing intensity) [106], respectivamente definidas por

NPCR =

∑
i,j D(i, j)

W1 ×W2
× 100% (5.13)

e

UACI =
1

W1 ×W2

W1−1∑
i=0

W2−1∑
j=0

|C1(i, j)− C2(i, j)|
255

× 100%, (5.14)

em que W1 e W2 correspondem ao número de colunas e linhas da imagem cifrada, respectivamente;

C1(i, j) e C2(i, j) correspondem aos pixels da i-ésima linha e j-ésima coluna das imagens cifradas

C1 e C2, obtidas das imagens original e modificada, respectivamente; enquanto que a matriz D(i, j)
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é definida por

D(i, j) :=

 1, C1(i, j) = C2(i, j),

0, caso contrário,
(5.15)

Um valor de NPCR próximo a 100% indica uma grande quantidade de pixels modificados, ou

seja, indica uma grande diferença entre as imagens C1 e C2. Já o valor desejável para a UACI é

próximo a 1/3 [106].

Nos testes, a imagem C2 foi obtida invertendo-se o bit menos significativo de um único pixel da

imagem original escolhido aleatoriamente. Foram criadas 100 versões modificadas para cada imagem

original e computados os valores de NPCR e de UACI de cada imagem gerada. A Tabela 5.16 apre-

senta os valores médio, máximo e mínimo para as imagens apresentadas nas Figuras 5.9(a) a 5.9(d).

Tabela 5.16: Valores médio, máximo e mínimo de NPCR e UACI obtidos de um conjunto de 100 imagens.

Foram feitas simulações para as imagens apresentadas nas Figuras 5.9(a) a 5.9(d).

Imagem Métrica Proposto AES

Max(%) Min(%) Med(%) Max(%) Min(%) Med(%)

Boat NPCR 99,65 99,58 99,61 99,19 5,91 50,44

UACI 33,58 33,33 33,46 15,95 1,01 8,47

Lenna NPCR 99,64 99,57 99,61 98,06 2,00 45,44

UACI 33,54 30,33 33,44 16,36 0,35 7,61

Mandril NPCR 99,64 99,58 99,61 96,40 0,16 51,18

UACI 33,61 33,36 33,45 16,23 0,03 8,62

Couple NPCR 99,64 99,58 99,61 99,40 5,91 51,58

UACI 33,52 33,34 33,44 16,47 1,01 8,67
Fonte: Próprio Autor.

Com os resultados, é possível observar a resistência do esquema a um ataque diferencial. Uma

pequena modificação na imagem original resulta numa grande mudança na imagem cifrada. Observe

que os valores de NPCR estão próximos a 100%, sendo o menor valor obtido 99, 57%. Já os valores

de UACI estão próximos a 33, 33%. Os resultados obtidos com o AES, baixos valores de NPCR e

UACI, mostram que há vulnerabilidades em relação a este tipo de ataque diferencial.

Sensibilidade da Chave

Outra maneira de se avaliar a confusão inserida pelo esquema é analisar quão uma pequena

variação da chave influencia na imagem cifrada, ou seja, é avaliar a sensibilidade da chave. Tanto

na cifragem quanto na decifragem, uma mudança na chave provoca uma alteração desde o início
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do processo. Isso ocorre porque o bloco padrão com o qual se inicia tanto a cifragem quanto a

decifragem depende da chave. Dessa maneira, espera-se que o esquema seja “sensível” a mudanças

na chave.

Nos testes, tenta-se obter as imagens originais decifrando-se imagens cifradas com chaves “mini-

mamente” diferentes das corretas. Para tanto, seja K̂ uma chave incorreta que difere da chave correta

somente em um bit. A chave incorreta, que difere da original apenas no bit menos significativo, é

K̂ = (12913063224123073482930163241121301731485342338356728124464281243).

Observe que o valor na posição destacada é 43, enquanto que na chave correta é 44. As ima-

gens cifradas com a chave K, mostradas nas Figuras 5.9(e) a 5.9(h), foram decifradas com cinco

chaves incorretas K̂ e os resultados da NPCR e UACI entre a imagem original e cada uma das cinco

imagens decifradas foram obtidos. A Tabela 5.17 apresenta os valores médio, máximo e mínimo

para as imagens decifradas com 6 chaves modificadas, que diferem da original em 1 bit em posições

aleatoriamente selecionadas.

Tabela 5.17: Valores médio, máximo e mínimo de NPCR e UACI obtidos de um conjunto de 6 imagens

decifradas com chaves diferentes da chave de cifragem. A diferença consiste na alteração de 1 bit, selecionado

aleatoriamente, em cada chave. Foram feitas simulações para as imagens apresentadas nas Figuras 5.9(a)

a 5.9(d).

Imagem Métrica Proposto AES

Max(%) Min(%) Med(%) Max(%) Min(%) Med(%)

Boat NPCR 99,62 99,59 99,60 99,63 99,59 99,61

UACI 28,49 27,78 28,12 28,46 27,82 28,15

Lenna NPCR 99,63 99,59 99,61 98,62 99,59 99,61

UACI 28,68 28,57 28,64 28,66 28,57 28,62

Mandril NPCR 99,62 99,59 99,61 96,63 99,60 99,61

UACI 27,87 27,78 27,82 27,89 27,77 27,83

Couple NPCR 99,62 99,59 99,60 99,63 99,59 99,61

UACI 27,59 27,56 27,58 27,64 27,56 27,61
Fonte: Próprio Autor.

Esses resultados indicam que o esquema proposto e o AES são sensíveis a mínimas variações da

chave, o que inviabiliza ataques diferenciais sobre a chave.

Complexidade computacional

Não foi possível efetuar uma comparação de tempo requerido para cifragem e decifragem das

imagens com o esquema proposto e o AES. A implementação do AES foi obtida de terceiros [103].
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Dessa maneira, não pode ser considerada que esta implementação seja a que requer menor custo

computacional.

A complexidade aritmética das transformadas representa a parte mais importante no custo com-

putacional do sistema proposto. As imagens de teste têm dimensão 512 × 512 e seus blocos têm

dimensão 8× 8, formando 4096 blocos. Como cada GFrFT é aplicada recursivamente no correspon-

dente bloco até que o valor máximo de qualquer de seus pixels seja menor ou igual a 255, não há uma

expressão fechada para se computar a complexidade aritmética dada uma imagem arbitrária.

Nesse cenário, é importante computar o número de vezes que a GFrFT é aplicada recursivamente

aos blocos de forma a manter os valores de pixels entre 0 e 255. O número máximo de GFrFT

aplicadas recursivamente ocorreu para a imagem apresentada na Figura 5.9(b), exatamente 5316

vezes, em que a GFrFT foi aplicada 6 vezes em três blocos, 5 vezes em seis blocos, 4 vezes em trinta

e oito blocos, 3 vezes em 171 blocos, 2 vezes em 725 blocos.

Para analisar a redução da complexidade computacional, foi implementado um esquema de

cifragem com sobreposição de blocos, similar ao introduzido em [101] mas que utiliza a FFCT ao in-

vés da matriz da GFrFT. Considerando a superposição de uma coluna e uma linha, para uma imagem

de 512 × 512 pixels o número total de blocos a serem processados é 10752. Avaliando a comple-

xidade aritmética associada à imagem apresentada na Figura 5.9(b), verificou-se que o número de

vezes em que a GFrFT foi aplicada foi de 13821 vezes. Comparando com o esquema proposto na

tese com o esquema com sobreposição, há uma redução de aproximadamente 62% do número de

multiplicações matriciais.

Um aspecto importante no uso dessas transformadas é a existência de algoritmos rápidos e cál-

culos em aritmética inteira, que contribuem para a diminuição do custo computacional do esquema.

Como visto na Seção 4.4, para computar uma GFrFT são necessárias M ′(N) = N log2(N)/2+ 4N

multiplicações e A′(N) = N log2(N) + 3N adições. Assim, como cada bloco requer 44 multi-

plicações e 48 adições, são necessárias 233.904 multiplicações e 255.168 adições para a cifragem

da imagem apresentada na Figura 5.9(b). É possível reduzir esta complexidade usando-se a GFrHT,

GFrST ou a GFrCT no lugar da GFrFT.

5.2 Marca d’água no domínio fracional

Desde o início do século XXI, a distribuição, o compartilhamento e comercialização de imagens

digitais crescem aliados ao desenvolvimento de novas tecnologias de produção e comunicação. Um

ponto negativo é que ações ilegais se valem dessas tecnologias para alterar imagens, colocando em
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risco a integridade e autenticidade das mesmas. Apoiado no crescimento da rede mundial de com-

putadores (Internet), a distribuição e comercialização de cópias ilegais de conteúdo protegidas por

direitos autorais é um elemento de forte tensão na sociedade. A técnica de marca d’água digital

emergiu para proteção de conteúdo. Assinaturas ou logomarcas visivelmente inseridas constituem

um exemplo de marca d’água, contudo a conjunção desta com a esteganografia permite a inserção de

informações sem alterar visivelmente a imagem [109].

Aspectos desejáveis às técnicas de marca d’água são a robustez (resistência a ataques que se

propõem a destruí-la), transparência (não degradação visual da imagem original), detecção de alte-

ração e segurança. Em relação à robustez, as técnicas de marca d’água podem ser classificadas como:

robusta, frágil e semi-frágil.

Sistemas robustos devem ser capazes de sobreviver a uma vasta gama de manipulações e são apli-

cados para garantir a autoria, enquanto que sistemas frágeis tem por objetivo garantir a integridade

de conteúdo, identificando adulterações da imagem. Por serem sensíveis a mínimas manipulações,

sistemas frágeis podem ser usados para autenticação [110]. Sistemas semi-frágeis mesclam carac-

terísticas de sistemas robustos e frágeis, sendo usados para identificação de alteração em certos locais

da imagem [111].

O domínio em que as imagens são processadas é outro critério para classificar as técnicas de

marca d’água: o domínio espacial e da frequência. Uma parte significativa dos sistemas que traba-

lham no domínio espacial insere a marca no bit menos significativo (LSB, do inglês least significant

bit) de cada pixel da imagem.

No domínio da frequência, a marcação é feita nos coeficientes da transformada. No uso das trans-

formadas discretas como a DFT [112], a DCT [113] e a DWT (Discrete Wavelet Transform) [114,

115] deve ser levado em consideração o custo computacional e a precisão para calcular tais trans-

formadas em aritmética de ponto flutuante. Abordagens que usam as transformadas digitais como

a FFFT e a FFCT se valem da aritmética inteira para reduzir tais problemas. Aoki et al. [116] pro-

puseram um sistema de marca d’água frágil no domínio da frequência usando a FFFT para autenti-

cação com capacidade de detecção de adulteração local.

Baseado nessa proposta, Cintra et al. [117] introduziram um sistema aplicado à autenticação e

detecção de adulteração de imagens no domínio da frequência usando a FFHT e a FFCT tipo 2.

Como este esquema utiliza um ferramental definido numa estrutura algébrica finita (cálculos são

realizados com aritmética inteira), a inserção e a extração da marca d’água são precisas e, tanto a

imagem original quanto a marca, são exatamente recuperadas. Outra proposta também baseada em
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aritmética inteira foi feita por Lima et al. [118].

A seguir, é apresentado um sistema de marca d’água frágil baseado na transformada fracional

do cosseno de corpo finito. Após a apresentação dos esquemas de inserção e extração da marca o

desempenho do sistema é avaliado a partir dos resultados de testes realizados.

5.2.1 Esquema de inserção da marca

O esquema foi projetado para imagens em escala de cinza, codificadas a 8 bpp, contudo pode ser

estendido a imagens coloridas. Uma imagem colorida pode ser representada pela concatenação de

três imagens em escala de cinza, em que cada imagem representa a intensidade de cada cor funda-

mental da representação. A marca é uma imagem binária, isto é, cada pixel só assume os valores 0

ou 1.

Denote por I a imagem original a ser marcada, por Ip uma imagem de resíduos obtida pela

redução módulo p do valor de cada pixel de I, e por IQ uma imagem em que o valor de cada pixel é

múltiplo de p, de forma que I = Ip + IQ. Denote por M a marca, imagem a ser inserida em I. O

diagrama em blocos da Figura 5.10 resume o esquema de inserção da marca M numa imagem I.

Figura 5.10: Diagrama em blocos do esquema de inserção da marca d’água no domínio fracional usando a

GFrCT.

São obtidas as imagens IQ e Ip a partir da imagem I. À imagem Ip é aplicada a FFCT bidimensional, resultando em I′p.
A marca M e a chave K são combinadas usando-se uma GFrCT, resultando em M′. As imagens M′ e I′p são somadas, e
é aplicada a FFCT inversa resultando em D. As imagens D e IQ são somadas resultando na imagem com a marca, IM .
Fonte: Próprio Autor.

Inicialmente, devem ser obtidas as imagens Ip e IQ. Para que a inserção da marca não degrade a

imagem marcada, uma “boa escolha” de p é fundamental. Espera-se que a marca d’água seja transpa-

rente, portanto o intervalo de valores de IQ não deve ser grande, uma vez que IQ é alterada pela marca

d’água. De acordo com a Figura 5.11, que apresenta imagens marcadas para diferentes valores de p,
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quanto maiores forem os valores de p, maior é a distorção na imagem marcada. A alteração de bits

menos significativos refletem numa pequena alteração visual da imagem. Por exemplo, para p = 7,

no máximo os três últimos bits dos pixels da imagem marcada podem diferir da imagem original. Já

para, para p = 79, os cinco últimos bits dos pixels da imagem marcada podem diferir da imagem

original.

Figura 5.11: Imagens marcadas usando uma FFCT com diferentes valores de p, em que as operações são

realizadas em GF(p).

(a) Imagem original. (b) Imagem marcada em GF(7). (c) Imagem marcada em GF(11).

(d) Imagem marcada em GF(13). (e) Imagem marcada em GF(23). (f) Imagem marcada em GF(31).

(g) Imagem marcada em GF(47). (h) Imagem marcada em GF(53). (i) Imagem marcada em GF(79).

A degradação visual da imagem aumenta com o aumento do valor de p utilizado. Fonte: Próprio Autor.

Para se obter o espectro da imagem, é necessário dividir cada imagem em blocos N × N . Os

espectros da imagem Ip e da imagem M, denotados por I′p e M′, respectivamente, são obtidos

através da aplicação de uma FFCT e de uma GFrCT bidimensionais, respectivamente, em cada bloco

da imagem. Cada bloco de M′ é obtido por uma GFrCT cujo parâmetro fracional é um elemento
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específico da chave K. Logo em seguida, os espectros I′p e M′ são somados, formando-se uma

imagem D′. Os elementos de D′ pertencem a GI(p), em virtude dos elementos de M′. Assim, I′p

pode ser obtida usando uma FFCT de elementos em GI(p). Na sequência, a imagem D′ é submetida

a uma FFCT bidimensional inversa gerando a imagem D. Por fim, a imagem marcada IM é obtida

pela soma das imagens D e IQ.

5.2.2 Esquema de extração da marca

Para a extração da marca, é necessário possuir a chave K e a imagem original I. O diagrama em

blocos da Figura 5.12 resume o esquema de extração da marca M de uma imagem marcada IM .

Figura 5.12: Diagrama em blocos do esquema de extração da marca d’água no domínio fracional usando

uma GFrCT.

Conhecidas as imagens original e marcada, a marca M é obtida a partir do processo inverso ao apresentado na
Figura 5.10. Fonte: Próprio Autor.

As imagens D e Ip são obtidas pela redução módulo p das imagens IM e I, respectivamente. Em

seguida, são calculados os espectros de D e Ip por meio de uma FFCT bidimensional, denotados por

D′ e I′p, respectivamente. Da subtração de D′ por I′p obtem-se M′, o espectro fracional da marca M.

Ao se usar a GFrCT inversa, é necessário ter conhecimento da chave, pois cada elemento da chave é

um parâmetro fracional com o qual se constrói as matrizes de transformação para cada bloco de M′.

5.2.3 Resultados e Análises

Os testes foram realizados em Matlab® para uma imagem de dimensão 256×256 e uma imagem

binária de dimensões 64 × 64 foi usada como marca. Na Figura 5.13 são mostradas a imagem

original (Figura 5.13(a)), a marca d’água (Figura 5.13(b)) e a imagem marcada (Figura 5.13(c)) com

o esquema proposto. Diferenças visuais entre as imagens da Figura 5.13(a) e da Figura 5.13(b) não

são verificadas.
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Figura 5.13: Comparação entre a imagem original e a imagem com marca d’água.

(a) (b) (c)

Figura 5.13(a) imagem original, 256× 256 pixels; Figura 5.13(b) marca d’água ampliada, 64× 64 pixels; Figura 5.13(c)
imagem marcada, 256 × 256 pixels. Por uma inspeção visual, não se verifica diferenças visuais significativas entre as
imagens. Fonte: Próprio Autor.

A PSNR, medida em dB, entre as duas imagens, I1 e I2, é

PSNR = 10 log10

(
2552

MSE2

)
, (5.16)

MSE =
1

W1 ×W2

W1−1∑
i=0

W2−1∑
j=0

[I1(i, j)− I2(i, j)]
2,

em que W1 e W2 correspondem ao número de colunas e linhas das imagens, respectivamente.

Considerando que as imagens têm dimensões N1 ×N2, é analisada a relação sinal-ruído de pico

(PSNR, do inglês peak signal-to-noise ratio) entre as imagens originais I e marcada IM . Com a

PSNR tem-se uma métrica objetiva para avaliar distorções introduzidas em imagens digitais.

Neste caso, quanto maior for o valor da PSNR menor é diferença entre as imagens. A PSNR

obtida com as imagens da Figura 5.13 foi 41, 30 dB, indicando que mesmo com a inserção da marca

as imagens são semelhantes. Para efeito de comparação, compactando essa imagem com o padrão

JPG, a PSNR obtida é de 37, 40 dB.

Apesar de ser um sistema com marca d’água frágil, deseja-se que o sistema seja robusto a alguns

tipos de manipulações. Em outras palavras, é desejável que a marca d’água possa ser recuperada

mesmo havendo algumas degradações na imagem marcada. A imagem marcada foi alterada de três

maneiras diferentes para avaliar a robustez do esquema. Novamente, a PSNR é usada para avaliar a

diferença entre a marca original e a extraída. Além do sistema proposto, foram avaliados também o

sistema introduzidos por Cintra et al. [117] e por Lima et al. [118].

Na primeira bateria de testes, os pixels da imagem marcada foram alterados aleatoriamente com

probabilidade 10−3, Figura 5.14(a). A alteração consistiu em incrementar em uma unidade o valor

do pixel.] A PSNR obtida foi 50, 30 dB para o sistema de Cintra, Figura 5.14(c), e 65, 05 dB para
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Tabela 5.18: Valores da PSNR (dB) entre a marca d’água original e a marca d’água extraída segundo o

esquema proposto, o esquema de Cintra et al. [117] e o esquema de Lima et al. [118]. Na 1a bateria de testes,

os pixels da imagem marcada foram incrementados em uma unidade aleatoriamente com probabilidade 10−3,

e a marca foi extraída desta imagem modificada. A marca extraída é igual à original com o esquema proposto,

pois o valor da PSNR é ∞. Os valores da PSNR para os outros esquemas indicam que as marcas extraídas são

semelhantes à original. Na 2a bateria de testes, uma região da imagem marcada teve os valores de seus pixels

zerados, e a marca foi extraída desta imagem modificada. A marca extraída é igual à original com o esquema

proposto, pois o valor da PSNR é ∞. Os valores da PSNR para os outros esquemas indicam que as marcas

extraídas são semelhantes à original. Na 3a bateria de testes, todos os pixels da imagem marcada tiveram seus

valores incrementados em uma unidade, exceto para valores iguais a 255, e a marca foi extraída desta imagem

modificada. Os valores da PSNR para os três esquemas indicam que as marcas extraídas são semelhantes à

original.

Teste Proposto Cintra Lima

1a bateria ∞ 50, 30 dB 65, 05 dB

2a bateria ∞ 46, 29 dB 62, 17 dB

3a bateria 61, 91 dB 53, 54 dB 66, 23 dB
Fonte: Próprio Autor.

o sistema de Lima, Figura 5.14(d). Para o sistema proposto o valor da PSNR foi infinito, indicando

que as imagens são exatamente iguais, Figura 5.14(b).

Na segunda bateria de testes, uma região da imagem marcada teve os valores de seus pixels

zerados, Figura 5.15(a). A PSNR obtida foi 46, 29 dB para o sistema de Cintra, Figura 5.15(c), e

62, 17 dB para o sistema de Lima, Figura 5.15(d). Para o sistema proposto o valor da PSNR foi

infinito, indicando que as imagens são exatamente iguais, Figura 5.15(b).

Na terceira bateria de testes, todos os pixels da imagem marcada tiveram seus valores incremen-

tados em 1 unidade, exceto para valores iguais a 255, Figura 5.16(a). A PSNR obtida foi de 53, 54 dB

para o sistema proposto, Figura 5.16(b), 66, 23 dB para o sistema de Cintra, Figura 5.16(c), e 61.91

dB para o sistema de Lima, Figura 5.16(d). Uma inspeção visual indica que a imagem da marca

d’água recuperada com o sistema proposto foi degradada, conforme se observa na Figura 5.16(b).
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Figura 5.14: Marca d’água extraída de uma imagem marcada alterada, Figura 5.14(a), de acordo com a

primeira bateria de testes.

(a) (b) (c) (d)

Na Figura 5.14(b) está a marca d’água extraída segundo o sistema proposto, na Figura 5.14(c) segundo o sistema de
Cintra, e na Figura 5.14(d) segundo o sistema de Lima. Fonte: Próprio Autor.

Figura 5.15: Marca d’água extraída de uma imagem marcada alterada, Figura 5.15(a), de acordo com a

segunda bateria de testes.

(a) (b) (c) (d)

Na Figura 5.15(b) está a marca d’água extraída segundo o sistema proposto, na Figura 5.15(c) segundo o sistema de
Cintra, e na Figura 5.15(d) segundo o sistema de Lima. Fonte: Próprio Autor.

Figura 5.16: Marca d’água extraída de uma imagem marcada alterada, Figura 5.16(a), de acordo com a

terceira bateria de testes.

(a) (b) (c) (d)

Na Figura 5.16(b) está a marca d’água extraída segundo o sistema proposto, na Figura 5.16(c) segundo o sistema de Cintra,
e na Figura 5.16(d) segundo o sistema de Lima. Uma inspeção visual indica que a imagem da marca d’água recuperada
com o sistema proposto foi significativamente degradada, conforme se observa na Figura 5.16(b). Fonte: Próprio Autor.

116



O sistema de marca d’água frágil apresentado mostrou um desempenho superior às propostas de

Cintra e Lima. Alguns tipos de manipulações na imagem que diminuíam a eficiência dos demais

sistemas não alteraram a eficiência do sistema proposto, como é o caso de introdução de ruído e

alteração em certos locais da imagem. Com o emprego das transformadas fracionais em corpos

finitos é possível se obter um sistema de baixa complexidade computacional. É possível também

associar uma chave secreta para a extração da marca. Neste caso, mesmo em posse da imagem

original, a marca só é extraída por pessoas autorizadas.

5.3 Comunicação Multiusuário

Sistemas de comunicação multiusuário têm por objetivo o aumentar a eficiência dos recursos dos

sistemas de comunicações, isto é, o aumento das taxas de transmissão de dados dos usuários [119–

122] para as faixas de frequências disponíveis para comunicação. O compartilhamento de recursos,

especialmente da largura de banda, pode ser feito por meio de sistemas de acesso múltiplo. A banda

total disponível para um sistema pode ser dividida em canais, e a cada usuário deste sistema pode

ser atribuído um canal individual. No sistema de acesso múltiplo por divisão de frequência (FDMA,

do inglês frequency division multiple access), há um compartilhamento do meio de comunicação por

meio da divisão em canais. Enquanto o canal estiver alocado para um usuário, nenhum outro usuário

pode usar esta faixa de frequências. Ao invés de dividir a banda total em canais, pode-se aumentar o

número de usuários, por exemplo, com o sistema de acesso múltiplo por divisão de tempo (TDMA,

do inglês time division multiple access) ou com o sistema de acesso múltiplo por divisão de código

(CDMA, do inglês code division multiple access).

No sistema CDMA, os usuários enviam mensagens ao mesmo tempo e nas mesmas faixas de

frequência. As mensagens dos usuários são sequências ortogonais, isto é, o produto escalar com

sequências de outros usuários é zero. A partir de uma sequência de referência para cada usuário, é

possível separar e recuperar todas as mensagens transmitidas de cada usuário.

De maneira similar ao sistema CDMA, foram desenvolvidos sistemas de comunicação em que as

mensagens dos usuários são construídas a partir de autovetores de transformadas discretas. Para estes

sistemas, cada autovetor pertence a um único autoespaço, isto é, está associado a um único autovalor.

O número de autovalores distintos das matrizes de transformação dessas transformadas, portanto, é o

limite do número de usuários distintos do sistema.

Em um sistema proposto por Campello de Souza et al. [41], os autovetores da DFT são utiliza-

dos como mensagens de usuários transmitidas através de um canal real aditivo (RAC, do inglês Real
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Adder Channel). Nesse esquema, como um autovetor pertence a somente um autoespaço, no recep-

tor as mensagens dos usuários podem ser separadas através de sucessivas aplicações da DFT. Esse

sistema suporta até quatro usuários, pois a DFT tem apenas quatro autovalores distintos. Por se tratar

de um esquema multiusuário, com essa proposta, é possível aumentar a taxa de transmissão, além de

tornar mais eficiente o uso do espectro eletromagnético [123].

Para conceber um sistema com mais de quatro usuários, é necessário utilizar outras transfor-

madas discretas. As transformadas discretas do cosseno tipos 2 e 3 emergem como alternativas, pois

o número de seus autovalores distintos depende das dimensões das matrizes de transformação [124].

Apesar de haver um procedimento sistemático para obtenção dos autovetores e autovalores das ma-

trizes de transformação dessas transformadas, não há uma fórmula fechada para determinar o número

de autovalores e, com isso, construir os autovetores ortogonais para um comprimento arbitrário.

Em [42], Lima et al. propuseram a utilização da transformada discreta fracional de Fourier

(DFrFT) num esquema de comunicação para oito usuários. A matriz de transformação de uma

DFrFT de comprimento N pode ter até N autovalores distintos, o que indica a flexibilidade desta

transformada nesse tipo de aplicação. Para a DFrFT, há inúmeras propostas de determinação de

autovalores e construção de conjuntos de autovetores [125]. Contudo, para este esquema de oito

usuários, é necessário usar matrizes de transformação de dimensão 9 × 9, ou seja, as sequências

devem ter comprimento nove.

A complexidade computacional para se calcular as transformadas discretas é um fator importante

que pode limitar suas aplicações. Outro aspecto está relacionado à precisão nos cálculos, que fica

comprometida devido à necessidade de arredondamentos e ao uso de aritmética de ponto flutuante.

Esses problemas estão associados à estrutura algébrica na qual os cálculos são realizados.

Como já pontuado no decorrer desta tese, em corpos finitos a precisão é garantida e os cálcu-

los podem ser realizados com menor custo computacional. Nesta Seção, é proposto um esquema

multiusuário baseado nas transformadas fracionais em corpos finitos.

Inicialmente, é formado um dicionário de mensagens para cada usuário, e cada mensagem está

associada a uma constante. Uma sequência de um usuário é construída pelo produto do autovetor

associado a este usuário com a constante selecionada. Na recepção, a constante é recuperada a partir

do autovetor, sequência padrão do usuário, e analisando o dicionário é obtida a mensagem. O número

de mensagens distintas de um usuário é dado pelo número de constantes distintas. As sequências

dos usuários são transmitidas por meio de um canal somador em corpos finitos (FFAC, do inglês

Finite Field Adder Channel), resultando num vetor soma. Na recepção, as mensagens são separadas,
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valendo-se da propriedade de ortogonalidade.

Diferentemente dos sistemas “criptográficos” propostos anteriormente, o sistema de comunicação

multiusuário proposto emprega transformadas fracionais em corpos finitos baseadas na expansão

espectral da matriz de transformação. A abordagem com funções de matrizes não é utilizada, pois

não é possível se gerar mais autoespaços do que os já gerados pelas transformadas usuais. Como visto

na Seção 4.3.5, a matriz da GFrFT baseada em funções de matrizes só apresenta quatro autovalores

distintos. Assim, ela não será considerada para esse tipo de aplicação, pois não seria possível gerar

mais de quatro autoespaços, o que representa uma severa limitação em relação ao número de usuários

do sistema.

5.3.1 Definição do esquema de comunicação multiusuário

No esquema de comunicação multiusuário proposto, cada usuário é alocado em um autoespaço

relacionado a um autovalor específico de uma matriz de transformação. Como o número de usuários

depende do número de autovalores distintos, a matriz da GFrFT pode ser empregada, visto que seus

autovalores dependem do parâmetro fracional a. A matriz da GFrFT de dimensão N × N , baseada

na expansão espectral, tem ao menos N − 1 autovalores distintos [17].

Em linhas gerais, as mensagens transmitidas por um usuário correspondem a autovetores mul-

tiplicados por diferentes constantes. As mensagens de um usuário, portanto, pertencem a um único

autoespaço. Com o produto do autovetor por diferentes constantes, é possível criar um dicionário

para o usuário.

Para construir um sistema para M usuários, é necessário que a matriz da GFrFT tenha M auto-

valores distintos. Considere que vm, m = 1, . . . ,M , seja um autovetor da matriz Fa associado ao

autovalor λm. O dicionário com K mensagens distintas do m-ésimo usuário é construído a partir

de mensagens sm. As mensagens do m-ésimo usuário podem ser obtidas fazendo-se sm = αkvm,

k = 1, . . . ,K, em que αk ∈ GI(p).

As mensagens criada pelos M usuários são inseridas num FFAC, cuja saída, a sequência y, é a

soma das mensagens de todos os usuários, ou seja y =
∑M

m=1 vm. Não é do escopo deste trabalho o

comportamento do sistema na presença de ruído. A influência deste último foi avaliada em [123].

No receptor, recebida a sequência y, a GFrFT é aplicada M vezes, obtendo-se diferentes se-

quências transformadas, Ym, em que m = 0, 1, . . . ,M . Note que Y0 = y, Y1 = Fay, etc. As

sequências recuperadas relacionadas ao m-ésimo usuário, ŝm, são obtidas através de
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ŝm =
1

M

M−1∑
k=0

(λk)
k(m−1)

(
F4/M

)k

y, (5.17)

para m = 1, 2, . . . ,M .

Para determinar a mensagem que o usuário enviou, basta comparar a sequência ŝm com o autove-

tor vm. Obtida a constante αk e com auxílio do dicionário, a mensagem é recuperada.

A recuperação das mensagens de cada usuário também pode ser feita por um cálculo da corre-

lação [123]. Este cálculo é feito a partir do produto interno entre as sequências recebidas e cada

autovetor da matriz Fa associado a um usuário. Devido às características de ortogonalidade entre

os autovetores, a sequência de dados de um usuário específico pode ser recuperada. Contudo, essa

abordagem não será considerada na tese.

Sistema com dois usuários

Para um sistema com dois usuários são necessários dois autovalores distintos, que no caso da

FFFT são λ = ±1. Sejam s1 = αkv1 e s2 = αkv2 sequências (mensagens) dos usuários 1 e 2,

associados aos autovalores 1 e −1, respectivamente. Na saída do canal (FFAC) tem-se a sequência

y = s1+s2. Aplicando a FFFT a y, são obtidas as sequências Y0 = F0y = y e Y1 = F2y. Usando

a Equação (5.17), as sequências ŝ1 e ŝ2, associadas aos usuários 1 e 2, respectivamente, são

ŝ1 = 1
2

(
(1)

0(1−1) (
F4/2

)0
y + (−1)

1(1−1) (
F4/2

)1
y
)

= 1
2 (y +Y1) =

1
2 ((s1 + s2) + (s1 − s2)) = s1,

ŝ2 = 1
2

(
(1)

0(2−1) (
F4/2

)0
y + (−1)

1(2−1) (
F4/2

)1
y
)

= 1
2 (y −Y1) =

1
2 ((s1 + s2)− (s1 − s2)) = s2.

Esquema com quatro usuários

Para um sistema com quatro usuários são necessários quatro autovalores distintos que, no caso

da FFFT, são λ = {±1,±
√
−1}. Sejam s1 = αkv1, s2 = αkv2, s3 = αkv3 e s4 = αkv4 sequências

dos usuários 1, 2, 3 e 4, associadas aos autovalores 1,−1,
√
−1 e −

√
−1, respectivamente. Se a

sequência de saída do FFAC é y = s1 + s2 + s3 + s4, as sequências transformadas são Y0 = y,
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Y1 = Fy, Y2 = F2y e Y3 = F3y. Usando a Equação (5.17), as sequências recuperadas ŝm são

ŝ1 =
1

4

3∑
k=0

(λk)
k(1−1)

(
F4/4

)k

y =
1

4

3∑
k=0

(λk)
0 (F)

k
y

=
1

4

(
(1)

0
(F)

0
+ (

√
−1)0 (F)

1
+ (−1)0 (F)

2
+ (−

√
−1)0 (F)

3
)
y

=
1

4

(
(s1 + s2 + s3 + s4) + (s1 +

√
−1s2 − s3 −

√
−1s4)

+(s1 − s2 + s3 − s4) + (s1 −
√
−1s2 − s3 +

√
−1s4)

)
= s1,

ŝ2 =
1

4

(
(1)

0
(F)

0
+

(√
−1

)1
(F)

1
+ (−1)

2
(F)

2
+

(
−
√
−1

)3
(F)

3
)
y

=
1

4

(
I+

√
−1 F+ F2 +

√
−1 F3

)
y = s2,

ŝ3 =
1

4

(
(1)

0
(F)

0
+

(√
−1

)2
(F)

1
+ (−1)

4
(F)

2
+

(
−
√
−1

)6
(F)

3
)
y

=
1

4

(
I− F+ F2 − F3

)
y = s3,

ŝ4 =
1

4

(
(1)

0
(F)

0
+

(√
−1

)3
(F)

1
+ (−1)

6
(F)

2
+

(
−
√
−1

)9
(F)

3
)
y

=
1

4

(
I−

√
−1 F+ F2 −

√
−1 F3

)
y = s4,

em que I é a matriz identidade.

Esquema com oito usuários

Para um sistema de oito usuários, são necessários oito autovalores distintos. Usando uma GFrFT

com parâmetro fracional a = 1/2, obtem-se os autovalores λ = (
√

[4]− 1)k, para k = 0, 1, . . . , 6, 8.

Neste caso, há o autovalor 1 = ( 4
√
−1)0 = ( 4

√
−1)8 com multiplicidade dois, como visto na Seção

4.3.5. Isso significa que só há sete autoespaços distintos.

Para resolver este problema, pode ser usada a matriz de uma GFrFT com nove autovalores distin-

tos. Em corpos finitos, para construir essa matriz é necessário um elemento de ordem multiplicativa

igual a nove. Assim, as sequências dos usuários devem ter nove componentes.

Uma alternativa para que as sequências permaneçam com oito componentes, é usar uma GFrFT

com parâmetro fracional a = 1/4, pois ( 4
√
−1)0 = 1 e ( 4

√
−1)4 = −1. Se a sequência de saída do

FFAC é y =
∑8

m=1 sm, as sequências transformadas são Yk = Fky, para k = 0, 1, . . . , 7. Fazendo

i(k) = 0, 1, . . . , 6, 8, para k = 0, 1, . . . , 7, os autovalores da GFrFT são dados por λ = (
√
−1)i(k)/2.

Usando a Equação (5.17), as sequências recuperadas ŝm são
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ŝ1 =
1

8

7∑
k=0

(λk)
k(1−1)

(
F

4
8

)k

y =
1

8

7∑
k=0

(
F

1
2

)k

y

=
1

8

(
I+ F

1
2 + F+ F

3
2 + F2 + F

5
2 + F3 + F

7
2

)
y = s1,

ŝ2 =
1

8

7∑
k=0

(λk)
k
(
F

1
2

)k

y

=
1

8

(
I+ (−

√
−1)

1
2

(
F

1
2

)
+ (−

√
−1)F+ (−

√
−1)

3
2

(
F

3
2

)
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√
−1)2

(
F2

)
+(−

√
−1)

5
2

(
F

5
2

)
+ (−

√
−1)3

(
F3

)
+ (−

√
−1)4

(
F

7
2

))
y = s2,

ŝ3 =
1

8

7∑
k=0

(λk)
2k

(
F

1
2

)k

y

=
1

8

(
I+ (−

√
−1)

(
F

1
2

)
+ (−

√
−1)2F+ (−

√
−1)3

(
F

3
2

)
+ (−

√
−1)4

(
F2

)
+(−

√
−1)5

(
F

5
2

)
+ (−

√
−1)6

(
F3

)
+ (−

√
−1)8

(
F

7
2

))
y = s3,

ŝ4 =
1

8

7∑
k=0

(λk)
3k

(
F

1
2

)k

y

=
1

8

(
I+ (−

√
−1)

3
2

(
F

1
2

)
+ (−

√
−1)3F+ (−

√
−1)

9
2

(
F

3
2

)
+ (−

√
−1)6

(
F2

)
+(−

√
−1)

15
2

(
F

5
2

)
+ (−

√
−1)9

(
F3

)
+ (−

√
−1)12

(
F

7
2
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y = s4,

ŝ5 =
1

8

7∑
k=0

(λk)
4k

(
F

1
2

)k

y

=
1

8

(
I+ (−

√
−1)2

(
F

1
2

)
+ (−

√
−1)4F+ (−

√
−1)6

(
F

3
2

)
+ (−

√
−1)8

(
F2

)
+(−

√
−1)10

(
F

5
2

)
+ (−

√
−1)12

(
F3

)
+ (−

√
−1)16

(
F

7
2

))
y = s5,

ŝ6 =
1

8

7∑
k=0

(λk)
5k

(
F

1
2

)k

y

=
1

8

(
I+ (−

√
−1)

5
2

(
F

1
2

)
+ (−

√
−1)5F+ (−

√
−1)

15
2

(
F

3
2

)
+ (−

√
−1)10

(
F2

)
+(−

√
−1)

25
2

(
F

5
2

)
+ (−

√
−1)15

(
F3

)
+ (−

√
−1)4

(
F

35
2

))
y = s6,

ŝ7 =
1

8

7∑
k=0

(λk)
6k

(
F

1
2

)k

y

=
1

8

(
I+ (−

√
−1)3

(
F

1
2

)
+ (−

√
−1)6F+ (−

√
−1)9

(
F

3
2

)
+ (−

√
−1)12

(
F2

)
+(−

√
−1)15

(
F

5
2

)
+ (−

√
−1)18

(
F3

)
+ (−

√
−1)24

(
F

7
2

))
y = s7,
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ŝ8 =
1

8

7∑
k=0

(λk)
7k

(
F

1
2

)k

y

=
1

8

(
I+ (−

√
−1)

7
2

(
F

1
2

)
+ (−

√
−1)7F+ (−

√
−1)

21
2

(
F

3
2

)
+ (−

√
−1)14

(
F2

)
+(−

√
−1)

35
2

(
F

5
2

)
+ (−

√
−1)21

(
F3

)
+ (−

√
−1)4

(
F

49
2

))
y = s8.

Neste último caso, usando uma GFrFT com parâmetro fracional a = 1/4, o sistema poderia com-

portar até 15 usuários. Sistemas com mais usuários podem ser projetados respeitando três aspectos:

1. Para construir sequências de N componentes, deve existir um elemento ζ de ordem multiplica-

tiva ord(ζ) = N em GI(p).

2. O elemento (
√
−1)4/N deve pertencer a GI(p).

3. A distribuição dos autovalores associados aos autovetores da FFFT deve ser respeitada, estando

em consonância com a Tabela 2.1

Exemplo 5.1 – Sistema de comunicação com oito usuários.

Considere o elemento ζ = 8 + 8j ∈ GI(127), com ordem multiplicativa ord(8 + 8j) = 8. A

matriz da FFFT construída sobre esses termos é

F =



4 4 4 4 4 4 4 4

4 32 + 95j 123j 95 + 95j 123 95 + 32j 4j 32 + 32j

4 123j 123 4j 4 123j 123 4j

4 95 + 95j 4j 32 + 95j 123 32 + 32j 123j 95 + 32j

4 123 4 123 4 123 4 123

4 95 + 32j 123j 32 + 32j 123 32 + 95j 4j 95 + 95j

4 4j 123 123j 4 4j 123 123j

4 32 + 32j 4j 95 + 32j 123 95 + 95j 123j 32 + 95j



.

A matriz da GFrFT com parâmetro fracional a = 1/4, construída de acordo com o procedi-

mento descrito na Tabela 3.1, é
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F
1
4=



72 + 29j 73 + 120j 72 + 11j 54 + 18j 93 + 99j 54 + 18j 72 + 11j 73 + 120j

73 + 120j 107 + 111j 64 + 13j 68 + 44j 122 + 74j 14 + 123j 46 + 103j 43 + 85j

72 + 11j 64 + 13j 95 + 63j 115 + 58j 79 + 6j 47 + 33j 11 + 73j 46 + 103j

54 + 18j 68 + 44j 115 + 58j 44 + 113j 9 + 5j 86 + 63j 47 + 33j 14 + 123j

93 + 99j 122 + 74j 79 + 6j 9 + 5j 50 + 113j 9 + 5j 79 + 6j 122 + 74j

54 + 18j 14 + 123j 47 + 33j 86 + 63j 9 + 5j 44 + 113j 115 + 58j 68 + 44j

72 + 11j 46 + 103j 11 + 73j 47 + 33j 79 + 6j 115 + 58j 95 + 63j 64 + 13j

73 + 120j 43 + 85j 46 + 103j 14 + 123j 122 + 74j 68 + 44j 64 + 13j 107 + 111j


.

�

As matrizes F e F
1
4 têm os mesmos autovetores, os quais são apresentados na segunda coluna

da Tabela 5.19. Os autovalores das matrizes F e F
1
4 são apresentados nas terceira e quarta co-

lunas da Tabela 5.19, respectivamente, associados aos respectivos autovetores, segunda coluna

da Tabela 5.19.

Tabela 5.19: Conjunto ortogonal de autovetores de F e de F
1
4 para p = 127, ζ = 8 + 8j,N = 8, segunda

coluna. Os autovalores de F são apresentados na terceira coluna, e os autovalores de Fa são apresentados na

quarta coluna, associados aos seus respectivos autovetores.

k vk λ(F) λ(F1/4)

1 1, 126, 15, 1, 1, 1, 15, 126 1 1

2 0, 22, 112, 8, 0, 119, 15, 105 126j 106 + 24j

3 1, 81, 49, 81, 53, 81, 49, 81 126 119 + 8j

4 0, 119, 1, 8, 0, 119, 126, 8 j 103 + 21j

5 1, 126 + 25j, 35 + 58j, 22 + 74j, 46 + 67j, 22 + 74j, 35 + 58j, 126 + 25j 1 126j

6 0, 26, 17, 8, 0, 119, 110, 101 126j 24 + 21j

7 1, 44, 80, 44, 12, 44, 80, 44 126 8 + 8j

8 1, 126 + 102j, 35 + 69j, 22 + 53j, 46 + 60j, 22 + 53j, 35 + 69j, 126 + 102j 1 126

Fonte: Próprio Autor.

Considere que as mensagens dos usuários são dadas por: s1 = 12v1, s2 = 7v2, s3 = 5v3,

s4 = 3v4, s5 = 9v5, s6 = 11v6, s7 = 33v7 e s8 = 46v8. A mensagem de saída enviada ao FFAC

é dada por Y0 =
∑8

m=1 sm e é apresentada na primeira coluna da Tabela 5.20.

A existência de ruído em canais aditivos provoca erros entre as mensagens transmitidas e

recebidas. Sobre certas situações, as quais não são tratadas nesta tese, com o uso de códigos

corretores de erro as mensagens podem ser corrigidas. Considerando esse cenário, as sequên-

cias sm, m = 1, . . . , 8, são recuperadas de acordo com a Equação (5.17). Nas colunas 2 a 8

da Tabela 5.20 são apresentadas as sequências Yk, k = 1, . . . , 7, as quais são as sequências
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transformadas de Y0, respectivamente. Usando a Equação (5.17), a mensagem recuperada do

primeiro usuário é

s1 =
1

8

7∑
k=0

Yk = 12 (1, 126, 15, 1, 1, 1, 15, 126) .

Tabela 5.20: Sequências de saída do FFAC e suas transformadas. A n-ésima coluna representa a n-ésima

autosequência da transformada fracional de Fourier sobre corpos finitos associada ao parâmetro (n)/4. Na

primeira coluna está a sequência recebida Y0. Na segunda coluna está a sequência Y1, que representa a

GFrFT de parâmetro a = 1/4 de Y0, e assim por diante.

Y0 Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7

105 + 0j 63 + 41j 49 + 28j 123 + 59j 29 + 0j 123 + 68j 49 + 99j 63 + 86j

47 + 91j 14 + 67j 53 + 75j 23 + 116j 108 + 8j 57 + 13j 103 + 13j 42 + 55j

122 + 13j 108 + 106j 25 + 68j 23 + 121j 109 + 61j 72 + 67j 4 + 104j 46 + 42j

72 + 56j 20 + 41j 4 + 88j 97 + 55j 0 + 63j 74 + 46j 124 + 26j 0 + 62j

28 + 61j 55 + 82j 63 + 2j 55 + 21j 103 + 61j 118 + 47j 63 + 121j 119 + 113j

117 + 56j 62 + 15j 124 + 89j 12 + 31j 0 + 49j 32 + 22j 4 + 27j 85 + 36j

79 + 13j 74 + 87j 4 + 120j 44 + 62j 109 + 92j 51 + 8j 25 + 29j 80 + 23j

104 + 91j 111 + 86j 103 + 31j 115 + 1j 108 + 47j 92 + 25j 53 + 96j 72 + 74j

Fonte: Próprio Autor.
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CAPÍTULO 6
CONCLUSÕES

A S transformadas em corpos finitos continuam a ser objeto de investigação e fornecem várias

possibilidades para novos estudos, como é o caso das transformadas fracionais em corpos

finitos. A importância dessas ferramentas é percebida pelas aplicações em diversas áreas da En-

genharia, e por dois aspectos de significativa e crescente necessidade: simplicidade nas operações

aritméticas e a ausência de erros de arredondamento.

Acompanhando a evolução das transformadas no corpo dos números reais, onde se tem definidas

transformadas fracionais contínuas e discretas, esta tese introduz transformadas fracionais em estru-

turas algébricas finitas.

Além disso, ferramentas desenvolvidas no corpo dos números reais, como a teoria de funções de

matrizes, também se mostram válidas em corpos finitos e foram empregadas para as definições das

transformadas fracionais de Fourier, de Hartley, do seno e do cosseno tipos 1 e 4 em corpos finitos.

6.1 Contribuições

No Capítulo 2 é introduzida a transformada de Hartley sobre corpos finitos generalizada. As

autoestruturas dessa matriz e da matriz da transformada de Fourier em corpos finitos generalizada

são investigadas para se obter ferramentas destinadas à definição das transformadas fracionais do

cosseno e do seno sobre corpos finitos tipo 4 baseadas na expansão espectral. No Capítulo 3, é

introduzida a transformada fracional de Hartley sobre corpos finitos baseada na expansão espectral

que utiliza autovetores construídos a partir da matriz S. São introduzidas também as transformadas

fracionais de Fourier e de Hartley sobre corpos finitos generalizadas e as transformadas fracionais do
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cosseno e do seno sobre corpos finitos tipo 4 baseadas na expansão espectral que utilizam autovetores

construídos a partir da matriz E.

No Capítulo 4, é desenvolvida a teoria de funções de matrizes em corpos finitos com o propósito

de se obter potências fracionais das matrizes das transformadas clássicas sobre corpos finitos. A ca-

pital importância desta teoria reside no fato de que não é necessário se construir conjuntos ortogonais

de autovetores para se definir as transformadas fracionais em corpos finitos. É desenvolvida uma

expressão analítica para se obter as matrizes de transformação.

Ainda no Capítulo 4, foram definidas as transformadas fracionais em corpos finitos e obtidas al-

gumas propriedades das mesmas. O material deste capítulo foi publicado em anais de simpósios in-

ternacionais [25, 26]. Nas Seções 3.7 e 4.3.5, foi analisada a autoestrutura da transformada fracional

de Fourier sobre corpos finitos, que serve de fundamentação teórica para aplicações em comunicação

multiusuário, como visto na Seção 5.3.

Na Seção 4.4, foram encontradas expressões analíticas para determinar o número de multipli-

cações e adições requiridas no cálculo das transformadas fracionais. Com a proposta baseada em

funções de matrizes, não há um aumento significativo na complexidade computacional associada

às transformadas fracionais em corpos finitos quando comparadas com as correspondentes trans-

formadas clássicas em corpos finitos. Em comparação com procedimentos baseados na expansão

espectral [22, 24, 46], a complexidade computacional é menor. Isso ocorre, pois é possível utilizar

os algoritmos rápidos desenvolvidos para as transformadas clássicas para qualquer comprimento de

transformada.

Mostrou-se que os algoritmos rápidos usados em transformadas ordinárias podem ser usados

também em transformadas fracionais. A nova abordagem contribui para o uso das transformadas

fracionais em aplicações em que o custo computacional é essencial, como em criptografia, por exem-

plo. Nas Seções 5.1 e 5.2, foram apresentadas propostas de sistemas criptográficos para cifragem de

imagem e para marca d’água, respectivamente.

No Capítulo 5, algumas aplicações em criptografia e em comunicações foram desenvolvidas e

avaliadas, mostrando a flexibilidade e a aplicabilidade das ferramentas matemáticas e transformadas

introduzidas nesta tese.

6.2 Trabalhos Futuros

A seguir, são apresentados alguns tópicos para continuidade da tese em trabalhos futuros.

• Em relação ao procedimento baseado na expansão espectral, em que se emprega matrizes comu-

127



tantes para se obter um conjunto ortogonal de autovetores, pode ser avaliada a utilização de outras

matrizes que comutem com a matriz F, como a matriz T [32]. Isso é relevante, porque em alguns

casos a matriz S não tem autovalores em GF(p) ou em GI(p), mas sim em corpos de extensão

mais alta. Com isso, fica inviável a construção de conjutos ortogonais de autovetores, necessários

para aplicações como em comunicação multiusuário.

• Pode-se investigar para quais números primos existem elementos unimodulares com autovetores e

autovalores em GI(p). A razão é a mesma que no item anterior, pois assim é possível saber quando

se obtém conjuntos ortogonais de autovetores.

• Podem ser investigadas as propriedades de deslocamento, convolução, multiplicação nos domínios

fracionais e do “tempo”. Com essas propriedades será possível fundamentar teoricamente proces-

sos de filtragem no domínio fracional em corpos finitos.

• Podem ser investigadas as relações entre números positivos e negativos no corpo dos números

reais com os elementos que são resíduos quadráticos e com os que não são resíduos quadráticos

em corpos finitos. Dessa maneira, uma fundamentação teórica é obtida para se realizar operações

entre números reais em corpos finitos, como na proposta de Rader [38]. Isso permite que aplicações

como filtragem de sinais de radar, biométrico, dentre outras, possam ser realizadas em corpos

finitos e depois “retornem” ao corpo dos números reais.

• A teoria desenvolvida para as transformadas fracionais sobre corpso finitos é foi feita considerando

números primos ímpares. Contudo, para corpos de característica dois, GF(2m), ainda não foram

definidas as funções do seno e do cosseno. Nesse sentido, podem ser investigados corpos de

característica dois, e em seguida definidas as transformadas clássicas e fracionais.

• Pode ser investigada a relação entre a GFrCT e a GFrFT, com o propósito de se obter mais facil-

mente uma transformada a partir da outra. Isso é importante, pois em alguns casos uma das trans-

formadas pode ser livre de operações de multiplicação, como é o caso das transformadas numéri-

cas.

• Podem ser investigados sistemas de cifragem de imagens baseados em transformadas fracionais em

corpos finitos, realizando comparações com outros sistemas de cifragem, avaliando, especialmente,

a complexidade computacional.

128



REFERÊNCIAS

[1] N. Wiener, “Hermitian polynomials and Fourier analysis,” Journal of Mathematics and

Physics, vol. 8, no. 1, pp. 70–73, 1929.

[2] E. Condon, “Immersion of the Fourier transform in a continuous group of functional transfor-

mations,” in Proceedings of National Academy of Sciences of the United States of America,

vol. 23, no. 3, 1937, pp. 158–164.

[3] H. Kober, “Wurzeln aus der hankel- und Fourier und anderen stetigen transformationen,” The

Quarterly Journal of Mathematics, no. 10, pp. 45–49, 1939.

[4] N. D. Bruijn, “A theory of generalized functions, with applications to Wigner distribution and

Weyl correspondence,” Nieuw Archief voor Wiskunde, no. 3, pp. 205–280, 1973.

[5] V. Namias, “The fractional order Fourier transform and its application in quantum mechanics,”

IMA Journal of Applied Mathematics, vol. 25, pp. 241–265, 1980.

[6] A. C. McBride and F. H. Kerr, “On Namias’s fractional Fourier transforms,” IMA Journal of

Applied Mathematics, vol. 39, pp. 159–175, 1987.

[7] B. Dickinson and K. Steiglitz, “Eigenvectors and functions of the discrete Fourier transform,”

IEEE Transactions on Acoustics, Speech and Signal Processing, vol. 30, no. 1, pp. 25–31,

1982.

[8] B. Santhanam and J. H. McClellan, “The DRFT- A rotation in time-frequency space,” in Pro-

ceedings of the IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing

(ICASSP), vol. 2, 1995, pp. 921–924.
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APÊNDICE A
LISTA DE TRANSFORMADAS

N este apêndice é resumida a nomenclatura, siglas, operadores e dada uma breve descrição

das transformadas mencionadas e utilizadas nesta tese. A Tabela A.1 apresenta as transfor-

madas discretas no corpo dos números reais e, fora da ordem cronológica, mostra a evolução das

transformadas desde suas versões ordinárias e versões generalizadas até as versões fracionais.

A Tabela A.2 apresenta as transformadas em corpos finitos. Da mesma maneira, a disposição das

transformadas busca mostrar a evolução desde suas versões ordinárias e versões generalizadas até as

versões fracionais. As transformadas das últimas cinco linhas desta tabela são contribuições desta

tese.
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APÊNDICE B
DEMONSTRAÇÕES

N este apêndice são apresentadas as provas de algumas proposições introduzidas no Capí-

tulo 3, necessárias para a caracterização das transformadas fracionais em corpos finitos

baseadas na expansão espectral da matriz de transformação e em matrizes comutantes.

B.1 Proposições relacionadas à matriz S

Considere a matriz diagonal T de dimensão N × N , cujos elementos não nulos sãos dados por

[T ]n,n = 2 cosζ(n). A matriz T tem a forma

T =



2 cosζ(0) 0 0 0 . . . 0 1

0 2 cosζ(1) 0 0 . . . 0 0

0 0 2 cosζ(2) 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 0 2 cosζ(N − 1)


(mod p). (B.1)

Considere a matriz U de dimensão N ×N , cujas colunas são os vetores um, m = 0, . . . , N − 1,

isto é, U := [u0,u1, . . . ,uN−1]. As componentes do vetor um são dadas por

um[n] :=

 1, se n = m− 1 ou n = m+ 1

0, c.c.
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para n = 0, . . . , N − 1. A matriz U tem a forma

S =



0 1 0 0 . . . 0 1

1 0 1 0 . . . 0 0

0 1 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

1 0 0 0 . . . 1 0


(mod p). (B.2)

Lema B.1

Se fm é a m-ésima coluna da matriz F, matriz de transformação da FFFT definida na Equação

(2.3), então

Fum = Tfm,

para m = 0, . . . , N − 1.

Demonstração:

Considere que [T ]r,m seja o elemento na r-ésima linha e m-ésima coluna da matriz T, em

que r,m = 0, 1, . . . , N − 1. Considere que fm[r] seja o r-ésimo elemento do vetor fm. Em

virtude dos elementos não nulos estarem apenas na diagonal de T, a multiplicação de T por

fm resulta em

[T ]r,mfm[r] = (2 cosζ(r)− 4) ζrm,

para r,m = 0, 1, . . . , N − 1.

Como a matriz F é simétrica, tem-se que [F ]r,m+1 = [F ]r+1,m, ou seja, ζr(m+1) =

ζm(r+1). Assim,

Fum = [F ]r,m+1 + [F ]r,m−1 − 4[F ]r,m

= ζr(m+1) + ζr(m−1) + ζr(m−1)

= ζrm2 cosζ(r)− 4ζrm = ζrm (2 cosζ(r)− 4) .

Logo, Tfm = Fum. �

B.1.1 Demonstração da Proposição 3.1

Proposição 3.1

As matrizes F e S comutam.
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Demonstração:

Como a matriz U tem como colunas os vetores um, m = 0, 1, . . . , N − 1, a partir do Lema B.1

conclui-se que TF = FU, e que

(TF)
t

= (FU)
t

UF = FT,

em que {.}t denota a transposta do argumento. Como a matriz S, definida na Equação (3.3), pode

ser escrita como S = U+T, e as matrizes F, T e U são simétricas, então

FS = F (U+T) = FU+ FT

= TF+UF = SF.

Lema B.2

Considere as matrizes S e L de dimensão 2N×2N , definidas nas Equações (3.3) e (3.5), respec-

tivamente. A transformação de similaridade LSL−1 separa em partes par (Ev) e ímpar (Od)

a matriz S, em que Ev é uma matriz de dimensão (N + 1) × (N + 1) e Od é uma matriz de

dimensão (N − 1)× (N − 1).

Demonstração:

Como L é simétrica, então L−1 = LT = L. Mostra-se que

• Se v = [v[0], v[1], . . . , v[N − 1], v[N ], v[N − 1], . . . , v[1]] é um vetor de simetria par e

comprimento 2N , então o produto vL resulta no vetor v̂ =
√
2
[

1√
2
v[0], v[1], . . . , v[N − 1],

1√
2
v[N ], 0, . . . , 0

]
.

• Se v = [0, v[1], . . . , v[N − 1], 0,−v[N − 1], . . . ,−v[1]] é um vetor de simetria ímpar

e comprimento 2N , então o produto vL resulta no vetor ṽ =
√
2 [0, . . . , 0, v[N − 1],

. . . , v[1]].

Considere que sn é a n-ésima coluna de S, escrevendo S = [s0, s1, . . . , s2N−1], o produto

LS := [r0, r1, r2, . . . , rN−2, rN−1] resulta em

LS = 1√
2

[√
2s0, s1 + s2N−1, . . . , sN−1 + sN+1,

√
2sN , sN−1 − sN+1,

. . . , s1 − s2N−1]
t
. (B.3)

Assim, as (N + 1) primeiras linhas de LS, r0, . . . , rN , são vetores de simetria par, en-

quanto que as (N−1) últimas linhas de LS, rN+1, . . . , r2N−1, são vetores de simetria ímpar.
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Já o produto LSL =
[
r′0, r

′
1, r

′
2, . . . , r

′
2N−1

]
resulta em

LSL = [r0, r1, . . . , r2N−1]L

= [r0, r1 + r2N−1, . . . , rN−1 + rN+1, rN , rN−1 − rN+1,

. . . , r1 − rN−1]. (B.4)

Observe que os vetores r0 a rN tem simetria par. Dessa maneira, r′m =
√
2
[

1√
2
rm[0],

rm[1], . . . , rm[N − 1], 1√
2
rm[N ], 0, . . . , 0

]
, para m = 0, . . . , N .

Observe também que os vetores rN+1 a r2N−1 tem simetria ímpar. Dessa maneira, r′m =
√
2 [0, . . . , 0, rm[N − 1], . . . , rm[1]], para m = N + 1, . . . , 2N − 1.

Com isso, LSL−1 é a soma direta das matrizes Ev e Od,

LSL−1 =

Ev 0

0 Od

 .
Pelo fato de S ser uma matriz tridiagonal, as matrizes Ev e Od também são tridiagonais.

De maneira similar, pode-se verificar o caso em que L tem dimensão (2N + 1)× (2N + 1),

ímpar. Para este caso, Ev é uma matriz de dimensão (N + 2)× (N + 2) e Od é uma matriz

de dimensão (N − 1)× (N − 1). �

Lema B.3

Os autovetores de simetria par de S são extensões simétricas dos autovetores de Ev. Os autove-

tores de simetria ímpar de S são extensões simétricas dos autovetores de Od.

Demonstração:

Se ek é um autovetor de Ev, então o vetor e = [etk|0 . . . 0]t, para k = 0, . . . , ⌊N/2⌋, é um

autovetor de simetria par de LSL−1, uma vez que

LSL−1e = λe =⇒ S
(
L−1e

)
= λ

(
L−1e

)
.

De maneira análoga, se ok é um autovetor de Od, então o = [0 . . . 0|ot
k]

t, para k =

0, . . . , ⌊N/2− 2⌋, é um autovetor de simetria ímpar de LSL−1, uma vez que

LSL−1o = λo =⇒ S
(
L−1o

)
= λ

(
L−1o

)
.

Como L−1 = L, é possível encontrar autovetores de S com simetria par, a partir de Ev,

ou com simetria ímpar, a partir de Od, fazendo

u2k = L[etk|0 . . . 0]t, k = 0, . . . ,

⌊
N

2

⌋
, (B.5)
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e

u2k+1 = L[0 . . . 0|ot
k]

t, k = 0, . . . ,

⌊
N − 3

2

⌋
, (B.6)

respectivamente. �

B.1.2 Demonstração da Proposição 3.2

Proposição 3.2

As matrizes C1, obtida pela Equação (2.12), e Ev, obtida pela Equação (3.6), comutam. As

matrizes S1, obtida pela Equação (2.16), e Od, obtida pela Equação (3.6), comutam.

Demonstração:

Pela Proposição 2.6, se v é um autovetor de comprimento 2N e simetria par de S, e portanto de

F, então v̂ é um autovetor de comprimento (N + 1) de C1.

Analisando o Lema B.2, se v̂ é um autovetor de Ev, então v̂ é um autovetor de C1. Por ser

tridigonal Ev tem um único conjunto de autovetores, V̂ . Assim,

EvC1 = V̂Λ̂V̂−1C1 = C1V̂Λ̂V̂−1

= C1Ev

Considere que as matrizes F, S e L tenham dimensão 2N × 2N . A matriz F, obtida pela

transformação de similaridade LFL, é tal que

F = LFL =

 C1 0

0 S1

 ,
em que C1 tem dimensão (N + 1)× (N + 1) e S1 tem dimensão (N − 1)× (N − 1).

A matriz S, obtida pela transformação de similaridade LSL, é tal que

S = LSL =

 Ev 0

0 Od

 ,
em que Ev tem dimensão (N + 1)× (N + 1) e Od tem dimensão (N − 1)× (N − 1). �

B.1.3 Demonstração da Proposição 3.3

Proposição 3.3

As matrizes H, obtida da Equação (2.4) e S, definida na Equação (3.3), comutam.
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Demonstração:

Uma vez que F pode ser escrito de acordo com a Equação (2.23) e como F e S comutam,

(Fr −
√
−1Fi)S = S(Fr −

√
−1Fi).

Como os elementos da matriz S pertencem a GF(p), as matrizes Fr e Fi comutam com S.

Dessa maneira,

HS = (Fr + Fi)S = S(Fr + Fi) = SH.

B.2 Proposições relacionadas à matriz E

Considere a matriz diagonal T de dimensão N × N , cujos elementos não nulos sãos dados por

[T ]n,n = 2 cosζ(n+ 1/2). A matriz T tem a forma

T =



2 cosζ
(
1
2

)
0 0 0 . . . 0 1

0 2 cosζ
(
3
2

)
0 0 . . . 0 0

0 0 2 cosζ
(
5
2

)
0 . . . 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 0 . . . 0 2 cosζ
(
N+1
2

)


(mod p). (B.7)

Considere a matriz U de dimensão N ×N , cujas colunas são os vetores um, l = 0, . . . , N − 1,

isto é, U := [u0,u1, . . . ,uN−1]. Os vetores um são definidos como:

• u0 := [0, 1, . . . ,−1]t (modp)

• Para m = 1, . . . , N − 2, e n = 0, . . . , N − 1, um tem suas componentes dadas por:

um[n] :=

 1, se n = m− 1 ou n = m+ 1

0, c.c.
.

• uN−1 := [−1, . . . , 1, 0]t (modp)

Lema B.4

Se fm é a m-ésima coluna da matriz FG, então

FGum = Tfm,

para m = 0, . . . , N − 1.
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Demonstração:

Para m = 1, . . . , N −2, o resultado segue a demonstração do Lema B.1. Para m = 0, tem-se

u0, FGu0 = f1 − fN−1. Para m = N − 1, tem-se FGuN−1 = fN−2 − f0.

Fazendo f0 = Tf0, a n-ésima componente do vetor f0 é dada por

f0[n] =
(
ζ(n+1/2) + ζ−(n+1/2)

)
ζ1/2(n+1/2)

= ζ
3
2 (n+1/2) + ζ−

1
2 (n+1/2).

A n-ésima componente do vetor fN−1 é obtida por

fN−1[n] = ζ(N−1+1/2)(n+1/2) = ζNnζNn/2ζ−1/2(n+1/2) = −1ζ−1/2(n+1/2).

Assim, f1 = ζ
3
2 (n+1/2) e fN−1 = −ζ(N−1/2)(n+1/2), de forma que FGu0 = Tf0. Fazendo

fN−1 = TfN−1, a n-ésima componente do vetor fN−1 é dada por

fN−1[n] =
(
ζ(n+1/2) + ζ−(n+1/2)

)
ζ(N−1/2)(n+1/2)

= −1
(
ζn/2+1/4 + ζ−3n/2−1/4

)
= −1

(
ζ1/2(n+1/2) + ζ−3/2(n+1/2)

)
.

Assim, f0 = ζ
1
2 (n+1/2) e fN−2 = −ζ−3/2(n+1/2), de forma que FGuN−1 = TfN−1. �

B.2.1 Demonstração da Proposição 3.4

Proposição 3.4

As matrizes FG, obtida pela Equação (2.6), e E, obtida pela Equação (3.15), comutam. As

matrizes HG, obtida pela Equação (2.9), e E, obtida pela Equação (3.15), comutam.

Demonstração:

Analisando o Lema B.4, conclui-se que TFG = FGU, e que

(TFG)
t

= (FGU)
t

UFG = FGT.

Como a matriz E pode ser escrita como E = U+T, e as matrizes FG, T e U são simétricas,

então

FGE = FG (U+T) = FGU+ FGT

= TFG +UFG = SFG.
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Uma vez que FG pode ser escrito de acordo com a Equação (2.27) e como FG e E comutam,

(FGr −
√
−1FGi)E = E(FGr −

√
−1FGi).

Como os elementos da matriz E pertencem a GF(p), as matrizes FGr e FGi comutam com

S. Dessa maneira,

HGE = (FGr + FGi)E = E(FGr + FGi) = EH.

Lema B.5

Considere as matrizes E e L de dimensão 2N × 2N , definidas nas Equações (3.15) e (3.5),

respectivamente. A transformação de similaridade LEL−1 separa em partes par (Ev) e ímpar

(Od) a matriz E, em que Ev é uma matriz de dimensão N ×N e Od é uma matriz de dimensão

N ×N .
Demonstração:

Como L é simétrica, então L−1 = LT = L. Mostra-se que

• Se v = [v[0], v[1], . . . , v[N − 1], v[N − 1], . . . , v1, v0] é um vetor de simetria par de com-

primento 2N , então o produto vL resulta no vetor v̂ =
√
2 [v[0], v[1], . . . , v[N − 1],

0, . . . , 0].

• Se v = [v[0], v[1], . . . , v[N − 1],−v[N − 1], . . . ,−v[1],−v[0]] é um vetor simetria ímpar

de comprimento 2N , então o produto vL resulta no vetor ṽ =
√
2 [0, . . . , 0, v[N − 1],

. . . , v[1], v[0]].

Considere que en é a n-ésima coluna de E, e escrevendo E = [e0, e1, . . . , e2N−1], o

produto LE := [r0, r1, r2, . . . , rN−2, rN−1] resulta em

LE =
1√
2

[e0 + e2N−1, . . . , eN−1 + eN+1, eN−1 − eN+1, . . . , e0 − e2N−1]
t (B.8)

Assim, as N primeiras linhas de LE, r0, . . . , rN−1, são vetores centro-simétricos pares,

enquanto que as N últimas linhas de LE, rN , . . . , r2N−1, são vetores centro-simétricos ím-

pares. Já o produto LEL =
[
r′0, r

′
1, r

′
2, . . . , r

′
2N−1

]
resulta em

LEL = [r0, r1, . . . , r2N−1]L

= [r0 + r2N−1, . . . , rN−1 + rN+1, rN−1 − rN+1, . . . , r0 − r2N−1]. (B.9)

Observe que r0 a rN são vetores centro-simétricos pares. Dessa maneira, r′m =
√
2 [rm[0],

. . . , rm[N − 1], 0, . . . , 0], para m = 0, . . . , N − 1.
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Observe também que rN+1 a r2N−1 são vetores centro-simétricos ímpares. Dessa maneira,

r′m =
√
2 [0, . . . , 0, rm[N − 1], . . . , rm[0]], para m = N, . . . , 2N − 1.

Com isso, LEL−1 é a soma direta das matrizes Ev e Od,

LEL−1 =

Ev 0

0 Od

 .
Pelo fato de S ser uma matriz tridiagonal, as matrizes Ev e Od também são tridiagonais.

De maneira similar, pode-se verificar o caso em que L tem dimensão (2N + 1)× (2N + 1),

ímpar. Para este caso, Ev é uma matriz de dimensão (N + 1)× (N + 1) e Od é uma matriz

de dimensão N ×N . �

Lema B.6

Os autovetores centro-simétricos pares E são extensões simétricas dos autovetores de Ev. Os

autovetores centro-simétricos ímpares E são extensões simétricas dos autovetores de Od.

Demonstração:

Se ek é um autovetor de Ev, então o vetor e = [etk|0 . . . 0]t, para k = 0, . . . , ⌊(N + 1)/2⌋, é

um autovetor centro-simétrico par de LEL−1, uma vez que

LEL−1e = λe =⇒ E
(
L−1e

)
= λ

(
L−1e

)
.

De maneira análoga, se ok é um autovetor de Od, então o = [0 . . . 0|ot
k]

t, para k =

0, . . . , ⌊N/2− 2⌋, é um autovetor centro-simétrico ímpar de LEL−1, uma vez que

LEL−1o = λo =⇒ E
(
L−1o

)
= λ

(
L−1o

)
.

Como L−1 = L, é possível encontrar autovetores centro-simétricos pares de E a partir

de Ev, ou autovetores centro-simétricos ímpares a partir de Od, fazendo

u2k = L[eTk |0 . . . 0]T , k = 0, . . . ,

⌊
N + 1

2

⌋
, (B.10)

e

u2k+1 = L[0 . . . 0|oT
k ]

T , k = 0, . . . ,

⌊
N

2

⌋
, (B.11)

respectivamente. �

153



B.2.2 Demonstração da Proposição 3.5

Proposição 3.5

As matrizes C4 e Od, definida em 3.19, comutam. As matrizes S4 e Ev, definida em 3.19,

comutam.
Demonstração:

Pela Proposição 2.9, se v é um autovetor centro-simétrico par de comprimentoN de E, e portanto

de FG, então v̂ é um autovetor de comprimento
⌊
N+1
2

⌋
de S4.

Analisando o Lema B.5, se v̂ é um autovetor de Ev, então v̂ é um autovetor de S4. Por ser

tridiagonal Ev tem um único conjunto de autovetores, V̂ . Assim,

EvS1 = V̂Λ̂V̂−1S4 = S4V̂Λ̂V̂−1

= S4Ev.

Considere que as matrizes F, E e L tenham dimensão N × 2. A matriz F, obtida pela

transformação de similaridade LFL, é tal que

F = LFL =

 S4 0

0 C4

 ,
em que S4 tem dimensão

⌊
N+1
2

⌋
×

⌊
N+1
2

⌋
e C4 tem dimensão

⌊
N
2

⌋
×
⌊
N
2

⌋
.

A matriz E, obtida pela transformação de similaridade LEL, é tal que

E = LEL =

 Ev 0

0 Od

 ,
em que Ev tem dimensão

⌊
N+1
2

⌋
×

⌊
N+1
2

⌋
e Od tem dimensão

⌊
N
2

⌋
×

⌊
N
2

⌋
. �
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APÊNDICE C
AUTOVALORES DA MATRIZ D

N este apêndice é determinada a multiplicidade dos autovalores da matriz D, apresentada na

Tabela 4.1.

Proposição C.1

A matriz D tem, no máximo, quatro autovalores distintos.

Demonstração:

A matriz D tem ciclo 4 e suas potências inteiras são

D = (12(1− j)I+ 1
2(1 + j)

D2 =
(
1
2(1− j)I+ 1

2(1 + j)P
)2

= P,

D3 = PD,

D4 = PD2 = I

e o resultado segue. �

Proposição C.2

A matriz inversa de D é D−1 = 1
2(1 + j)I+ 1

2(1− j)P.

Demonstração:

Como D tem ciclo 4, então D−1 = D3. Assim,
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D−1 = D3 = PD

= P

(
1

2
(1− j)I+

1

2
(1 + j)P

)
=

1

2
(1 + j)I+

1

2
(1− j)P.

Os possíveis autovalores (λ) de D são as 4 raízes da unidade (λ4 = 1, λ ∈ {1,−1,
√
−1,−

√
−1}).

Isso não implica que todos estes sejam de fato autovalores de D. Uma maneira de determinar os au-

tovalores de D e suas multiplicidades é através de seu polinômio característico PD(λ) = |λI−D|.

O Lema C.1 auxilia na obtenção do polinômio característico de D.

Lema C.1

Para N par, a matriz de dimensão N ×N ,

M =



b 0 . . . 0 0 . . . 0 c

0 b . . . 0 0 . . . c 0
...

...
...

...
...

...
... 0

0 0 . . . b c . . . 0 0

0 0 . . . c b . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
... 0

0 c . . . 0 0 . . . b 0

c 0 . . . 0 0 . . . 0 b



(C.1)

tem determinante dado por
(
b2 − c2

)N
2 .

Demonstração:

Permutando a segunda e a última linhas de M, obtém-se a matriz M′,

M′ =



b 0 . . . 0 0 . . . 0 c

c 0 . . . 0 0 . . . 0 b
...

...
...

...
...

...
... 0

0 0 . . . b c . . . 0 0

0 0 . . . c b . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
... 0

0 c . . . 0 0 . . . b 0

0 b . . . 0 0 . . . c 0



. (C.2)

Essa matriz tem em suas primeira e segunda linhas elementos nulos nas mesmas posições.

Rearranjando as linhas de M de maneira que duas linhas consecutivas (1° linha e 2° linha,
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3° linha e 4° linha, etc.) tenham elementos nulos nas mesmas posições, a matriz M′ tem a

seguinte estrutura

M′ =



b 0 . . . 0 0 . . . 0 c

c 0 . . . 0 0 . . . 0 b

0 b . . . 0 0 . . . c 0

0 c . . . 0 0 . . . b 0
...

...
...

...
...

...
... 0

0 0 . . . b c . . . 0 0

0 0 . . . c b . . . 0 0


. (C.3)

Obtém-se a matriz M′ com um número par de permutações, então |M| = |M′|. O

determinante de M′ é dado por |M′| =
(
b2 − c2

)
|M′

s|, em que M′
s é obtida pela exclusão

da primeira e segunda linhas de M′. Tem-se ainda que |M′| =
(
b2 − c2

)2 |M′
s−1|, em que

M′
s−1 é obtida pela exclusão da primeira e segunda linhas de M′

s−1. Em geral, observa-se

que |M′| =
(
b2 − c2

)s0 |M′
s−s0+1|, para s0 = 1, . . . , N/2, de forma que |M| = |M′| =(

b2 − c2
)N

2 . �

Considere D uma matriz de dimensão N ×N . Quando N é ímpar, D tem a estrutura

D =
1

2



2 0 . . . 0 0 . . . 0

0 1− j . . . 0 0 . . . 1 + j
...

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1− j 1 + j . . . 0

0 0 . . . 1 + j 1− j . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 1 + j . . . 0 0 . . . 1− j


. (C.4)

Teorema C.1

Para N ímpar, o polinômio característico de D é

PD(λ) = (λ− 1)
(
(2λ− 1 + j)2 − (1 + j)2

)N−1
2 . (C.5)

Demonstração:

Fazendo a = (λ − 1), b = (2λ − 1 + j) e c = (1 + j) na Equação (C.4), o polinômio
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característico PD(λ) torna-se

PD(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 . . . 0 0 . . . 0

0 b . . . 0 0 . . . c
...

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . b c . . . 0

0 0 . . . c b . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 c . . . 0 0 . . . b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 b . . . 0 0 . . . c
...

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . b c . . . 0

0 0 . . . c b . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 c . . . 0 0 . . . b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

A submatriz obtida excluindo-se a primeira linha tem a mesma estrutura que a matriz M

do Lema C.1 e sua dimensão é um número par. Assim, PD(λ) = a
(
b2 − c2

)N−1
2 , ou seja,

PD(λ) = (λ− 1)
(
(2λ− 1 + j)2 − (1 + j)2

)N−1
2 .

Teorema C.2

Para N ímpar, os autovalores de D são λ = 1, com multiplicidade N+1
2 , e λ = −j, com

multiplicidade N−1
2 .

Demonstração:

Os autovalores de D são as raízes do polinômio PD(λ), ou seja, as soluções de

(λ− 1)
(
(2λ− 1 + j)2 − (1 + j)2

)N−1
2 = 0.

Do termo (2λ− 1 + j)2 − (1 + j)2)
N−1

2 = 0, tem-se que as raízes são λ = 1 e λ = −j

que ocorrem N−1
2 vezes. A raiz λ = 1 ocorre mais uma vez devido ao termo λ− 1 = 0. �

Quando N é par, D tem a estrutura
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D =
1

2



2 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 1− j . . . 0 0 0 . . . 1 + j
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 . . . 1− j 0 1 + j . . . 0

0 0 . . . 0 2 0 . . . 0

0 0 . . . 1 + j 0 1− j . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...

0 1 + j . . . 0 0 0 . . . 1− j



. (C.6)

Teorema C.3

Para N par, o polinômio característico de D é

PD(λ) = (λ− 1)2
(
(2λ− 1 + j)2 − (1 + j)2

)N−2
2 . (C.7)

Demonstração:

Fazendo a = (λ − 1), b = (2λ − 1 + j) e c = (1 + j) na Equação (C.6), o polinômio

característico PD(λ) torna-se

PD(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 b 0 . . . 0 0 0 . . . 0 c
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 0 0 . . . b 0 c . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 a 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . c 0 b . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 c 0 . . . 0 0 0 . . . 0 b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (C.8)

Pode-se rearranjar as linhas de C.8 de forma que a (N/2 + 1)−ésima linha passe a ser a

segunda linha, ou seja,
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P ′
D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 a 0 . . . 0 0

0 b 0 . . . 0 0 0 . . . 0 c
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 0 0 . . . b 0 c . . . 0 0

0 0 0 . . . c 0 b . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 c 0 . . . 0 0 0 . . . 0 b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (C.9)

Este rearranjo é feito com um número par de permutações, logo PD(λ) = P ′
D(λ). De

maneira análoga à demonstração do Teorema C.1, o polinômio característico PD(λ) é

PD(λ) = (a)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 b . . . 0 0 . . . c
...

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . b c . . . 0

0 0 . . . c b . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 c . . . 0 0 . . . b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Assim, PD(λ) = a2
(
b2 − c2

)N−2
2 = (λ− 1)2

(
(2λ− 1 + j)2 − (1 + j)2

)N−2
2 . �

Teorema C.4

Para N par, os autovalores de D são λ = 1, com multiplicidade N+2
2 , e λ = −j, com multipli-

cidade N−2
2 .

Demonstração:

Os autovalores de D são as raízes do polinômio PD(λ), ou seja, as soluções de

(λ− 1)2
(
(2λ− 1 + j)2 − (1 + j)2

)N−2
2 = 0.

Do termo (2λ− 1 + j)2 − (1 + j)2)
N−1

2 = 0, tem-se que as raízes são λ = 1 e λ = −j que

ocorrem N−2
2 vezes. A raiz λ = 1 ocorre mais duas vezes devido ao termo (λ− 1)2 = 0. �
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