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RESUMO

Um cédigo ciclicamente permutavel (cédigo CP) é um cédigo de bloco bindrio cujas palavras-
codigo sao ciclicamente distintas e possuem ordem ciclica plena, isto é, ordem ciclica igual ao
comprimento do bloco. Um cédigo CP pode ser construido por meio de um codigo ciclico.
Para isto, selecionam-se as palavras do codigo ciclico que sio ciclicamente distintas e possuem
ordem ciclica plena. Um procedimento que seleciona diretamente, por meio de uma condigdo
matemadtica, as palavras de um cédigo CP a partir de um codigo ciclico é denominado de
construgdo. Sendo M e n, respectivamente, o nimero de palavras e o comprimento do bloco de
um c6digo ciclico, se o nimero de palavras do c6digo CP for igual ao limitante superior M /n,
entdo a construgao é 6tima neste sentido. Além do mais, a distdncia minima do cédigo ciclico
deve ser a maior possivel para os valores de M e n. Nesta tese, é proposto um método para
construir codigos CP por meio de c6digos lineares ciclicos g-arios, sendo ¢ uma poténcia de um
numero primo, assim como também por meio de codigos lineares constaciclicos p-drios, sendo
p um numero primo. Para ambos os casos, mostra-se que o procedimento proposto para gerar
codigos CP é direto, logo pode ser qualificado como construcdo. Além do mais, em ambos
0s casos, a constru¢do é otima pois atinge o limitante superior. Por fim, uma construcao
proposta nesta tese é usada na aplicagdo de cédigos CP como sequéncias de protocolo para o

canal de colisdo sem realimentacao.

Palavras-chaves: Codigos corretores de erro. Codigos de bloco. Cddigos ciclicos. Cddigos
constaciclicos. Codigos ciclicamente permutdveis.



ABSTRACT

A cyclically permutable code (CPC) is a binary code the codewords of which are cyclically
distinct and have full cyclic order, i.e., cyclic order equal to the block length. A CPC can
be constructed by means of a cyclic code. In this way, the codewords of the cyclic code
which are cyclically distinct and have full cyclic order should be selected. A procedure that
selects codewords of a CPC from a cyclic code in a straightforward manner, by means of a
mathematical condition, is called a construction. Let M and n be, respectively, the number
of codewords and the block length of a cyclic code. If the number of codewords of a CPC
reaches the upper bound M /n, then this construction is optimum in this sense. Furthermore,
the minimum distance of the cyclic code should be the highest possible for the values of
M and n. In this thesis we propose a method to construct CPC’s using g-ary linear cyclic
codes, where ¢ is a power of a prime, as well as using p-ary linear constacyclic codes, where
p is a prime number. In both cases, it is shown that the proposed procedure to generate
CPC’s is straightforward, so can be qualified as a construction. Moreover, in both cases, the
construction is optimal in the sense that the number of codewords selected for the CPC reaches
the upper bound. Finally, a construction proposed in this thesis is used in the application of

CPC’s as protocol sequences for the collision channel without feedback.

Keywords: Error correction codes. Block codes. Cyclic codes. Constacyclic codes. Cyclically
permutable codes.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

O tinico lugar onde o sucesso vem antes do tra-

balho é no diciondrio.

— Albert Einstein

STE capitulo tem por objetivo apresentar alguns conceitos que sdo utilizados ao longo
desta tese. Inicialmente, sdo abordados sistemas de comunicacio digital que envolvem
um emissor e um destinatario. Posteriormente, apresentam-se a motiva¢ao, o objetivo do
trabalho proposto para esta tese e um resumo das contribui¢des. Por fim, é dada uma breve

descri¢cido do conteudo dos capitulos posteriores.

L1 Sistemas de Comunicagao Digital
1.1.1 Sistemas de Comunicac¢io Ponto-a-Ponto

Um sistema de comunicagao digital tem por objetivo transportar os dados de uma fonte
de informagio até um destino. O sistema ¢ denominado digital pelo fato de que a informa-
¢ao é representada por meio de um alfabeto finito ou infinito contavel de simbolos, sendo
esta a diferenca basica com relagdo a sistemas de comunica¢do analégicos, em que as mensa-
gens sdo representadas por um alfabeto cujos simbolos variam continuamente em um certo

intervalo [1]. Desde a publicagdo dos trabalhos de Shannon [2], [3] e Hamming [4], e mais
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Figura 1.©: Diagrama de blocos de wmn tipico sistema de comunicagdo digital.

recentemente devido a evolugao da tecnologia de circuitos integrados em larga escala de inte-
gragao, técnicas digitais tém substituido técnicas analdgicas em sistemas de comunicagdo. Ao
utilizar a informacao em formato digital, habilita-se o uso de técnicas poderosas de processa-
mento digital de sinais, incluindo o uso da codificagao de fonte, da cifragem da informacao
a ser transmitida e dos codigos corretores de erro. A Figura 1.1 mostra, por meio de um
diagrama de blocos, um tipico sistema de comunicacao digital’. A seguir, é dada uma breve
descri¢ao das fung¢des desempenhadas por cada um dos blocos da Figura 1.1.

A fonte de informagdo gera a informacdo a ser transmitida seja ela dados, voz ou video.
Por exemplo, o sistema de telefonia mével é um sistema de comunicagio digital cujo principal
objetivo é transmitir sinais de voz. O bloco que representa a fonte de informacao, neste caso, é
composto (1) pelo ser humano que gera a mensagem a ser transmitida, (2) pelo microfone que
converte a voz em sinais elétricos (transdutor), e (3) por um conversor analégico-digital que
converte a informacdo para o formato digital (os dois tltimos, componentes de um aparelho
mével digital). Como as fontes de informacao digital sao representadas por um alfabeto finito,
elas podem ser caracterizadas pela distribui¢ao de probabilidade dos simbolos deste alfabeto
e, portanto, a informagao produzida pode ser medida por meio da entropia da fonte |5]. Por

fim, a sequéncia de simbolos é emitida pela fonte a uma taxa média de R, simbolos por

"E comum o uso dos blocos CIFRADOR/DECIFRADOR em aplica¢des que exigem uma seguranga quanto ao conteido da infor-

macdo transmitida. Em geral, eles sio omitidos nos diagramas.
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segundo.

O codificador de fonte é utilizado para remover a redundancia nido-controlada que é natu-
ralmente produzida pela fonte de informagdo. Além do mais, a codificagdo utilizada deve
permitir que o destinatdrio seja capaz de recuperar a mensagem original sem ambiguidade,
trabalho a ser realizado pelo decodificador de fonte. Para mais detalhes sobre este assunto,
recomenda-se as referéncias [5]-[7].

O bloco cifrador da Figura 1.1 criptografa a informagio transmitida de modo que s6 o
destinatario seja capaz de entendé-la. Uma introducdo a este assunto pode ser encontrada na
referéncia [8].

O codificador de canal tem como objetivo inserir redundancia controlada na sequéncia de
informagio, proveniente dos blocos anteriores, de tal forma que ao chegar no receptor, o
decodificador de canal seja capaz de detectar e possivelmente corrigir erros que surjam durante
a transmissdo. Em outras palavras, a informagdo transmitida torna-se mais imune aos efeitos
do ruido oriundo do canal fisico (ar, fibra dtica, fio metalico, etc.). Os codigos utilizados pelo
codificador de canal sdo conhecidos como cddigos corretores de erro. Eles sao abordados no
Capitulo 2 e podem ser consultados nas referéncias [9]—[14].

O modulador tem a fun¢do de mapear os simbolos discretos emitidos pelo codificador de
canal em formas de onda apropriadas para transmissao por um canal fisico. Existem varios
tipos de modulagio digital que oferecem diferentes desempenhos ao sistema [15], [16] e cuja
escolha depende da aplicagdo. Na maioria dos casos, porém, a escolha da modulagio para
um sistema de comunicag¢ao digital é limitada por questdes de economia de energia ou da dis-
ponibilidade da largura de banda. Por exemplo, em um sistema de comunicacdo via satélite,
a modulagido escolhida visa minimizar a energia utilizada pelos receptores-transmissores lo-
calizados no satélite, ao passo que em um sistema de telefonia moével, a modulagio escolhida
visa minimizar a largura de faixa utilizada por cada usudrio [10].

Para finalizar a descricdo do modelo do sistema de comunicagio digital da Figura 1.1,
destaca-se que o projeto do demodulador ¢ do decodificador de canal é, em geral, mais complexo
que o projeto dos respectivos, modulador e codificador de canal. Projetos de demoduladores po-
dem ser encontrados em [15], [16], enquanto decodificadores de canal podem ser encontrados
em [9]-[14]. Existem também projetos que contemplam uma juncdo entre os blocos codifi-
cador de canal e modulador, e os respectivos decodificador de canal e demodulador (por exemplo,

sistemas TCM), os quais podem ser encontrados em [16].
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1.2 Cddigos Ciclicamente Permutaveis

Gilbert [17] definiu um cddigo ciclicamente permutdvel (c6digo CP) como um cédigo de bloco
bindrio cujas palavras-cddigo sio ciclicamente distintas e possuem ordem ciclica plena, isto é,
ordem ciclica igual ao comprimento do bloco. O objetivo dele era resolver um problema de
comunicagido de um sistema de multiplo acesso assincrono, em que os usudrios (bases) utilizam
uma unica frequéncia de radio e cada usudrio é identificado por uma sequéncia de pulsos
distinta. Neste caso, o problema de encontrar uma lista de sequéncias de pulsos adequada para
a aplicacdo em questdo, era similar a um problema particular na drea de c6digos corretores
de erro. Desta forma, as sequéncias de pulsos sdo determinadas por meio das palavras de um
cédigo CP bindrio.

Um c6digo CP pode ser construido por meio de um cddigo ciclico. Para isto, selecionam-
se as palavras do cédigo ciclico que sao ciclicamente distintas e possuem ordem ciclica plena.
Dado um cé6digo ciclico, o conjunto formado por uma palavra-cddigo e seus deslocamen-
tos ciclicos é denominado de classe de equivaléncia ciclica. Desta forma, o procedimento para
construir um codigo CP por meio de um codigo ciclico, equivale a particionar o conjunto
de palavras do codigo ciclico em classes de equivaléncia ciclica, e selecionar as classes que
sdo constituidas por palavras-codigo de ordem ciclica plena. Em [18], A, Gyorfi e Massey
propuseram a geracao de c6digos CP bindrios de peso constante por meio de codigos ciclicos
nao-bindarios, Reed-Solomon (RS) [9] ou Berlekamp-Justesen (B]) [19], cujas coordenadas das
palavras-cddigos sao elementos em GF(q) [20], em que ¢ denota a poténcia de um niimero
primo. Gyorfi e Vajda [21] ampliaram a gama de c6digos CP bindrios de peso constante uti-
lizando a mesma proposta dada em [18], porém utilizando cédigos BCH [9]. Tanto em [18]
como em [21], para realizar um mapeamento um-a-um entre as palavras selecionadas de um
codigo ciclico ndo-bindrio e as palavras de um cédigo CP binario de peso constante, é neces-
sario utilizar uma representagao ciclica adequada para os elementos de GF(q), assim como
uma relagdo apropriada entre arranjos bidimensionais e vetores. Em [18], [21], é discutida a
aplicacao dos cédigos CP bindrios como sequéncias de protocolo para o canal de colisdo sem
realimentacao (CCsR) [22], [23].

Bitan e Etzion [24] também investigaram a construgao de cddigos CP de peso constante,
porém utilizando um método diferente daquele proposto em [18]. Para Bitan e Etzion [24],
se C; é um codigo CP de peso constante, entdo C; € dito ser 6timo caso ndo exista nenhum

outro c6digo CP de peso constante Co, com 0os mesmos parametros de Cy, tal que o nimero de
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palavras-codigo de Cs seja maior que o numero de palavras-cédigo de C;. De acordo com [24],
c6digos CP possuem vdrias aplicacoes, além da aplicacao como sequéncias de protocolo para
o CCsR citada anteriormente. Outras aplicagoes incluem: sistemas de comunicagio 6ptico de
multiplo acesso por cédigo [25], espalhamento espectral por saltos de frequéncia e projetos
de radares e sonares [26]. Outra aplicagdo € apresentada em [27], em que cédigos CP nio-
bindrios sdo aplicados em sistemas DS-CDMA (Direct Sequence Code Division Multiple Access)
com bases assincronas.

Xia e Fu [28] investigaram a construg¢ao de cddigos CP por meio de codigos lineares ciclicos
g-drios com comprimento de bloco n. Em [28] é dada uma férmula que permite calcular
o numero exato de classes de equivaléncia ciclica com palavras-codigo de ordem ciclica n,
ou seja, o numero maximo de palavras de um cédigo CP que podem ser obtidas a partir
de um cédigo ciclico. Entretanto, segundo [28], é dificil obter um procedimento que gere
diretamente todas as palavras de um c6digo CP a partir de um cédigo ciclico. Ainda em [28],
sdo apresentadas algumas construcdes algébricas de codigos CP. Em especial, cédigos CP
bindrios de peso constante sdo construidos a partir de codigos B] generalizados, de acordo
com o procedimento dado em [18], e é discutida sua aplicacio como sequéncias de protocolo
para o CCsR.

Pode-se afirmar que em [29], o problema de encontrar um procedimento que gere direta-
mente todas as palavras de um c6digo CP a partir de um cédigo ciclico, de acordo com [28],
é resolvido para uma classe especifica de codigos ciclicos. Kuribayashi e Tanaka [29] pro-
puseram um método algébrico e sistematico que permite particionar o conjunto de palavras
de um c¢6digo ciclico em classes de equivaléncia ciclica, deste modo, gerando de forma efici-
ente um codigo CP por meio de um codigo ciclico. Entretanto, o método € restrito a codigos
lineares ciclicos bindrios de comprimento n = 2" — 1, em que n é um nimero primo de Mer-
senne [30, pag.225]. Além do mais, o polinémio gerador, g(x), do cddigo ciclico ndo pode
conter o polindmio x — 1 como um de seus fatores. Em [29], destaca-se a aplicacido de codigos
CP em sistemas de marca d’agua digital [31].

Trabalhos mais recentes sobre c6digos CP sdo encontrados em [32]-[35]. Em [32]-[34], os
c6digos CP sdo construidos utilizando a ideia proposta em [18]. Porém, uma classe de codigos
que ainda ndo havia sido explorada nesse contexto foi utilizada, a classe de cédigos lineares
constaciclicos [12]. Embora a ideia seja a mesma usada em [18], para se construir codigos

CP binarios por meio de cédigos lineares constaciclicos p-drios, faz-se necessario utilizar uma
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representagdo ciclica adequada para os elementos de GF(p) diferente da usada em [18], assim
como uma relacdo apropriada entre arranjos bidimensionais e vetores, também diferente da
usada em [18]. A depender da representagao usada para os elementos de GF(p), as palavras
dos codigos CP bindrios apresentados em [32]-[34] podem ser de peso constante ou de peso
variavel, um diferencial em relagdo as construgdes apresentadas em [18] e [21], por exemplo.
Em [36], é discutida a aplicagdo dos codigos CP apresentados em [33], [34] como sequéncias
de protocolo para o CCsR.

Outros trabalhos abordando c6digos CP podem ser encontrados nas referéncias [37]-[41].

1.3 Motivacao

Baseado em [18], um procedimento que seleciona diretamente, por meio de uma condi¢ao
matemadtica, as palavras de um cédigo CP a partir de um cddigo ciclico é denominado de
construgdo. Sendo M e n, respectivamente, o numero de palavras e o comprimento do bloco
de um cédigo ciclico, se 0 numero de palavras do cédigo CP for igual ao limitante superior
M /n, entdo a construg¢do é 6tima neste sentido. Além do mais, a distancia minima do c¢6digo
ciclico deve ser a maior possivel para os valores de M e n.

Conforme mencionado na Segio 1.2, dado um cédigo ciclico g-ario C, é dificil encontrar
um procedimento geral que permita selecionar diretamente todas as palavras ndo-nulas de C
que sao ciclicamente distintas e que possuem ordem ciclica plena [28]. Segundo [27], dado um
codigo ciclico g-ario C, ndo ha na literatura uma solugao geral para o problema descrito até o
presente momento.

Novamente, conforme mencionado na Secdo 1.2, o problema foi resolvido para a classe
de c6digos lineares ciclicos binarios com comprimento de bloco n = 2™ — 1, em que n é um
primo de Mersenne, e desde que o polindmio x — 1 ndo seja um fator do polinémio gerador
g(x) [29]. As palavras do cédigo CP sdao obtidas diretamente por meio de uma expressao
que seleciona todas as palavras ndo-nulas e com ordem ciclica plena do ¢6digo linear ciclico
bindrio. Entretanto, no caso em que x — 1 é um fator de g(z), pelo menos uma palavra do
c6digo CP ndo € selecionada usando o procedimento em [29]. Além do mais, o procedimento
estabelecido em [29] ndo inclui muitos outros casos de interesse, por exemplo, codigos lineares
ciclicos bindrios cujo comprimento de bloco nao é necessariamente um nimero primo de
Mersenne, assim como cddigos lineares ciclicos ndo-bindrios (RS e BCH) e cédigos lineares

constaciclicos, que podem ser efetivamente mapeados para bindrio [33].
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1.4 Objetivos

Nesta tese é proposto um procedimento que permite selecionar diretamente as palavras
de um cédigo CP a partir de um c6digo linear ciclico g-drio, assim como para um c6digo
linear constaciclico p-drio, de modo que tal procedimento possa ser qualificado como uma
construcdo. O procedimento apresentado nesta tese baseia-se no método apresentado em [29],
porém os resultados incluem outras classes de codigos além da que é utilizada em [29], desta

forma, ampliando a gama de escolhas para cédigos CP.

1.5 Contribuic¢oes da Tese

> O Teorema 2.8 foi publicado originalmente em [42]. Ele estabelece uma condi¢ao para o
conjunto de raizes do polinémio gerador g(x) de um cédigo linear ciclico g-ario tal que

todas as palavras-c6digo ndo-nulas tenham ordem ciclica plena;

> O Teorema 3.1 estabelece uma condi¢do para o conjunto de raizes do polinémio gerador
g(x) de um cédigo linear constaciclico p-drio, de comprimento de bloco p + 1, tal que todas
as palavras-c6digo ndo-nulas tenham ordem constaciclica plena. Nio ha na literatura, que

seja do conhecimento do autor desta tese, resultado semelhante publicado;

> O Teorema 4.1 foi publicado originalmente em [42]. Por meio dele, é possivel obter di-
retamente as palavras de um codigo CP a partir de um cédigo linear ciclico g-ario cujo
polindmio gerador satisfaz o Teorema 2.8. Tal procedimento pode ser qualificado como
uma construgio e é 6timo no sentido de que gera precisamente (¢¥ — 1)/n classes de equi-
valéncia ciclica, que é o limitante superior usando a classe de c6digos em questdo. Por fim,
amplia-se 0 namero de cédigos lineares ciclicos g-arios que podem ser usados para gerar
cddigos CP;

> O Teorema 4.2 mostra como construir cédigos CP por meio dos c6digos lineares constacicli-
cos p-drios, de comprimento de bloco p+ 1, cujo polinémio gerador satisfaz o Teorema 3.1.
Tal procedimento pode ser qualificado como uma construgio e é 6timo no sentido de que
gera precisamente (p* — 1)/(p? — 1) classes de equivaléncia constaciclica, que é o limitante
superior usando a classe de codigos em questdao. Por fim, amplia-se a gama de possibilida-
des para gerar cddigos CP e ndo hd na literatura, que seja do conhecimento do autor desta

tese, resultado semelhante publicado.

> Por meio dos codigos CP da Construgao 4.1, s3o propostas novas sequéncias de protocolo
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para o CCsR (Subsecido 5.2.2). Tais sequéncias ddo suporte a usudrios com diferentes fato-
res de trabalho, além do mais, elas possuem um desempenho satisfatorio (Subse¢io 5.3.1)
principalmente por terem um nimero maior de sequéncias quando comparadas com as

Sequéncias-RS [18] e as Sequéncias-Constaciclicas tipo-I [33].

1.6 Organizagao da Tese

O contetdo desta tese esta dividido em 6 capitulos. As referéncias encontram-se nas pagi-
nas finais e sdo ordenadas de acordo com a ordem em que foram citadas no texto. A seguir,

apresenta-se um resumo dos capitulos seguintes desta tese.

Capitulo 2. Neste capitulo, os c6digos utilizados pelo bloco codificador de canal da Figura 1.1
sdo apresentados. Embora o objetivo nido seja utiliza-los no contexto de codificagido
de canal, sdo introduzidos os conceitos basicos destes codigos. Sdo discutidos codigos
de bloco e as propriedades que podem ser aproveitadas ao se utilizar uma estrutura

algébrica para eles. O Teorema 2.8, citado na Se¢ao 1.5, € apresentado nesse capitulo.

Capitulo 3. Apés a introducdo dos codigos corretores de erro no capitulo anterior, é apresen-
tada a classe de codigos constaciclicos [12], também denominados de c6digos pseudoci-
clicos. Trata-se de uma generalizacdo dos codigos ciclicos apresentados no Capitulo 2.
Devido ao fato de que tal classe de c6digos ser pouco difundida na literatura, um capitulo
€ dedicado para a apresentacdo deles. Assim como os cédigos ciclicos do Capitulo 2, os
cédigos constaciclicos sdo usados para construgdo de c6digos ciclicamente permutdveis.

O Teorema 3.1, citado na Segdo 1.5, é apresentado nesse capitulo.

Capitulo 4. Os c6digos ciclicamente permutaveis introduzidos por Gilbert [17]sdo apresen-
tados neste capitulo. Para construir os codigos CP propostos nesta tese, sdo utilizados
os codigos ciclicos do Capitulo 2 assim como os c6digos constaciclicos do Capitulo 3.
Nesse capitulo sio apresentados os teoremas 4.1 e 4.2, assim como a Constru¢io 4.1,

todos citados na na Se¢io 1.5.

Capitulo 5. Uma vez que os codigos CP foram apresentados no Capitulo 4, este capitulo tem
por objetivo mostrar a aplicagao de tais c6digos como sequéncias de protocolo para o
CCsR [18], [22], [23]. E dada uma breve descri¢io do CCsR e sdo apresentados alguns
conjuntos sequéncias de protocolo cujos pardmetros sdo comparados com o intuito de

avaliar do desempenho das sequéncias.
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Capitulo 6. Neste capitulo sdo apresentadas sugestdes para trabalhos futuros. Também sio
apresentadas as publicagdes de trabalhos relacionados ao trabalho de pesquisa da tese e

de trabalhos de pesquisa em atividades paralelas.



CAPITULO 2.

CODIGOS CORRETORES DE
ERRO

Science is facts; just as houses are made of sto-
nes, so is science made of facts; but a pile of
stones is not a house and a collection of facts is

not necessarily science.

— Jules Henri Poincaré

HANNON estabeleceu, por meio do teorema para codificagio de canais ruidosos [2],

que existem cOdigos capazes de permitir a transmissao da informagdo por um canal
ruidoso com uma taxa de erro de bit arbitrariamente pequena, desde que a taxa de informagao
transmitida seja menor que uma grandeza definida como capacidade de canal. Embora o
teorema em questao garanta a existéncia desses codigos, ele ndo mostra como obté-los. Desde
entdo, um novo ramo surgiu na area de comunicagdes, a codificacio de canal. Em sistemas
de comunicag¢io digital, a finalidade dessa codificacao é inserir, por meio de cddigos corretores
de erro, redundancia de maneira controlada na informacdo a ser transmitida. Deste modo,
o receptor deve ser capaz de detectar, ou de detectar e corrigir, eventuais erros que ocorram
durante a transmissdo da mensagem por um canal ruidoso. Nesta tese, c6digos corretores de
erro bastante estudados na literatura sao usados com outro objetivo. O intuito é utiliza-los

para construir codigos ciclicamente permutaveis.



23

Neste capitulo, sdo apresentados os conceitos basicos sobre c6digos corretores de erro.
Sao discutidos cédigos de bloco e as propriedades que podem ser usufruidas ao se utilizar
uma estrutura algébrica para eles. Ao leitor que desejar um aprofundamento sobre o tema,
recomenda-se a leitura das referéncias bibliograficas [9]-[14]. Para um bom entendimento
deste capitulo é necessdario um conhecimento basico de corpos finitos e adlgebra linear. Uma

excelente introdugio a esses conteudos pode ser encontrada em [9, Cap. 2] e [10, Caps. 2 € 3].

2.1 Cddigos de Bloco

A seguir, é apresentada a definicdo dos codigos de bloco e sdo discutidas algumas de
suas caracteristicas e propriedades. Nesta tese, s6 sdo abordados cédigos de bloco, de modo
que sempre que se utilizar o termo cddigo, com relacdo a codigos corretores de erro, ele esta

referindo-se a cddigos de bloco.

Definicao 2.1 — Codigo de bloco

Um codigo de bloco g-drio C é o conjunto {cg,c1,Ca,...,cr_1} formado por L n-uplas g-drias de
comprimento n denotadas por ¢; = (co, c1,¢2,...,¢n-1), © =0,1,2,..., L — 1, e denominadas
palavras-codigo ou vetores-codigo. O

Ao codigo C da Definigio 2.1, é associado um codificador que é responsavel pelo mape-
amento das mensagens, emitidas por uma fonte de informac¢io g¢-dria, nas palavras-codigo
c;. Vale ressaltar que, para um dado cédigo C, o codificador ndo € tnico [14]. Isto é, o
mapeamento entre mensagens e vetores-cédigo nao € unico.

O processo de codifica¢do consiste, primeiramente, em dispor os dados emitidos pela fonte
de informacao em blocos de comprimento k e, em seguida, mapea-los em palavras-codigo.
Esse mapeamento é um-a-um, para permitir que o destinatario seja capaz de recuperar a men-
sagem original enviada. Se a fonte de informagao emite simbolos de um alfabeto ¢-drio, entdo
as possiveis mensagens a serem codificadas correspondem a k-uplas, m = (mqg, mq, ..., mg_1),
que formam um espago vetorial sobre GF(q). Visto que cada vetor m possui k simbolos e cada
simbolo pode assumir ¢ valores distintos, o total de possiveis vetores-mensagem é igual a g~.
Desta forma, o valor maximo de L é ¢*. O processo de codificagio é ilustrado na Figura 2.1.
Entretanto, ha situagdes em que L # ¢*. Nesses casos, a implementacio, em geral, torna-se
mais complexa. Em [10, pdg. 69| mostra-se um exemplo em que o codificador tem de arranjar

as mensagens em blocos com comprimento variavel para tratar o caso em que L # ¢*.
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FONTE DE [ k — = n

INFORMAGAO |—— . T T T T T 1 1]+ —>| CobrFicabor —> [ [ [ T 11111 L1]]-
g-aria

Figura 2.1: Processo de codificacdo dos cédigos de bloco.

E analisado, neste ponto, como a utilizacdo dos cédigos de bloco permite inserir redun-
dancia, de modo controlado, nas mensagens codificadas. O conjunto de todas as n-uplas
g-arias de comprimento n constituem o espaco vetorial V sobre GF(q) contendo um total
de ¢™ vetores. O conjunto de vetores que pertencem a C é um subconjunto de V, portanto
existem vetores de V que ndo estdo em C. Diz-se, entdo, que um cddigo de bloco possui re-
dundincia quando o nimero de vetores que pertencem ao c6digo € menor que o numero total
de vetores g-drios de comprimento n, ou seja, L < ¢". A redundincia r pode ser expressa em
forma logaritmica [10] por

r=n—log, L. (2.1)

Em geral, utilizam-se cédigos em que L = ¢*. Portanto, a Férmula (2.1) torna-se r = n—k.
Ou seja, dos n simbolos transmitidos, k& simbolos sdo de informacgao e o restante, n — k, sdo
de redundancia. Uma maneira mais usual para expressar a redundancia de um cédigo, é

definindo a sua taxa.

Definicao 2.2 — Taxa de um cédigo

Seja C um codigo de bloco q-drio com L palavras-codigo, cada uma de comprimento n. A taxa R do

codigo C € dada por
log, L
= giq (2.2)
n
Para os casos em que L = q¥, a Formula (2.2) reduz-se a
k
R= o (2.3)
OJ

A seguir, sdo apresentadas algumas defini¢Ges e teoremas importantes na teoria dos codi-

gos de bloco.
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Defini¢ao 2.3 — Peso de Hamming de um vetor
O peso de Hamming, ou simplesmente peso, de um velor q-drio, em geral denotado por w(v), é o

niimero de coordenadas ndao nulas deste vetor. O

Exemplo 2.1
Considere os seguintes vetores: vy = (1,0,0,1,1,0,1,0,1,1) wm vetor bindrio,
ve = (2,0,2,1,1,0,1,0,1,1) um vetor terndrio e v3 = (c3,0,0,0,0,0,a*,0,0,0) cujos ele-

mentos pertencem a GF(23). Os respectivos pesos sdo: w(vi) = 6, w(ve) =Tew(vy) =2. O

Definicao 2.4 — Distincia de Hamming
A distancia de Hamming entre dois vetores v e w, de mesmo comprimento n, é o niimero de

coordenadas em que eles diferem.
dHamming(v7W) é d(V,W) = #{Z ‘ (% 7& Wy, 1= Oa 17 ceey = 1}7 (24)

em que #{.} denota a cardinalidade" do conjunto. O

Exemplo 2.2
No exemplo 2.1, os vetores V1, v e V3 sdo todos de mesmo comprimento, n = 10. Desta forma, a

distdncia de Hamming entre eles é: d(v1,va) = 2, d(v1,v3) = 6ed(vae,vs) =T. O

A Defini¢ao 2.4 tem uma importancia significativa na teoria de cddigos corretores de erro.
A partir dela, pode-se definir um importante parimetro para caracterizar a capacidade de
deteccdo de erro, a capacidade de corre¢ao de erro e a capacidade de corre¢do de apagamento.

Tal parametro é definido a seguir.

Definicdo 2.5 — Distincia minima de um cédigo
A distdncia minima, denotada por dyivn, de um codigo de bloco C é a menor distincia de Hamming

entre todos os pares distintos de palavras-codigo pertencentes a C. O

Exemplo 2.3
Considere um codigo bindrio C formado pelo seguinte conjunto de palavras: {co;ci;co;c3}, em
que co = (0,0,0,1), ¢; = (1,1,0,1), co = (0,1,0,1) e c3 = (1,0,1,0). Para determinar a
distancia minima do codigo C, calcula-se a distancia de Hamming entre todos os pares de palavras-

codigo. Como o codigo possui quatro palavras no total e d(v,w) = d(w,V), o total de distincias

"Termo utilizado para designar o niimero de elementos de um conjunto.
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calculadas que € dado por (;l) = 6. Os resultados sdo: d(cg,c1) = 2, d(cg,c2) = 1, d(cg,c3) = 3,
d(ci,c2) =1, d(c1,c3) = 3ed(ce, c3) = 4. Logo, dwin = 1. O

A medida que o nimero de palavras de um c6digo aumenta, maior é o nimero de com-
paragdes que devem ser feitas para encontrar sua distincia minima. Para ser mais especifico,
o numero de comparagdes necessarias é dado por (S) = L(L —1)/2 ou ¢*(¢* — 1)/2, quando
L = ¢*, o que mostra que a complexidade do cilculo é exponencial em k. Uma vez definida
a distdncia minima de um ¢6digo, pode-se determinar a capacidade de detec¢ao de erro, a
capacidade de corregio de erro e a capacidade de corre¢ao de apagamento para um codigo de

bloco. Daqui em diante, denomina-se padrdo de erro o vetor que representa os possiveis erros

que surgem durante a transmissdo da palavra-codigo.

Teorema 2.1 — Capacidade de deteccdo de erro [9]
Um codigo C com distdncia minima diy € capaz de detectar todos os padroes de erro com peso menor

ou 1gual a dyin — 1. O

Demonstragdo: Vide |9, pag. 78]. [

Teorema 2.2 — Capacidade de corregdo de erro [11]
Um codigo C com distdncia minima dyin € capaz de corrigir todos os padroes de erro com peso menor
ouigual at = [*=i2=1| em que | x| denota o iinico mibmero inteiro i tal que i < x < i+ 1. Se

dwmin € um niimero par, entdo o cédigo € capaz de corrigir (dwin — 2)/2 erros ou detectar dyyin /2.0
Demonstragdo: Vide |11, pag. 10]. [ |

Codigos corretores de erro também sio utilizados em canais com apagamento. Por exem-
plo, um canal bindrio com apagamento [5], em que os simbolos na entrada do canal sdo 0 ou 1
e na saida do canal s3o 0, 1 ou %, em que * denota o apagamento. Em geral, um canal p-drio
com apagamento possui p simbolos para o alfabeto de entrada e p+1 para o alfabeto de saida,
tendo * como o simbolo adicional no alfabeto de saida para indicar apagamento. O nimero
de apagamentos que um cddigo de bloco com distincia minima d,,;, pode corrigir é dado no
teorema a seguir. Similar a defini¢do para padrdes de erro, daqui em diante, denomina-se pa-
drdo de apagamento o vetor que representa apagamentos que afetam uma palavra-codigo apds

ser transmitida através de um canal ruidoso.
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Teorema 2.3 — Capacidade de corre¢do de apagamento [13]
Um codigo C com distancia minima dvin € capaz de corrigir todos os padroes de apagamento com
peso menor ou 1gual a p se dwin > p + 1. Além do mazs, quaisquer padroes de erro e apagamento
em que ocorram t ou menos erros e p ou menos apagamentos simultaneamente, podem ser corrigidos

se dmin > 2t +p+ 1L O
Demonstragdo: Vide [13, pag. 14] |

Um dos problemas com os cédigos de bloco, em geral, é que é necessdrio armazenar
todas as palavras do cédigo para poder executar os processos de codificacdo e decodificagio
e quando o valor de k aumenta, o nimero de palavras-cdigo aumenta exponencialmente. E
visto na proxima se¢do que a complexidade desse problema pode ser reduzida se os codigos

de bloco forem lineares.

2.2 Codigos de Bloco Lineares

Nesta se¢do, mostra-se que a linearidade prové uma estrutura matemdtica aos codigos de
bloco que permite fazer varias simplificacdes com relacdo as propriedades discutidas na se¢ao

anterior. Inicialmente, define-se um c6digo de bloco linear.

Definigdo 2.6 — Codigos de bloco lineares
Um codigo de bloco g-drio C com q* palavras-codigo é um codigo de bloco linear (n, k, dyin) se e
somente se suas q" palavras-cédigo formam um subespaco de dimensio k do espago vetorial de todas

as n-uplas sobre GF (q). O

A Definig¢do 2.6 permite que se utilizem vdrias propriedades de espagos vetoriais ampla-

mente conhecidas da dlgebra linear [10, Cap. 2].

Propriedade 2.1 - [10]
A combinagdo linear de qualquer conjunto de palavras-codigo é uma palavra-codigo. Uma con-
sequéncia disto € que um codigo linear sempre contém a palavra-codigo toda nula, daqui por diante,

denotada por 0. O

Demonstracdo: A prova é uma consequéncia direta da defini¢io de espaco vetorial.

Vide [10, pag. 31]. [
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Propriedade 2.2 - [10]
A distdncia minima de um codigo de bloco linear ¢ igual ao peso da palavra-codigo de menor peso

entre todas as palavras do codigo nao-nulas. O
Demonstragdo: Vide |10, pag. 83] [

Pela Propriedade 2.2 percebe-se como a complexidade para encontrar a distincia minima
de um cédigo de bloco linear é reduzida. Anteriormente, foi mencionado que a complexidade
para encontrar a dp,i, de um cédigo de bloco é dada por ¢*(¢* — 1)/2. Para cédigos lineares,
este valor diminui para ¢* — 1, pois s6 é preciso encontrar a palavra-cédigo ndo-nula com

menor peso.

2.2.1 Matriz Geradora e Matriz de Verificacdo de Paridade

Dado um espaco vetorial V, pode-se escolher um subconjunto finito de vetores, {v;}, tal
que v; € V, de modo que qualquer outro vetor pertencente a V pode ser obtido como uma
combinacdo linear dos vetores que estao no subconjunto {v;}. Entretanto, se os vetores que
constituem o subconjunto {v;} forem linearmente independentes, obtém-se uma base vetorial
para o espago V. Por meio de uma base vetorial, o mapeamento entre as combinagdes lineares
dos vetores-base e todos os vetores que pertencem a V é um-a-um. A defini¢do de codigos
lineares como subespagos vetoriais, permite, entdo, obter uma eficiente representacido para
esses cOdigos.

Seja {go0, 81, - - -,L8k_1} uma base de vetores-codigo de um c6digo linear g-ario (n, k, duin).
Entdo, cada palavra-cddigo c pode ser representada de modo tnico por ¢ = mogo + mig1 +
cotmp_18k—1,em que m; € GF(q), para 0 < i < k—1, representam as coordenadas do vetor-
mensagem m = (mg,mq,...,mp_1) . Esta situacdo pode ser representada matricialmente
caso definam-se os vetores-base g; como linhas de uma matriz geradora, denotada por G, do

seguinte modo

£o 40,0 go,1 «vo gon-—1
g1 g1,0 g1,1 cee o gimn—1
G = = (2.5)
| 8k—1 | 9k—1,0 Gk—1,1 - Gk—1,n—1 |

Pode-se usar diretamente a matriz G para codificar o0s vetores-mensagem

m = (mg,mq,...,mk_1) em vetores-codigo ¢ procedendo da seguinte forma
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g1
c=mG = (mg,m1,...,Mp_1) . =mogo +mMig1 + ... + Mp_18k—1. (2.6)

| 8k—1

A representagao dos codigos lineares, por meio da matriz G, soluciona o problema de
armazenar todas as palavras de um c6digo de bloco para executar o processo de codificagio.
Basta, neste caso, armazenar k palavras-cddigo linearmente independentes. Vale ressaltar que
o nimero de matrizes G distintas que podem representar um mesmo codigo linear g-drio

(n, k, dmin) é dado por [8]

IT (@ ~d). (2.7)

i=0

E interessante destacar que o nimero de possiveis codificadores para um cédigo de bloco
nao-linear com ¢* palavras-cédigo é igual (¢*)! [8]. Esse nimero é bem maior que o niimero
de matrizes geradoras distintas para um c6digo linear dado por (2.7). A redugao, deve-se ao
fato da restri¢do de que as linhas de G sao linearmente independentes.

Dentre todos os possiveis codificadores previstos por (2.7), um deles destaca-se dentre
os demais, é o codificador sistemdtico. Ao utilizar esse codificador, é possivel distinguir na
palavra-cédigo quais sdo os simbolos de informacao e quais sdo os simbolos de redundancia.
Em situagoes praticas, os cddigos construidos na forma sistematica siao preferidos. A matriz

geradora de um c6digo sistemdtico possui a seguinte forma

Do,o Po1  --- Pom—k—1 1 0 0 ... 0
P10 P11 .-~ Pim—k—1 0 1 0 ... 0
G=[P|L]=| pao P21 .. Pam—k— 0O 0 1 ... Of. (2.8)

|Pk-1,0 Pk-11 --- Pk—1n—k-—1 0 0 0 ... 1
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Exemplo 2.4

O cddigo linear bindrio (7,4, 3) possui a seguinte matriz geradora:

g0 1101000
c_lg|_o1 10100
g 11100710
g5 1010001

As palavras-codigo 8o, 81, 82 ¢ 83 sdo linearmente independentes e formam wma base vetorial para

o subespago de dimensdo k que corresponde as palavras do codigo. O

Outra importante matriz associada a um cédigo de bloco linear é a matriz de verificacdo
de paridade denotada por H. As linhas desta matriz sio elementos do conjunto de vetores
{hg,hy,...,h, 1} que formam uma base vetorial do espaco C*, o qual denota o espago

dual do cédigo C gerado por G,

hy ho,o ho,1 e hon—1
h; hi,0 hia - hin—1
H = = (2"9)
k1] [Pn—k-1,0 Pn—k-10 - Rn—g—1n-1]

Na forma sistemadtica, a matriz H pode ser obtida diretamente da matriz G sistematica

(2.8),

1 0 0 ... 0 —po’o _pl,O . pk—l,O
01 0 ... 0 —Po,1 —P1,1 cee Pk—1,1

H= [Infk‘ - PT] =0 01 ... 0 —Po,2 —P1,2 - Pk—1,2 . (Z.IO)
_0 00 ... 1 —Pon—k—-1 —Pin—k-1 --- pkfl,nfkfl_

Teorema 2.4 — [10]
7 7 7" T _ T .
Um vetor ¢ é uma palavra do codigo C se e somente se cH™ = 0, em que H" denota a matriz

transposta da matriz de vertficacdo de paridade H. O

Demonstragdo: Vide |10, pag. 84]. [
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Teorema 2.5 — [10]
Seja C um codigo linear com matriz de paridade H. A distdncia minima de C € igual ao menor

niimero, diferente de zero, de colunas da matriz H cuja combinagio linear resulta em 0. O

Demonstragdo: Vide |10, pag. 84]. [

Teorema 2.6 — Cota de Singleton [10]

A distdncia minima de um codigo (n, k, dwin) € limitada superiormente por

Admin <n—k+1. (2.11)

Demonstragdo: Vide [10, pag. 84]. [

Cédigos que satisfazem a cota de Singleton com igualdade sdo conhecidos como cddigos
MDS (Maximum Distance Separable), ou seja, codigos cuja distdncia minima é a maxima possi-
vel.

Para evitar davidas quando se fizer referéncia a codigos de bloco lineares e codigos de
bloco nao-lineares, daqui por diante, usa-se a terminologia cddigos ndo-lineares para designar

c6digos de bloco que nido sdo lineares.

2.3 Cddigos Ciclicos

Assim como a linearidade agregou mais propriedades aos codigos de bloco, mais propri-
edades podem ser acrescentadas se estes codigos também forem ciclicos. Os cddigos ciclicos
obtiveram grande destaque em aplicagdes praticas como, por exemplo, no compact disc (CD) e

no NASA Deep Space Standard para comunicagdes via satélite [10].

Definicao 2.7 - Codigos ciclicos
Um cddigo de bloco C é denominado ciclico se qualquer deslocamento ciclico de uma palavra-codigo

resulta em uma palavra-codigo. O

Embora seja bastante comum empregar o termo cddigo ciclico a um codigo que é simultane-
amente linear e ciclico [9], [10], [14], a Defini¢do 2.7 abrange os c6digos lineares e os c6digos
nao-lineares. De modo que, para evitar ambiguidade, usa-se a expressao cddigo ciclico linear

para designar os casos em que o codigo em questdo € linear e ciclico.
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Ao trabalhar com cédigos ciclicos, é comum representar as palavras-cédigo por meio de
polindmios. Isto é, a palavra-cddigo ¢ = (cg,c1,¢2,...,c,-1) pode ser representada pelo

polinémio-cédigo c(x) = co + cr1z + c22® + ... + cp1a™ L.

Teorema 2.7 — Propriedades [10]

Seja C um codigo ciclico linear g-drio (n, k, dmin ).

a. Existe um iinico polindmio monico g(x) de grau n — k, o qual representa uma palavra-codigo
8, que € o polinomio de menor grau entre todos os polindmios que representam as palavras-

cddigo de C. g(z) € denominado polinémio gerador do cidigo C.
b. O polinémio gerador g(x) de um cddigo ciclico linear (n, k, din) € fator de ™ — 1.

¢. Cada polindémio-cédigo c(x) € C € expresso unicamente como c(x) = m(x)g(x), em que

m(z) € o polinémio-mensagem de grau menor que k e g(x) é o polinomio gerador de C. O

Demonstragao: Vide [11, pag. 191]. [ |

Uma observag¢do importante é que para garantir a Propriedade @ no Teorema 2.7, gg # 0.
Pois, deslocar ciclicamente g(z) uma posi¢ao para a esquerda produz ¢'(z) = g1 + g2z + ... +
2" =1 4 goz™ %, Logo, go # 0, sendo um polindmio de grau menor que n — k seria um
polinémio-codigo, o que é impossivel.

Considere, neste ponto, como os deslocamentos ciclicos realizados nas palavras-cédigo
podem ser reproduzidos na representagio polinomial. Se ¢ = (cg,¢1,¢2,...,¢,—1) € C,entdoa
palavra-c6digo obtida ao deslocar ¢ uma posi¢ao para direita é ¢’ = (¢,—1,¢0,¢1,---,Cn—2) €

C. Este resultado é obtido na representacdo polinomial ao se efetuar a seguinte operagio

ze(z) = (coxr+c1x? +cox® + ... 4 cp_12™) mod (z" — 1)
= (cpo1+cor+c12? + ... 4 cp_oz™ ) mod (2™ — 1)

= (x) mod (z" —1).

Sendo assim, efetuar dois deslocamentos para a direita em c seria equivalente a multiplicar
c(z) por 2 mod (z™ — 1) e assim sucessivamente até n — 1 deslocamentos, os quais seriam
obtidos, na forma polinomial, multiplicando ¢(z) por z"~!. Obviamente, multiplicar por ="
seria 0 mesmo que multiplicar por 1, pois 2 = 1 mod (z" — 1). Na forma vetorial, significa
dizer que ao deslocar-se ciclicamente n vezes a palavra-codigo original é obtida. A partir desta

constatac¢do, pode-se definir a ordem ciclica de uma palavra-codigo.
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Definicao 2.8 — Ordem ciclica
A ordem ciclica de uma palavra-cédigo é o menor inteiro positivo i tal que x'c(z) = c(x) mod

(™ —1). O

Embora a Defini¢do 2.8 refira-se a vetores que pertencem a um codigo ciclico, o conceito de
ordem ciclica pode ser expandido a qualquer n-upla g-dria de comprimento n. E importante
ressaltar que os possiveis valores para a ordem ciclica de uma palavra-cédigo sao os divisores
de n [30, pag. 148]. Diz-se, entdo, que uma palavra-codigo tem ordem ciclica plena quando a
ordem ciclica desta palavra é igual a n.

O Teorema 2.8 enunciado na sequéncia trata-se de uma contribuicdo desta tese e foi pu-
blicado originalmente em [42]. Ele estabelece uma condi¢ao para o conjunto de raizes do
polinémio gerador g(z) de um cddigo linear ciclico g-ario tal que todas as palavras-codigo

nio-nulas tenham ordem ciclica plena.

Teorema 2.8
Seja n um divisor de ¢™ — 1, em que m € um niimero inteiro positivo, sendo q a poténcia de um
nitmero primo p, e seja C um codigo linear ciclico g-drio (n, k, dwin) cujo polinémio gerador é g(x).
Todas as palavras-codigo nao nulas de C tem ordem ciclica plena se e somente se o conjunto de raizes
de g(z) em GF(q™) inclui todas as raizes de x™ — 1 que possuem ordem multiplicativa menor que

n. OJ

Demonstragdo: Suponha que entre as raizes de g(x) estdo todas as raizes de z" — 1
com ordem multiplicativa menor que n. Além do mais, suponha que ¢(z) € C é uma

palavra-codigo com ordem ciclica i < n, ou seja,
zie(x) = ¢(x) mod (z" —1). (2.12)

Uma vez que c¢(x) = m(z)g(z) (Teorema 2.7), entdo (2.12) pode ser reescrita da seguinte
forma

(' — D)m(z)g(x) =0 mod (z" — 1). (2.13)

A condigio expressa em (2.13) implica que todas as raizes de 2™ — 1 estdo contidas em
(" — )m(z)g(x). Como o grau[m(z)g(x)] < n — 1, no minimo uma raiz de 2" — 1 é
comum a z° — 1. Entretanto, todas as raizes de #™ — 1 que possuem ordem multiplicativa
menor que n estdo entre as raizes de g(x) por hipétese. Portanto, as raizes de " — 1 em
comum com z* — 1 tém ordem multiplicativa n, ou seja, i = n é o menor valor de i para o

qual (2.13) é satisfeita. Logo, todas as palavras ndao nulas de C tém ordem ciclica plena.
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Tabela 2.1: Classes conjugadas e polindmios minimos sobre GF (2) para z'° + 1

Classe conjugada Polinémio minimo

(7,14,13,11} My(z) =1+ 2% + 2

Por outro lado, suponha que todas as palavras-c6digo ndo nulas de C possuem ordem
ciclica plena, ou seja, n é o menor valor de i que satisfaz (2.13). Pelos mesmos argumentos
j4 expostos, no minimo uma raiz de ™ —1 é comum a z° — 1 em (2.13). Se esta raiz comum,
denotada por o™, tem ordem multiplicativa ny < n, tal que a2 = o™ = 1, entdo (2.13)
¢ satisfeita para i = no. Porém, isto implica que pelo menos uma palavra-cédigo possui
ordem ciclica no < n. Como isto ndo é possivel, dada a hipétese assumida que i = n é o
menor valor para o qual (2.13) € satisfeita, entdo qualquer raiz com ordem multiplicativa
i < n deve estar no conjunto de raizes de m(z) ou de g(z). Uma vez que o polindomio m(x)
pode conter ou nido raizes em GF(¢"), o unico modo de garantir a hipétese assumida é
que, em geral, todas as raizes com ordem multiplicativa i < n devem estar no conjunto de

raizes de g(x). [

Exemplo 2.5
De acordo com a Tabela 2.1, 2> + 1 = My (z)Ms(x)Ms(x) M7 (z). Considere o codigo linear
ciclico bindrio (15,8, 4) cujo polindmio gerador é g(x) = Mo(x)Ms(z)Ms(z) = (x+1)(1+x +
2?4+ 23+ 21)(1+ 2+ 22). Todas as raizes de ©'° + 1 com ordem multiplicativa menor que 15 estio
no conjunto de raizes de g(x), pots Mo(x) pertence ao expoente 1, Ms(x) pertence ao expoente
5 e Ms(x) pertence ao expoente 3. Portanto, pelo Teorema 2.8 esse cédigo possui 28 — 1 = 255

palavras-codigo ndo-nulas com ordem ciclica plena. O

2.3.1  Matriz Geradora e Matriz de Verificacio de Paridade

A forma geral da matriz G de um cédigo ciclico linear pode ser obtida por meio da Propri-

edade ¢ no Teorema 2.7. Sendo o polinémio mensagem m(z) = mg +mix + ... +mp_12* 1,
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a multiplicacdo ¢(x) = m(x)g(x) pode ser escrita da seguinte forma

c(x) = (mo+mz+...+me_12" ")g(x)

k-1

= mog(x) + mizg(z) + ...+ mp_12"" g(z). (2.14)

A Expressao (2.14) pode ser reescrita na forma de multiplicacdo de matrizes como pode

ser observado em (2.15),

g(z)

c(x) =[momy ... mp_1] :Ug(x) . (2.15)

| zF g (x))

Lembrando que multiplicar g(z) por 2 mod (2" — 1), sendo 4 um niimero inteiro positivo,
¢ equivalente a deslocar ciclicamente g de i posi¢Oes para a direita, entdo a matriz G pode ser
escrita conforme (2.16). Também é possivel construir a matriz G na forma sistemdtica para
um codigo ciclico linear. Um algoritmo mostrando como realizar este procedimento pode ser

visto em [10, pag. 107].

B 7 go 91 --- Gn—k 0

g()

go g1 coo Yn—k
zg ()
G — . = ) (2.16)
9o g1 coo On—k
| zF g ()
0 go 91 - Gn—k]

Segue da Propriedade b que para cada polinémio gerador g(x), existe um polinémio de
verificacdo de paridade, ou simplesmente polinémio-paridade, denotado por h(z), que é mdnico,
com hgy # 0 e de grau k, tal que g(z)h(x) = 2™ — 1. Sabe-se que ¢(x) é um polindmio-codigo
se e somente se ele é um multiplo de g(z), alternativamente, ¢(z) é um polindmio-codigo se
e somente se ¢(z)h(x) = 0 mod (2™ — 1). Esta equacdo pode ser manipulada [10] de modo a
ser escrita na forma matricial como cH? = 0. A matriz H(,,_)xn em questdo é a matriz de

verificagdo de paridade para o c6digo gerado por g(z),

~ - T
he ... hi ho 0
he ... h1 hg
H= : (2.17)
hy ... h1 hg
| 0 hg ... hi ho]
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Como pode ser visto em (2.17), as linhas da matriz H sao formadas pelo deslocamento
ciclico de um polinémio que nio é o polinémio-paridade h(x) = ho + hix + ... + hpa*,
mas é um polindmio cujos coeficientes sdo os mesmos de h(z) s6 que em ordem reversa. Tal
polindémio, h*(z) = hy + hx_12 + ... + hqz* =1 + hoa®, é denominado polindmio-reciproco* de
h(z). O teorema a seguir mostra uma importante relacdo entre h*(z) e o cédigo dual C+ de

um c6digo ciclico linear C gerado por g(z).

Teorema 2.9 — [10]
Seja C um cddigo linear ciclico g-drio (n, k) com polindmio gerador g(z). O cédigo dual C*+, do

codigo C, € um codigo ciclico linear g-drio (n,n — k) cujo polinémio gerador é h*(z). O

Demonstragdo: Vide [10, pag. 104] [ |

2.3.2 Codigos BCH

Os c6digos BCH sdo codigos ciclicos lineares g-arios e sdo assim denominados em home-
nagem aos pesquisadores que os investigaram inicialmente: A. Hocquenghem em 1959 [43],
Bose e Ray-Chaudhuri em 1960 [44], [45]. Entretanto, coube a outro pesquisador, W. Peter-
son, mostrar que esses codigos eram ciclicos e construir o primeiro algoritmo de decodificagio
algébrica para codigos BCH [46].

Em geral, quando se escolhe um polinémio gerador g(z) e gera-se um codigo ciclico li-
near nao se tem ideia do valor da distincia minima deste codigo. Por isto, os cédigos BCH
destacam-se em relacdo a cddigos ciclicos arbitrarios, por garantirem um limite inferior para
a distancia minima do codigo. Tal resultado é obtido impondo algumas restri¢oes a escolha
do polinémio gerador g(x). O limitante inferior para a distincia minima do c6digo é deno-
minado distdncia projetada do cédigo e é denotado por 6. O teorema a seguir especifica como

escolher as raizes do polindmio gerador a fim de garantir a distincia projetada do cédigo.

Teorema 2.10 — cota BCH [10]
Seja C um codigo linear ciclico g-drio (n, k, dmin) cujo polindmio gerador € g(x). Além do mais, seja
m a ordem multiplicativa de ¢ mod n tal que GF(q™) € o menor corpo de extensio de GF (q) que

contém a n-ésima raiz da unidade. Considere o uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Assegure-se

b+1) b+2) —

que g(z) foi escolhido como o polinémio de menor grau tal que g(a®) = g(« = g(«

.= g(abt°72) = 0, em que b é um niimero inteiro b > 0 e § > 1. Desta forma, g(x) tem (6 —1)

*Em geral, o polindmio-reciproco de a(z) = ap + a1 + ... + an—12" "1 + anx™ é o polindmio a*(z) = z"a(z™!) =

an + an_1z+ ... +ar1z” 1 4+ apzx™.
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poténcias consecutivas de o como raizes. Entdo, o cddigo C gerado por g(x) tem distdncia minima

dmin Z 0. O
Demonstragdo: Vide |10, pag. 176-180] [

Vale destacar que em muitas situagdes a distincia minima, dyin, do cédigo BCH coincide
com a distancia projetada, §. Entretanto, ha também vdrias situacdes em que dp,in € maior
que 4 [9].

Uma vez que a distancia minima do c6digo BCH esta garantida pela cota BCH do Teorema
2.10, um procedimento para construir um cdédigo BCH ¢-4rio de comprimento n e corretor de

t erros pode ser o seguinte [10]:

1. Encontre uma n-ésima raiz primitiva « de 2™ — 1 em um corpo GF(¢™) para o menor

valor possivel de m;

ii. Selecione (§ — 1) = 2t poténcias consecutivas de a: a’, a®*1, a?*2, .. ab*?! sendo b
um numero inteiro nao negativo;

111. Seja M;(x) o polindbmio minimo de o' e seus conjugados [9, pag. 48]. Entdo faca g(z) o
minimo multiplo comum entre os polindmios minimos de todas as poténcias consecuti-

vas de a.

g(x) = MMC{M,(z), Mpt1(z), Myi2(x),. .., Mpio(z)}. (2.18)

Para b = 1, os c6digos BCH sao denominados de sentido restrito. Para n = ¢"™ — 1, m sendo
um namero inteiro positivo, o cddigo BCH é denominado primitivo. Quando n # ¢™ — 1, os
codigos BCH sdo denominados ndo-primitivos e os possiveis valores de n sdo os divisores de

qm — 1.

2.3.3 Cddigos Reed-Solomon

Codigos Reed-Solomon (RS), assim como ocorre com os codigos BCH, recebem esta de-
nominac¢ao em homenagem aos primeiros pesquisadores a investiga-los, I. S. Reed e G. Solo-
mon [47]. Entretanto, ha varias formas de definir um cédigo RS [10]. A defini¢io usada nesta

tese segue aquela em que esses codigos sdao uma extensao natural dos codigos BCH.

Definicao 2.9 — Codigos Reed-Solomon [10]
Um codigo Reed-Solomon ¢ um codigo BCH de comprimento n = q"™ — 1 cujos simbolos pertencem

a GF(¢™). O
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A partir da Defini¢do 2.9, pode-se destacar que, diferentemente dos codigos BCH mencio-
nados na subse¢ao anterior, a n-ésima raiz da unidade nao precisa ser procurada num corpo de
extensdao GF(¢™), pois os codigos RS sao definidos sobre este corpo e, portanto, a € GF(¢™).
Além do mais, os polindbmios minimos M;(z) sdo da forma (x — a®), pois os elementos ndao
nulos de GF(¢™) sdo as raizes de 27 ~! — 1 e, desta forma, ndo h4 raizes conjugadas.

Codigos RS destacam-se com relagido a outros codigos BCH por possuirem véarias proprie-
dades que estes outros codigos ndo compartilham. Nio é por acaso que codigos RS constituem
a subclasse dos codigos BCH ndo-bindrios mais conhecida, haja vista as vdrias aplicagoes em
que eles sao utilizados [48]. Entre essas propriedades, a mais importante estd relacionada a

distidncia minima dos codigos RS como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.11 — Distancia minima de um cédigo RS [10]

Um codigo RS (n, k, dwin) possui distdncia minima igual a dpin = n — k + 1. O
Demonstragdo: Vide |10, pag. 188] [

Desta forma, codigos RS sao codigos MDS. Codigos MDS possuem propriedades interes-

santes que podem ser vistas em [10]. Uma delas é enunciada no teorema a seguir.

Teorema 2.12 — Distribui¢ido de pesos [10]

O niimero de palavras-codigo com peso de Hamming j em um codigo q-drio (n, k) e MDS ¢ dado

por

n - dmin (7 —1 .
Aj = (j>(q— Y (-W(‘] ; )q]‘l‘d’“‘“- (2.19)

=0

Demonstracdo: Vide |12, pag. 429—431]. [



CAPITULO

CODIGOS CONSTACICLICOS

A teoria € o general; os experimentos sdo os sol-

dados.

— Leonardo da Vinci

( : Odigos constaciclicos [12], também conhecidos como cddigos pseudociclicos [49]-[51],
sdo uma generalizacdo dos codigos ciclicos apresentados no Capitulo 2, conforme é

visto na sequéncia.

3.1 Cddigos Constaciclicos

"=1 um polindmio cujos coeficientes pertencem a

Seja c(x) = co+c1x+cax?+ ...+ ey
GF(p), em que p denota um niimero primo. Multiplicar ¢(x) por z e reduzir o produto médulo
" — a, sendo a um elemento nao-nulo de GF(p), resulta no polindémio ¢/(x) = ac,—1 + cox +
c17% + ...+ cp_22™ L. Diz-se que ¢/(z) corresponde a um deslocamento constaciclico de c(z)

para a direita [12]. Assim, temos a seguinte defini¢do para c6digo constaciclico.

Definicao 3.1 - Codigos constaciclicos
Um codigo C € dito ser um codigo constaciclico se qualquer deslocamento constaciclico de uma

palavra-codigo resulta em uma palavra-codigo. O
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Neste ponto, é possivel perceber que a classe de codigos constaciclicos contém a classe de
codigos ciclicos, para isto basta fazer a = 1 em 2™ —a. Além do mais, os cddigos negaciclicos [12],

obtidos fazendo a = —1 em 2™ — a, também sdo um caso particular dos c6digos constaciclicos.

3.1.1  Cddigos Constaciclicos de Comprimento p + 1

A construcdo de co6digos constaciclicos pode ser obtida como uma generaliza¢do da cons-
trugao de cddigos ciclicos. Sendo assim, as palavras-codigo de um cédigo constaciclico linear
p-ario (n, k) sdo reduzidas mod(z™ — a), a € GF(p), e o polindmio gerador g(x), de grau
(n—k), é fator de 2™ — a. Os polindmios-codigo sdo da forma c(z) = m(z)g(z), em que m(x)
¢ o polindmio-mensagem de grau menor ou igual a k — 1.

Nesta tese, estamos interessados na constru¢ao de coédigos constaciclicos de comprimento
n = p+ 1, sendo p um namero primo tal que p > 3, e com o elemento a de ™ — a sendo
um elemento gerador do grupo multiplicativo de GF(p). Esta escolha deve-se ao fato de que
algumas propriedades sdo conhecidas para c6digos constaciclicos com esses pardmetros [49].
Uma descri¢ao da existéncia de cédigos constaciclicos para outros valores de n e a pode ser
encontrada em [52]. Daqui por diante e até que se informe o contrario, o elemento a do
polinémio 2™ — a é um elemento gerador do grupo multiplicativo de GF(p).

Paran = p+1 e a um elemento gerador do grupo multiplicativo de GF(p), é conhecido [49]
que as raizes de zPt! — a pertencem a GF(p?) e podem ser escritas na forma o'+ ®=17 para
0 < i < p, ou ainda na forma a?t®=D¢ para —(p —1)/2 < i < (p+ 1)/2. De acordo
com [49], o polindmio xP*! — @ é fatorado em (p + 1)/2 polindmios de grau dois. Logo,
as raizes de P! — @ pertencem a classes conjugadas de cardinalidade dois. Sendo assim,
também é possivel representa-las por meio de seus expoentes como {1 — (p—1)i, p+ (p—1)i},
para 0 < i < (p— 1)/2. Uma consequéncia deste fato é que o grau dos possiveis polinémios
geradores g(x) é um nimero par, isto é, n — k sempre é par. Como n = p + 1 também é par, a

dimensio do codigo, k, sempre serd um ndmero par entre 2 < k < p — 1.

Exemplo 3.1
Considere p = 5. Os elementos de GF (5) sdo {0,1,2,3,4} sendo 2 e 3 elementos geradores do
grupo multiplicativo de GF(5), ou seja, elementos cuja ordem multiplicativa € igualap — 1 = 4.
Desta forma, podemos construir codigos constaciclicos 5-drios (n = p + 1,k) cujos polindmios-
cddigo sdo reduzidos mod (z° — 2) ou mod (x® — 3). Como a dimensio do cédigo, k, é um niimero

par entre 2 < k < 4, os possiveis codigos constaciclicos 5-drios possuem pardmetros (6,2, dmin) €
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Tabela 3.i: Classes conjugadas e polinémios minimos sobre GF (5) para x® — 3

Classe conjugada Polinémio minimo
{1,5} M (z) = 3 + 2z + 22
{9,21} My(z) = 3 + 2?
{13,17} Mis(x) = 3 + 3z + 2?
(67 47 dmin)- 0

Analisa-se, neste ponto, os resultados discutidos no paragrafo anterior para o polinémio
2% — 3 do Exemplo 3.1. Como p = 5, considere o corpo de extensio GF(25) gerado por
p(r) = 3 + 2z + 2? que é um polindmio primitivo sobre GF(5). Além do mais, considere
a um elemento gerador do grupo multiplicativo de GF(25), tal que p(a) = 3 + 2a + o? =

1+413

0. Portanto, as raizes de 2% — 3 em GF(25) escritas na forma a!*% para 0 < i < 5, sdo

9 13 1

{a, 0, a” a3, al7 o'}, Alternativamente, escrevendo as rafzes pela forma o®+4!

,para —2 <
i < 3, obtemos {a'”,a? a,a’, a” a3}, As classes conjugadas para as raizes de x% — 3
sdo {1,5}, {9,21} e {13,17} e todas as classes possuem cardinalidade dois. Os polin6mios
minimos associados a cada uma das classes conjugadas podem ser vistos na Tabela 3.1. Desta
forma, o polinémio x® — 3 é fatorado em trés, (5+1)/2 = 3, polinémios de grau dois, ou seja,
.’E6 -3 = Ml(l‘)Mg(ZE)Mlg(l‘)

Observando o conjunto de raizes {a, a®, a?, al3, a7, a?'} percebe-se que os expoentes das
raizes formam uma progressao aritmética (PA) de razdo 4, no caso geral p— 1, e com primeiro
termo 1 ou, ainda, pode-se dizer que estas raizes formam uma progressio geométrica (PG)
de razdo o, no caso geral a?~!, cujo primeiro termo é a. Como é provado em [49], ocorre
que, em geral, pode-se escolher um polindmio gerador g(x) com 2t raizes consecutivas, pois
elas sdo termos consecutivos de uma PG de razdo a1, e construir um cédigo constaciclico
corretor de t erros cuja distancia minima € limitada inferiormente por dpi, > 2t + 1. E valido
salientar que os expoentes de a, nestes casos, sio reduzidos mod(p? — 1). Isto implica, por
exemplo, que as raizes a®! e a sdo consideradas consecutivas neste contexto. Esta cota inferior
para a distancia minima dos c6digos constaciclicos é semelhante a cota BCH do Teorema 2.10.
Como o grau do polindmio gerador g(z) é igual a n — k e este polindmio possui 2t raizes,
n —k = 2t e, assim, dpin > n — k + 1. Porém, pela cota de Singleton, dpin < 2t + 1 ou

dmin < n—k—+ 1. Portanto, desde que o polindmio gerador g(x) possua 2t raizes consecutivas

de zPT! —a, o cédigo gerado por g() tem dpin = n—k+1 (MDS) para satisfazer a cota BCH
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e a cota de Singleton simultaneamente. A vantagem de construir c6digos constaciclicos MDS
€ que a distribuicao dos pesos das palavras-cdigo é conhecida, Formula (2.19). Para codigos
constaciclicos que nao sao MDS, ndo hd uma férmula fechada para obter a distribuicdo de

pesos das palavras-codigo.

Exemplo 3.2
Para gerar os cddigos (6,4, dmin) do Exemplo 3.1 0 grau de g(x) € igual a n — k = 2, logo se tem
trés opgoes para o polinémio gerador, sio elas: g(x) = M;(x) para i = {1,9,13} (Tabela 3.1).
Para g1(z) = Mi(x) e go(x) = Mis(x) os polindmios geradores possuem duas raizes que sio

termos consecutivos da PG {a, ®, o, a3, a'7 21}, logo dpmin = 3 e estes codigos sdo MDS com

pardmetros (n, k, dmin) = (6,4, 3). Entretanto, para g3(z) = Mo(x) as raizes sio o® e o' e estas
ndo sdo termos consecutivos da PG, logo o codigo ndo é MDS. Neste caso, dmin = 2 e 0 codigo possui

pardmetros (n, k, dmin) = (6,4, 2). O

Baseando-se no Exemplo 3.2, para construir os codigos constaciclicos 5-arios de pardme-
tros (6,2, dmin ), previstos no Exemplo 3.1, o grau do polinémio gerador g(x) tem de ser igual
an—k = 4. De acordo com a Tabela 3.1, polinémios geradores de grau 4 sdo obtidos quando
g(x) = M;(x)M;(x), i # jei,j={1,9,13}. Logo, os possiveis polindmios geradores sdo
g1(x) = My(x)My(x), go(z) = Mi(x)Mis(z) e gs(x) = My(x)Miz(z). Os polindmios g1 (z)
e gs(x) possuem quatro raizes que sdo termos consecutivos da PG, logo os cddigos gerados
por eles sio MDS de parametros (6,2,5). O codigo gerado por g2(x) ndo possui quatro raizes
como termos consecutivos da PG e, neste caso, ha duas raizes consecutivas que sao as raizes

de M;(x) ou, equivalentemente, as de M;3(z), logo este cédigo possui pardmetros (6,2, 3).

3.1.2  Ordem Constaciclica das Palavras-Cédigo

Definigdo 3.2 — Ordem constaciclica
Considere um cddigo constaciclico linear p-drio (n, k, dwin ) em que as palavras-codigo sdo reduzidas
mod(z"™ — a), em que a é um elemento ndo nulo de GF(p). A ordem constaciclica de uma

palavra-cédigo é o menor inteiro positivo i tal que x'c(x) = c¢(x) mod (z" — a). O

Analogamente ao que ocorre com os codigos ciclicos, multiplicar um polindomio-cédigo
i . . . . ~ . . ~
c(z) por z" equivale a deslocar constaciclicamente (Defini¢do 3.1) em 4 posi¢bes a palavra-

codigo c.
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4

Tabela 3.2: Deslocamentos constaciclicos de g(x) = 4 + 22% + 2% < g = (4,0,2,0,1,0).

7

2ig(x) mod (x — 3)
(4 0,2, 0 1 0)
(0 4 0 2 O 1)
(3 0 4 0 2 0)
(0 3 0 4 O 2)
(l 0 3 0 4 )
1(0,1,0,3,0,4)
( )
( )
( )

.

2,0,1,0,3,0)
0,2,0,1,0,3
4,0,2,0,1,0

W N IR WINI RO

Exemplo 3.3
Considere um codigo constaciclico 5-drio (6,2, 3) gerado por g(x) = My () Mi3(x) = 4+22% +2*
(Vide Tabela 3.1) e que os polinémios-cédigo sio reduzidos mod (z° — 3). Como g(z) é um
polindomio-codigo, ele pode ser representado pela palavra-codigo g = (4,0,2,0,1,0). A Tabela 3.2

mostra os deslocamentos constaciclicos de g. Logo, a ordem constaciclica de g(x) é 8.

Exemplo 3.4
De maneira semelbante ao Exemplo 3.3, pode-se mostrar que o polindmio gerador
g(z) = My(z2)My(z) = 4+ x4+ 2> +22° +2* & g = (4,1,1,2,1,0), o qual gera um
cddigo constaciclico 5-drio (6,2,5) com os polindmios-cédigo reduzidos mod (x° — 3), possui ordem

constactclica 24. O

Definicao 3.3 - Ordem constaciclica plena
Uma palavra-codigo, pertencente a um cdigo constaciclico, com n = p+1, tem ordem constaciclica

plena quando o menor valor de i tal que x'c(x) = c(z) mod (2" —a) éi = p? — 1. O

Neste ponto, pode-se notar que, diferentemente do que ocorre com os codigos ciclicos
cuja ordem ciclica é um divisor de n (comprimento do cddigo), a ordem constaciclica pode
ser maior que o comprimento, n = p + 1, do codigo constaciclico. De fato, no caso dos
codigos ciclicos BCH primitivos, por exemplo, as raizes do polindmio ¢ ~! — 1 estio em
GF(¢™), logo a ordem multiplicativa das raizes do polindmio gerador g(z) de um cédigo
BCH primitivo é igual ao comprimento do cédigo n = ¢"™ — 1 ou a um dos seus divisores.

Portanto, a ordem ciclica ndo serd maior que o comprimento do cédigo. Mas, no caso dos
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codigos constaciclicos, as raizes do polindmio xP*! — a estio em GF(p?), portanto a ordem
multiplicativa das raizes do polinémio gerador g(z) de um cédigo constaciclico é igual a
p? — 1 ou a um dos seus divisores. Desta forma, a ordem constaciclica pode ser maior que o
comprimento do cédigo. Para p = 5, por exemplo, temos p> —1 = 24, logo os possiveis valores
para a ordem constaciclica das palavras dos codigos (6,2,3) e (6,2,5) sao 1,2,3,4,6,8,12,24.
Observando os Exemplos 3.3 e 3.4, percebe-se que este resultado € satisfeito.

A relacdo entre a ordem multiplicativa das raizes do polindémio 277! —a, consequentemente
das raizes de g(x), e a ordem constaciclica das palavras de um c6digo constaciclico é explorada
na construcao destes codigos tal que o0 maior niimero possivel de palavras-codigo tenha ordem
constaciclica plena. Essa caracteristica € interessante, pois maximiza o nimero de possiveis
palavras de um codigo constaciclico que podem ser usadas na construgao de codigos ciclicos
binérios como é feito no Capitulo 4.

Voltando ao Exemplo 3.4, o codigo constaciclico (6,2,5) tem dimensdo k£ = 2, logo ele
possui p¥ = 52 = 25 palavras-codigo. Como o cédigo é linear, a palavra toda nula 0 pertence
ao ¢odigo e, pela Definicdo 3.2, possui ordem constaciclica igual a 1. Sendo assim, restam
24 palavras-cédigo ndo-nulas. Conforme o Exemplo 3.4, a palavra-cédigo g = (4,1,1,2,1,0)
possui ordem constaciclica 24. Logo, as 24 palavras-codigo restantes do cddigo (6,2,5), ge-
rado por g(z) = 4+z + 22+ 223 + 2%, correspondem a palavra-cédigo g e seus deslocamentos
constaciclicos. Com esse exemplo, é possivel deduzir que o maior nimero de palavras-codigo
com ordem constaciclica plena que é possivel obter para um c6digo constaciclico € igual a
p¥ — 1, pois como estes c6digos sdo lineares, a palavra toda nula sempre pertence ao cédigo.
Em contrapartida, o c6digo constaciclico do Exemplo 3.3, que também possui 25 palavras-
codigo, € composto pela palavra-cédigo 0 e por outras 24 palavras-cdédigo de ordem consta-
ciclica 8. A Tabela 3.3 mostra as palavras nao-nulas do codigo (6,2, 3) do Exemplo 3.3. Nela
pode-se observar como as palavras-codigo nao-nulas podem ser obtidas por intermédio do
deslocamento constaciclico das palavras-codigo ¢y, ¢ € c3.

Conforme mencionado, a relagdo entre a ordem multiplicativa das raizes do polinémio
2P+t — a e a ordem constaciclica das palavras-cédigo é de fundamental importincia na cons-
trucdo de codigos constaciclicos com o maior nimero possivel de palavras-codigo com ordem
constaciclica plena. O Teorema 3.1, enunciado a seguir, é uma contribuicdo desta tese. Ele é
equivalente ao Teorema 2.8 para cddigos ciclicos e mostra como escolher o polindmio gerador

g(z) tal que o codigo constaciclico gerado por ele tenha p* — 1 palavras-cédigo com ordem



Tabela 3.3: Palavras ndo-nulas do cédigo (6,2, 3) gerado por g(x) = 4 + 222 + x* (Exemplo 3.3) . A primeira

coluna corresponde a quantidade de deslocamentos constaciclicos para diveita.

i =(4,0,2,0,1,0) ¢ =(2,1,1,3,3,4) c5=(3,1,4,3,2,4)
1 (0,4,0,2,0,1) (2,2,1,1,3,3) (2,3,1,4,3,2)
2 (3,0,4,0,2,0) (4,2,2,1,1,3) (1,2,3,1,4,3)
3 (0,3,0,4,0,2) (4,4,2,2,1,1)  (4,1,2,3,1,4)
4 (1,0,3,0,4,0) (3,4,4,2,2,1) (2,4,1,2,3,1)
5 (0,1, 0,3,0 4)(3 3,4,4,2 2)(3 2 4,1,2 3)
6 (2,0,1,0,3,0)  (1,3,3,4,4,2)  (4,3,2,4,1,2)
7 (0,2,0,1,0,3) (1,1,3,3,4,4) (1,4,3,2,4,1)
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constaciclica plena.

Teorema 3.1
Seja o polinémio xP' — a, em que p é um nitmero primo, p > 3, e a # 0 é um elemento gerador do
grupo multiplicativo de GF (p). Assuma que pelo menos um par de raizes conjugadas de xP™ — a
tenha ordem multiplicativa p* — 1. Todas as palavras-cédigo nio-nulas de um cédigo C constaciclico
linear p-drio (p + 1, k, dynin,) possuem ordem constaciclica plena se, e somente se, todas as raizes do
polinémio xPT — a que ndio tém ordem multiplicativa igual a p* — 1 sao escolbidas como raizes do

polinémio gerador g(x). O

Demonstracdo: Suponha que todas as raizes de 2™ — a que possuem ordem multi-
plicativa diferente de p? — 1 estio em g(x). Para que qualquer c¢(z) € C tenha ordem

constaciclica plena, o menor valor de i tal que
z'c(r) = c(z) mod (2Pt —a)
ou, equivalentemente,
(' — De(z) = 0mod (P! —a) (3.1)

tem de ser i = p? — 1. Entretanto, pode-se escrever c¢(z) = m(x)g(x) e substituir ¢(x) por

m(z)g(z) em (3.1). Logo,
(' — D)m(z)g(x) = 0mod (P! —a). (3.2)

A condicdo expressa em (3.2) implica que todas as raizes do polindbmio zP™! — a estido
presentes em (z° — 1)m(z)g(z). Como grau[m(x)g(x)] < p, no minimo uma raiz de x?*! —

a é comum a x' — 1. Por hipétese, todas as raizes de zP™' — a que possuem ordem
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multiplicativa diferente de p?> — 1 estdo em g(x). Desta forma, as raizes de zP*! — a
comuns a z° — 1 possuem ordem multiplicativa p? — 1. Assim, i = p* — 1 é o valor minimo
para que (3.2) seja satisfeita e, portanto, todas as palavras-codigo nao-nulas de C possuem
ordem constaciclica plena.

Por outro lado, suponha que todas as palavras-c6digo ndo nulas de C possuem ordem
constaciclica plena, ou seja, p?> — 1 é o menor valor de i que satisfaz (3.2). Pelos mesmos
argumentos ja expostos, no minimo uma raiz de P! — @ é comum a z° — 1 em (3.2).
Se esta raiz comum, denotada por ‘!, tem ordem multiplicativa iy < p? — 1, tal que
aiiz = oP’~1 = 1 entdo (3.2) é satisfeita para i = i. Porém, isto implica que pelo menos
uma palavra-cédigo possui ordem constaciclica i; < p?> — 1. Como isto nio é possivel,
dada a hipétese assumida que i = p? — 1 é o menor valor para o qual (3.2) é satisfeita,
entdo qualquer raiz com ordem multiplicativa i < p? — 1 deve estar no conjunto de raizes
de m(z) ou de g(x). Uma vez que o polindmio m(z) pode conter ou ndo raizes em GF(p?),
o unico modo de garantir a hipitese assumida é que, em geral, todas as raizes com ordem

multiplicativa i < p? — 1 devem estar no conjunto de raizes de g(z). [ ]

E interessante utilizar os Exemplos 3.3 e 3.4 para ilustrar os resultados enunciados no Te-
orema 3.1. Os codigos daqueles exemplos possuem polindmios geradores que sao fatores de
2% — 3, que por sua vez, possui quatro raizes com ordem multiplicativa 24, {a, a®, a'? a7}
e duas raizes com ordem multiplicativa 8, {a?, a?'}. No Exemplo 3.3, o c6digo constaciclico

13 a!7}. Observe que as

(6,2,3) é gerado por g(x) = M;(x)Mi3(z) cujas raizes sio {a,a’, «
raizes de 2 — 3 que nio tém ordem multiplicativa 24 nio fazem parte de g(z). Logo, este co-
digo nio satisfaz a condi¢io para g(x) dada no Teorema 3.1. Além do mais, este c6digo possui
todas as palavras-codigo nao-nulas com ordem constaciclica 8 (Vide Tabela 3.3). Entretanto,
no Exemplo 3.4, o c6digo constaciclico (6,2,5) é gerado por ¢'(x) = M;(z)Mg(x) e, neste
caso, as raizes de #% — 3 que ndo tém ordem multiplicativa 24 estio em ¢'(z). Logo, todas
as palavras deste cddigo possuem ordem constaciclica plena (24). Este resultado ja era espe-
rado, pois as palavras-codigo nao nulas do cédigo (6,2,5) gerado por ¢'(x) = M (z)My(x)
sdo formadas pelos deslocamentos constaciclicos de ¢'(x) cuja ordem constaciclica é plena.
Ainda pelo Teorema 3.1, o cédigo constaciclico gerado por ¢”(x) = Mg(x)Mi3(x) (Tabela
3.1) possui todas as palavras-c6digo ndo-nulas com ordem constaciclica plena.

Embora o Teorema 3.1 garanta uma maneira de construir c6digos constaciclicos cujas

palavras-cdigo nao-nulas tenham ordem constaciclica plena, ndo se tem a garantia de que
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estes cOdigos também sdo MDS, ja que a escolha do polindmio gerador para garantir que ele
seja MDS esta relacionada com a escolha das raizes consecutivas de zP*! — a. Para construir
cddigos constaciclicos que sejam MDS e que possuam todas as palavras-cdigo com ordem
constaciclica plena, limitam-se as possiveis escolhas para o polindomio gerador desses codigos,
visto que se deve selecionar raizes de xP*! — a que sejam consecutivas e que possuam ordem
multiplicativa diferente de p? — 1. Nem sempre é possivel escolher polinomios geradores
com essas caracteristicas. Porém, hd um caso particular do Teorema 3.1 [32] que garante
a construcao de codigos constaciclicos MDS cujas palavras-cddigo ndo-nulas tenham ordem

constaciclica plena.

Teorema 3.2
Se p = 2™ — 1 & um primo de Mersenne [30), entdo todas as raizes de xP™" — a possuem ordem

multiplicativa igual a p* — 1. O

Demonstragdo: As raizes de 2P+ —a pertencem a GF(p?) e podem ser escritas na forma
a1 para 0 < i < p, em que a é um elemento gerador do grupo multiplicativo
de GF(p?), ou seja, a ordem multiplicativa de « é igual a ord(a) = p? — 1. Fazendo
B = att =i 5 ordem multiplicativa de 5 é dada por [10, pag. 35]
ord(a)

mdc [ord(a), 1 + (p — 1)i]
p*—1

mdc [p? — 1,1+ (p— 1)i]

ord(8) =

Substituindo p = 2™ — 1 no denominador de (3.3)

mdc [227 — 27T 14+ (2™ —2)i] = mdc[2™(2™ —2),1+ (2™ — 2){]

= 1

Pois, 1 + (2™ — 2)i ndo possui fatores comuns com 2™ ou 2™ — 2. Portanto, todas as
raizes de P! — a possuem ordem multiplicativa ord(3) = p? — 1 quando p é um primo

de Mersenne. [ |

Corolario 3.1 - Teorema 3.1 e Teorema 3.2
Sep = 2™ — 1€ um primo de Mersenne, entdo todas as palavras-codigo ndo-nulas de um codigo
constaciclico p-drio (p + 1, k, duwin), cujo polindémio gerador g(x) é fator de zP™' — a, possuem

ordem constaciclica plena. O
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O Corolario 3.1 garante que se p = 2™ — 1 é um primo de Mersenne, nao é necessario
escolher para o polindmio gerador g(x) de um cédigo constaciclico as raizes de zP*! — q
que possuam ordem multiplicativa diferente de p? — 1, pois todas as raizes, neste caso, sio
elementos geradores do grupo multiplicativo de GF(p?). Desta forma, se sio selecionadas 2t
raizes consecutivas de xP*! — a para o polinémio gerador de um cédigo constaciclico, entdo
¢ obtido um cddigo constaciclico MDS com todas as palavras-cédigo ndo-nulas com ordem

constaciclica plena.

3.1.3 Classes de Equivaléncia Constaciclica

Definicdo 3.4 — Classe de equivaléncia constaciclica
Considere dois polindmios-codigo c1(x) e co(x) pertencentes a um codigo constaciclico q-drio C cujos
polinémios-codigo sdo reduzidos mod(x9T! — a). Diz-se que c1(x) e ca(x) pertencem & mesma
classe de equivaléncia constaciclica se x'ci(x) = ca(x) mod (97 —a) paral <i < ¢®> — 1.
Se c1(x) tem ordem constaciclica igual a j, entdo a classe de equivaléncia constaciclica que contém
c1(x) possui j polindmios-cddigo, que correspondem aos deslocamentos constaciclicos de ¢1(z), e a
classe de equivaléncia constaciclica, da qual ci(x) agora é denominado lider, também tem ordem

constaciclica igual a j. O

Decorre da Defini¢do 3.4 que a palavra-c6digo O constitui uma classe de equivaléncia
constaciclica de ordem igual a 1. Além do mais, qualquer palavra-codigo pertencente a uma
mesma classe de equivaléncia pode ser definida como lider de sua classe.

Pode-se exemplificar o uso da Defini¢ao 3.4 utilizando a Tabela 3.3 na qual estdo todas
as palavras nao-nulas do c6digo do Exemplo 3.3. As palavras-codigo ci, 3 e c3 sdo lideres
de suas respectivas classes de equivaléncia constaciclica. Essas palavras-codigo possuem todas
ordem constaciclica igual a 8, logo cada uma dd origem, por meio de seus deslocamentos cons-
taciclicos, a uma classe de equivaléncia com ordem constaciclica igual a 8 e com oito elementos
cada. Portanto, o c6digo do Exemplo 3.3 possui uma classe de equivaléncia constaciclica com
ordem constaciclica igual a 1 e trés classes de equivaléncia com ordem constaciclica 8. Para
finalizar, o c6digo dado no Exemplo 3.4 possui duas classes de equivaléncia constaciclica, uma
que tem a palavra-codigo 0 como lider e, portanto, tem ordem constaciclica igual a 1 e outra

com ordem constaciclica igual a 24 a qual tem como lider o polinémio gerador do codigo.



CAPITULO

CONSTRUCAO DE CODIGOS
CICLICAMENTE
PERMUTAVEIS

Eu ougo, eu esquego. Eu vejo, eu lembro. Eu

fago, eu aprendo.

— Confucio

‘> ‘ ESTE capitulo sdo utilizadas propriedades algébricas de cédigos ciclicos e de codigos

constaciclicos para construir novos codigos ciclicamente permutaveis.

41 Codigos Ciclicamente Permutaveis

Codigos ciclicamente permutaveis (cdédigos CP) foram introduzidos por Gilbert [17] em

1963. A defini¢do a seguir é semelhante aquela introduzida em [18]

Definicao 4.1
Um codigo ciclicamente permutdvel ¢ um codigo de bloco bindrio de comprimento N em que cada

palavra-codigo tem ordem ciclica plena e tal que as palavras-codigo sao ciclicamente distintas. [

A Defini¢ao 4.1 garante que dada uma palavra do cédigo, por exemplo, ¢, nenhuma outra

palavra deste c6digo pode ser obtida deslocando-se ciclicamente a palavra-cédigo c. Embora
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seja comum na literatura encontrar a defini¢io para codigos CP como um codigo bindrio,
ela pode ser generalizada diretamente para o caso de codigos g-arios. Em [27], por exemplo,
cddigos CP ndo-bindrios sdo aplicados em sistemas DS-CDMA (Direct Sequence Code Division
Multiple Access) com estagOes base assincronas.

O conceito de classe de equivaléncia constaciclica (Defini¢ao 3.4), definido para as palavras
de um cédigo constaciclico, pode ser aplicado de maneira semelhante as palavras de um c6digo
ciclico ou para uma N-upla, em geral. Desta forma, sendo b uma N-upla [-4ria, em que [
denota um nuimero inteiro, pode-se definir classe de equivaléncia ciclica como sendo o conjunto
de N-uplas cujos elementos correspondem a todos os deslocamentos ciclicos distintos de b.
Definindo o operador S(.), o qual aplicado a uma N-upla a desloca ciclicamente de i posi¢des
para a direita, entdo duas N-uplas, b e b’, pertencem a mesma classe de equivaléncia ciclica
se e s6 se S'(b) = b’ para algum valor de i, 1 <7 < N — 1. Se b tem ordem ciclica j, entdo a
classe de equivaléncia a qual b pertence tem j N-uplas e, portanto, esta classe tem ordem j.
Desta forma, um c6digo CP de comprimento de bloco N pode ser definido, alternativamente,
como um cddigo de bloco g-drio tal que suas palavras-codigo pertencem a diferentes classes

de equivaléncia ciclica, cada uma com ordem igual a V.

Exemplo 4.
Um codigo de bloco constituido pelas palavras-cidigo {(0,0,0,1);(0,0,1,1);(0,1,1,1)} é um co-
digo CP. Observe que todas as palavras-codigo tem ordem ciclica plena, igual a 4, e nenbhum desloca-

mento ciclico de uma palavra-cédigo gera outra palavra-codigo. O

A distancia minima ciclica de um cédigo CP de comprimento de bloco N, denotada por d., é
definida como a menor distancia de Hamming entre uma palavra-c6digo c e seus deslocamen-
tos ciclicos Si(c), 1 <i < N — 1, ou os deslocamentos ciclicos de uma outra palavra-c6digo
S?(c’). Por exemplo, para determinar a distdncia minima ciclica do cédigo CP do Exemplo
4.1, deve-se construir as classes de equivaléncia ciclica, geradas por meio de cada uma das pa-
lavras deste codigo CP, e encontrar a menor distancia de Hamming entre um par de 4-uplas de
um total de doze 4-uplas binarias. Na Tabela 4.1 sdo exibidas as classes de equivaléncia ciclica
para as palavras do c6digo CP do Exemplo 4.1. Neste caso, d. = d{(0,0,1,1); (0,1,1,1)} = 1.
Observando atentamente a Tabela 4.1, percebe-se que o conjunto de doze 4-uplas constitui um
codigo ciclico bindrio, pois, de acordo com a Defini¢ao 2.7, os deslocamentos ciclicos de qual-
quer uma das doze 4-uplas pertence ao codigo. Isto implica que o procedimento para calcular

a distdncia minima ciclica d. do c6digo CP do Exemplo 4.1, realizado anteriormente, é equiva-
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Tabela 4.1: Classes de equivaléncia ciclica para as palavras do cédigo CP do Exemplo 4.1.

i (0,0,0,1) (0,0,1,1) (0,1,1,1)
1 (1,0,0,0) (1,0,0,1) (1,0,1,1)
2 (0,1, 0 0) (L1, 0, 0 (1,1, 0,1)
3 (0,0,1,0) (0,1,1,0) (1,1,1,0)

lente a calcular a distdncia minima d,,;, do codigo ciclico binario composto pelas doze 4-uplas
da Tabela 4.1. Portanto, em geral, a distincia minima ciclica d. é igual a distAncia minima
dmin do cddigo ciclico bindrio obtido ao gerar as classes de equivaléncia ciclica para cada uma
das palavras do codigo CP. Daqui em diante, denota-se um cédigo CP por CCP(N, M., d,)
em que N é o comprimento do bloco, M, é o nimero de palavras-codigo e d. é a distancia
minima ciclica.

Em geral, dado um cédigo ciclico g-ario (n, k, dmin), se seu dicionario for particionado em
classes de equivaléncia ciclica e, no maximo, uma palavra-cédigo de cada uma das distintas
classes de equivaléncia ciclica, de ordem n, for selecionada, entao obtém-se um CCP (N, M., d,.)
com d. > din € M, igual ao nimero de palavras selecionadas do cédigo ciclico. Isto implica
que se pode obter cddigos CP por meio dos codigos lineares ciclicos g-drios estudados no
Capitulo 2. Um procedimento direto para realizar essa tarefa é denominado de busca exaus-
tiva e é descrito na sequéncia. Inicialmente, escolhe-se, arbitrariamente, uma palavra ¢ do
c6digo para ser uma palavra do c6digo CP. Depois, outra palavra do codigo ¢’ é escolhida
e comparam-se todos os deslocamentos ciclicos de ¢/, S’(c’), com a palavra-codigo c. Se
S‘(c’) = ¢, para algum i tal que 1 <i < N — 1, entdo a palavra é descartada, caso contririo,
¢’ é escolhida como uma palavra do c6digo CP. Este processo continua até que todas as ¢*
palavras do cédigo sejam testadas. Se o ntimero de palavras do codigo é elevado, entdo o
processo de selecao por busca exaustiva torna-se ineficiente.

Conforme dito na Secdo 1.3, um procedimento que seleciona diretamente as palavras de
um c6digo CP, por meio de uma condi¢do matematica, a partir de um c6digo ciclico pode ser
qualificado como uma construgao. Dado um codigo de bloco ciclico ¢g-ario com M palavras-
c6digo e comprimento de bloco n, se 0 nimero de palavras do c6digo CP for igual ao limitante
superior M /n, entdo a constru¢io é 6tima neste sentido. Para um cddigo linear ciclico ¢-
ario com parametros (n, k, dyin), 0 limitante superior é (¢ — 1)/n, uma vez que o cédigo
é linear, M = ¢* e a palavra toda nula pertence ao codigo, além de possuir ordem ciclica 1

(Defini¢ao 2.8), menor que n. Ja para um codigo linear constaciclico p-ario com comprimento
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de bloco n = p + 1, o limitante superior é (p* — 1)/(p? — 1), uma vez que o numerador p* — 1
justifica-se pelo fato do codigo ser linear e, no caso do denominador, p? — 1 corresponde a
ordem constaciclica plena de uma palavra-c6digo para o caso em que n = p+1 (Defini¢io 3.3).

De forma resumida, a metodologia utilizada em [18], [21], [27], [29] para gerar cdigos CP
consiste em, dado um cédigo linear ciclico g-ario, selecionar as palavras-c6digo que possuem
ordem ciclica plena e que sdo ciclicamente distintas. Na sequéncia sdo apresentadas as cons-
trugdes de codigos CP propostas nesta tese e que seguem a metodologia apresentada em [18],
[21], [27], [29]. Na Sec¢ao 4.2, cédigos CP sdo construidos por meio de codigos lineares cicli-
cos g-arios cujos resultados foram originalmente publicados em [42]. Na Secdo 4.3, codigos
CP sao construidos por meio de c6digos lineares constaciclicos g-arios cujos resultados foram
originalmente publicados em [33], [53]. Porém, um teorema provado na Se¢ao 4.3 permite se-

lecionar um maior numero de classes de equivaléncia em comparacdo ao resultado publicado

em [33], [53].

4.2 Cddigos CP construidos por meio de Cédigos Ciclicos

Nesta se¢ao, mostra-se que o procedimento usado nesta tese para selecionar as palavras de
um cddigo CP por meio de codigos lineares ciclicos g-arios é direto, logo pode ser qualificado
como constru¢do. Além do mais, mostra-se que tal construgido é 6tima no sentido que o
namero de classes de equivaléncia ciclica geradas é precisamente (¢* — 1)/n, que é o limitante
superior para a classe de codigos em questio.

No Capitulo 2, o Teorema 2.8 estabelece uma condi¢ao que permite construir c6digos line-
ares ciclicos g-drios tal que todas as palavras-codigo nao-nulas possuem ordem ciclica plena.
Por meio do Teorema 4.1, enunciado na sequéncia e publicado originalmente em [42], dado
um c6digo linear ciclico g-drio (n, k, diin) cujo polindémio gerador g(z) satisfaz o Teorema 2.8,
€ possivel selecionar todas as palavras-codigo nao-nulas que sao ciclicamente distintas. Desta

. . . A k_
forma, obtém-se um cédigo CP g-ario de parametros N = ¢ — 1, M. = jm—fl ed. > dmin-

Teorema 4.1
Sejan = q"™ — 1 e seja C um cddigo linear ciclico g-drio (n, k, dwin) cujo polinémio gerador g(x)
satisfaz o Teorema 2.8, e seja h(x) o polindmio verificagio de paridade, em que h(z) = Hfi T si(x),

ecada s;(x), 1 < j < k/m, tem grau m e pertence ao expoente n, i.e., 0. é 0 menor niimero inteiro

positivo para o qual s;(x) divide ™ — 1. As palavras ndo nulas c(x) € C sdo ciclicamente distintas
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se elas sdo selecionadas tal que
i—1
c(z) = g(x)[1 + si(x)mi(2)] [ [ sj(x) mod 2" — 1, (4.1)
j=1

em que 1 < i < k/m,m;(z) € um polindmio mensagem de grau no mdximo k — 1 —im > 0, para
1<i<k/m—1,emym,(z) = 1. O nimero de classes de equivaléncia ciclica gerado por (4.1) ¢

precisamente (¢F — 1) /n. O

Demonstracdo: O teorema é provado em trés partes. Nas duas primeiras partes provas-
se que as palavras geradas por (4.1) sdo ciclicamente distintas e, na terceira e tltima parte,
mostra-se quantas classes de equivaléncia ciclica sdo geradas.

Na primeira parte, considere ¢(z) em (4.1) para 1 < i < k/m — 1. Neste caso, sejam
e1(2) = g(@)[1+si(@)mi(a)] TIi2h 55(0) € ca(a) = g(@)[1+si(@ymi ()] [Tk 5(2), 1 <1 <
k/m — 1, duas palavras-cédigo distintas em C, em que s;(z)m;(z) e s;(x)m;(z) possuem
grau no maximo igual a & — 1. Por hipotese, se ¢ () e co(x) pertencem a mesma classe de
equivaléncia ciclica, entao

z'ci(x) = co(x) mod 2™ — 1 (4.2)

¢ satisfeita para algum valor de ¢ tal que 0 < ¢ < n.
> Para i = [ e aps algumas simplificacdes em (4.2), obtém-se
ot — 1+ s;(z)[z"my(x) — mi(z)] = 0 mod s;(x). (4-3)

Para (4.3) ser satisfeita, s;(x) deve ser um fator de x' — 1, mas isso nio é possivel visto
que s;(x) pertence ao expoente n e 0 < t < n. Assim, a hipétese que ¢1(z) e co(z)
pertencem a mesma classe de equivaléncia ciclica é falsa para i = [ e, portanto, ¢1(x) e

co(x) pertencem a classes de equivaléncia ciclica distintas.

> Para i # [, com [ > i, e apds algumas simplificagdes em (4.2), obtém-se
-1 -1

2" [1+ s;(z)mi(x)] — [1 + si(x)m) ()] H sj(xz) =0mod s;(z) H s;(z). (4-4)
j=i j=i

Para (4.4) ser satisfeita, Hz: s;(z) deve dividir z* [1 4 s;(x)m;(x)]. Como

-1
ged ZL‘t,HSj(J}) =1,
j=i
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e uma vez que ged[1+s;(z)m;(z), s;(z)] = 1, conclui-se que 1+s;(z)m;(z) ndo é divisivel
por Hé;lz sj(x), pois este ultimo tem s;(z) como fator. Assim, a hipdtese que ci(z) e
co(x) pertencem a mesma classe de equivaléncia ciclica é falsa para i # [ e, portanto,

c1(x) e ca(x) pertencem a classes de equivaléncia ciclica distintas.

Na segunda parte da prova, considere c(x) em (4.1) para i = k/m. Sendo my,/,(x) =

1, obtém-se

k/m—1 k/m
o) =9(x) [T sste) o) [] sse) modam—1.
Entretanto, h(z) = Hf/T sj(x) e g(x)h(x) =0 mod z™ — 1. Logo,
k/m—1
o) =9x) [] s

para i = k/m. Observe que o resultado ¢ independente do polinémio 1/, (), assim, por
defini¢ao, my/,(z) = 1. De modo direto, pode-se verificar que a classe de equivaléncia
ciclica gerada por ¢(x) = g(z) HfiT_l s;j(x) ndo foi gerada previamente por ¢(x) em (4.1)
para 1 <i < k/m — 1. A classe de equivaléncia ciclica gerada por g(z) [[;Z /m Ysj(x) é
precisamente a classe gerada pela divisdo do polinémio 2™ — 1 pelo polindmio s/, ().
Na terceira e ultima parte da demonstragao, considere o numero total de classes de
equivaléncia ciclica geradas. Para 1 <i < k/m — 1 em (4.1), o grau de m;(z) é menor ou

k—im

igual a k—1—im. Logo, existem ¢ possiveis escolhas para m;(z). Consequentemente,
o numero de classes de equivaléncia ciclica neste caso é dado por Zk/ ™l gk=im, Para

= k/m em (4.1), uma unica classe de equivaléncia ciclica é gerada. Desta forma, o
numero total de classes de equivaléncia ciclica distintas é dado por Zk/ melgh—im 41 =
Zf/T g™, Mas, Ef/T q*~"™ ¢é a soma de k/m termos de uma série geométrica finita

de razdo q~™. Assim, Y ¢/ gk—im — 5:;11 = (¢* - 1)/n. [ |

Exemplo 4.2
Considere o codigo linear ciclico bindrio (15,8, 4) do Exemplo 2.5. Uma vez que o polindmzio gerador
g(x) = My(x)Ms(z)Ms(x) satisfaz o Teorema 2.8, pode-se aplicar o Teorema 4.1 ao codigo. Neste
caso k/m = 2 e, desta forma, h(z) = H?Zl sj(x) = si(x)sa(x), em que si(x) = My(x) e
so(x) = My (x) por exemplo. Para i = 1,

c(x) = g(@)[1 + s1(x)ma(2)], (4-5)
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em que graumy(x)] < 8 — 1 — 4 = 3. Assim, 2* = 16 classes de equivaléncia ciclica sio geradas.

Para i = 2, mo(z) = 1 por definigdo, assim

c(x) = g(@)[l+ s2(z)]si(x) mod z*® —1

= g(x)si(z) + g(@)s1(z)s2(w)
= 0 mod z5—1

= gl@)s(@) (4.6)

e, assim, uma classe de equivaléncia ciclica é obtida.

Portanto, (28 —1)/15 = 17 classes de equivaléncia ciclica sio geradas por meio de (4.5) e (4.6).00

Em [29], um resultado interessante sobre a gera¢ao de codigos CP foi estabelecido. Para
codigos lineares ciclicos bindrios com comprimento de bloco n = 2™ — 1, em que n é um
primo de Mersenne, é possivel selecionar todas as palavras-cédigo com ordem ciclica plena
que sio ciclicamente distintas, desde que o polindmio x — 1 ndo seja um fator do polinémio
gerador g(z). Entretanto, no caso em que x — 1 é um fator de g(z), pelo menos uma classe de
equivaléncia ciclica ndo é selecionada usando o procedimento em [29]. Além do mais, o proce-
dimento estabelecido em [29] ndo inclui muitos casos de interesse pratico como, por exemplo,
codigos lineares ciclicos binarios cujo comprimento de bloco ndo é um primo de Mersenne,
assim como codigos lineares ciclicos ndo-binarios e codigos lineares constaciclicos que podem
ser efetivamente mapeados para bindrio [33]|. Desta forma, o Teorema 4.1 amplia o nimero
de cédigos lineares ciclicos que podem ser usados para gerar codigos CP e, portanto, trata-se
de uma contribui¢do desta tese. Além do mais, sabe-se que para um cddigo linear ciclico
g-ario C com comprimento de bloco n e cujo polindmio gerador g(z) satisfaz o Teorema 2.8,
o nimero de classes de equivaléncia ciclica distintas é igual a (¢* — 1) /n. Consequentemente,
se C possui comprimento de bloco n = ¢"™ — 1, entdo todas as classes de equivaléncia ciclica
sdo especificadas de maneira tnica por meio de (4.1). Como (¢¥ — 1)/n é o limitante superior
para o numero de classes de equivaléncia ciclica neste caso, a constru¢do proposta é dtima

neste sentido, pois atinge precisamente o limitante.

4.3 Codigos CP construidos por meio de Codigos Constaciclicos

Nesta se¢ao, mostra-se como construir codigos CP por meio dos cddigos constaciclicos
abordados no Capitulo 3. O objetivo é mostrar que o Teorema 4.1, demonstrado na Se¢do 4.2

e usado para construir codigos CP por meio de codigos lineares ciclicos g-arios, pode ser
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aplicado para os c6digos lineares constaciclicos p-drios. Desta forma, assim como no caso
dos codigos lineares ciclicos, o procedimento usado para selecionar as palavras do codigo CP
é direto e é 6timo, no sentido que o nimero de classes de equivaléncia constaciclica geradas
é precisamente (p¥ — 1)/(p? — 1), que é o limitante superior para a classe de c6digos lineares
constaciclicos.

No Capitulo 2, o Teorema 3.1 estabelece uma condi¢do que permite construir codigos li-
neares constaciclicos p-arios tal que todas as palavras-c6digo ndo-nulas possuem ordem cons-
taciclica plena. Por meio do Teorema 4.2, enunciado na sequéncia, dado um cédigo linear
constaciclico p-ario (n, k, dmin) cujo polindmio gerador g(z) satisfaz o Teorema 3.1, € possivel

selecionar todas as palavras-codigo ndo-nulas que sdo constaciclicamente distintas.

Teorema 4.2
Seja n = p+1eseja C um codigo linear constaciclico p-drio (n, k, dmin) cujo polinémio gerador g(x)
satisfaz o Teorema 3.1, e seja h(x) o polindmio verificacdo de paridade, em que h(z) = Hffl sj (),
e cada sj(x), 1 < j < k/2, tem grau 2 e pertence ao expoente p* — 1, i.e, p*> — 1 é 0 menor
nilmero intetro positivo n para o qual s;(x) divide x™ — 1. As palavras ndo nulas c(x) € C sdo

constaciclicamente distintas se elas sdo selecionadas tal que

i—1

c(x) = g(x)[1 + s;(z)m;(z)] H sj(z) mod 2" —a, (4.7)

j=1
em que, a € um elemento gerador de GF (p), 1 < i < k/2,m;(x) € um polindmio mensagem de
grau no maximo k — 1 —2i >0, para 1 <1 < k/2 —1, e myo(x) = 1. O niimero de classes de

equivaléncia constaciclica gerado por (4.7) é precisamente (p* — 1)/(p? — 1). O

Demonstragdo: O teorema é provado em trés partes. Nas duas primeiras partes provas-
se que as palavras geradas por (4.7) sdo constaciclicamente distintas e, na terceira e ultima
parte, mostra-se quantas classes de equivaléncia constaciclica sao geradas.

Na primeira parte, considere ¢(z) em (4.7) para 1 < i < k/2 — 1. Neste caso, sejam
i—1 -1

ci(x) = g(@)[1 + si(z)mi(2)] T1;21 s5(2) e calz) = g()[1 + si(2)my(2)] [];27 s5(2), 1 <

I < k/2—1, duas palavras-cédigo distintas em C, em que s;(z)m;(x) e s;(z)m;(z) possuem

grau no maximo igual a k — 1. Por hipétese, se ¢1(z) e ca(x) pertencem a mesma classe de

equivaléncia constaciclica, entao
z'ci(x) = co(x) mod 2™ — a (4.8)

é satisfeita para algum valor de ¢ tal que 0 < t < p? — 1.
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> Para i = [, ap6s algumas simplificagcdes em (4.8), obtém-se
2t — 14 s;(z)[x'm;(z) — mi(z)] = 0 mod s;(x). (4.9)

Para (4.9) ser satisfeita, s;(x) deve ser um fator de x* — 1, mas isso nio é possivel visto
. 2 2 . .o

que s;(x) pertence ao expoente p° — 1 e 0 < t < p® — 1. Assim, a hipétese que ¢ ()

e co(x) pertencem a mesma classe de equivaléncia ciclica é falsa para i = [ e, portanto,

c1(z) e co(x) pertencem a classes de equivaléncia ciclica distintas.

> Para i # [, com [ > i, ap0s algums simplificagdes em (4.8), obtém-se
-1 -1
o' 1+ si(x)mi(z)] — [1 + sy(z)m)(z)] H sj(x) =0 mod s;(x) H sj(x). (4.10)
j=i j=i

Para (4.10) ser satisfeita, Hé: s;(x) deve dividir ' [1 + s;(x)m;(z)]. Como
[
ged |zt Hsj(a:) =1,
Jj=t

e uma vez que ged[l + s;(z)m;(z), s;(z)] = 1, conclui-se que 1 + s;(x)m;(x) ndo é
divisivel por Hz;lz sj(x), pois este ultimo tem s;(z) como fator. Assim, a hiptese que
c1(x) e co(x) pertencem a mesma classe de equivaléncia constaciclica é falsa para i # [

e, portanto, ¢1(x) e ca(z) pertencem a classes de equivaléncia constaciclica distintas.

Na segunda parte da prova, considere c(z) em (4.7) para i = k/2. Sendo my, /() = 1,

obtém-se
k/2—1 k/2
c(z) = g(x) H sj(z) + g(x) H sj(x) mod z" — a.
J=1 j=1

Entretanto, h(x) = Hffl sj(x) e g(x)h(x) =0 mod 27"~ — 1. Logo,

k/2—1

c(x) = g(x) H s;(x)

j=1

para i = k/2. Observe que o resultado é independente do polinémio my,/5(x), assim, por

defini¢do, my/o(x) = 1. De modo direto, pode-se verificar que a classe de equivaléncia

k/2—1

ciclica gerada por ¢(x) = g(z) [[;Z,  s;(z) ndo foi gerada previamente por c(z) em (4.7)

para 1 < i < k/2 — 1. A classe de equivaléncia ciclica gerada por g(x) Hfg_l sj(x) é

1

. ~ . RT e~ N . 2_
precisamente a sequéncia-m constaciclica gerada pela divisao do polinémio 2" ~' —a pelo

polindémio sy, /5(x).
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Na terceira e ultima parte da demonstragao, considere o numero total de classes de
equivaléncia ciclica geradas. Para 1 < i < k/2 — 1 em (4.7), o grau de m;(x) é menor ou

k=2 possiveis escolhas para m;(x). Consequentemente, o

igual a k—1—2i. Logo, existem p
k 2 1

namero de classes de equivaléncia ciclica neste caso é dado por )~ /271 k=20 Parai=k/2

em (4.7), uma unica classe de equivaléncia ciclica é gerada. Desta forma, o namero total

de classes de equivaléncia ciclica distintas é dado por Zk/Q Tpk=2 41 = Zf/? ph=2,

Mas, Z/1pk 2 ¢ a soma de k/2 termos de uma série geométrica finita de razio p~2.

Assim, Y1/ pF2 = B=L = (pF —1)/(p? — 1), u

Exemplo 4.3
De acordo com a Tabela 3.1, x5 — 3 = My (z)Mo(x)Mi3(z). Os polindmios My (x) e Mi3(z)
pertencem ao expoente 24, enquanto o polinémio Mo(x) pertence ao expoente 8. Assim, considere
0 cddigo C gerado por g(x) = Mo(z) = 3+ 2% Comon = 6en—k = 2 (grau de g(z)),
entdo k = 4. Uma vez que g(x) satisfaz o Teorema 3.1, pode-se aplicar o Teorema 4.2 a C. Neste
caso k/2 = 2 e, desta forma, h(x) = H?Zl sj(z) = si1(x)s2(x), em que s1(x) = My(x) e
so(z) = My3(x) por exemplo. Para i = 1,

c(x) = g(x)[1 + s1(z)ma(2)], (4.11)

em que graulmi (z)] < 4 —1—2 = 1. Assim, 5% = 25 classes de equivaléncia constaciclica sio

geradas. Para i = 2, mo(x) = 1 por definigao, assim

c(z) = g(@)[1 + so(x)]sy(x) mod 2° —3

= g(x)s1(z) + g(w)s1(z)s2(x)
—_—

= 0 mod z6—3

= g(x)s1(x) (4.12)

e, assim, uma classe de equivaléncia constaciclica é obtida.

Portanto, (5* — 1)/(5% — 1) = 26 classes de equivaléncia constaciclica sio geradas por meio de

(4.11) e (4.12). ]

Sabe-se que para um c6digo linear constaciclico p-drio C com comprimento de bloco n =
p+1 e cujo polindémio gerador g(x) satisfaz o Teorema 3.1, 0 nimero de classes de equivaléncia
constaciclica distintas ¢ igual a (p¥ — 1)/(p? — 1). Entdo, todas as classes de equivaléncia

constaciclica sdo especificadas de maneira tinica por meio de (4.7). Como (p* —1)/(p? — 1)
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¢ o limitante superior para o numero de classes de equivaléncia constaciclica, neste caso, a
construgao proposta é 6tima neste sentido, pois atinge precisamente o limitante.

Em [33], [53], mostra-se que codigos lineares constaciclicos p-drios, p # 2, podem ser
mapeados com sucesso para bindrio, desta forma, é possivel obter c6digos CP bindrios. O
procedimento utilizado em [33], [53] para gerar c6digos CP por meio de codigos lineares
constaciclicos p-arios seleciona p*~2 palavras-codigo, constaciclicamente distintas e com or-
dem constaciclica plena. Conforme dito no pardgrafo anterior, o procedimento descrito nesta

k —1)/(p* — 1) palavras-cédigo. Portanto, aplicando o mapeamento para

tese seleciona (p
bindrio usado em [33], [53] e 0 procedimento utilizado nesta tese (Teorema 4.2) seleciona-se
um namero maior de palavras-codigo em relacio ao procedimento utilizado em [33], [53],
uma vez que (p* — 1)/(p? — 1) é o limitante superior e, portanto, (p¥ — 1)/(p?> — 1) > pF—2
para k > 2.

Na sequéncia, é descrito o procedimento utilizado em [33], [53] para mapear as palavras

de um cédigo linear constaciclico p-drio para bindrio e, consequentemente, como se obter o

respectivo cédigo CP utilizando as palavras-codigo selecionadas pelo Teorema 4.2.

4.3.1 Mapeamento de c6digos constaciclicos p-arios para binario

Neste ponto, mostra-se como € feito 0 mapeamento para binario dos cédigos constacicli-

cos p-arios. O texto apresentado a seguir segue aquele publicado originalmente em [33], [34],

[53]

Arranjos Bidimensionais e N-uplas

O objetivo é estabelecer uma correspondéncia um-a-um entre arranjos bidimensionais e V-
uplas. Os arranjos bidimensionais considerados sio semelhantes ao arranjo A, «, mostrado
em (4.13), cujos elementos a(i,j), i = {0,1,...,m — 1} e j = {0,1,...,n — 1}, pertencem a

um alfabeto arbitrario.

a(0,0 a(0,1) a(0,n —1)
. a(l., 0) a(l., 1) . a(l,r'L -1) | (4.13)
a(m—1,0) a(m—-1,1) ... alm—1,n—-1)

- - mxn

Em [18] foi utilizada uma correspondéncia um-a-um entre arranjos bidimensionais e N-

uplas, com N = mn, que é garantida pelo teorema chinés do resto |30]. Nesta situagio, é
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necessario que m e n sejam primos entre si, isto é, mdc(m,n) = 1. Nesta tese, utiliza-se
uma correspondéncia entre arranjos bidimensionais e N-uplas que foi proposta em [54] e
apresentada de uma forma mais simples em [32], [53]. Tal correspondéncia é distinta da
proposta utilizada em [18] e, além disso, ndo necessita que m e n sejam primos entre si.

De acordo com [32], [53], [54], para m e n numeros inteiros a relagdo que estabelece uma

correspondéncia um-a-um entre o arranjo A, x, em (4.13) e N-uplas da forma

b = (by,b1,...,bmn—1), ambos com elementos pertencentes a um mesmo alfabeto, é dada
por

bzn-‘y-]:a(la])?Oglgm_leogjgn_l (414)
Exemplo 4.4

Considere 0 arranjo Asy 3 a seguir

a(0,0) a(0,1) a(0,2) 123
A= la(1,0) a(1,1) a(1,2) =14 5 6| . (4.15)
a(2,0) a(2,1) a(2,2)], T8 9] .

Pela relagdo dada em (4.14), com n = 3, a Y-upla correspondente ao arranjo dado em (4.15) €

b = (bo, b1, b2, b3, by, bs, b, b7, bs) = (1,2,3,4,5,6,7,8,9). Veja os cdlculos na Tabela 4.2. O

Defini¢io 4.2 — Operador DB(.)
O operador DB(.) atua sobre um arranjo bidimensional Ay, xn, produzindo o arranjo Al . .., da

seguinte forma:
1. O operador DBV.), inictalmente, desloca ciclicamente todas as colunas do arranjo A, ., uma
posigdo para a direita produzindo um novo arranjo A, .;

2. depois, o operador DB(.) desloca ciclicamente uma posicdo para baixo a coluna mais a es-

querda do arranjo Al .., produzindo o arranjo A, ... O

Exemplo 4.5
Aplicando o operador DB(.) da Definigdo 4.2 ao arranjo Az 3 do Exemplo 4.4, obtém-se

1 2 3 9 1 2
DB(A
A=14 5 6 DB 4~ |3 4 5 . (4.16)
7 8 9 6 7 8

3x3 3x3
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Tabela 4.2: Correspondéncia entre os elementos do arranjo Asxs e os elementos da 9-upla b.

m+j binJrj = a(lvj)

—~

.
.
~

W N —o

e e N
NN N = = = 00O
NEIOoOIN I E OO
e g

0

A 9-uplab” = (9,1,2,3,4,5,6,7,8) é obtida aplicando a relagao dada em (4.14) ao arranjo
A" do Exemplo 4.5. Nota-se que b” corresponde a um deslocamento ciclico para direita da
9-upla b = (1,2,3,4,5,6,7,8,9) do Exemplo 4.4. Em termos do operador S¥(.), a rela¢io
entre as 9-uplas b e b” pode ser expressa por intermédio deste operador como S(b) = b”.
Vale lembar que a ordem ciclica, Defini¢io 2.8, em termos do operador S?(.) é o menor valor
de i para o qual S'(b) = b; e os possiveis valores de i s3o os divisores de N, em que N é o
comprimento de b. O teorema a seguir faz uso dos operadores DB(.) e S%(.) para estabelecer
um resultado importante relacionando um conjunto de arranjos bidimensionais m x n e o

conjunto de mn-uplas derivado deste conjunto de arranjos por meio da relagio dada em

(4.14).

Teorema 4.3 — [33]
Considere um conjunto X formado por arranjos bidimensionais m x n cujos elementos pertencem a
um alfabeto arbitrdrio. O conjunto X serd fechado em relagdo a operagdo realizada por DB(.) se e

somente se 0 conjunto correspondente de mn-uplas for fechado em relagao a operagio realizada por

Si(.). O

Demonstragdo: Seja A,,x, um arranjo bidimensional pertencente ao conjunto X e seja
b a mn-upla bindria correspondente ao arranjo A,,x, de acordo com a Relagio (4.14).

Seja A!/ ., um arranjo bidimensional tal que DB(A,,,x,) = Al A relagdo entre os

mxXn mXxXn-*
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. oo
elementos dos arranjos A« € A2 ., é dada por

a’(i,j) = a(imodm,j—1modn), para0<i<m-—1, 1<j<n-—1, e(4.17)

a’(i,0) = a(i—1modm,n—1), para0<i<m-—1lej=0, (4.18)

em que [ mod y denota o resto da divisdo quando [ é dividido por y. Sendo S(b) = b/, a

relagdo entre os elementos das mn-uplas b e b’ é tal que

Iin+j mod mn T bin+j—1 mod mn, Parad<t<m-—1le0<j<n-—1 (4.19)

A mn-upla b” é obtida aplicando-se a Relagio (4.14) ao arranjo A’ Logo, usando as

mxn-*

Relagoes (4.17) e (4.18) e parai = {0,1,2,...,m — 1} obtém-se

" .
in+j mod mn bin-l—j—l mod mmn» 1< J <n-— 17 € (4-20)

" .
in+j mod mn bin—l mod mn, J = 0. (4'21)

Comparando as Relacdes (4.20) e (4.21) com a Relagio (4.19), conclui-se que b’ = b” e,
assim, S(b) = b”. Portanto, uma condigio suficiente para o conjunto X ser fechado com
relagdo a operagdo realizada por DB(.) é o conjunto de mn-uplas ser fechado com relagao
a operacdo realizada por S’(.). De maneira aniloga, pode-se mostrar que uma condigio
necessaria para o conjunto X ser fechado com relagao a operacdo realizada por DB(.) é

o conjunto de mn-uplas ser fechado em relagio a operacio realizada por S¥(.). [

Uma Representacio Ciclica para os Elementos de GF(p)

Neste ponto, o objetivo é representar os elementos {0,1,2,...,p — 1} de GF(p) por meio
de N-uplas bindrias. Sendo p um nimero primo impar, p — 1 sempre serd um ndmero par.
Conforme mencionado anteriormente, a ordem ciclica de uma N-upla é igual a N ou a um de
seus divisores. Logo, para N = p — 1, sempre existe uma (p — 1)-upla bindria de ordem ciclica
igual a 2 que corresponde a (p — 1)-upla de peso w = (p — 1)/2 cujas coordenadas assumem
valores alternados 0 ou 1, isto é, (1,0,1,0,...,1,0) ou (0,1,0,1,...,0,1). Além do mais,
sempre existe pelo menos uma (p — 1)-upla bindria de ordem ciclica p — 1 que corresponde a
(p — 1)-upla de peso unitario. Porém, é possivel que existam outras (p — 1)-uplas com ordem

ciclica igual a p — 1, além da que foi citada, e que ndo tenham peso igual a 1.

Exemplo 4.6
Para p = 7, as 6-uplas bindrias v1 = (1,0,0,0,0,0), vo = (1,1,1,0,0,0) e vs = (1,1,0,1,0,0)
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possuem ordem ciclica igual a 6, enquanto que a 6-upla bindria vy = (1,0, 1,0, 1,0) possui ordem

ciclica igual a 2. O

A defini¢ao a seguir estabelece uma representag¢io para os elementos de GF(p) por meio

de (p — 1)-uplas bindrias.

Definicao 4.3 — Representaciao-V
Seja v uma (p — 1)-upla bindria cuja ordem ciclica é igual a p — 1. Define-se a representagdo-V,
como uma representagdo para os elementos de GF (p) por intermédio de (p — 1)-uplas bindrias tal
que os elementos ndo-nulos a', i = 0,1,2, ..., p— 2, sio representados pelas (p — 1)-uplas bindrias
S*(v) em que a é um elemento gerador do grupo multiplicativo de GF (p) e S'(.) é o operador que
desloca ciclicamente de i posigoes para a direita a (p — 1)-upla v. Além disso, o elemento 0 pode
ser representado por uma (p — 1)-upla bindria ndo-nula v' e seus deslocamentos ciclicos tal que
v # SU(v) para 0 < i < p — 2. Em particular, v' pode ser escolbida como a (p — 1)-upla toda

nula denotada por 0. O

Exemplo 4.7 — Continuagdo do Exemplo 4.6
Considerep =7,a =3, v =v4,=(1,0,1,0,1,0) e v =v3 = (1,1,0,1,0,0). A representacio-
V resultante para GF(7) € dada na Tabela 4.3. O

A representacdo-V dada na Defini¢ao 4.3 nada mais é que um conjunto de (p — 1)-uplas
binérias, logo é possivel interpreta-la como um cédigo de bloco ciclico nao-linear. Assim,
pode-se associar uma distincia minima, denotada por d(v), cuja definicio é a mesma dada
na Defini¢dao 2.5. Baseando-se nesta afirmagdo, se existir uma representacao-V em que a
distincia de Hamming entre qualquer par de (p — 1)-uplas deste conjunto for igual a d(v),
entdo esta representacdo € dita ser equidistante. Claramente, a representagdo-V dada na Ta-
bela 4.3 ndo é uma representacdo equidistante. Se a representa¢do-V for limitada aos ele-
mentos do grupo multiplicativo de GF(p), e a denotando por representagio-V*, entdo, por
exemplo, para v* = (1,0,0,...,0) ou v* = (0,1,1,...,1) a representagdo-V* é equidistante

com d(v*) = 2.

Mapeamento para bindrio

Uma vez que foram definidos a relagdo entre arranjos bidimensionais e N-uplas e a re-

presentacdo ciclica para os elementos de GF(p), o procedimento para mapear as palavras



Tabela 4.3: representagio-V para o elementos de GF (7).

al 6-upla
(1,0,1,0,1,0)
0 (0,1,0,1,0,1)
30 “”“”(1 1,0,1,0,0)
3 “””(1 0,0,1,1,0)
3t (0,1,0,0,1,1)
3 (1,0,1,0,0,1)
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de um cédigo linear constaciclico p-drio para bindrio é descrito a seguir. Primeiro, cada pa-

lavra p-dria ¢ = (co, 1

goeeey

¢n—1), pertencente ao codigo constaciclico, € mapeada em um

arranjo bidimensional cujas colunas sdo as transpostas das (p — 1)-uplas bindrias, dadas pela

representacao-V, para cada coordenada ¢;, 0 < i < n — 1, da palavra-cédigo c. Depois, os

arranjos bidimensionais sdo convertidos em N-uplas bindrias por meio de (4.14). O exemplo

a seguir ilustra o procedimento descrito.

Exemplo 4.8

Considere as 6-uplas 5-drias (4,0,2,0,1,0) e

Exemplo 3.3, e a representacio-V em que v = (1,1,0,0) e v/ = (1,0,1,0).

(2,1,1,3,3,4), palavras do codigo constaciclico do

Sendo assim, a

representagdo-V para os elementos {0,1,2,3,4} de GF(5) é: 0 +» (1,0,1,0) ou 0 <> (0,1,0, 1),
3°=1+(1,1,0,0), 3' =3+ (0,1,1,0), 32 =4 <> (0,0,1,1) e 33 = 2 <> (1,0,0, 1). Logo,

os arranjos bidimensionats Ay correspondentes as duas palavras-codigo dadas sao:

(4,0,2,0,1,0) &

0

1111
0 001
1 01
010

o O

As respectivas 24-uplas sao

(4,0,2,0,1,0)

(2’ ]" 17 3’ 37 4)

oS = O

1

4%6

e (2,1,1,3,3,4) &

1110

0111
0 001

1 000

= = O

- 4x6

< (0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0,0,0) e

& (1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1).

O

Com o auxilio do Exemplo 4.8, é possivel perceber que na representacao bindria, as pala-

vras de um c6digo constaciclico p-drio podem ser de peso constante ou nao. Tal caracteristica



65

depende da escolha feita para as (p — 1)-uplas v e v’ da representagio-V. Se w(v) = w(v’),
entdo a representacgdo bindria é de peso constante com w = nw(v), em que n é 0 comprimento
do bloco do cddigo constaciclico. Caso contrdrio, se w(v) # w(v’), entdo a representagdo
bindria ndo é de peso constante.

Antes de enunciar o Teorema 4.4, vale ressaltar que na Defini¢ao 4.3 para a representacdo-
V, o elemento 0 é representado por uma (p — 1)-upla v’ e seus deslocamentos ciclicos, logo
uma palavra-c6digo p-dria ¢ = (cg, c1,. .., Cn—1) que tenha uma ou mais coordenadas nulas,
¢i = 0 para 0 < i < n— 1, pode ser associada a mais de um arranjo bidimensional e, con-
sequentemente, a mais de uma N-upla bindria. Sendo assim, deve-se ter um cuidado especial
para que as p* palavras do cédigo constaciclico representem exatamente p* N-uplas bina-
rias correspondendo as palavras do cédigo ciclico bindrio. Para isto, as palavras do cédigo
constaciclico devem ser separadas em classes de equivaléncia constaciclica conforme a Defini-
¢ao 3.4. Depois disso, seleciona-se, arbitrariamente, uma palavra-codigo ¢ para ser lider de
sua respectiva classe de equivaléncia constaciclica e a ela associa-se um arranjo bidimensional
A(p—1)xn- Se ¢ possui todas as coordenadas nao-nulas, o mapeamento de ¢ para A,_1)x, €
um-a-um e, portanto, nao ha problemas. Entretanto, se ¢ possui uma ou mais coordenadas
nulas, o mapeamento de ¢ para A¢,_1)x,, ¢ feito escolhendo-se, inicialmente, uma (p—1)-upla
v’ arbitraria para representar o elemento 0 e mantendo fixa esta escolha. Os arranjos associ-
ados as palavras-c6digo que pertencem a mesma classe de equivaléncia constaciclica de c, sdo
obtidos aplicando-se o operador DB(.) ao arranjo A(,_1)x, de modo que a palavra-cédigo
¢/, correspondente ao i-ésimo deslocamento constaciclico de c, é representada pelo arranjo bi-
dimensional Z(,_1)x, obtido ao aplicar o operador DB(.) i vezes ao arranjo A(,_1)xn. Daqui

em diante, faz-se referéncia a esse processo como geragdo biunivoca de arranjos.

Teorema 4.4 — Codigos ciclicos bindrios [33]
Seja p um niimero primo, p > 3, e C um codigo constaciclico linear p-drio de pardmetros (n, k, d).
Constdere que cada palavra-codigo, ¢ = (co, c1, ..., cn—1), lider de classe de equivaléncia consta-
ciclica determine um arranjo bidimensional A,_1)x,, de modo que a i-ésima coluna de A, _1)xn
seja a transposta de uma (p — 1)-upla bindria que corresponde a representagdo-V da i-ésima com-
ponente de c e defina b como sendo a N-upla, com N = (p — 1)n, que corresponde ao arranjo
A(p—1)xn por meio de (4.14). Além do mais, considere que as demais palavras-codigo sao mape-
adas em N-uplas bindrias com o auxilio do processo de gera¢do biunivoca de arranjos. Entao,

o conjunto de p* N-uplas bindrias correspondentes as p* palavras-cédigo de C formam um cédigo
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ciclico bindrio de distancia minima dy,in > dd(v) com igualdade se a representacdo-V de GF (p)

for equidistante. a

Demonstragdo: Seja ¢ € C uma palavra-cddigo lider de classe de equivaléncia consta-
ciclica e seja A(,_1)xn 0 arranjo bidimensional correspondente a c. Uma vez que C é um

codigo linear constaciclico, deslocar constaciclicamente para a direita a palavra-codigo ¢

/ -

produz uma palavra-cédigo ¢’ € C cujo arranjo bidimensional, denotado por A, )., €

tal que DB(A(,_1)xn) = A{,_})x,- Sendo assim, os p* arranjos bidimensionais, corres-
pondentes as palavras-c6digo de C, formam um conjunto ) fechado em relagao a operagio
realizada pelo operador DB(.). Segue do Teorema 4.3 que o conjunto de p* N-uplas bi-
ndrias b, com N = (p — 1)n, obtidas ao se aplicar a relacdo dada em (4.14) aos arranjos
bidimensionais do conjunto ), é um conjunto fechado em relagao a operagido realizada
pelo operador S'(.) e, portanto, é um cédigo ciclico binario.

Para concluir a demonstracao, resta deduzir o limitante inferior dado para dp,i,. Como
o codigo C tem distdncia minima d, duas palavras-cddigo distintas ¢; e co diferem em d
coordenadas no minimo, isto é, a distincia de Hamming entre elas satisfaz d(c1,ca) >
d. Sendo assim, as N-uplas bindrias b; e bo, correspondendo a c¢; e co, respectiva-
mente, diferem em dd(v) coordenadas no minimo, em que d(v) é a distincia minima
da representacdo-V. Uma vez que d(c1,c3) > d é satisfeita com igualdade para algumas

escolhas de c; e co, conclui-se que dpin > dd(v) e ela é satisfeita com igualdade caso a

representacao-V seja equidistante. |

O Teorema 4.4 mostra que é possivel obter o c6digo ciclico binario C; a partir do codigo
linear constaciclico p-drio Cy. Desta forma, se é possivel selecionar as palavras-codigo de C;
que possuem ordem ciclica plena e sdo ciclicamente distintas, entdo um codigo CP bindrio
¢ obtido. Entretanto, admitindo que o polindomio gerador de Cs satisfaz o Teorema 3.1, é
possivel selecionar todas as palavras-codigo de Co que sdo constaciclicamente distintas por
meio do Teorema 4.2. Assim, a importancia do Teorema 4.4 vem do fato que, mapeando as
palavras-codigo de Cs para bindrio, conforme o procedimento descrito anteriormente, tem-se
a garantia de que as palavras-cddigo de Co em bindrio possuem ordem ciclica plena e sdo
ciclicamente distintas, desta forma, obtendo-se um c6digo CP bindrio. Portanto, é possivel

enunciar a construgao a seguir.
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Construgao 4.1
Seja p um miimero primo, p > 3, n = p + 1 e k um nimero par tal que 4 < k < p — L.
Escolba uma representagao-V com v = (1,0,0,...,0) e w(v') > 3, e um codigo C constaciclico
linear p-drio (p + 1, k,p — k + 2) (MDS) cujo polinémio gerador g(x) satisfaz o Teorema 3.1.
Mapeando para bindrio cada palavra-cédigo c(x) selecionada de acordo com o Teorema 4.2, obtém-
seum CCP(N, M.,d.) com N = p?>—1, M, = (p* —1)/(p* — 1) e com distdncia minima ciclica
de > (p—k+2)d(v). O

A Construgio 4.1 é uma contribui¢do desta tese e é usada no Capitulo 5 para demonstrar a
aplicacao de codigos CP como sequéncias de protocolo para o canal de colisao sem realimen-
tagdo. Assim, define-se w(v’) > 3 de modo que d(v) > 2, pois na aplicacdo como sequéncia
de protocolo é desejavel ter valores elevados de d..

Neste ponto, também vale lembrar uma analise feita no Capitulo 3 sobre codigos linea-
res constaciclicos que sio MDS e cujo polindmio gerador satisfaz o Teorema 3.1. Embora o
Teorema 3.1 garanta uma maneira de construir c6digos constaciclicos cujas palavras-codigo
nio-nulas tenham ordem constaciclica plena, ndo se tem a garantia de que estes c6digos tam-
bém sao MDS, ja que a escolha do polindbmio gerador para garantir que ele seja MDS estd
relacionada com a escolha das raizes consecutivas de zP™! — a. Para construir c6digos cons-
taciclicos que sejam MDS e que possuam todas as palavras-codigo com ordem constaciclica
plena, limitam-se as possiveis escolhas para o polindbmio gerador desses codigos, visto que
duas condi¢des devem ser satisfeitas de modo simultianeo, ou seja, deve-se selecionar raizes
de 2P — a que sejam consecutivas e que possuam ordem multiplicativa diferente de p? — 1.
Para os casos em que p = 2™ — 1, niumero primo de Mersenne, as duas condigdes sdo satis-
feitas de forma direta e simultdnea haja vista os resultados do Lema ?? e do Corolario 3.1.
Para outros casos, ndo existe uma prova, que seja do conhecimento do autor, tal que para um
dado p e 2Pt — a, sempre hd um polindmio gerador que satisfaga as duas condi¢des de modo

simultaneo. Porém, o cédigo constaciclico do Exemplo 3.4 mostra que tal situagdo é possivel.



CAPITULO 5

APLICACAO: SEQUENCIAS DE
PROTOCOLO PARA O CANAL
DE COLISAO SEM
REALIMENTACAO

Ninguém € tio sdbio que nada tenba para
aprender, nem tdo tolo que nada tenba para en-

sinar.

— Blaise Pascal

‘> ‘ ESTE capitulo, o objetivo é mostrar a aplica¢do de codigos CP como sequéncias de
protocolo para o canal de colisao sem realimentacdo [18], [22], [23]. O desempenho
das sequéncias de protocolo propostas é analisado e é feita uma compara¢do com as sequén-

cias de protocolo, também construidas por meio de codigos CP, propostas em [18], [21], [36],

[53].

5.1 O canal de Colisiao sem Realimentacio (CCsR)

No CCsR [22], [23], de forma compartilhada, os usudrios emitem informagio na forma

de pacotes cujos valores sdo elementos de GF(q), e geralmente um valor elevado de ¢ é usado.
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Cada pacote possui uma duragido fixa de T segundos. Os usudrios particionam o tempo dos
seus respectivos reldgios em intervalos de tempo com duracao de T  segundos e os seus pacotes
devem ser transmitidos alinhados com estes intervalos.

No CCsR, devido a auséncia de um elo de realimentacdo e da defasagem entre os relogios
dos usudrios, nao é possivel, por exemplo, compartilhar o canal em um modo de transmissao
por divisdo de tempo (TDMA). Além do mais, a auséncia de um elo de realimentagao nio per-
mite que os usudrios tenham alguma informacdo sobre as mensagens enviadas em intervalos
de tempo anteriores. A saida do CCsR corresponde a uma das trés situagdes possiveis: szléncio,
colisdo e mensagem. O siléncio indica que, num dado intervalo de tempo, ndo ha emissdo de
pacotes por parte dos usudrios, ou seja, ndo hda nenhum usudrio ativo. A colisdo indica que
mais de um usudrio esta ativo emitindo pacotes no mesmo intervalo de tempo. E, por tltimo,
a mensagem indica que, num dado intervalo de tempo, um unico usudrio estd ativo emitindo
pacotes.

No CCsR, cada usudrio possui uma sequéncia de protocolo bindria de comprimento N.
Para o usudrio i, a sequéncia de protocolo é denotada por s; = {s;}¥,. A sequéncia de
protocolo determina quando é permitido ao usudrio ¢ utilizar o canal e ela é independente
dos pacotes enviados. A sequéncia de protocolo controla a emissdo de pacotes do usudrio 4
conforme explicado a seguir. No j-ésimo intervalo de tempo, se s;; = 1,1 < j < N, entdo ¢é
permitido que o usudrio use o canal. Caso contrario, s;; = 0, 0 usuario ndo tem permissao
para usar o canal e, desta forma, permanece em siléncio durante o j-ésimo intervalo de tempo.
O usudrio ¢ continua a usar periodicamente sua sequéncia de protocolo, s;, até que nao tenha
mais pacotes para emitir. Ap0Os esse tempo de atividade, o usudrio i deve permanecer inativo
por, no minimo, N — 1 intervalos de tempo para poder voltar a emitir pacotes. Para o CCsR,
um guadro corresponde ao periodo de uma sequéncia de protocolo que é igual a N intervalos
de tempo. Assim, se s; tem peso de Hamming w, entdo o usudrio i é capaz de enviar w pacotes
por quadro. Sob certas restri¢des de uso do canal, o usudrio i codifica os seus préprios pacotes,
assim transmitindo pacotes redundantes, de tal forma que alguns dos seus pacotes perdidos

em colisGes possam, em condigdes especificas, ser recuperados no receptor.

5.1.1  Um caso particular

Em [18] demonstra-se que cddigos CP constituem uma solugao natural para o caso parti-

cular de acesso multiplo no CCsR em que M usudrios, de um total de U, estdo ativos em um
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dado quadro. Nesta situagio, cada usudrio recebe uma palavra do codigo CP e a utiliza como
sequéncia de protocolo para controlar suas transmissoes. Desta forma, as palavras do codigo
CP constituem um conjunto (U, M, N, o) de sequéncias de protocolo, em que U denota o total
de usudrios que compartilham o canal, M denota o nimero de usudrios ativos por quadro,
cujo comprimento é denotado por N, e o denota o nimero minimo de pacotes por quadro
que podem ser recebidos livres de colisio. A taxa total de informac¢do maxima obtida nesta

situac¢ao é dada por [18]

M .
Roum = TU (pacotes/intervalo de tempo). (5.1)

5.2 Sequéncias de Protocolo

Em [18], as sequéncias de protocolo propostas sdo obtidas, exclusivamente, por meio de
codigos CP de peso constante, ou seja, todas a palavras do codigo CP possuem o mesmo peso
de Hamming. Uma abordagem complementar ao trabalho apresentado em [18] utiliza c6digos
ciclicamente permutaveis de peso nao-constante [33], [53] para obter sequéncias de protocolo.
Codigos CP de peso ndo-constante permitem que usudrios distintos usem sequéncias de pro-
tocolo com diferentes fatores de trabalbo. O fator de trabalho A; do usuédrio i, 1 < i < U, ¢é
definido como a fragdo de tempo em que a sua sequéncia de protocolo assume o valor 1 [23].
Entdo, para sequéncias de protocolo provenientes das palavras de um cédigo CP de compri-
mento N, pode-se, alternativamente, definir o fator de trabalho A;, para o usudrio i, como a
razdo entre o peso w; da palavra-cédigo, correspondente a sequéncia de protocolo, e 0 com-
primento N das palavras-codigo, logo A\; = w;/N. Se o cédigo CP for de peso constante,
entdo todos os usudrios possuem o mesmo fator de trabalho dado por A = w/N.

O Teorema 4 em [18] estabelece condi¢oes para c6digos CP de peso constante serem usados
como sequéncias de protocolo para o CCsR. Além do mais, permite calcular os valores de M
e o neste caso. Entretanto, para o caso de cddigos CP de peso ndo-constante, que ndo é
abordada em [18], é necessario estabelecer um novo resultado. Com esse intuito, o Teorema
5.1 [36], enunciado na sequéncia, estabelece um resultado para o célculo de M e o quando
as palavras de um cédigo CP, de peso constante ou ndo, sdo usadas como sequéncias de
protocolo. Se o codigo CP for de peso constante, entdo o Teorema 5.1 resulta equivalente ao

Teorema 4 em [18].
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Definicao 5.1
A correlagdo entre duas N-uplas bindrias € definida como o niimero de coordenadas em que ambas

possuem o valor 1. O

Lema 5.1 - [36]
Em um codigo ciclicamente permutdvel de peso ndo-constante, CCP(N, M., d.), a correlagdo, de-
notada por p, entre qualquer palavra-codigo e seus deslocamentos ciclicos ou entre quaisquer deslo-
camentos ciclicos de duas palavras-codigo distintas satisfaz p < Wmax — dc/2, em que Wi ax denota

o maior peso de Hamming dentre as palavras do codigo. O

Demonstracdo: Para duas N-uplas binarias quaisquer, cuja distancia de Hamming seja
d, e que possuam pesos de Hamming w; e w;, respectivamente, o namero de 1’s em que
elas coincidem € exatamente (w; +w;)/2 —d/2. Sendo as N-uplas bindrias palavras de um
codigo CP, sendo wax 0 maior peso de Hamming dentre as palavras-codigo e sendo d,. a
distincia minima ciclica, entdo o valor mdaximo para a correlagio entre duas palavras do
c6digo € obtido quando ambas possuem peso Wpax. Assim, p = wyax — d./2. Portanto, a
correlagao entre quaisquer deslocamentos ciclicos de duas palavras-codigo distintas satis-

faz p < wpax — de/2. [ |

Teorema 5.1 - [36]
Seja CCP(N, M. = U,d.) um codigo CP de peso ndo-constante, de valor minimo wwyin e valor
mdximo Wmax. Para um niimero inteiro o0, 1 < 0 < Wyax, um CCP(N, M. = U,d.) € um

conjunto de sequéncias de protocolo, representadas por (U, M, N, o), para

Wmin — 1 Wmin — 0
> mi .
M_mln{U’ \‘wmax_dc/2J ’ \‘wmax_dc/QJ +1}, (5 2)

em que | x| € 0 maior niimero intetro posttivo tal que |z | < . O

Demonstragdo: Inicialmente, considere a estratégia pela qual o receptor é capaz de iden-
tificar os usudrios cujos pacotes foram recebidos com sucesso. Para isto, considere o con-
junto W cujos elementos sdo os pesos de Hamming das sequéncias de protocolo dos U
usudrios do canal e considere um quadro arbitrdrio de comprimento N que é processado
pelo receptor em um instante de tempo também arbitrdrio. Seja 7 = [r,72,...,7n] a
N-upla bindria que representa o vetor atividade de transmissdo, em que 7;, 1 < j < N, as-

sume valores 0 ou 1 e é recebido no j-ésimo intervalo de tempo desse quadro. Se 7; = 0,
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houve “siléncio” no j-ésimo intervalo de tempo, caso contrario, se 7; = 1, houve uma
“mensagem” ou uma “colisdo”. O receptor decide se o usudrio i estd ativo no quadro
recebido se e somente se os valores de j para os quais 7; = 1 coincidem com os valores de
[ para os quais s;, = 1, 1 <1 < N,em ques; = {s;,}¥,, 1 < i < U, denota a sequén-
cia de protocolo do usudrio i. Se o usudrio i, de fato, estiver ativo no quadro, entio a
regra de decisdo descrita estard sempre correta. No entanto, se 0 usudrio i nao estiver
ativo no quadro, entdo a regra de decisdo utilizada falhara. Para deduzir uma condic¢do
suficiente assegurando que o usudrio i ndo estd ativo em um quadro arbitrario, considere
um nimero M de usudrios ativos cujas sequéncias de protocolo possuem peso arbitrdrio,
nao necessariamente iguais, mas que pertencem a W, e considere, ainda, que a sequéncia
de protocolo do usudrio i tem peso igual a w; € W. Portanto, se o usudrio i nao esti-
ver ativo no quadro, quando no maximo M usudrios estdo ativos, e p denota o numero
maximo de 1’s em que as sequéncias de protocolo dos M usudrios coincidem, uma por
vez, com os 1’s em s;, entdo Mp < wp;, € uma condicdo suficiente para identificar cor-
retamente que o usudrio ¢ nao esta ativo, qualquer que seja o w; € W. Porém, do Lema
5.1 tem-se p < Wmax — de/2, porque a sequéncia de protocolo de cada usuario pode estar
deslocada ciclicamente. Assim resulta que M (wmax — de/2) < wmin Ou, equivalentemente,
M (Wmax — de¢/2) < Wpyin — 1 é uma condigdo suficiente para identificar corretamente os

usudrios ativos por quadro. Nessa condi¢dao, o numero de usudrios ativos M é dado por

Wmin — 1
M=|———m]. .
{wmax — dc/2J (5-3)

No préximo passo € estabelecida uma condi¢do suficiente para que cada um dos M
usudrios ativos, por quadro, possa enviar no minimo o pacotes, que sdo recebidos livres
de colisdo. Para isto, suponha que o usudrio i estd ativo. Como os pacotes dos demais
M — 1 usudrios ativos podem colidir com, no maximo, wyax — d./2 pacotes enviados pelo
usudrio ¢, 0 usudrio i tem a garantia de que Wyin — (M — 1)(wmax — d./2) dos seus pacotes
chegam ao receptor sem sofrer colisdo, qualquer que seja o peso w; € W da sequéncia de

protocolo do usudrio i. Logo, 0 > wmin — (M — 1)(wmax — dc/2) ou, equivalentemente,

Wmin — 0
M = liwmax — dc/2J + 1. (5-4)

Por fim, é trivial que a condi¢ao M < U seja satisfeita e, portanto, se o valor de M
¢ o minimo entre U e os valores inteiros dados em (5.3) e (5.4), entdo o receptor é capaz
de identificar corretamente os usudrios ativos por quadro e cada um deles tem a garantia

de poder enviar o pacotes que sdo recebidos livres de colisdo. Porém, as expressoes (5.3)
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e (5.4) sdo deduzidas considerando o pior caso, pois é possivel situagdes em que s6 ha
usudrios ativos que possuem sequéncias de protocolo com peso wpiy €, entado, o nimero
de usudrios ativos é maior que o valor calculado em (5.3) e (5.4). Logo, justifica-se a
desigualdade em (5.2) e a condi¢do de igualdade ocorre quando o cédigo CP é de peso

constante. [ |

5.2.1  Sequéncias-BCH e Sequéncias-RS

Segundo [21], os parametros (U, M, N, o) das sequéncias-BCH sdo U = pF=2r N =
p(p" — 1) e M em funcdo de o é dado por

. w—1 w—o0o
M:mln{U, Lv—dc/QJ , LU—dc/2J +1}, (5.5)

em que p é um ndmero primo tal que p > 5, e r e k sdo nameros inteiros tais que r > 1 e

3 < k < p— 1. As sequéncias de protocolo sio palavras de um cédigo CP de peso constante
comw=7p" —1led, >2(p" —1— (k—1)p ). E demonstrado em [21] que, para r = 1,
as Sequéncias-BCH equivalem as Sequéncias-RS [18], considerando os c6digos Reed-Solomon
com comprimento do bloco maximo igual a p — 1.

Segundo [55], o limitante superior para o valor de M é deduzido considerando o nimero
maximo de usudrios ativos que podem transmitir, no minimo, um pacote que seja recebido
livre de colisao em um quadro de comprimento N. Assim, para o = 1, o segundo termo do

lado direito em (5.5) € o menor. Logo, substituindo w por p” —1 e d. por 2(p"—1—(k—1)p"~1)

resulta M > {(p,‘_1)_[(5:__11:,:_1)1),,,1}J = L&%J. Para valores elevados de p, o valor de

M ¢é aproximadamente igual a [p/(k — 1)]. Se este resultado for utilizado para avaliar o
numero de usudrios ativos, entdo, no maximo, |p/2| = (p—1)/2 podem estar ativos, uma vez
qued3 <k<p-—1.

Em |21], para deduzir o limitante inferior para o valor de Ryym, 0 primeiro passo é avaliar
para quais valores de o, no lado direito de (5.5), o terceiro termo é o menor. Para isto, o

segundo e o terceiro termos do lado direito de (5.5) podem ser reescritos, respectivamente,

2w—o—d./2

w—d, /3 Para que ocorra my < my, é suficiente

w—1 w—o _
como my < w—d,j3 € M2 < w—d./2 +1=

que 2w — o —d./2) < (w — 1), o que implica em 0 > w + 1 — d./2. Logo, para o >

(k — 1)p"~! + 1, o terceiro termo é o menor. Portanto, M > [#J +1 > #,

o(w—o)

NE—Dpr—1> CujO valor é maximo para

e quando substituido em (5.1) resulta em Rgyn, >

o = w/2, desde que (w/2) > (k- 1)p"~! + 1. Logo, sendo N = p(p" — 1) = pw, resulta
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R > @/2w—w/2) _ pr-

plh—Tpr=T = ak—T)pr> due para valores elevados de p pode ser aproximada para

_1
ik-1)°

5.2.2  Sequéncias-Constaciclicas

As Sequéncias-Constaciclicas podem ser obtidas por meio de c6digos CP de peso constante
ou nao. A seguir, codigos CP de peso ndo-constante sio usados para gerar as Sequéncias-
Constaciclicas tipo-I e as Sequéncias-Constaciclicas baseadas nos codigos CP da Constru-
¢ao 4.1. As Sequéncias-Constaciclicas tipo-II sdo obtidas por meio de cédigos CP de peso

constante.

Sequéncias-Constaciclicas tipo-I

Segundo [33], [53], os pardmetros (U, M, N, o) das sequéncias baseadas em c6digos CP de
peso nio-constante sio U = p*~2, N = p?> — 1 e M em funcio de o é dado por

Wmin — 1 Wmin — 0
M > min U 1 .6
- mm{ ’ {wmax - dc/ZJ ’ {wmax - dc/ZJ * } (5:6)

em que p é um numero primo tal que p > 5 e k é um numero inteiro par tal que 4 < k <
p — 1. As sequéncias de protocolo sdo palavras de um cédigo CP, de peso ndo-constante, com
Wmin =P+ 1, Wmax = P —k+2) + (k— Dw(v')ed. > (p—k+ 2)d(v), em que w(v'),
w(v’) > 3, denota o peso da (p — 1)-upla que representa o elemento 0 na representagao-V e
d(v) denota sua distincia minima.

Para obter-se o limitante superior para M, segue-se 0 mesmo procedimento aplicado as
Sequéncias-BCH com a hipétese adicional de que todos os usudrios ativos, num determi-
nado quadro, possuam sequéncias de protocolo que correspondem a palavras do codigo CP
com peso igual a wyi,. Tal hipdtese corresponde a substituir wyax por wmin em (5.6) que,
nesse caso, é satisfeita com igualdade. Além do mais, para palavras do codigo CP com

peso igual a wpyin, d(v) = 2. Assim, para 0 = 1, Wpax = Wmin € d(v) = 2, obtém-se

M > L(Hgﬁ)ﬂ;:iﬁﬂ = [(,ﬁl)J . Logo, se este resultado for utilizado para avaliar o nimero
de usudrios ativos, entdo, no maximo, |p/3] podem estar ativos, uma vez que 4 < k <p — 1.

Na dedug¢io do limitante inferior para Rgym, 0 primeiro passo € avaliar para quais valores
de o, no lado direito em (5.6), o terceiro termo é o menor. Seguindo o mesmo procedimento
utilizado para as Sequéncias-BCH, obtém-se 0 > wpyax + 1 — d./2. Como d(v) > 2 para
w(v') > 3, resulta o > (k—1)w(v’)+1 e o terceiro termo é o menor. Assim M > {%J +

1 > Wmin — o’(wmiﬂfo')

Ww("v,), que quando substituido em (5.1) resulta em Ry > Ny SWo valor é
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MAXIimo para 0 = Wmyin/2, desde que (wWmin/2) > (k—1)w(v') + 1. Logo, sendo N = p* —1 =

min /2 min — Wmin/2 1
(b + D) = 1) = wwin(p = 1), resulta Ry > Se@lime g = ooy, que

para valores elevados de p pode ser aproximada para m.

Sequéncias-Constaciclicas tipo-II

Em [33], [53], os parAmetros (U, M, N, o) das sequéncias baseadas em cdigos CP de peso

constante sio U = Ap1/N, N = p* — 1 e M em fungio de o é dado por

. w—1 w—0o
=m0 |5 | |25 + 1) 57

em que p é um numero primo tal que p > 5, k € um ntmero inteiro partal que 4 < k <p-—1le

o valor de A, é dado em (2.19). As sequéncias de protocolo sdo palavras de um cédigo CP
de peso constante com w = p+1e d. = 2(p—k+2). O limitante superior para o valor de M é o
mesmo deduzido para as Sequéncias-Constaciclicas tipo-1, pois a hipdtese assumida, naquele
ponto, de que todos os usudrios ativos possuem sequéncias de protocolo que sdo as palavras
do cédigo CP com peso igual a wpin, corresponde as Sequéncias-Constaciclicas tipo-II. Logo,
M < |p/3].

A deducio do limitante inferior para o valor de Rgun, segue o procedimento ja apresentado
anteriormente para as outras sequéncias. Dessa forma, 0 > w+1—d./2. Logo, parac > k, 0

w—o

terceiro termo, do lado direito de (5.7) é o menor. Assim resulta M > LmJ +1> %=%, que

o(w—o)

quando substituido em (5.1), resulta em Ry > cujo valor é maximo para 0 = w/2,

NG—1)
desde que (w/2) > k. Logo, sendo N = p?> —1 = (p+ 1)(p — 1) = w(p — 1), resulta
Reum > (g(/j)_(f))(_,;i/j) = 4(p£p&1,3_1), que para valores elevados de p pode ser aproximada

1
para g -
Sequéncias-Constaciclicas baseadas na Construgio 4.1

De acordo com a Construgio 4.1, os parametros (U, M, N, o) das sequéncias baseadas em

c6digos CP de peso ndo-constante sdo U = (p* —1)/(p? — 1), N = p?> — 1 e M em fungdo de

Wmin — 1 Wmin — 0
M > mi 1 .
- mm{U, {wmax - dc/ZJ ’ {wmax - dc/ZJ * } (5:8)

o é dado por

em que p é um numero primo tal que p > 5 e k é um numero inteiro par tal que 4 < k <
p — 1. As sequéncias de protocolo sdo palavras de um cédigo CP, de peso ndo-constante, com

Wmin = P+ 1, Wmax = P —k+2) + (k— Dw(v')ed. > (p—k+ 2)d(v), em que w(v'),
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Tabela s.x: Pardmetros de comparacdo para as sequéncias de protocolo. Sequéncias-Constaciclicas com p > 5,

4<k<p-—1lew(Vv') > 3. Sequéncias-RS e Sequéncias-BCH comp >53<k<p—1ler>1

Cri Sequéncias

téri - -

rieerios Construcio 4.1 tipo-I[33] tipo-l1[33] RS[18] BCH [21]

- o 1 1 1 1 1

Limitante inferior para Rowm | 3p—fjuwn  aG-Dee) I6-D AG-D 3G-D
Limitante superior para M p/3] |p/3] |p/3] p/2] lp/2]

Nodesequéncias geradas (U) | B ptE o Age g e
Comprimento do quadro (V) p?—1 p?—1 p? — p(p" —1)
Diferentes fatores de trabalho sim sim ndo nao nao

w(v’) > 3, denota o peso da (p — 1)-upla que representa o elemento 0 na representacio-V e
d(v) denota sua distincia minima.

Observe que as Sequéncias-constaciclicas baseadas na Constru¢do 4.1 e as Sequéncias-
constaciclicas do tipo-1 diferem, apenas, com relagio ao pardmetro U. Assim, o limitante

inferior para Rg,m € o limitante superior para o valor de M sdo os mesmos.

5.3 Comparacao das Sequéncias de Protocolo

De acordo com [55], a avaliacdo de sequéncias de protocolo nao é simples e o resultado
depende, em geral, da natureza da aplicag¢do pretendida. No entanto, os seguintes parametros
sdo comumente considerados.

a. O numero de usudrios, M, ativos por quadro;

b. A taxa total de informagao transmitida (Rsum);

¢. O nimero maximo de sequéncias distintas;

d. O comprimento do quadro, N, utilizado pelos usudrios;
e. Suporte a usudrios com diferentes fatores de trabalho;

f. Uso de cabecalhos de identificacao dos usudrios.

5.3.1 Analise dos Parametros das Sequéncias

A Tabela 5.1 resume os parametros para comparagiao das sequéncias apresentadas e que
sao discutidos a seguir. Como todas as sequéncias de protocolo analisadas nesta tese sdo obti-
das por meio de cédigos CP, isto implica que quando os pacotes chegam ao receptor num dado
quadro de transmissao, é possivel distinguir os usudrios ativos sem a necessidade de cabega-

lhos de identificagdo [55]. A sequéncia de protocolo de cada usudrio pode ser identificada,
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mesmo que seja recebida com algum deslocamento ciclico, uma vez que a sequéncia resul-
tante de um deslocamento ciclico é diferente dela mesma e da sequéncia de protocolo de cada
um dos outros usudrios. E também desejavel que as sequéncias de protocolo deem suporte a
usudrios com diferentes fatores de trabalho [55], pois diferentes sensores ou estagdes de traba-
lho, podem necessitar de usuarios com diferentes taxas de transmissdo. Dentre as sequéncias
apresentadas, as sequéncias baseadas na Construcdo 4.1 e as Sequéncias-Constaciclicas tipo-I
possuem tal caracteristica, pois o codigo CP utilizado ndo é de peso constante.

O comprimento N do quadro utilizado nas transmissdes também é um parametro im-
portante porque quanto maior o comprimento do quadro, maior a complexidade de deco-
dificagao por intervalo de tempo [21]. As Sequéncias-Constaciclicas possuem comprimento
N = p? — 1 que é aproximadamente o mesmo valor do comprimento das Sequéncias-RS,
N = p? — p. Comparando com as Sequencias-BCH, cujo comprimento é N = p(p” — 1), as
Sequéncias-Constaciclicas possuem comprimento bem inferior, principalmente, a medida que
o valor de r aumenta. Por exemplo, para p = 13, k = 4 e r = 2, as Sequéncias-BCH tém
N = 2184, enquanto que as Sequéncias-Constaciclicas e as Sequéncias-RS, para os mesmos
valores de p e k, possuem N = 168 ¢ N = 156, respectivamente.

Comparando o valor de U das Sequéncias-Constaciclicas tipo-I com o valor de U das
Sequéncias-RS e Sequéncias-BCH, conclui-se que ele é igual ao valor da primeira e inferior
ao valor da segunda, U = p*=2"_ principalmente para valores elevados de r. As sequéncias
baseadas na Construgio 4.1, por sua vez, possuem um valor de U maior do que Sequéncias-
Constaciclicas tipo-I e as Sequéncias-RS, pois (p* —1)/(p? — 1) > p*~2 para k > 2. Por fim,
o valor de U das Sequéncias-Constaciclicas tipo-II, é sempre inferior quando comparado com
os valores de U das demais sequéncias na Tabela 5.1.

Sequéncias-Constaciclicas tipo-1, tipo-II e as sequéncias baseadas na Constru¢do 4.1 pos-
suem o mesmo limitante, M < |p/3], que é menor que o limitante superior para as Sequéncias-
RS e Sequéncias-BCH dado por M < |p/2]. Porém, a diferenga entre os valores dos limitantes
é cada vez menor a medida que o valor de p aumenta.

Pela Tabela 5.1, as Sequéncias-Constaciclicas tipo-II possuem o mesmo limitante inferior
das Sequéncias-RS e das Sequéncias-BCH para Rqum. Ja as Sequéncias-Constaciclicas tipo-I e
as sequéncias baseadas na Construgdo 4.1 possuem um limitante inferior que é menor que o
correspondente das demais sequéncias por um fator de ﬁ, w(v’') > 3. Esta diminuicao é

devida ao fato dos c6digos CP usados serem de peso niao-constante e o valor de w(v’) influ-



78

enciar diretamente no peso das palavras-codigo. Como ha usudrios com variados fatores de
trabalho, o nimero de usudrios ativos por quadro pode diminuir. Porém, como mencionado
anteriormente, as Sequéncias-Constaciclicas tipo-I e as sequéncias baseadas na Construcgdo 4.1
sdo as unicas na literatura, obtidas por meio de cédigos CP, que comportam usudrios com di-

ferentes fatores de trabalho.



CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS E
CONTRIBUICOES

Ndo me envergonho de mudar de opinido, por-

que ndo tenho vergonha de pensar.

— Blaise Pascal

‘> ‘ ESTE capitulo sdo apresentados alguns topicos para futuras investigacoes. Além do

mais, sdo apresentados os trabalhos publicados em anais de conferéncias e em re-
vistas especializadas relacionados a pesquisa desta tese, assim como trabalhos publicados em
atividades paralelas de pesquisa na drea de Comunicagoes, especificamente em c6digos corre-

tores de erro.

6.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

A seguir, apresenta-se algumas sugestdes para trabalhos futuros que possam ser realizados

a partir dos resultados expostos nesta tese.

> Para cédigos lineares ciclicos g-arios cujo comprimento de bloco n é um divisor de ¢™ — 1 e

cujo polindémio gerador satisfaz o Teorema 2.8, ainda nao hd uma expressio, como aquela
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enunciada no Teorema 4.1, que permita particionar o diciondrio de palavras do cédigo em

classes de equivaléncia ciclica;

> O Teorema 2.8 permite gerar um c6digo linear ciclico g-ario com a garantia de que todas as
palavras-cddigo ndo nulas possuem ordem ciclica plena. Entretanto, dado um c6digo linear
ciclico g-ario de comprimento de bloco n que ndo satisfagca o Teorema 2.8, ha palavras-
cédigo com ordem ciclica n e outras palavras-codigo com ordem ciclica igual a um divisor
de n. Portanto, encontrar uma expressao similar a do Teorema 4.1, que permita particionar
o conjunto de palavras de um codigo linear ciclico g-drio em classes de equivaléncia ciclica
de ordens distintas, ainda € um problema a ser investigado. Andlise similar € valida para o

caso dos cédigos lineares constaciclicos p-drios;

> Codigos CP possuem diversas aplicagoes [23], [25]-[27]. Portanto, a depender da aplicagio,
investigar codigos CP obtidos por meio das construcbes propostas nesta tese, que aten-
dam as propriedades solicitadas, por exemplo, peso das palavras-codigo, distincia minima,

funcdo de autocorrelagio, etc;

> Analisar as construgoes de codigos CP apresentadas nesta tese do ponto de vista da teoria

de designs [56].

6.2 Publicagoes
7. Publicagdes relacionadas ao trabalho de pesquisa do doutorado:

a) J. S. de Lemos-Neto e V. C. da Rocha , “Cédigos ciclicamente permutdveis derivados de
codigos constaciclicos”, Anais do XXIX Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagoes (XXIX SBiT),

Curitiba-PR, Brasil, pp. 1-5, Outubro 2011.

b) V. C. da Rocha and J. S. de Lemos-Neto, “New cyclically permutable codes”, IEEE Informa-
tion Theory Workshop (ITW), Rio de Janeiro, Brazil, pp. 693-697, October 20711.

c) J.S. de Lemos-Neto e V. C. da Rocha , “Sequéncias de protocolo para o canal de colisio sem
realimentagdo”, Anais do XXXI Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagoes (XXXI SBrT), Fortaleza-

CE, Brasil, pp. 1-5, Setembro 2013.

d) J. S. de Lemos-Neto e V. C. da Rocha , “Cyclically permutable codes specified by roots of

generator polynomial”, Electronics Letters, v. 50, n. 17., pp. 1202—1204, August 2014.
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21. Publicagdes em atividades paralelas de pesquisa:

a) P. R. Freitas, V. C. da Rocha Jr. and J. S. de Lemos-Neto, “On the iterative decoding of
binary product codes over the binary erasure channel”, Proceedings of the 8th International
Symposium on Wireless Communication Systems (ISWCS 2011), Aachen, Germany, pp. 126-130,

201I1.

b) W. P. S. Guimaraes, J. S. de Lemos-Neto and V. C. da Rocha Jr., “A hybrid iterative decoder
for LDPC codes”, Proceedings of the 9th International Symposium on Wireless Communication

Systems (ISWCS 2012), Paris, France, pp. 979-983, 2012.

c) D. P. B. A. Camara, J. S. de Lemos-Neto and V. C. da Rocha Jr., “Multi-instance Based
Cryptographic Key Regeneration System”, Anais do XXX Simpdsio Brasileiro de Telecomunica-

¢oes, Brasilia-DF, Brasil, pp. 1—5, Setembro 2012.

d) W. P. S. Guimaraes, J. S. de Lemos-Neto and V. C. da Rocha Jr., “Efficient use of a hy-
brid decoding technique for LDPC code”. EURASIP Journal on Wireless Communications and
Networking, v. 2014, pp. 32—41, 2014.

e) D. P. B. A. Camara, J. S. de Lemos-Neto and V. C. da Rocha Jr., “Multi-instance Based
Cryptographic Key Regeneration System”, Journal of Communication and Information Systems,

V. 29, Pp. 4655, 2014.
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