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CAPITULO 1

INTRODUCAO

As ideias bésicas sobre a analise de Fourier remontam a 1822, quando Jean Baptiste
Joseph Fourier investigou a propagagao de calor em corpos solidos [1, 2|. Nesse contexto,
uma das principais ferramentas desenvolvidas foi a Transformada de Fourier, a qual tem um
importante papel em varias areas do conhecimento, especialmente em processamento de sinais

[3, 4]. Algumas areas do conhecimento que tem se beneficiado da anélise de Fourier sao:

e Astronomia [5];

Imagens Médicas [6-8];

Processamento de Voz [9-13];

Audio digital [14-17];

Processamento Digital de Imagens [18-21];

Criptografia [22];

Codificacao de Canais [23|;

Marcas d’agua [24, 25];

Comunicagoes [26].

A esséncia da transformada de Fourier de um sinal é a sua decomposi¢ao em um somatorio
de senoides ortogonais de diferentes frequéncias |27, 28]. Em casos praticos, sua avalia¢ado nao
é realizada analiticamente, mas numericamente e, na maioria dos casos, nao existe nem mesmo
uma expressao analitica para o sinal a ser analisado (e.g. sinal de voz). A Transformada Disc-

reta de Fourier (DFT, do inglés Discrete Fourier Transform) é uma ferramenta que computa
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o espectro de frequéncia de uma sequéncia finita de comprimento N, com uma complexidade
computacional de N2 multiplicagoes e N(N —1) adigoes. O sucesso da aplicacio de técnicas de
transformagao é devido, principalmente, a existéncia dos chamados "algoritmos rdapidos"|29].
Com isso, técnicas para computacao de transformadas discretas com uma baixa complexi-
dade multiplicativa vem sendo objeto de interesse ha um longo tempo. A seguir, apresenta-se
uma breve cronologia do desenvolvimento dos principais algoritmos rapidos conhecidos na

literatura:

e Fm 1958, Goertzel apresentou um algoritmo para computar componentes isoladas da DFT
[30];

e Os primeiros algoritmos rapidos para computar a DFT foram propostos por I. J. Good (1958,
1960) e por L. H. Thomas (1963) [31, 32|. Esses algoritmos se baseiam no teorema chinés
do resto e, posteriormente, foram unificados sob o titulo de algoritmo de Good-Thomas ou

algoritmo do fator primo (PFA, do inglés Prime Factor Algorithm) [33].

e Em 1965, J.W. Cooley e J.W. Tukey introduziram uma ideia revolucionaria que poste-
riormente tornou-se conhecida como a Transformada Réapida de Fourier (FFT, do inglés
Fast Fourier Transform) [34]. Entretanto, pode-se atribuir a Gauss algumas das idéias
propostas nesse trabalho [35, 36]. A FFT ¢ um marco na teoria de algoritmos [37] e, mais

especificamente, no campo de Processamento de Sinais |38, 39|;

e Em 1968, Rader [40] e, em 1970, Bluestein [41], forneceram métodos para computar a DFT
por meio de uma convolugao; o primeiro ficou conhecido na literatura como algoritmo Rader
primo;

e Em 1969, Bergland apresentou um algoritmo com base 8 [42, 43] e Singleton apresentou
uma FFT com base mista [44];

e Em 1971, Pollard desenvolveu uma transformada analoga & DFT, porém definida em um
corpo finito [45];

e Em 1976 [46], Rader e Brenner propuseram uma forma alternativa da FFT. Neste mesmo
ano, Winograd [47] propos um algoritmo que combina o algoritmo de Rader primo com um

outro algoritmo, de sua autoria, para computar uma convolugao;

e Em 1978, Winograd generalizou o método de Rader para comprimentos que sejam uma

poténcia de um primo [48].
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Em 1984, Duhamel e Hollman apresentaram um algoritmo em que se usavam diferentes

bases, o split-radiz [49]; outras variacoes deste algoritmo sdo encontradas em [50-52];

Em 1988 [53], Heideman estudou a complexidade multiplicativa da DFT, chegando a uma
férmula para o ntmero de multiplicagées em ponto flutuante necessarias para computa-la.
Nesse mesmo ano, Tufts e Sadasiv desenvolveram um algoritmo rapido com base em fungoes
aritméticas para o calculo da DFT, a chamada Transformada Aritmética de Fourier (AFT,
do inglés Arithmetic Fourier Transform), sem utilizar multiplica¢oes em ponto flutuante
[54, 55]. Detalhes sobre o desenvolvimento da AFT podem ser encontrados em [56, 57].

Este algoritmo fornece uma aproximagao do valor da DFT;

Em 1995, Varkonyi-Koczy apresentou um algoritmo que usava a recursividade para com-

putar a DFT [58];

Em 2009 [59], Marti-Puig apresentou duas familias de algoritmos FFT base-2 que tem a

propriedade que ambas, entrada e saida, sejam enderecadas em ordem natural;

Em 2011, Silva Jr. e Campello de Souza propuseram novos algoritmos, explorando os con-
ceitos de base ciclotémica, para a computacao de um niimero arbitrario de componentes da
DFT. Esses algoritmos sao 6timos, no sentido de apresentarem complexidade multiplicativa

minima [60-62];

Outros algoritmos rapidos sao apresentados e podem ser consultados em [63-65].

Um tutorial que revisa os algoritmos FFT est4 disponivel em [66]. Um dos objetivos

na pesquisa destes algoritmos é reduzir sua complexidade aritmética, isto é, o nimero de

multiplicacoes e adigOes reais para calcular a DFT.

Em 1942 [67], R. V. L. Hartley (1890-1970) introduziu uma transformada real que ¢ uma

formulagao alternativa para a transformada de Fourier. Esta é atraente pois usa aritmética

real. Pode-se citar algumas aplicagoes da transformada de Hartley:

Processamento de imagem. [68-71|;
Processamento de imagens sismicas. [72];
Cifragem de imagem opticas. |73|;
Compressao de imagem. [74];

Optica e microondas. [75, 76];

Processamento de voz. [77, 78];
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e Filtragem adaptativa. [79];
e Comunicagoes. [80, 81].
A seguir, apresenta-se uma breve cronologia do desenvolvimento da transformada de Hart-
ley:
e Em 1942, Hartley introduziu a transformada continua de Hartley [27, 67, 82];

e Em 1983, Bracewell desenvolveu a transformada discreta de Hartley - DHT (do inglés,

Discrete Hartley Transform) [83];
e Em 1984, Bracewell implementou um algoritmo rapido para computagao da DHT [84];
e Em 1985, Sorensen, Jones, Burrus e Heideman propuseram um conjunto de FHTs [85];
e Em 1990, Yang propos uma FHT de fator primo [86];
e Em 1993, Lun propés uma FHT de base-3/9 [87];
e Em 1994, Guoan propds um algoritmo "split radiz" para computagao da DHT [88];

e Fm 1998, Campello de Souza, de Oliveira e Kauffman introduziram a transformada de

Hartley sobre um corpo finito [89];
e Em 1999, Guoan Bi e Chen propuseram uma FHT para comprimentos N = ¢ % 2™ [90];

e Em 2000, H. de Oliveira, Cintra e Campello de Souza desenvolveram uma FHT com uma

decomposi¢ao multinivel para a DHT [91];

e Em 2001, Cintra, H. de Oliveira e Cintra desenvolveram a transformada de Hartley truncada
[92];
e Em 2005, Bouguezel e Ahmad propuseram uma FHT de base-2/4 [93];

e Em 2009, Shah desenvolveu uma DHT de base-2 [94];

e Em 2011, Hamood e Boussakta desenvolveram uma FHT baseada em base-22" [95].

Com o advento da VLSI (do inglés, Very Large Scale Integration) e o desenvolvimento dos
Processadores Digitais de Sinais (DSP, do inglés Digital Signal Processor), que implementam
técnicas de processamento de sinais, a DFT e a DHT tornaram-se ferramentas atrativas para
avaliagao do espectro de um sinal [96, 97]. A redugado de custo dos DSPs e a capacidade
crescente alcangada por processadores de dados (ou seja, dezenas de GFlps - Giga operagoes
em ponto flutuante por segundo - e TFlops, Tera operagdes em ponto flutuante por segundo)

[98], junto com novas e eficientes técnicas de processamento de sinais, estdo tornando viaveis
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aplicagoes em tempo real para diversos tipos de sinais. Neste cenario, a DFT e DHT tornaram-

se ferramentas largamente difundidas para anélise espectral [99].

1.1 Contribuigoes

O objetivo desta tese é apresentar novos algoritmos rapidos para computacao de transfor-

madas discretas. As contribui¢oes dadas sao:

e Um novo algoritmo rapido para computacao da DFT, baseado em série matricial de Laurent,

para comprimentos N =4 mod 8.

e Um novo algoritmo rapido para computagao da DHT, baseado em expansao matricial, para

comprimentos N = 0 (mod 4).

e Algoritmos 6timos, ou seja, com complexidade multiplicativa minima, para computacio da

DHT para os comprimentos 8,12, 16 e 24.

e Projeto e implementacéao, no dispositivo SPARTAN 3E xc3s500e-5-fg320, de um algoritmo
que é capaz de fazer a computagao rapida dos coeficientes da DFT/DHT de uma sequéncia

real de comprimento N = 16.

e Procedimento para reducao de operacoes aditivas em uma matriz.

Os novos algoritmos rapidos apresentam uma complexidade aritmética multiplicativa mais
baixa que a dos algoritmos conhecidos na literatura, sendo que suas estruturas sao interes-

santes para implementagdes em VLSI e FPGA.

1.2 Organizacao da Tese

A tese estd organizada em seis capitulos. Apoés esta introdugdo, o capitulo 2 apresenta
a transformada discreta de Fourier (DFT), em que visa-se fazer a ligagdo da representagao
de sinais de tempo continuo com a de sinais de tempo discreto; além disso, é apresentada a
definicao da transformada discreta de Hartley. No capitulo 3 sdo apresentados os principais al-
goritmos réapidos para célculo da DFT, que sdo os algoritmos de Cooley-Tukey, Good-Thomas
e Rader-Primo. O capitulo 4 introduz a técnica proposta para computacao da DFT baseada
em série matricial de Laurent, apresentando exemplos da aplicacdo dessa nova técnica. O capi-

tulo 5 apresenta um novo algoritmo para computagao da DHT através de expansao matricial.
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O capitulo 6 apresenta uma implementagao em FPGA das duas transformadas (Fourier e Hart-
ley). O capitulo 7 apresenta as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros. O Apéndice
A apresenta um procedimento para a fatoracdo de uma matriz em matrizes bielementares. A
lista dos trabalhos publicados, decorrentes da pesquisa relatada nesta tese, é apresentada no
Apéndice B. Anexo a tese, o leitor encontrard um CD contendo os cédigos-fonte utilizados

para descrigao, em VHDL, do gerenciamento da computac¢ao da DFT/DHT.



CAPITULO 2

A TRANSFORMADA DISCRETA
DE FOURIER - DFT

A anélise espectral de sinais em tempo continuo tem como uma de suas principais fer-
ramentas a transformada de Fourier [100]. No entanto, muitas aplicagdes envolvendo esta
transformada dependem de um computador digital para efetuar o processamento dos da-
dos, sendo que seu calculo fica invidvel para sinais em tempo continuo. Como mostrado mais
adiante neste capitulo, a transformada discreta de Fourier pode ser derivada a partir da Trans-
formada de Fourier em Tempo Discreto (TFTD). Este capitulo tem como objetivo introduzir

a DFT que ser4 utilizada para anéalise espectral de sinais.

2.1 Introducao

H& quatro representagoes de Fourier distintas, cada uma aplicavel a uma classe de sinais.
A Tabela 2.1 mostra a relagdo entre o dominio do tempo e as representacoes de Fourier. Nesta
pode-se ver as quatro classes de sinais definidas pelos aspectos periodicidade (periédico/nao
periodico) e tipo (continuo/discreto). Os sinais periddicos tém representagoes pelas séries de
Fourier: série de Fourier (FS), discreta e nao periddica; e série discreta de Fourier (DFS),
discreta e periddica. A primeira se aplica a sinais periddicos de tempo continuo, e a segunda
se aplica a sinais periddicos de tempo discreto. Sinais nao-periédicos tém representacoes pelas
transformadas de Fourier: transformada de Fourier continua (FT), continua e nao periodica;
e transformada de Fourier de tempo discreto (DTFT), continua e periddica. A primeira se

aplica a sinais de tempo continuo e nao-periodicos, e a segunda se aplica a sinais de tempo
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discreto e nao-periodicos [101].
Tabela 2.1: Relacao entre caracteristicas de tempo de um sinal e sua representacao de Fourier

Dominio Periédico Nao periodico

no Tempo

Continuo Seérie de Fourier (FS) Transformada de Fourier continua (FT)

(Discreta e Nao periodica) | (Continua e Nao Periodica)

Discreto Série Discreta de Fourier | Transformada de Fourier de Tempo Discreto
(DFS)/DFT (DTFT)
(Discreta e Periodica) (Continua e Periodica)

2.2 Representagao de sequéncias periddicas: A série discreta

de Fourier (DFS)

Considere uma sequéncia discreta peridédica v[n], com periodo N, ou seja

v[n] = vln + rNJ, (2.1)

para qualquer valor inteiro de 7 e N. Como ocorre com os sinais periédicos em tempo con-
tinuo, tal sequéncia pode ser representada por uma série de Fourier, correspondendo a uma
combinagao linear de exponenciais complexas harmonicamente relacionadas, cujas frequéncias
sao multiplos inteiros da frequéncia fundamental (27/N) (ou harmoénicas) associada com o
periodo da sequéncia v[n].

A série de Fourier de sinais periodicos de tempo continuo requer infinitas exponenciais
complexas harmonicamente relacionadas. Entretanto, a série de Fourier para qualquer sinal
em tempo discreto com periodo N requer somente N exponenciais complexas harmonicamente

relacionadas, como mostrado na Equagao 2.2 [101],

1 N—-1
N Z ej(Qﬂ/N)kn’ (22)
k=0

pois ej(?ﬂ'/N)(k—i—lN)n _ ej(?ﬂ/N)knejQﬂ'ln — 6j(27r/N)kn.
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Os coeficientes da série de Fourier sdo obtidos da série periddica conforme Equagao 2.3

N-1
VIk] =" dn]ed@m/Nkn,
n=0

com isso, a sequéncia resultante é peridédica de periodo N.

(2.3)

Pode-se representar o par DFS e as equagoes de anélise e sintese da série discreta de

Fourier pelas Equacgoes 2.4, 2.5 e 2.6, respectivamente,

e Par DFS

e Fquagao de Analise

e Equagao de Sintese

N—

1 17 —kn
v > Vikwy*".
k=

—_

vln] =

o

em que wy = e 727/N) A deducio destas Equacoes pode ser encontrada em [101].

A Figura 2.1 mostra o grafico de uma sequéncia periddica e sua respectiva DFS.

(2.4)

(2.5)

Sequéncia Periédica: N = 10
T T

[V~[K]|

111

Il

DFS da Sequéncia Periédica: N = 10
T T T T T

Figura 2.1: Uma sequéncia periddica e sua DFS.

10

15

20
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2.3 A transformada de Fourier de sinais periédicos

Uma sequéncia que é representada como uma soma de exponenciais complexas tem uma
representacao por meio da transformada de Fourier como um trem de impulsos [101]. Com
isso, é 1til incorporar a representacao da série discreta de Fourier de sinais peridédicos dentro
da definicdo da transformada de Fourier.

Seja ¥[n] uma sequéncia periodica com perfodo N e sejam V[k] os correspondentes coefi-
cientes da série discreta de Fourier. Define-se a transformada de Fourier de sinais periddicos

conforme a Equacgao 2.7.

CoEDY %V[k]é (w _ 2;;"“) (2.7)
em que 0(.) ¢ um impulso de Dirac [101].

Note que V(&) tem necessariamente periodicidade igual a 2, haja vista que V[k] é
periodica com periodo N e os impulsos sdo espagados em multiplos inteiros de 27 /N, sendo
N é um numero inteiro. Na Figura 2.1, ilustra-se um sinal periédico com periodo N = 10.

Agora, vamos considerar um sinal de comprimento finito v[n], ou seja, v[n] = 0, exceto no
intervalo 0 < n < N — 1. Através da convolugao desta sequéncia com um trem de impulsos,

podemos reescrever a sequéncia periddica v[n| conforme a Equagao 2.8,

o0

on] =vn]x > dn—rN)= > vln—rN] (2.8)

r=—oo r=—00

Diante disso, podemos definir a Transformada de Fourier de Tempo Discreto para um

sequéncia de comprimento finito conforme Equagao 2.9,

V(el?) = i vn]e I = i v[nje v, (2.9)

Comparando as Equagoes 2.9 e 2.5, podemos relacionar a transformada de Fourier com a

série discreta de Fourier conforme a Equacao 2.10,

VIk] = V(&™) | ,_2xn - (2.10)

w==5

Isto corresponde & amostragem da transformada de Fourier de tempo discreto em N
frequéncias igualmente espagadas entre w = 0 e w = 27, com um espagamento de frequéncia
de 2 /N. Isto é chamado de resolugao de frequéncia, porque nos diz o quao préximo estao as

amostras de frequéncia. A Figura 2.2 ilustra a amostragem de frequéncia para N = 8.
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Plano Z

Ciculo )
Unitario 2pi/8

Re

Figura 2.2: Pontos no circulo unitdrio ilustrando a amostragem de frequéncia de um sinal periddico,

cujo comprimento € 8.

2.4 A transformada discreta de Fourier: DFT

Para cada sequéncia v[n] de duragao finita, podemos sempre associa-la a uma sequéncia

periédica, de periodo N,

o0

vln] = Z v[n — rN]. (2.11)

T=—00

A sequéncia de duracao finita pode ser recuperada por meio de

vn], 0<n<N-1,
v[n] = (2.12)
0, caso contréario.

Os coeficientes da DFS de v[n] sdo amostras da transformada de Fourier de v[n|. A
sequéncia dos coeficientes da série de Fourier v[k] da sequéncia periodica v[n| é uma sequéncia
periddica com periodo N. A Figura 2.3 mostra essa relacdo para uma sequéncia finita obtida
de uma onda quadrada (N = 10) .

Para manter a dualidade entre os dominios de tempo e frequéncia, escolheremos os coefi-

cientes da série, que associamos com uma sequéncia de duragao finita, pois esta é de duragao

finita correspondendo ao perfodo de V[k] [101].
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Resposta em Amplitude
5C\ T T T T T T T T T

w
a1
T

| H(w) |
N
a1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Frequéncia

Figura 2.3: Grafico ilustrando a Relacao entre a DTFT e a DFS.

Esta sequéncia, V[k], sera chamada de transformada discreta de Fourier (DFT'). Com isso,

a DFT esté relacionada com os coeficientes da DF'S por

VIk], 0<k<N-—1,
VIk] = (2.13)

0, caso contrario.

Como

portanto,
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Sl vinlwhr, 0< k<N -1,

Vik] = (2.14)
0, caso contrario.
e
1 N-1 —kn
~ 0o VIklwy™, 0<k<N -1,
o] = { VT N (2.15)
0, caso contrario.
As equagoes de Anélise e Sintese da DFT sdo representadas pelas Equagoes 2.16 e 2.17,
respectivamente.

e Equacao de Analise

N-1
VK= vnjwir. (2.16)
n=0
e Equacao de Sintese
=
—kn
v[n] = N 2 VikJwy™. (2.17)

A relagado entre as equagoes 2.16 e 2.17 seré denotada por

v[n] 255 VK] (2.18)

Sobre estas expressoes, pode-se tirar duas importantes conclusoes:

1. As amostras da transformada de Fourier de tempo discreto fornecem uma efetiva rep-
resentacao discreta no dominio da frequéncia para um sinal de comprimento finito de

tempo discreto.

2. Para que nao haja "perda de informagao" nessa representagao, é necessério que o nimero
N de amostras da transformada de Fourier de tempo discreto seja maior ou igual ao

comprimento do sinal original.

A representacao matricial da DF'T é mostrada na equagao 2.19,

Vo 1 1 1 vo

1% 1 w w? WVt V1

Va — | 1 W w? .. w2W-1) V2 . (2.19)
Vo1 1 WN-1 L2N-D W(N=D(N=-1) ON_1
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Em 1987, Heideman investigou a complexidade aritmética da DFT e derivou os limites
inferiores da complexidade multiplicativa para computa-la [53]. Seja puppr(N) a minima

complexidade multiplicativa da computacao da DFT de um bloco de comprimento N.

Teorema 2.1 (Heideman). Para N = [[", p{’ em que p;, i = 1,...,m sio primos distintos

ee, 1t =1,...,m sao inteiros positivos, seque que

uprr(N) =2N — ZZ Zd) ged Hpj' (2.20)

11 0’&2 0
em que ¢(.) € a fungao de Euler ¢p(x) = [{n € N|n <z A MDC(n,:U) =1}.
Demonstrag¢ao:  Para wma demonstrag¢ao deste teorema, o leitor pode consultar [53]. Esta
prova € baseada na avaliacio da complexidade multiplicativa do produto de um conjunto de

polinémios. |

2.5 A transformada discreta de Hartley: DHT

Considerada, por muitos anos, essencialmente como uma técnica para computacao da
transformada de Fourier, a transformada de Hartley (continua ou discreta) tornou-se uma
ferramenta pratica, com muitas aplicagdes em varios campos da Engenharia [102]. Em partic-
ular, o par da transformada discreta de Hartley (DHT, do inglés Discrete Hartley Transform)

¢ definido, para uma sequéncia de comprimento N, hin], 0 <n < N — 1, pelas Equagoes 2.21

e 2.22 [83],
N—1 o
Hk 2 h kK <k<N-1 2.21
k2 3 hlrleas(Cipkn) 0 <k <N -1, (2.21)
1 N-1
= Hlk]cas —kn) 0<n<N-1, (2.22)
k=0

. N A
em que cas(.) denota a fungao cosine and sine definida como cas(i) = cos(i) + sin(i). A
DHT, como sua contraparte continua, é real, e a simetria do par da transformada é uma

caracteristica valiosa para sua implementagao.

2.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentamos um procedimento para se chegar a DFT, fazendo a associagao

com a série discreta de Fourier e a transformada de Fourier em tempo discreto. Finalizamos
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com a representacao em forma matricial da mesma. Esta formulagdo servira como base para

o desenvolvimento dos préximos capitulos.



CAPITULO 3

A TRANSFORMADA RAPIDA
DE FOURIER

A DFT, como definida na Equagao 2.16, requer N2 multiplicacdes e N(N — 1) adigoes, o
que frequentemente limita a sua aplicagdo mesmo para sequéncias de comprimento N = 1024.
Porém, se N é um ntmero composto, ha diversas maneiras de modificar esta transformada
unidimensional em uma bidimensional [29], o que proporciona uma redu¢ao na complexidade
aritmética de sua computagdo. Em 1965, Cooley e Tukey propuseram um algoritmo rapido
para computar a DFT [34]|. Este algoritmo tem complexidade multiplicativa (N/2)log, N,
muito menor em comparacio a N2 da computacio pela definicio da DFT[103]. Quando N é
um nimero primo, existe uma FFT que computa a DFT por meio de uma convolugao ciclica
[29], usando o algoritmo rapido de Winograd para filtragem digital. Desta forma, a com-
putacao da DFT tornou-se muito mais rapida, tornando-a vidvel para diversas aplicagoes que
vao desde a analise de sinais até a realizacao de uma filtragem linear rapida. Existem diversos
algoritmos réapidos para calculo da DFT [47, 66, 96, 104, 105]. Neste capitulo, abordaremos

os algoritmos de Cooley-Tukey, Good-Thomas e Rader-Primo.

3.1 O Algoritmo de Cooley-Tukey

Seja N = N;N,. Vamos substituir cada um dos indices n e k, na expressao para a

transformada discreta de Fourier, por indices nq,no, k1 € ko, tais que



n = ni+ Nins, n=0,....Ny—1leny=0,...,Ny — 1;

k = Noki+ ko, kt=0,....Ni—1eky=0,...,Ny — 1.
Entao,

No;—1 N;—1
(n1+Ninz)(N2ki+k2)
XN2k1+k2 = E : E : W Lni4+Ning-

TLQZO n1=0

Expandindo o produto, temos

Ny;—1N;—1
(n1Naki1+ni1ke+NinaNoki+Ningks)
XN2k1+k2 = E E W Tni+Nins
ngo=0 n1=0
Ny;—1N;—1
_ ni1Nok1 mi1ka, NinoNokq N1n2k52)
= g g Wy W Wy Wy Ty Nyng-
’I’L2:0 ’I’Ll:O
em que
- 270
wy 2 eIW
Definindo
N A _ ;27mNg —j 27Ny . —j2r .
le 2 VTN —e /NNy —¢ N2 = wp,,
€
N A _ 27Ny —j 27 No _j277r
wN2 = VTN —Z¢e /NiN2 —¢e /N; = WN,
tem-se
N;—1 Ny—1
n kl nlkg ngkg
X Noky+ky = g Wy, E WN, “Tni+Ning
7’7,1— 'ﬂg—
Definindo variaveis de duas dimensoes,
A
Tning — Lni+Nings ny :O,...,Nl —1le N9 :0,...,N2 — ].,
A
Xk‘1k‘2 = XN2k1+k27 kl :0,...,N1 —1le k‘g :0,...,N2 — 1,
tem-se

Ni—-1 N2—1

Xk;lk;2 — E wnlkl nlkz § wn2k2xn1n2

nl— TLz—

29

(3.1)

(3.2)



Mapeamento DFT nas Colunas D DFT .
0 ! DFT-N. nas Linhas de e
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=)

30

(N-1)

Vetor de Saida
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Figura 3.1: Esquema ilustrativo para a FFT Cooley-Tukey: observar a inderag¢ao de 1-D para 2-D.

Apenas os indices das componentes dos vetores de entrada e de saida sdo indicados.

Para computacao da DF'T de comprimento N, pode-se entao seguir o seguinte procedi-

mento:

1. Faz-se o mapeamento de entrada da sequéncia de entrada para uma matriz bidimensional;

2. Aplica-se em cada coluna da matriz uma DFT de comprimento Ns;

3. Multiplica-se a matriz, resultante do passo anterior, pelos fatores de ajuste w;\?h;

4. Aplica-se, em cada linha da matriz obtida no passo 3, uma DFT de comprimento Ny;

5. Faz-se o mapeamento de saida para gerar a transformada da sequéncia.

A Figura 3.1 ilustra este procedimento. Embora essa forma seja mais dificil de entender

que a original, o niimero de multiplicagdes e adi¢oes é menor. Na realidade, N(Ny + Ny + 1)

multiplicagoes complexas e N (N7 + Ny — 2) adi¢oes complexas sdo necessarias para computar

a DFT de comprimento N usando este algoritmo [29].

3.1.1 O algoritmo de Cooley-Tukey base 2: dizimag¢ao no tempo

Suponha que N seja uma poténcia de 2. Pode-se separar a sequéncia de entrada, z,, em

componentes pares e impares, obtendo-se

k k
X, = E Tpwh' + g TpWh' -

n par n impar

(3.5)

Substituindo a varidvel n por n = 2r, quando n é par, e n = 2r + 1, quando n é impar,

tem-se
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(N/2)-1 (N/2)-1
Xy = Y mpwyt+ > Zoppqw'er TR
r=0 r=0
(N/2)-1 (N/2)—1
= ) wm W)k D (W)™ (3.6)
r=0 r=0
Como wjz\, = ¢ 2027/N) — =i(27/(N/2)) — wn/2, a Equagao 3.6 pode ser escrita na forma,
(N/2)—1 (N/2)—1
Xk = Z Jf(zr)w?f/z +wi Z $(2r+1)w%€/2- (3.7)
r=0 r=0

Observa-se que cada somatorio representa uma DFT de comprimento N/2. Definindo

(N/2)—1
G D wawi)s
r=0

¢ (N/2)—1
H, & Z $(2r+1)W§\;€/27
r=0

a Equacao 3.7 pode ser reescrita da seguinte forma

X, =Gr+whH,, kE=0,1,...,N—1. (3.8)

Este algoritmo é conhecido como algoritmo em dizimagao no tempo, pois, recursivamente,
divide a sequéncia x,, em subsequéncias. Embora o indice k£ percorra todos valores de N,
k=0,1,...,N — 1, cada um dos somatoérios deve ser computado apenas quando k estiver na
faixa de 0 a N/2—1, pois G, e Hy, sdo periddicos em k com periodo N/2. Apos as duas DFT’s
terem sido computadas, elas serao combinadas conforme a Equagao 3.8. Este procedimento é
recursivamente aplicado até que cada uma das DFT’s resultante seja de comprimento N = 2.
A Figura 3.2 ilustra o procedimento para N = 16; em cada nivel é aplicada a Equagao
3.8. Como N = 29, isto é feito no maximo v = log, N vezes, tal que, apds conseguir
esta decomposicao tantas vezes quanto possivel, o nimero de multiplicagoes é igual a %v =
% logy N e o numero de adigoes é igual a Nv = N logy N.

Observando a Figura 3.2, nota-se que, do atual para o préximo estagio, a computagao
bésica tem a forma mostrada na figura 3.3, ou seja, envolve a obtencao de um par de valores
em um estagio, a partir de um par de valores do anterior, em que os coeficientes sdo sempre
poténcias de wy e os expoentes sdo separados por N/2. Por causa da forma do grafo, esta

computacdo elementar é chamada de borboleta (do inglés butterfly).
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| {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X3, X9, X105 X11, X125 X13, X14, X15} |

) Par ¢ ¢ impar
Nivel 1
| {Xo, X2, X4, X6, Xg, X10, X12, X14} I | {X1, X3, X5, X7, X9, X11, X13, X15} |
Nivel 2 Par v y__ Impar  Par v v impar
| {Xo, X4, Xg, X12} | | {X2, Xg, X10, X14} | | {X1, X5, X9, X13} | | {x3, X7, X11, X15} |
Par ¢ V¥ impar Par r_l-ﬁ impar Par W ¥ impar Pary v impar
Nivel
el 3 | {Xo, Xg} | | {Xa, X12} | {X2, X10} | | {Xs, X14} | | {x1, X} | | {Xs, X13} | {x3, X11} | | {X7, X1s} |

Figura 3.2: Decomposi¢ao da sequéncia de entrada até N=2 na FFT de Cooley-Tukey base 2.

wy
(m-1)-ésimo m-ésimo
estagio estagio

»
>

W, N2

Figura 3.3: Célula bdsica (borboleta) para computacio da FFT de Cooley-Tukey base 2.

Desde que,
N/2 i i
WN/ —e Jj@2m/N)N/2 _ e Im — _1’
N/2 .
o fator w;\;r / € escrito como

N/2 N/2
w}? / :wN/ Wy = —Wy-

Com isso, a computacdo da borboleta da Figura 3.3 é simplificada como na Figura 3.4,

que requer apenas uma multiplicacao complexa em vez de duas.

O > »
(m-1)-ésimo m-ésimo
estagio estagio
O >
[ON 1

Figura 3.4: Célula bdsica simplificada para a computacao da FFT de Cooley-Tukey base 2.
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3.2 O algoritmo de Good-Thomas

Este algoritmo é também conhecido como Algoritmo do Fator Primo (PFA, do inglés
Prime Factor Algorithm) e é baseado na fatora¢ao do comprimento N = Nj Ny em poténcias
de primos distintos. O algoritmo ¢ ilustrado na Figura 3.5, para o caso N = 15. N; e No
devem ser relativamente primos e o mapeamento que arranja os N componentes da sequéncia
a ser transformada em uma matriz Ny X N7, é baseado no Teorema Chinés do Resto[106]. Os
elementos do vetor de entrada sao armazenados em uma matriz bidimensional, iniciando pelo
canto superior esquerdo e listando os componentes como uma "diagonal estendida". Como o
nimero de colunas e linhas sao coprimos, a diagonal estendida passa por todos os elementos
do vetor [106]. Apos esta etapa, é computada a DFT da matriz. A ordem dos componentes

na matriz de saida é diferente da ordem dos componentes na matriz de entrada.

0 Aplicar

1 Transformada

2 Mapeamento de Fourier

3

4

S 0 6 |12] 3|9 0| 3 | ¢
6

7

5 E> 0|1 |7 | 13| 4 E> 5 | 8 |1
9

10 5 11| 2 | 8 | 14 10 | 13 | -
11

12

13

14

Indices do Vetor de
Entrada (N=15)

Figura 3.5: Exemplo da FFT de Good-Thomas para N = 15.

A derivagao do algoritmo de Good-Thomas é baseada no teorema chinés do resto [29]. O

indice de entrada é descrito pelos seus residuos como segue:

niy = n (mod Ny),

ny = n (mod Nj).

Este é o mapa dos indices de entrada, n, "descendo"a diagonal estendida de uma matriz
bidimensional (n1,n2). Pelo teorema chinés do resto, existem dois ntimeros inteiros N’ e N”

tais que os indices de entrada sdo recuperados da seguinte forma:

n=n1N"Ny+nyN'N; (mod N),
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em que N’ e N” sdo nimeros inteiros que satisfazem

N'Ny +N"Ny =1.
Os indices de saida sao descritos por

ki = N’k (mod Ny),
ke = N'k (mod Ny).

Para este proposito, N’ e N sao reduzidos modulo N; e médulo Ny respectivamente. O

indice de saida k é recuperado como segue
k = Noki + Niko (mod N)

Agora, com estes novos indices, convertemos a transformada discreta de Fourier

N-1
_ nk
Vi = wx,
n=0
na expressao

N2—1Ni—-1
_ n1N' Na+naN'N1)(N2k1+N1k
Viakitmake = Yy wi N Nena D@t Nibly, v 4, v, (3.9)

’I”LQZO 'I”L1=0

Mudando Nok; + Niky por (ki,ks) e ny N No + na NNy por (ng,ng), vem

N 1Nl " 2 2
N"(N: ki, N'(N k
thkg — E E w (N2)"n1 1y (N1)“ns 2Un1n2

n1=0 TLQZO
Nl—l N2—1

= >N prRaymh, L, (3.10)

n1=0 ny=0
em que 8 = WwN"(N2)* o v = wN'(ND)” - Os termos B e v sdo as Ni-ésima e No-ésima raizes
da unidade, respectivamente, ou seja, sao os nucleos da DFT de Nj-pontos e Na-pontos,
respectivamente. Note que 8 = (wéV)NNNQ. Haja vista que w’V2 = ¢=727/M ¢ NN, =1
(mod Ny), logo # = e~72™/N1_ De maneira similar, temos que v = e~927/N2,

A Equagao 3.10 esta agora no formato de uma DFT bidimensional N; x Ny. O ntimero
de multiplicagoes é N(N; + N3). Se o comprimento das linhas/colunas for composto, as
DFT’s podem ser computadas por outra transformada rapida de Fourier. Desta maneira,
uma transformada cujo comprimento N tem N; fatores coprimos é computada numa forma

que requer aproximadamente N ), N; multiplicacoes e adigoes [29].
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3.3 O algoritmo Rader-Primo

Este algoritmo, que usa a convolugao para calculo da DFT definida pela Equagao 2.16,
requer apenas algumas operagoes de indexacao e uma convolucgao ciclica de comprimento
(N —1). E usado para computar a DFT em qualquer corpo F sempre que o comprimento da
sequéncia é um primo p. Neste caso, podemos fazer uso da estrutura de GF(p), o campo de
Galois de p elementos [107], para reindexar os componentes do vetor de entrada.

Se m denota um elemento primitivo de GF(p), entdo cada elemento desse corpo pode ser
expresso com uma poténcia de 7 [40].

No que se segue, a expressao da DFT (2.16) sera reescrita com n e k sendo poténcias do
elemento primitivo 7. Como n e k podem assumir o valor zero e zero nao é uma poténcia
de 7, entao as componentes de frequéncia (k = 0) e tempo (n = 0) devem ser tratadas sepa-
radamente. Com isso, o cdlculo das componentes da transformada sera dado pelas Equagoes

(3.11) e (3.12), para as componentes com indice zero e as demais, respectivamente. Assim,

p—1
Vo= wuy, (3.11)
n=0
p—1
Vk:vo+2wnkvn k=1,...,p—1. (3.12)
n=1

Com n variando de 1 até (p — 1), seja r(n) o inteiro tal que, em GF(p), 77 = n e

7" %) = k. A Equacdo (3.13) mostra uma nova forma de escrever a transformada,

p—1
Voray = Vo + Z (wWT(nH?(k) — 1)/071—7'(‘”), (3.13)
n=1
em que a fungdo r(n) é um mapeamento bijetivo de {1,2,...,p— 1} em {1,2,...,p — 1}, ou

seja, uma permutagao.
Definindo r(k) =l e r(n) = p— 1 — j, e usando j como indice do somatorio, temos a

Equacao 3.14,
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l+p1]

V’Tl'l = ‘/O_FZ 7rP_1_j
= %+Z I 1 Upp—1-j

= V0+Z(m’*j)u,,p,l,j 1=0,....,p—2 (3.14)

pois 77~! = 1. Finalmente, a Equacio (3.15) mostra uma modificacio feita na Equacio 3.14,

p—2 _
V- Vo= (" W 1=0,....p-2 (3.15)

J=0

’ ’
em que V; =V ew;

; = Uxp—1-j S80 sequéncias permutadas da saida e entrada, respectiva-

’

mente. Esta equag@o é uma convolucgao ciclica entre o vetor de entrada permutado v = [vj] e

Fied

. 1 ’ C A
o vetor [w™ — 1], ou seja, w™ *v;. Define-se o polinémio de Rader como sendo

p—2 )
z) =) (W - 1. (3.16)
j=0

Pela permutacao dos indices de entrada e saida, mudamos a transformada discreta de
Fourier de comprimento (p) em uma convolugao ciclica de comprimento (p — 1), a qual pode

ser computada por meio do algoritmo de Winograd [29].

3.4 Consideragoes Finais

Neste capitulo foram apresentadas algumas transformadas rapidas de Fourier, que sao al-
goritmos réapidos para computar a DFT. O ganho computacional foi demonstrado com relagao
a definicdo da DFT. Encerra-se aqui a apresentagao do estado da arte, em que os algoritmos
de Cooley-Tukey, Good-Thomas e Radder-Primo foram detalhados. O proximo capitulo inicia

as contribuigoes pessoais.



CAPITULO 4

TRANSFORMADA RAPIDA DE
FOURIER BASEADA EM SERIE
MATRICIAL DE LAURENT

Neste capitulo uma nova transformada rapida de Fourier para sequéncias de comprimento
N = 8m+4, baseada em séries matriciais de Laurent, é apresentada. Resultados de complex-
idade aritmética expressos em multiplicacGes reais nao-triviais sao apresentados para compri-
mentos de bloco inferiores a 65, mostrando que o algoritmo tem um desempenho proximo as
FFTs prévias. Uma descricao detalhada do algoritmo é feita para os casos em que m =1 e
m = 2. Este novo algoritmo rapido seré implementado para comprimentos particulares de NV,

do tipo N = 4(mod 8), e N = 0(mod 4).

4.1 DFT como uma série matricial de Laurent

O primeiro passo em dire¢ao a FFT proposta nesta tese é reescrever a Equacao (2.16) na
forma matricial

Vo 1 1 1 e 1 Vo

Vi 1 w w2 . wh-1 V1

Vo 1 w? wt L. WRENED v , (4.1)
VN—l 1 WN—l W2(N—1) W(N—l)(N—l) UN_1

ou (Vi) = [DFT)(v,). Haja vista que W £ ¢ 9% tem ordem N, existem somente N poténcias

distintas de W no conjunto {WO, W', W2 W3,... WWN-D},
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A FFT descrita neste capitulo lida com blocos de comprimento N = 4(mod 8) para
garantir que exista sempre uma poténcia de W que produzira os autovalores da DFT, ou seja,

+1,+5 [24]. Estes termos nao contribuem para a complexidade multiplicativa, pois

Wo=1, WVt =—j WN2=_1eWw3N1=j (4.2)

Os expoentes de W na Equagédo 4.2 geram um conjunto de quatro pontos que estdo no eixo

real ou imaginario. Este fato esta associado ao conjunto
Co={0, N/4, N/2, 3N/4}

e estamos procurando simetrias particulares nos quatro quadrantes do plano de Argand-Gauss
[108].
O conjunto dos expoentes das poténcias distintas de W, {W° W1 W2 w3 .. W(Nfl)},

¢ entao particionado em N classes (vale a pena observar que 4|N):
Cm 2 {x € NN|0,N)|4r = 4m(mod N)},
em que IN é o conjunto dos nimeros naturais e m =0,1,2,..., (N —1).

Proposicao 4.1 As classes {C,,} produzem uma particao do conjunto dos inteiros {0, 1,

2,..., (N=1)}, ou seja, Ym #m/, Cp, N Cpyy =0 eUTZ\ZL;éCm ={0,1,2,...,(N = 1)}.
Demonstra¢ao: — Suponha (por redugao ao absurdo) que exista um inteiro m # m' tal que
CruNCry # 0. Entao, existe um elemento comum x € Cy, e x € Cpy tal que 4 = 4m(mod N)

e 4z = 4m’(mod N). Com isso 4m = 4m/(mod N), que é o mesmo que m = m/(mod N/4),

uma contradi¢io. A cardinalidade do conjunto Cy, para cada m € ||Cy,|| = 4. Existem N/4
classes disjuntas, tais que UyNn/:ZL__(lN/AL_l) CmH = 4(N/4) = 4 e as classes Cy, formam uma
parti¢ao de {0,1,2,..., N — 1}. |

Por simplicidade, lidamos apenas com matrizes de expoentes de W na matriz da DFT.
Vamos definir uma matriz (N x N), M := (kn(mod N)), cujos elementos pertencem ao
conjunto {0,1,2,..., N —1}. Também definimos um operador x; sobre uma matriz (N x N),
para cadal=0,1,2,..., N—1, que produzird um nova matriz binaria (N x N) cujos elementos
530 (81,my.,. ), em que & é o simbolo de Kronecker.

Finalmente, definimos uma matriz M,, associada com cada classe C,, para m = =£0, %1,

+2, ..., & (%) /2, dada por
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My 23 (=) % a(M). (4.3)
leCnm

Por exemplo, m = 0 corresponde & parte aditiva da matriz de transformagao da DFT:

Mo = 1.x0(M) = j.xn/a(M) — Lxn2(M) + j.x3n/a(M).

Considere uma (possivelmente infinita) matriz A expressa em termos de blocos de matrizes

na forma
A=(...,A_1,A0,Aq,...),

em que A; sdo as submatrizes (N x N) de A. A partir dessa matriz, a seguinte expressao

formaliza a série de poténcias chamada de série de Laurent da matriz A [109, 110],

+oo
A(z) = > Al (4.4)

l=—0oc0

Entao, A(z) ¢ uma série de Laurent com coeficientes matriciais. Em casos particulares em

que A(z) := ZleNl A2l Ny, Ny € Z, entdo
g = Na— N1 +1
¢ o genus de A(z) e A [110].

Agora, vamos nomear M como a matriz associada com as submatrizes M,,,

M2 <M7N/4_1,...,M_l,Mo,Ml,...,MN/4_1). (4.5)
2 2

A série de Laurent da matriz M é

1 1 1 N/
M(2) =M w1~y + -+ Moo + M- + Mo + Mz + Ma2® + ... +Mypaoa2 7. (46)

2 z D)

cujo genus é g = N/4 (nas ferramentas de banco de filtros, a notacao da série de Laurent é
conhecida como representagao polifasica [111]).

A avaliagao do espectro discreto de Fourier corresponde ao produto da sequéncia de dados
em tempo discreto pela matriz de transformacao da DFT, [DFT] = M(z)|.—w, isto é, a

matriz de transformacao da DFT é
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(N/4) 1

M(2) |.=w = Z M, W™. (4.7)

m=— /=1

Haja vista que as multiplicagoes por W™ e W~™ = (WW™)* para um determinado valor
de m sao essencialmente equivalentes, estas matrizes sao combinadas ao considerar M_,,,, M,,
e escrever este par de matrizes na forma escalonada padrao (SEF - standard echelon form,
refenciado aqui como rref, (do inglés row-reduced echelon form), sendo este o nome da fungao
nos aplicativos Matlab e Mathcad).

Por simplificagao, consideremos somente as poténcias:
(WO, W W3, WN-Dv-Dy,
wo,wtws, . W=Dy,
(WO, W, w-t, w2 w-2,. .. w5 w-

Re(W) £ cos (3F) e Sm(W) = —sen(3F).

Para N = 0(mod 8) existe uma falta de simetria, com mais termos positivos que negativos
na expressao 4.7. Por exemplo, para N = 8, a decomposi¢ao assume a forma: M (z) |.—ow =
My + MaW. Para N = 16 o algoritmo produz M(2)|,—w = M_1W* + My + MiW +
M,W?. Em geral, a tinica classe assimétrica nas séries, que é adicionada as classes simétricas

¢ Cnyg, N> 8.

4.2 O novo algoritmo FFT

O algoritmo rapido ¢ escrito em termos das matrizes {M,,} de acordo com as seguintes

decomposigoes:
/-1 /-1
2mm 2mm
ReDFT = < Re(Mo) + MZ:I Re (M —&-M,m)cos( )+ mz:l Sm (M, — M_.,) sin( N) , (4.8)
(v/a)-1 /-1
g 2 - 2
SMDFT = { Sm(Mo) + Sm (M + M_p,) cos( ?Vm - ¥ aree(Mm—M,m)sm(%) . (4.9)

m=1

3
I

As matrizes Re(My) e Re(M,,, = M_,,) sao escritas em SEF, e também as correspondentes
matrizes Sm(My) e Sm(M,, £ M_,,).

A complexidade multiplicativa do algoritmo réapido é computada por
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]Zi)/ | R ) + oo | B = M) o)
posto posto : .
m=1 Sm(Mpy, + M_y,) Sm(M,y, — M_,)

Em todos os casos examinados até aqui, nenhuma redugao do posto foi alcangada quando
empilhamos as matrizes Re(M,, £ M_,,,) e Sm(M,, £ M_,,), e a complexidade multiplicativa

da FFT foi sempre dada por

(F-1)/2
Z posto(Re( My, + M_,,)) + posto(Sm (M, + M_.,)). (4.11)

m=1

No exemplo N = 8, existem somente duas matrizes associadas com os termos multiplica-

tivos, ou seja:

01 00O0 -120 0
Re(M;y) = Sm(M;) = ,
00010 0 0 -1

entdo somente duas multiplicagdes por cos(m/4) = sin(mw/4) s@o requeridas. Vale a pena
observar que o numero de multiplicagoes reais é duas unidades menor que a computada pela

Equacao 4.10 quando N = 0(mod 4), pois uma multiplicacao por e’ ™/4 & incluida.

4.3 Uma FFT para blocos de comprimento N = 12

Para N = 12, iniciamos reunindo os elementos dos expoentes na classe {0, 3,6, 9}, que nao
estd associada com multiplicagoes (veja 2.16): isto corresponde ao conjunto Cy. A matriz M

com os expoentes dos termos da matriz DFT é

0 0 0 0 O 0 0 0 0 O O
0o 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
o 3 6 90 3 6 9 0 3 6 9
0 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8
M= 0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7
0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6
o 7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5
0 8 4 08 4 0 8 4 0 8 4
o 9 6 3 0 9 6 3 09 6 3
0 10 8 6 4 2 0 10 8 6 4 2
0 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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Somente existem N/4 = 3 classes, ou seja

Co=(0,3,6,9), 0=24=12=36(mod 12),

Cy=(1,4,7,10), 4=28=16 = 40(mod 12),

C_1=(11,2,5,8), 44=20=8 = 32(mod 12).

Neste caso particular, o maior indice é (N/4—1)/2 = 1. Ou seja, C_1, Cy, Cy sao partigoes
de {0,1,2,...,11}, como esperado.

E direto observar que dado Cp, os elementos de C sdo derivados ao se adicionar 1(mod N)
a cada elemento de Cy; os de C_1, ao subtrair 1(mod N) a cada elemento de Cy, e assim por
diante.

Em seguida, para elucidar a abordagem, assumimos o conjunto das poténcias de W
{1, W, W2, W3, W W, W W7, WS, wo, wio Wi,

Haja vista que W° =1, W3 = —j, W6 = —1, W = j , as seguintes classes sao consider-
adas:
Co ={0,3,6,9} = 1,—75,—1,7.
Cy={1,4,7,10} = Wi=1W,W*= W, W' = -W, W1 = jW.
C_1={11,2,5,8} = Wl =W*W?=—jW* W5=-W* W8 =W

As operagoes envolvendo produtos pelos autovalores (elementos de Cp) e/ou o conjugado
de um complexo nao devem ser consideradas como multiplicagoes em ponto flutuante.

As matrizes de interesse no algoritmo sao:

1. Mo = 1xo(M) — jx3(M) — 1xe(M) + jxo(M).

Esta matriz aditiva M, é separada em suas partes real e imaginéria.
A parte real da matriz My é

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 o 0 0 -1 0 0 O 0 0
1 0 0 -1 0 O 1 0 0 -1 0 0
1 60 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
Re(Mo) = 1 0 0 o 0 0 -1 0 0 O 0 0
1 -1 1 -11 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 0 0 o 0 0 -1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0
1 0 0 -1 0 O 1 0 0 -1 0 0
1 0 0 o 0 0 -1 0 0 O 0 0

que fornece o posto(fe(My)) =6 .
Na SEF, a parte real da matriz, rref(Re(My)), é
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10000O0O0O0OO0OO0OODQO
0100010100 O0°71
001 00O0O0OO0OO0OO0OT1FPO0

00010O0O0OO0OO0OT1TTO0TG®O0
000O0O1O0O0O0OT1QO0TO0TO 0

00 00O0OO0O1O0O0GO0OTO0OO O

A matriz Sm(M) é

que, por sua vez, produz posto(Sm(My)) = 2.

Na SEF, a matriz imaginaria é

0
0

-1
0

0100010
00 0100O00O0

-1

2. My = 1x1(M) — Ix7(M) — jxa(M) + jx10(M).

A parte real da matriz M; é

0 0 0

-1

-1

0
0

0 0 0
0

00 0 O

-1

0 0 0 -1

0

2; a SEF da Re(M;) ¢

entao, posto(Re(M))
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0100O0O0OO0-1000 0
0000O0O1O0 0 OO0OO0 -1

Ll =

A parte imaginaria da matriz M; é

0 0 0 0 O 0 0 O 0O 0 O 0
0 O 0o 0 -1 0 0 O 0 0 1 0
0o 0 -1 0 1 0 0 -1 0 O 1
0 0 0 0 0O 0 O 0O 0 O 0
o -1 o 0 -1 0 O -1 0 O -1 0
Sm(Mo) = 0 0 1 0 o o0 o0 -1 0 O 0 ’
0 0 0 0 0 0 O 0O 0 O 0
0 O 0o 0 -1 0 0 O 0 1 0
0o 0 -1 0 -1 0 0 -1 0 0 -1
0 0 0 0 0O 0 O 0O 0 O 0
0 1 o 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0
0 0 0 0 0o 0 -1 0 0
e posto(Sm(My)) = 6; a SEF da Sm(M,) é
01 000O0O0OT1TO0OO0OTGO0OO
001 00O0OO0OO0OO0OOTG OO
0 0O00O1O0O0O0O0O0TUO0O0
LI, =
0 0O00O0O1O0O0DO0O0TO0T1
0 0O0O0OO0OO0OO0OO0ODT1TO0TUO0OO
0 0O0O0OO0OO0OOODOOT1TO
8. Moy =1 l(M) — 1xs(M) — jx2(M) + jxs(M).
A parte real da matriz M_; é
o 0 00O O O O O0O0O0 O
o 0 o0 o0 0 -1 0 0 0 0 0 1
o 0 00O O O O OO0 O0 o
0O 0 000 O O O O0oO0O0 O
o 0 o0 o0 o0 O o O o o0 o0 o0
Re(M_1) = o -1 o 00 O O 1 000 O
0o 0 00O O O O O0oO0O0 O
o o oo0 o0 1T 0 0 00 0 -1
o 0 00O O O O 00 O0 O
o 0 00 O0O O O O o0 o0 o0 o0
0o 0 000 O O O O0O0O0 o
o 1 oo0O O 0O -1 0 0 0 O

Entao, o posto(Re(M_1)) = 2; além disso, a SEF da matriz ¢ exatamente a mesma da

matriz Re(M,), ou seja, LIz = LI;.
A parte imaginéaria da matriz M_, é
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o o~ o o

O oo oo~ oo oo
l o o
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_ O Ok O O - O O = O O
\
—

O O O O O O O o o o o o
O O O O O O O o o o o o
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o B O O B O O O O = O
O O O O O O O o o o o o
|
—
o O O O O = O O O o

o O O O O O ©o O©
\
—_

o O O O O O ©o O©

o = O O

0 -1 0

Desse modo, o posto(Sm(M_1)) = 6, sendo que a SEF desta matriz ¢ a mesma de
Sm(My), ou seja, LIy = LI;. Na realidade, Sm(M_;) é esencialmente uma permutagao
de linha (or coluna) de Sm(M;). Em seguida, para avaliar a complexidade multiplicativa da
FFT de comprimento 12, determina-se o posto das matrizes:

Re(M,, + M_p,) e Sm(M,, + M_,,),

Re(M,, — M_,,) e Sm(M,, — M_,,).

As quatro matrizes de pré-adi¢des associadas com os ramos multiplicativos do algoritmo

sao

rrefRe(M; + M_1) = (01000 — 10 — 10001),

010001010001
rrefSm(Mi—M_1)=| 0010 000000O0T1GQ0 [, (4.12)
000010001000

rrefRe(M; + M_1) = (0100010 — 1000 — 1),

01000 -10120 0 0 -1
rrefSm(Mi—M_1)=| 0 0100 0 00 0 0 -1 0 |- (4.13)
00001 0 00 -10 0 0

Por simplicidade, tais matrizes sao colocadas na forma compacta. Nesta notagao os indices

indicam o niimero de repeti¢coes que o mesmo tem na matriz original:



(0105 + 10 — 105 + 1)

1 03
1 07
1 03

+1 0 -1 03 =+£1

+1 0
+1 03
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As Figuras 4.1 e 4.2 apresentam o diagrama de blocos do algoritmo FFT, separando as

partes real e imaginéaria, respectivamente. A complexidade multiplicativa total é de quatro

multiplicagoes em ponto flutuante, sendo que nao sao consideradas as quatros multiplicagoes

por sen(mw/6) = 0,5. Esta atende ao limite inferior de Heideman [53] e ¢ muito distante das

144 multiplicagOes necessarias para computar a DFT por sua defini¢ao.

Figura 4.1: Diagrama para computac¢do da parte real de uma DFT de comprimento N = 12.

Vo

Ve

Y

V3
—

Vg—>

\

\

V2
—>

V10—>

>

\Z

Vg

X
i sen(Tr/6)
X

V4

Vs —

\'44

Vil

i sen(Tr/6)

»
»
L
»
L

4

V5_>C
V7 »O

Vii— ]

»
»
|
»
Ll

@—»

T sen(Tr/6)

A 4

cos(1r/6)

REDE DE
COMBINAGAO
LINEAR

Adicoes /
Subtragoes

De acordo com esta abordagem, as amostras s@o combinadas por: vy Fvs; vy £ v11; v2 £+

V10; V4 Vg,

A apresentacao aqui foi dividida em duas figuras de modo a esclarecer a natureza intrinseca
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V3—>
vg_>o Z "
Vo >
 —
v 2 (X REDE DE
—0 COMBINAGAO
cos(r/6) LINEAR
V4 >
> »( X
Vo0 /\Tj
cos(1r/6)
Vi
Vs > O z (3
V7 VC
 —
v T cos(Tr/6)
"0 Adicoes /
Subtragoes
V1—>
V5—> -
V7 C z
sen(Tr/6)
V11
>0

Figura 4.2: Diagrama para computacao da parte imagindria de uma DFT de comprimento N = 12.

do algoritmo FFT proposto: a modificagdo necessaria no circuito na parte real (Re) para

computar a correspondente parte imaginaria (3m) é inverter o sinal das amostras de entrada.

4.4 Comentarios sobre a FFT para outros comprimentos

Para N = 20, existem exatamente N/4 = 5 classes, correspondendo a m = 0, £1, £2:

Co ={0,5,10,15}, C1 ={1,6,11,16}, C_1 ={19,4,9,14}, Cy ={2,7,12,17} e C_5 =
{18,3,8,13}.

As matrizes correspondentes sao

rrefRe(My + M_1), rrefRe(M; — M_y),

rrefSm(My + M_4), rrefSm(My — M_q),

rrefRe(Ma + M_5), rrefRe(My — M_s),

rref3Sm(Ma + M_s), rref3Im(Ms — M_5),

ou seja,
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0
02
03
04
Os
Os

e e S

1

07
03

+1 0 -1 07
+1 05 —1 03
1 0 -1 0Oy
+1 0
+1 05 1 O3
+1 03
+1 05
+1 0y
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+1
+1 09
+1
+1 0q

As Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam o nimero de multiplicagoes reais em ponto flutuante e

de adigoes, respectivamente, necessarias para computar a FFT para blocos de comprimento

N < 60. A segunda coluna da Tabela 4.1 indica um benchmark (pseudo-algoritmo) para servir

de comparacao com comprimentos diferentes das poténcias de 2 e a quarta coluna mostra o

limite inferior de Heideman.

Tabela 4.1: Complexidade multiplicativa da FFT baseada na Série Matricial de Laurent

N Nlog, N (arredondado)

Laurent-FFT  Heideman

12
20
28
36
44
52
60

43
86
135
186
240
296
354

8
32
72
88

200
288
208

8
32
96
64
120
136
112

Tabela 4.2: Complexidade aditiva da FFT baseada na Série Matricial de Laurent

N Laurent-FFT

12
20
28
36
44
52
60

46
191
244
475
625
858
1087
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A Tabela 4.4 apresenta a complexidade aditiva para a FFT baseada na série matricial de

Laurent.

Tabela 4.3: Complexidade multiplicativa da FFT baseada na Série Matricial de Laurent para compri-

mentos poténcias de 2

N Nlogy N Radix-2 Rader-Brenner Heideman-Burrus Laurent-FFT
(arredondado)  (real nontrivial) (N

8 24 4 4 2 2

16 64 12 10 10 12

32 160 88 34 16 54

64 384 264 196 84 224

Tabela 4.4: Complexidade aditiva da FFT baseada na Série Matricial de Laurent para comprimentos

poténcias de 2

N  Laurent-FFT

8 22
16 82
32 354
64 1254

O algoritmo répido introduzido aqui pode ser usado também para qualquer bloco de
comprimento N = 0(mod 4), pois assegura a presenca dos quatro autovalores da DFT, mas
nao ha simetria ideal na série formal. Com isso, mesmo embora esta FFT nao tenha sido
concebida primariamente para blocos de comprimento que sejam uma poténcia de quatro
[111, 112], o algoritmo também pode ser usado neste caso e resultados de complexidade sao
mostrados na Tabela 4.3, em comparacao com o algoritmo padrao Cooley-Tukey base-2. O
limitante de Heideman-Burrus [113] no nimero minimo de multiplicagdes reais necessario
para computar uma DFT de comprimento N = 2" & u,, = 4N — 2{(logy N)? + (log, N) + 2}.
Entao, mesmo se tais comprimentos nao sao a principal preocupacao do algoritmo, o niimero
de multiplicagoes necessario para esta nova FFT é proximo ao valor de p,.. Com isso, nenhum
fato conflitante existe aqui, pois simetrias particulares (tais como e=im/ 4) provavelmente nao

foram contabilizadas em [113].
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4.5 Consideracoes Finais

Um novo algoritmo rapido, proposto no escopo desta tese, para computar a DFT de com-
primento N = 4(mod 8) foi apresentado, que é baseado nas simetrias das matrizes associadas
com o desenvolvimento em séries de Laurent; com isso, apresentou-se uma FFT para com-
primentos que nao sejam as costumeiras poténcias de dois. Um simples e ilustrativo exemplo
é apresentado em detalhes para N = 12, mas o procedimento inteiro é sisteméatico. A com-
plexidade multiplicativa da FFT é avaliada, sendo alcancados valores menores que N log, IV,
para N = 12,20, 28, 36, 44, 52, 60. Ainda que exista um grande numero de técnicas diferentes
e elegantes para analise de espectro, incluindo a abordagem aritmética [56, 57| ou transfor-
mada de wavelets [114], que estao entre as melhores escolhas, as FFTs ainda sdo uma técnica
extremamente difundida. A FFT apresentada aqui é também de facil implementacao usando

DSP ou Circuitos Integrados de alta velocidade e baixo custo, como mostrado no Capitulo 6.



CAPITULO 5

EXPANSAO MATRICIAL PARA
CALCULO DA
TRANSFORMADA DISCRETA
DE HARTLEY

Ao longo dos anos, algoritmos rapidos, em termos de complexidade multiplicativa, foram
introduzidos para o calculo da transformada discreta de Hartley (DHT) [84, 85, 91, 105, 115].
Neste capitulo, um novo algoritmo rapido para computacao da DHT é apresentado para
sequéncias de comprimento N = 0(mod 4), o qual é baseado na expansao da matriz da
transformada. Em termos de complexidade multiplicativa, o algoritmo apresenta um melhor
desempenho que algoritmos anteriormente conhecidos para a transformada de Hartley. Uma
descricao detalhada do calculo da DHT com comprimento de bloco 8 e 16 é mostrada. Alguns
algoritmos 6timos sao apresentados para os comprimentos 12,16 e 24, além do comprimento

N = 8 que nao necessitou de otimizagoes.

5.1 Expandindo a matriz da DHT

O primeiro passo em dire¢ao & FHT (do inglés fast Hartley transform) proposta nesta tese

é reescrever a Equagao 2.21 na forma matricial
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H, 1 1 1 . 1 ho

H, 1 cas(1) cas(2) e cas(N — 1) hy

H, =11 cas(2) cas(4) e cas(2(N — 1)) ho ;
Hy_4 1 cas(N—1) cas(2(N —1)) ... cas((N—1)(N —1)) hn_1

(5.1)
ou H(k) = [DHT]h(n), em que, por simplicidade, denota-se cas(2-kn) por cas(kn). Con-
siderando que, para [ e r inteiros, cas(3rl) = cas(3%(l+rN)), somente existem N argumentos
distintos de cas(.) na matriz da transformada. Para todo comprimento de bloco par do tipo
N = 4m, existe um argumento ki que produz um dos autovalores da DHT, a saber 1, —1.

Estes termos nao contribuem para a complexidade multiplicativa, pois

cas(0) = cas(N/4) =1 (5.2)

cas(N/2) = cas(3N/4) = —1. (5.3)

Os argumentos de cas(.) nas Expressoes 5.2 e 5.3 geram um conjunto de dois pontos que

pertencem ao eixo real. Este fato esté associado com a classe
Co={0,N/4,N/2,3N/4}.

O conjunto de argumentos distintos de cas(.), Zny = {0,1,2,...,N — 1}, é entao par-
ticionado em classes C,,, m = 0,£1,42,..., :I:”T_l, denominadas classes do cas, de modo

que

e Para N = (2k + 1)4, existem n = & = 2k + 1 classes;

e Para N = (2k)4, existem n = &' +1 =2k + 1 classes.
A Tabela 5.1 descreve as classes Cy,; observe que |C,,| = 4,Vm.

Exemplo 5.1

1. Para N = 20, tem-se n = N/4 = 5 classes, descritas na tabela 5.2

2. Para N = 16, tem-se n = % + 1 = 5 classes, descritas na tabela 5.3
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Tabela 5.1: Descrigao das classes C,, do cas.

Cm Elementos de Cm
n—1 N n—1 N n—1 3N n—1
e T Tt T oT T T
N N 3N
Cs 3 Ny3 H_3 _g3
N N 3N
N N 3N
N N 3N
Co 0 Pl T T
C_y N-1 | T+1 3N+
C_s N -2 g-2 T+2 N 42
N N 3N
C_3 N -3 Y3 M43 M43
—1 N —1 N —1 3N —1
Coopy | N 5% T+ T 195

Tabela 5.2: Classes para N = 20. Exemplo 5.1.

Cp, | Elementos de ),
Cs 2 12 3 13
Ch 1 11 4 14
Co 0 10 5 15
C_ 19 6 16
C_o 18 7T 17

Tabela 5.3: Classes para N = 16. Exemplo 5.1.

C,, | Elementos de C,,
Cs 2 10 2 10
Cy 1 9 3 11
Co 0 8 4 12
C_ 15 7 5 13
C_5 14 6 6 14

No exemplo 5.1(2) observa-se que a classe Cs e a classe C_5 apresentam elementos repeti-
dos. Esse nao é um fato isolado e ocorre sempre que N é um multiplo par de 4, como mostrado

nas Proposicoes 5.1 e 5.2.



Proposicao 5.1 Se N é um maltiplo par de 4, entao, na classe C(an),

1. Os elementos ”T_l e % — ”T_l $G0 1guais.

2. Os elementos % + ”771 e % — %71 $G0 iguais.

Demonstrag¢ao: Como para N = (2k)4, tem-se n = % + 1, entdo

N _ n—=1 _ n—1 n—1
1. 5 = =n—1 7 = 5

N n-1_N_ , N_5N_6N N _ 3N _n-1
2'2+2 _2+8_8_8 8 4 2

Proposigao 5.2 Se N € um maultiplo par de 4, entdo, na classe C’_(anl),

1. Os elementos N — ”?_1 e % + ”T_l $a0 1guais.

2. Os elementos % — ”T_l e % + "T_l 540 1guais.

8. cas(N — 251) = cas(§ — 251) = 0.

Demonstracao: De forma andloga a demonstracao da Proposi¢ao 5.1 tem-se

R T

2 -t =0 -F=0=0+f=0+24

5. cas(N — 258) = cas(N — §) = cas(§) = cas(§ 1) = cas(
Cas(%_nT_l):CGS(%—%)ZCGS(%)ZCQS(%%)ZC(LS(

o4

Considerando as Proposigoes 5.1 e 5.2, as classes do cas para N = (2k)4 sao mostradas

na Tabela 5.5. Como na classe C_ n—1) todos os valores do cas(.) sdo nulos, a mesma nao ¢
2

apresentada na tabela. Além disso, os elementos repetidos na classe C( n-1) nao sao mostrados.
2

Diante desses fatos, no que se segue consideramos que existem % classes, ¥ N = 0(mod 4).

Exemplo 5.2

Para N = 24, tem-se n = N/4 4+ 1 = 7 classes do cas, (a classe C_3 ¢ desconsiderada pois o

cas(—3) = 0) descritas na Tabela 5.4.
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Tabela 5.4: Classes para N = 24. Exemplo 5.2.

C,, | Elementos de (),
Cs 3 15
Cs 2 14 4 16
C 1 13 5 17
Co 0 12 6 18
C_1 23 11 7 19
C_o 22 10 8 20

Tabela 5.5: Descri¢ao das classes do cas para N = (2k)4.

Cm Elementos de Cm
n—1 N n—1
) T ot
N N 3N
Cs 3 Nyg N3 N
N N 3N
Cy 2 Yoo N_9 3N _ 9
N N 3N
N N 3N
Co 0 5 T I
C_, N — -1 T+1 !
C_, N — X2 T+2 3N 42
N N 3N
C_s N — N_3 N3 3N 13
n—3 N n—3 N n—3 3N n—3
Congsy | N=" 3-" F+% T +95

Vamos introduzir a matriz de argumentos do cas(.) na Equagao 2.21, uma matriz N x N
A= (ag,) em que ag, = (kn(mod N)). O operador B; aplicado & matriz N x N, para cada
1 =0,1,2,...,N — 1, produz uma matriz binaria N x N cujos elementos sao (07, ,), em
que d é o simbolo de Kronecker.

Associada & cada classe C,, definimos a matriz M, como

M,, = Z sgn(cas(l))Bi(A), (5.4)
1eCn

em que sgn(x) retorna o sinal de x. Assim, por exemplo, m = 0 corresponde & parte aditiva

da matriz da DHT,
Mo = Bo(A) — Bny2(A) + Bnya(A) — Banya(A).

As seguintes proposigoes mostram as simetrias da func¢ao cas(.), que sdo importantes na



96

construcao do algoritmo rapido descrito neste capitulo.

Proposigdo 5.3 1. cas(m+ &) = —cas(m).
2. cas(m+ &) = cas(N — m).
3. cas(m + 2N) = —cas(N — m).
Demonstracao:

1. cas(m + &) = cas(3E(m + §)) = cas(E2 + 1) = cos(Z2 + 7) + sen(ZEE + ) =

—cas(m).

2. cas(m + &) = cas(Z(m + ) = cas(BE2 + ) = cos(Z2 + Z) + sen(Z2 + Z) =
cas(N —m).

3. cas(m+ 2) = cas(ZE (m+ 2X)) = cas(ZE2 + 27) = cos( 252 4 2T) + sen(252 4 27) =

—cas(N —m).
|

A partir da matriz M,,, m =0,1,2,..., % — 1, a matriz da DHT é expressa pela seguinte

expansao:

1. Para N um maultiplo par de 4:

(N/)=1)/2
[DHT] = > M, cas(m). (5.5)
m=—((((N/4)=1)/2)+1)

2. Para N um multiplo impar de 4:

((N/4)-1)/2
[DHT) = > [Co(M,y,) + Co(M,y)]cas(m), (5.6)
m=—(((N/4)-1)/2)

em que as matrizes C.(M,,) e Cs(M,,) sao definidas como

Cc(Mm) = BM(A) - Bm+% (A)7
Co(Myn) = B,y (A) = B, sx (A).

A complexidade multiplicativa dos algoritmos (Equagoes 5.5 e 5.6) é dada, respectiva-
mente, por
((N/4)-1)/2

posto(M,,) (5.7)
m=—(((N/4)—1)/2+1)
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(N/H)-1)/2
posto(C.(My,)). (5.8)
m=—(((N/4)-1)/2)

A complexidade aditiva pode ser computada da seguinte maneira:

1. Empilhamos as matrizes que representam as pré-adigoes, por

(N/4)—1
MAdd= Y empilhar(My,). (5.9)

m=0

2. Somente com as linhas distintas de M Add fazemos a contagem das operagbes por

#linhas(M Add)
> M Addli,] — 1. (5.10)

i=0
3. Para cada matriz de pré-adi¢do, M, existe uma matriz representando o somatorio final

da FHT, cuja contagem é feita por

#linhas (N/4)—-1

> > MF,,[i,] — 1. (5.11)

i=0  m=((N/4—1)/2)+1

Ressalta-se que o procedimento apresentado no Apéndice A deve ser aplicado tanto na matriz
M Add quanto nas matrizes M F'.

O procedimento para computar a DHT é sumarizado da seguinte maneira:

1. Calcular a matriz de argumentos (A);
2. Calcular a matriz de classes;

3. Repetir para todas as classes:

Computar a matriz binaria dada pelas Equagoes 5.5 e 5.6;

Computar a matriz binaria na forma escalonada padrao (SEF), referida aqui como

rref;

Computar as multiplicagoes em ponto flutuante na matriz binaria SEF;

Computar as adi¢oes para calcular as components da DHT.
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5.2 Uma FHT de comprimento N =8

Para N = 8, iniciamos por reunir os argumentos nas classes {0,4,2,6}, que nao estao
associados com multiplica¢ées. Estes correspondem ao conjunto Cy. A matriz A com os

argumentos dos termos na matriz da DHT é

000O0O0O0DOO@ O
01 2 3 45 6 7
0 24602 46
s 0 3614725
04040420 4
0527416 3
0 6 4206 4 2
076 5 43 21

Existem somente N/4 = 2 classes, que sdao Cy = (0,4,2,6) e C; = (1,5). Neste caso
particular, o maior indice ¢ (N/4) — 1 = 1.

As operagoes envolvendo produtos pelos autovalores, associados aos elementos de Cyp, nao
devem ser consideradas como multiplicagcoes em ponto flutuante.

As matrizes de interesse no algoritmo sao:

Mo = Bo(A) — Ba(A) + B2(A) — Bs(A),

M; = By(A) — Bs(A).

A matriz aditiva My é

1 0 1 0O -1 0 -1 0
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 0 -1 0 1 0 -1 0

=
I
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que fornece posto = 6. Em SEF

1 0000 0 O0UDO

01 00 O01O00O0

001 00O0O0TDO
rref(My) =

0001 0O0TO071

00 0 O01U0O0DO0

00 0 O0O0O0OT1PO0

A matriz de pré-adicado M, associada as multiplicagoes, é

0 0 0 0 0 0 0 O
0 1.0 0 0 -10 0
0 0 o 0 0 0 0 O
M, — 0o 0 o1 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 O
0 -1 0 0 0 1 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 -1 0 0 0 1

cujo posto é 2 e sua SEF é

0100O0-120 O
00010 0 0 -1

rref(My) =

Em seguida, para avaliar a complexidade multiplicativa da FHT de comprimento 8, de-
terminamos o posto(M,,).

A matriz de pré-adicao associada com os ramos multiplicativos do algoritmo é

01000120 O
00010 0 0 -1

rref(My) =

A Figura 5.1 mostra um diagrama para implementagao do algoritmo FHT. A complexidade
multiplicativa é de duas multiplicagoes em ponto flutuante, que atinge o limite inferior de
Heideman [53]. Da Equagao 5.5, a expansao matricial da DHT é [DHT| = My + Mjcas(1),

ou seja,
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1 1 1 1 1 1 1 O 0 0o 0O 0 0 O
1 0 1 0O -1 0 -1 0 o 1 0 O 0 -1 0 O
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 o 0 0 O O 0 0 O
(DHT] = 1 0 -1 0 1 0 -1 0 n 0O 0 0o 1 0 0O 0 -1 cas(1).
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 o 0 o0 o0 o o0 0 O
1 0 1 0O -1 0 -1 0 0O -1 0 0 0O 1 0 O
1 -1 -1 1 -1 -1 0 o 0 0o o0 0 O
1 0 -1 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1
hOe >o—0HU

»

hay

hz

&

he

:

<

hiy

PR
% §\

e
e

hs

Cas(1)
h3

ES

hs

¢

Cas(1)

Figura 5.1: Esquema para a computac¢ao da FHT de comprimento N = 8. Destaque para as duas

multiplicagoes reais requeridas.

O pseudo-codigo apresentado a seguir decreve os célculos, mostrando as multiplicagoes
em ponto flutuante. Além disso, podemos ver que a combinacdo linear de somadores envolve

multiplicagoes apenas por 1 e -1, que sao triviais.
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Algoritmo 5.1: Computando as pré-adi¢oes e multiplicacées em ponto flutuante.

1 para i = 0 até (N — 1) faga
2 VM(3E)=0;
3 fim para

para j = 0 até (N — 1) faga

I

5 para j = 0 até (N — 1) faga

6 se MRed(i,j) = 1 entao

7 para j = j até (N — 1) faga

8 Tmp = Tmp + M Red(i, j) ;
9 fim para

10 VM(i) = Tmp * Cas(m) ;

11 fim se

12 fim para

13 fim para

Algoritmo 5.2: Computando o vetor das pos-adigoes.

1 para i = 0 até (N — 1) faca

2 para j = 0 até (N — 1) faga

a MC(j,i) = MC(j,i) + M(j,i) * VM(5) ;
a fim para

5 fim para

(<]

para i = 0 até (N — 1) faga

7 paraj = 0 até (N —1) faga
8 H(i)=H(i)+MC(i,j) ;
9 fim para

10 fim para

5.3 Uma FHT de comprimento N = 16

Para N = 16 existem 4 classes, a saber



Cy = {2.10},
Cy = {0,8,47 12},
cC; = {1,9,3, 11},

C_y = {15,7,5,13}.

A matriz A com os argumentos dos termos na matriz DHT é

© 00 N O Ot s W NN

o e
B W NN = O

o O O O O o o o o o o o o o o o

15

14

11
14
1
4
7
10
13

12

As matrizes relevantes sao

1. Mo = Bo(A) — Bs(A) + B4(A) — Bi2(4A),

0 0
6 7
12 14
2 5
8 12
14 3
4 10
10 1
0 8
6 15
12 6
2 13
8 4
14 11
4 2
10 9

13
10

14
11

15
12

e e e S T SN
S =N W e Ot

N W e ot O 9 o ©
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1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 O 1 0 0 0
1 0 1 0O -1 0 -1 0
1 0 o0 0 -1 0 0 O
11 -1 -1 1 1 -1 -1
1 0 0o 0 1 0 0 O
1 0 -1 0 -1 O 1 0
My — 10 o0 0 -1 0 0 O
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 0 0 0 1 0 0 O
1 o 1 0 -1 0 -1 0
1 0 o0 0 -1 0 0 O
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 0 0 O 1 0 0 0
1 0 -1 0 -1 0 1 0
1 0 0 0 -1 0 0 O
que fornece o posto(My) = 8.
Na SEF, a matriz My é
100 00O0O0O
01 0001°O00O0
001 0O0O0O0O0
Mo = 0001 0O0O0T1
000O0T1O0O0O0
000O0O0OO0OT1OPO0
00 0O0O0OO0®O0OQ O
0 000OO0OO0OTO0OTD©

2. My = B1(A) — Bo(A) + Bs(A) — By (A),

_ o O O o o o

—_

o o o o o o

—_

o O O = O O O

[

o o o o o

- o O O

o o o O

_ o O o o O o o

o O O = O o o o o O

—_

o o o o o o

o o = O O o o o

_ o o O

o o o O

—_

o o O

= o O O

o o O
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0
0

0 0 0 0 O
0 -1

0

-1 0

0
0

0 0 0 0 O
0 0 0 0

1

0
0

-1

-1

-1 0

0 0 O

0

-1 0

-1 0

0

0

0 0 0o 0 O

0

-1

0
0
0

-1 0 0 O

0

0
0
-1 0

0
0

0 0 O

-1 0 0 O

0

0

My

=4

que fornece o posto(My)

Na SEF, a matriz M; é

0 0 0

0
0
0
0

0
-1
0

0
0
0

-1
0
0

0 0 00
-0 0 0

0

0100

0 001

-0 0
0
0

-1 0 0
0 0

-0 0 0

1
0

0 00O

—1

0 00O

3. M_, = Bl5(A) — B7(A) + B5(A) — Blg(A),
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0

0 0 0 0 O

0

0

—1

-1 0

0

0 0 0o 0 0 0 O
0 0 0 0 0 -1 0

0
1

0

-1

0 0 0 0 0 O

0
0

0

-1 0

-1 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 O

0

0
0

-1
0
-1

-1 0

0

0
0

0
-1

M_, =

que fornece o posto(M_1) = 4.

Na SEF, a matriz M_, é

0
-1

0
0
0
0

-1
0
0
0

0100O0O0OO0O0O@O
0001 0O0O0O0OFO
000 0O0OT1TO0O0F O
000 0O0OO0OO0OT1F®O

4. Mz = By(A) — Bio(4),

M_, =
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o 0 o oo o0 0 o0OoO0O0O 0 00 o0 0 O

o 0 1 00O O OOO -1 00 0 0 O

o1 0 0 O0O-1 0 O0OOT1 O 0 O0-1 0 0

oo o0 o0o0o0 1 O0O0OO0O O OO0 0 -1 0

o 0 o oo o0 0 o0oO0O0O 0 00 o0 0 O

o 0 -1.o 060 0 0 0 0O 1 00 O0 0 O

oo o0 1 00 O -100 0 1 00 0 -1

M, — oo o o0o0O0 -1 000 0O O0OO0OO 1 O |

o 0 o oo o0 0 oo0O0 0 000 0 O

o 0 1 00O O OOO0O -1 0 00 0 O

o -1 0 001 0 O0OO0O-1 0 001 0 O

oo o0 o0o0oo0 1 0O0OO0O O OO0 0 -1 0

o 0 o oo o0 0 O0oo0O0 0 000 0 O

o 0 -1.o 0o 06 06 00 0 1 0O0O0 0 O

oo 0 -100 O 1 00 0 —-10 0 0 1

oo o0 o0o0O00 -1 000 0 O0O0OO 1T O

que fornece o posto(Msy) = 4.
Na SEF, a matriz M, é

0601000 -10 0 01 0 0O0O-1 0 0
M, — coo01o0o0 0 0 0 00 -100 0 0 o0
6ooo0610 0 0-100 0 10 0 0 -1
06000600 0 1 0 00O OOOTO -1 0

A complexidade aditiva para a DHT de comprimento N = 16 é de 64 operagbes. Da

Equagao 5.6, a expansao matricial da DHT é

[DHT)| = My + Micas(1) + M_icas(—1) + Macas(2).

O esquema para a computacao da DHT de comprimento 16 é mostrado na Figura 5.2
Podemos observar nesta Figura (destacado no retangulo) que as componentes de entrada
(vo, v2, V4, Vg, Vg, V10, V12, V14) Servem como entrada para uma DHT de comprimento 8, inerente

a DHT de comprimento 16.
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Tabela 5.6: Complexidade do algoritmo FHT baseado em expansao matricial, para uma sequéncia real,

em termos do numero de multiplicagcoes em ponto flutuante, e dos algoritmos FHT base-2, base-4 e

Split-Radizx.

N base-2 base-4  Split-Radiz  Limite inferior Expansao
de Heideman  Matricial FHT

8 4 - 2 2 2

16 20 14 12 10 12

32 68 - 42 32 40

64 196 142 124 84 96

128 516 - 330 198 256

256 1284 942 828 438 640

512 3076 - 1994 932 1408

1024 7172 5294 4668 1936 3328

2048 16388 - 10698 3962 7680

4096 36868 27310 24124 8034 16384

Os resultados de complexidade multiplicativa para a FHT baseada na expansao matri-

cial sao mostrados na Tabela 5.6, em compara¢ao com o limite inferior de Heideman e com
os algoritmos FHT base-2, base-4 e Split-Radiz [85]. A Figura 5.3 mostra a complexidade
multiplicativa dos algoritmos na Tabela 5.6 como uma fungdo de N. Deve-se observar que

as complexidades para os comprimentos N = (8,32,128,512,2048), para o algoritmo base-4,

nao sao reportadas em [85].

M base-2
Split-Radix
A Expansio Matricial

# Limite de Heideran

0000
|

80000

70000
o
§ s0000
g
-3
£ so000
s
=
< 40000

2 n

o
£
S 30000

A
20000
|
10000 A
n *
N r'y
01—m - » o] I - L .
8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

Figura 5.3: Complexidade multiplicativa para os algoritmos FHT (base-2, Split-Radiz e expansdo

matricial) e limite inferior de Heideman, em fung¢ao do comprimento N da transformada.
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Os resultados da complexidade aditiva para a FHT baseada na expansao matricial sao
mostrados na tabela 5.7, em comparagao com os algoritmos padrao FHT base-2, base-4 e
Split-Radiz |85].

Tabela 5.7: Complexidade aditiva do algoritmo FHT baseado em expansao matricial e dos algoritmos

FHT base-2, base-4 e Split-Radix.

N  base-2 base-4d Split-Radiz Expansao
Matricial FHT

8 26 - 22 22
16 74 70 64 64
32 194 - 166 166
64 482 450 416 416
128 1154 - 998 998
256 2690 2498 2336 2336
512 6146 - 5350 5350

5.4 Otimizando a FHT de comprimento N = 12

O algoritmo proposto efetua a computacao da DHT de comprimento 12 com 16 multipli-

cacoes. Nesta secao é feita uma otimizagdo do mesmo para que esta DHT seja computada

com o numero minimo de multiplicagoes, ou seja, 4.

Inicia-se por reunir os argumentos nas 3 classes, a saber

Cl = {1)7)278}7
C’O = {07 67 37 9}7

C_, = {11,5,4,10}.

em que C nao esté associada com multiplicagdes, C'_; esté associada ao cas(—1) = cas(—m/6)

e (1 esta associada ao cas(1) = cas(w/6).

Proposigao 5.4 Se N ¢ da forma 12i ou “2i, entio D := cas(i) — cas(N — i) = 1.
Demonstragao: D := cas(i) — cas(—i) = cos(i) + sen(i) — cos(i) + sen(i),
D = 2sen(i) = 2sen(%%1).

Para N =12i, D = 2sen(35-i) = 2sen(§)

1;

ot

Para N = 2i , D = 2sen(g3751) = 2sen(°F) = 1. |
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Definindo-se

ho = hi1+ hy,
hy = hi—hr,
he = ho+ hs,
hqg = ha — hs,

he = hyg+ hio,
hy = hg— hio,
hgy = hs+ hi,

hy = hs—hi1,

as componentes da transformada em que ocorrem as multiplica¢oes sao

Hy = (hy+ ha)cas(1) + (hy — hp)cas(—1) e
Hs = —(hs — hp)cas(1) — (hy — hq)cas(—1);
Hy = (ha —he)cas(1) + (he — hy)cas(—1) e
Hig = —(he— hg)cas(l) — (hq — he)cas(—1);
Hy = —(he+ hg)cas(1) + (hg + he)cas(—1) e
Hs = —(hq+ he)cas(l) + (he + hg)cas(—1);

(
H; = (hqg—hy)cas(l) + (hy + hp)cas(—1) e
(

Hyy = —(hg+ hp)cas(l) — (hqg — hy)cas(—1).

Aplicando a relacao cas(1) — cas(—1) = 1, estas expressoes, obtidas da Proposigao 5.4

para N = 12, podem ser reescritas como
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Hy = [(ho+ ha) + (hy — hp)]eas(1) + (hy — hy) e
Hs = —[(hy+ha)+ (hy — hn)]cas(1) — (hy + hq);
Hy = [(ha = he) + (he = hy)lcas(1) + (he — hy) e
Hio = —[(ha —he) + (he = hy)leas(1) = (ha = he);
Hy = [(ha+he) = (he+ hg)lcas(1) + (ha + he) e

Hy = —[(ha+he) = (he+ hg)lcas(1) + (he + hy);
H; = [(ha— M)+ (hy + hn)lcas(1) + (hy + hp) e
Hyy = —[(ha—hy)+ (hy + hp)lcas(1) — (ha — ).

Observa-se que existem apenas 4 multiplicagoes distintas em ponto flutuante, todas por
cas(1) = cas(m/6), valor que atinge o limite inferior de complexidade multiplicativa de Hei-
deman. A Figura 5.4 apresenta um esquema para implementar este algoritmo 6timo. O
diagrama foi construido em termos da transformada de Walsh-Hadamard de comprimento

N =2 [91], Figura 5.5.

5.5 Otimizando a FHT de comprimento N = 16

O produto dos nimeros complexos (a + jb) e (¢ + jd) requer quatro multiplicagdes reais,

ulma vez que se

e+jf = (a+jb)(c+ jd)
entao
e = ac—0bd
e
f = ad+be

Em [29] é apresentado um algoritmo rapido para computar este produto, que requer 3

multiplicagoes. Especificamente,

e = (a—b)d+a(c—d) (5.12)



Figura 5.4: Algoritmo dtimo para a computag¢io de uma DHT de comprimento N =12.
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a N (a+b)
a N (a.+b) aans—— o
b HW (a'b) aEE——
—1 G b o (a-b)

-1

Figura 5.5: Diagrama para representacao da transformada de Walsh-Hadamard para comprimento
N =2.

f = (a—=b)d+b(c+ad). (5.13)

No que se segue, este algoritmo é usado para reduzir a complexidade multiplicativa da FHT
obtida pela técnica de expansao matricial. O procedimento envolve apenas as componentes
impares da sequéncia h de comprimento 16, cuja DHT se deseja computar, conforme indica a

Figura 5.6. Definindo-se

ha == hl - h97
hy = hs— his,
he = hg— hii,

ha = h7— hys,

e considerando a Figura 5.6, pode-se obter as seguintes expressoes:

SR © I oV I
I
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N Cas(1)

Cas(-1)
——

hr o

N
.
\\ P
Nise——
1 hd . Cas(-1)

Figura 5.6: Multiplicagoes para computar a DHT de comprimento 16, envolvendo as componentes

impares da sequéncia h a ser transformada.

= hp(cas(1)) + hg(cas(1)) = (hy + hq)cas(1);

)
= hp(cas(—1)) + ha(cas(—1)) = (hp + hq)cas(—1);
bp(cas(1)) — ha(cas(1)) = (hy — ha)cas(1);

(

(cas(
(cas(
(cas(
(cas(

T Q9 Q
I
>

= hp(cas(—1)) — hy(cas

Fazendo a combinagao de (A, H), (D, E), (B,G) ¢ (C, F) temos

I = A+ H=(hg+ho)cas(1) + (hy — hg)cas(—1);

J = D+ E=(hy—ho)cas(1) + (hy + hq)cas(—1);

L = B—G=(hg+he)cas(—1) — (hy — hq)cas(1);
M = C—F=—(hg—ho)cas(—1) + (hy + hq)cas(1).

Pode-se notar que os valores de I e L tem a mesma forma que a multiplicagdo de nimeros
complexos; com isso pode-se aplicar as Equacoes 5.12 e 5.13 para reduzir o ntimero de multi-

plicagoes. As novas expressoes de I e L sao
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I = (hqg+ he)cas(l) + (hy — hg)cas(—1)
= [cas(1) + cas(—1)](hy — hq) + [(ha + o) + (hy — hq)]cas(1),
L = (hg+ he)cas(—1) — (hy — hg)cas(1)

= [cas(1) 4+ cas(—1)](hy — hq) + [(ha + he) — (hy — hq)]cas(—1).

Com isso, uma multiplicagao deixou de ser efetuada; além disso, nenhuma adicao seré acres-

centada, pois cas(1)+cas(—1) = 2cos(1). Aplicando a mesma operacao para J e M, obtém-se

J = (hy+ ha)cas(—=1) + (hq — hc)cas(1)
= [ecas(1) + cas(—1)](hqg — he) + [(hy + ha) + (ha — he)]cas(1),
M = (hy+ ha)cas(l) — (hg — he)cas(—1)

= [cas(1) + cas(—1)](hg — he) + [(hy + ha) — (hq — he)lcas(—1).

O algoritmo proposto anteriormente efetuou a computagao da DHT com 12 multiplicagoes.
Com a reducao de duas multiplicagoes, como mostrado nas expressoes de I, J, L e M, obtém-se
um algoritmo 6timo, pois o mesmo efetua a computagao da DHT de comprimento 16 com um
namero minimo de multiplicagoes [53].

A Figura 5.7 mostra um esquema para a implementagao deste algoritmo.

5.6 Otimizando a FHT de comprimento N = 24

Inicia-se por reunir os argumentos na classe Cy = {0,12,6,18}, que nao estdo associ-
ados com multiplicagoes. Além desta, tem-se as classes C_; = {23,11,7,19}, associada
ao cas(—1) = cas(—n/12), C1 = {1,13,5,17} associada ao cas(l) = cas(w/12), C_5 =
{22,10, 8,20}, associada ao cas(—2) = cas(—n/6), Cy = {2,14,4,16} associada ao cas(2) =
cas(m/6) e C3 = {3,15} associada ao cas(3) = cas(mw/4).

Assim como na DHT de comprimento N = 12, tem-se os angulos 7/6 e —r/6 formando
a relacao cas(m/6) — cas(—n/6) = 1. Em relagao as classes sugeridas pode-se exprimir como

cas(2) — cas(—2) = 1. Definindo-se



ha = h1 + his
he = ho + hia
he = hs + his
hg =hs+ his
h; = hs + h17
hy = he + his
hyp = h7+ hig
hy = hs + hao
hy = hg + ho1
he = hig + hao
hy = h11 + hos

hy = h1 — has,
ha = ha — hi4,
hy = hg — his,
hp = hg — hyg,
hj = hs — hiz,
b = he — has,
ho = h7 — haog,
hq = hg — hao,
hs = hg — ho1,
hy = h1o — hao,
hy = hi1 — has,
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as componentes da transformada em que ocorrem as multiplicagoes por cas(1l), cas(—1) e

cas(3) sao

sao

H,
Hj
Hr

Hy

Sabendo que cas(—1)

(
(
(
(

hy + hj)cas(1) +

(ho — hy)cas(—1)

hj)cas(—1) — (hy)cas(3);

(hy — hj) + hy)cas(3);
he 4+ hy)cas(1) + (hy —
hy — (ho — hy))cas(3).

3
= LZ( ) tem-se

+ (hy)cas(3);

= (h+ hy)eas(y) + ("o e
— ((ho— hy) + hy)eas(3);
= (ho+ >cas<1>+<<hb;’”
= (b — (ho — ha))cas(3)

As componentes da transformada em que ocorrem multiplicagoes por cas(2) e cas(—2)
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ha + hi)cas(2) — (—hy + hy)cas(—2) e
Hs = (—hg+ha)cas(2) — (ha+ hn)cas(—2),
Hy = (ha+he —hp — hp)cas(2) — (—hy + hi + he — hy)cas(—2)
Hiy = (—hg+hi+hi —hy)cas(2) — (ha + he — hn — hy)cas(—2)
ha — hg + by — hy)cas(2) — (—he + hi — hy + hy)cas(—2) e
he + hi — by + hy)cas(2) — (ha — hy + hy — he)cas(—2)
hg — ha)cas(—2) e

(
(=
(
(=
(
(=

Hy = (—hq+hp)cas(2) — (-
(—hg — hu)cas(2) = (—hq + hy)cas(—2),
(=P )
(=
(=
(=

Hun =

Hg = ¢ — hi —hy — hy)cas(2) — (—hq — hg — hy, — hi)cas(—=2) e
Hy = hg — hg — hy, — hy)cas(2) — (—he — hy — hy — hy)cas(—2),
Hy = hg + he + by — hyp)cas(2) — (—hg — h; + hy + hy)cas(—2) e
Hyy = hg — hi + he + hy)cas(2) — (—hg + he + by, — hp)cas(—2).

Aplicando a relagao cas(2) — cas(—2) = 1, chega-se a

Hy = ((ha+hn) — (=hg + hu))cas(2) — (—hg + hy) e
Hy = ((—hg+ha) — (ha + hn))cas(2) — (hq + ha),

Hy = ((ha+he—hy—hy) = (=hy + hi + hy — hy))eas(2) — (—hg + i + hy — hy) e
Hio = ((=hg+ hi+he — hy) — (ha + he — by — hy))cas(2) — (hq + he — hy — hy),
Hy = ((ha—hg+hn—he) = (—he+ hi — hy + hy))cas(2) — (—he + hi — by + hy) e
Hyo = ((—he+hi =y + o) = (ha — hg + by — he))cas(2) — (ha — hg + by — he),
Hr = ((—ha+hn) — (—hg — ha))cas(2) — (—hy — hy) e

Hyy = ((—hg — ) = (=ha + hn))cas(2) — (—ha + hn),

Hs = ((=he—hi—hy—hy) — (—ha — hg — by — hy))cas(2) — (—hq — hy — hy — hy) e
His = ((~ha = hg —hn — ) = (—he = hi — by — hy))eas(2) — (—he — hi — by, — hy),
Hiy = ((=ha+he+ hy — hp) — (—hg — hi + hy + hy))eas(2) — (—hg — hi + hy + hy) @
Hyy = ((=hy—hi+he+hy) — (—he + he + hy — hy))cas(2) — (—hq + he + hy — hy).

Observa-se que existem somente 6 multiplicagdes em ponto flutuante, todas por cas(2) =

cas(m/6). No total foram 12 multiplica¢oes em ponto flutuante, atingindo o limite de Heide-
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man. A Figura 5.8, apresenta um esquema para o algoritmo 6timo, enquanto que na expansao

matricial existem 32 multiplicagoes em ponto flutuante.

5.7 Consideragoes Finais

Um novo algoritmo rapido para a transformada discreta de Hartley de comprimento N =
0(mod 4) foi proposto, o qual é baseado em uma nova técnica para construgao de uma expansao
matricial da matriz de transformacao. O procedimento faz uso das simetrias da expansao
matricial e da fungao cas(.) para reduzir a complexidade aritmética para computar o espectro
discreto de Hartley. Exemplos detalhados para ilustrar a técnica foram apresentados para N =
8 e 16, mas o procedimento é sistemético. A transformada rapida de Hartley apresentada aqui
é também simples de implementar usando um DSP ou circuitos integrados de alta velocidade
e baixo custo. O algoritmo apresenta um melhor desempenho, em termos de complexidade
multiplicativa, que os algoritmos FHT padrao Cooley-Tukey base-2, base-4 e Split-Radix;
além disso, tem o mesmo desempenho, em termos de complexidade aditiva, que o algoritmo

FHT Split-Radiz.
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Cas(-1)
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= \ 1
Cas(1)
SO 13
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Figura 5.7: Algoritmo dtimo para a computagdo de wma DHT de comprimento N = 16.
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Figura 5.8: Algoritmo dtimo para a computag¢iao de uma DHT de comprimento N = 24.
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CAPITULO 6

UMA IMPLEMENTACAO EM
FPGA DAS TRANSFORMADAS
DE FOURIER E HARTLEY DE
COMPRIMENTO 16 BASEADA
EM SERIES MATRICIAIS DE
LAURENT

6.1 Introducao

Este capitulo descreve uma arquitetura flexivel para implementacao de uma nova trans-
formada rapida para computacao das transformadas discretas de Fourier e de Hartley, que é
baseada em uma série matricial de Laurent. O dispositivo calcula as transformadas baseado
em uma Unico bit para selecdo da operacdo. A estrutura e sintese do hardware sdo apre-
sentados, o qual processa uma transformada rapida de comprimento 16 em 65 ns, com um

dispositivo Xilinx SPARTAN 3E.

6.2 Field Programmable Gate Arrays (FPGA)

Em 1984, a Xilinx Inc. desenvolveu dispositivos 16gicos programéveis capazes de serem
configurados para reproduzir o comportamento de um hardware. Estes foram chamados de

Field Programmable Gate Arrays (FPGA) [116, 117|. Estes dispositivos sao formados por
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blocos légicos programaveis que sao conectados por interligacdes programaveis, o que permite a
criacao de circuitos 16gicos, sendo limitados pela drea e memoria disponiveis. Sua flexibilidade
¢é dada pela facilidade de configuracao através de uma descri¢ao de hardware escrita em VHDL

ou Verilog. O FPGA é composto basicamente por trés tipos de componentes:

e Bloco Logico Cofiguravel - CLB (do inglés Configuration Logical Block): sao blocos construi-

dos com flip-flops e l6gica combinacional que permitem a construgao de elementos 16gicos

funcionais.

e Bloco de Entrada/Saida - IOB (do inglés Input/Output Block): fazem a interface entre

CLBs, funcionando como buffers de entrada e saida.

e Chaves Programéveis: representam a conexao entre os blocos légicos. Permitem a conexao

de CLBs e IOBs usando trilhas com conexao programaveis.

A Figura 6.1 mostra os blocos 16gicos que estao disponiveis nos dispositivos FPGAs.

Blocos de

—

entrada/saida

) 4 77 Z8
Bloco Bloco Bloco Chaves
logico logico logico Programaveis
@ i -
Bloco Bloco Bloco
logico logico logico
H gl o |
Bloco Bloco Bloco
logico logico légico

Figura 6.1: Arquitetura bdsica de um dispositivo FPGA.

6.3 O Algoritmo FFT/FHT

Das Equagoes 2.16 e 2.21, é aparente que a DHT é computada pela DFT conforme a
Equagao 6.1.

Hk; = %e(Vk) — %m(Vk) (6.1)
O algoritmo rapido é escrito de acordo com a seguinte decomposi¢ao matricial da DFT:

(N/;l)—l (N/4)—1

2
ReDFT = { Re(Mo) + > %e(Mm—&—M_m)cos(Q;er)—i— 3 %m(Mm—M_m)sin(QTrTm) . (62)
m=1

m=1
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em que as matrizes M,, sao dadas pela Equacao

M= > (=) % (M), (6.4)

l E CT?L

O operador x; (I =0,1,2,..., N—1) atua em uma matriz (N x N), produzindo uma nova
matriz binaria (N x N) cujos elementos sdo (0;,,) com m = my ,, em que 0 é o simbolo de
Kronecker. As matrizes Re(My), Re(M,, £ M_,,), Sm(My) e Sm(M,, £ M_,,) sdo entao
escritas na forma padrao.

A complexidade multiplicativa da transformada rapida é computada pela Equacao

% - 1)/2 §R
e(M,, + M_ Re(M,, — M_
Z posto (Mo m) + posto (Mo m) . (6.5)
m=1 Sm(M,, + M_,,) Sm(M,, — M_,,)
Em todos os casos examinados até aqui, nenhuma reducao do posto foi alcangada quando

empilhamos as matrizes Re(M,, £ M_,,,) e Sm(M,, £ M_,,), e a complexidade multiplicativa

da FFT foi sempre dada por
T-1/2

Z posto(Re(M,,, + M_,,)) + posto(Sm(M,, + M_,,)). (6.6)

m=1

De 6.2 e 6.3, as componentes da DHT sao computadas pela Equagao 6.1.

6.4 Metodologia de projeto e arquitetura

O projeto foi realizado por meio das seguintes fases:

Especificacao;

Descrigcao VHDL;

Simulagdo comportamental;

Sintese.
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6.4.1 Especificagao

O projeto visa a construcao de um dispositivo para computagao rapida da DET/DHT, para
uma sequéncia de comprimento 16; todos os valores da sequéncia de entrada sao representados
por uma palavra de 16 bits. A computagao é feita utilizando-se aritmética de ponto fixo (7
bits). Toda componente da sequéncia de saida é representada por uma palavra de 32-bits,
com 16 bits para sua parte real e 16 bits para sua parte imaginaria. Com um bit de selecao,
o usudrio escolhe qual das transformadas ser4 computada. A Figura 6.2 ilustra como ficaram

as entradas e saidas no dispositivo.

FFT16_MEM

dado_entrada(15:0)

endereco(3:0)

FFT16_MEM

Figura 6.2: Visao geral da estrutura do dispositivo para computar a FFT/FHT.

6.4.2 Descricao VHDL

A descricao VHDL do dispositivo foi gerada com a ajuda do Simulink do Matlab™ . A
Figura 6.8 ilustra a implementacao feita no Simulink™. A figura 6.5 ilustra a arquitetura
do dispositivo. A descricio VHDL gerada pelo Simulink do Matlab™ foi a do bloco nticleo,
em que é feita a computagao da DFT, sendo que o codigo-fonte estd no CD em anexo. A
descricao VHDL dos demais blocos foi implementada sem a ajuda do software Simulink do

Matlab™ e o seu codigo-fonte é apresentado no CD em anexo.

6.4.3 Simulagao Comportamental

Com a ferramenta Xilinx ISE, a descricao VHDL foi compilada e simulada para verificar

os dados de saida. Erros de sintaxe foram retirados neste momento. A Tabela 6.1 mostra a
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quantidade de recursos utilizada pela implementagao.

Tabela 6.1: Recursos utilizados no dispositivo FPGA para implementac¢ao da FFT/FHT de compri-

mento 16.

Descricao do Recurso Quantidade
Number of Slices: 1611 out of 4656 (34%)
Number of Slice Flip Flops: 656 out of 9312 (7%)
Number of 4 input LUTs: 2894 out of 9312 (31%)

Number of bonded I0Bs: 56 out of 232 (24%)
Number of MULT18X18SI0:s: 12 out of 20 (60%)
Number of GCLKs: 2 out of 24 (8%)

A simulagao comportamental foi realizada pela ferramenta Xilinx ISE e os arquivos de
testbench foram gerados. Os estimulos (valores de entrada) foram inseridos e os resultados

coletados de acordo com os diagramas da Fig. 6.3 (DHT) e Fig. 6.4 (DFT).

{32'h00001C00 32n00..
o mem_s.. 32h00001C00
B m S 32'h00000000
A mem_s 32’h0000F250
A mem_s 32h00000000
A mem_s 32h0000F800
oA mem_s 32h00000000
A mem_s 32h0000FAS0
A mem_s.. | 32h00000000
A mem_s.. 32h0000FC00
S mem_s... | 32h00000000
o mem_s.. 32h0000FDBO
B mem_s.. | 32h00000000
o mem_s.. 32h00000000
A m s.. | 32h00000000
o mem_s.. 32h00000580
A mem_s.. | 32h00000000
oA mem_end| {4h0 4h1 4h2 4'h3..

Figura 6.3: Resultado de simula¢ao quando a operacgdo estd selecionada para computar a DHT.

6.4.4 Sintese

Nesta etapa, o codigo VHDL foi analisado e otimizado pela ferramenta de sintese, para
em seguida criar-se uma implementacao eficiente do dispositivo. Um esquema a Nivel de

Registrador de Transferencia (RTL - Register Transfer Level) foi gerado.



86

Current S
Time

R mem_s 32hFC0009B0
32h00000000
32hFC000400

B mem 32h00000000
32hFC0001B0

B 5 mem 32h00000000

32h00000000

32hFCOOFES0
’al mem_s 32h00000000

Figura 6.4: Resultado de simulacao quando a operacao estd selecionada para computar a DFT.

A ferramenta de construgao gerou os arquivos para burn-in no dispositivo FPGA escolhido,
o dispositivo Spartan 3E, xc3s500e-5-fg320. Na simulacao de pds-sintese o processo no circuito

finalizou em 65 ns e todos os resultados obtidos confirmaram a simulagao comportamental.

6.4.5 Arquitetura

A arquitetura do dispositivo é baseada em dois blocos principais, o gerenciador de memoria
e o bloco niicleo, como mostrado na Figura 6.5. O bloco gerenciador de memoria armazena
as componentes do sinal de entrada e as componentes da transformada de saida.

O bloco niicleo é responsavel pelo caculo dos coeficientes da DF'T, conforme Figura 6.6.
Destes, o bloco gerenciador de memoria seleciona e computa a transformada desejada.

Apobs 0 armazenamento na memoria, o dispositivo calcula a transformada baseada no op-
erador de selegao (DFT/DHT). Assim, a transformada é armazenada na memoria, da seguinte

maneira:

e Para a DFT: os primeiros dois bytes armazenam as componentes reais e os ultimos dois
armazenam as componentes imaginarias;
e Para a DHT: somente os tltimos 16 bits amazenam as componentes da transformada.

O bloco ntcleo foi gerado a partir da implementacdo em Simulink™. A complexidade

aritmética para este algoritmo rapido de comprimento 16 é de 12 multiplicagoes em ponto
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Figura 6.5: Arquitetura do algoritmo FFT/FHT. O bloco de computagdo aritmética corresponde ao

bloco nicleo.

(16 amostras)

RIEM

Computagao
da DFT

=

Parte
Real

=)

Parte
Imagindria

(16 amostras)

RIEM

(16 amostras)

RIEM

Figura 6.6: Arquitetura do bloco nicleo. Este bloco é usado por ambas as transformadas (Veja Figura

6.5).

fixo e 101 adigoes.

As sequéncias de entrada e saida, na Figura 6.7, sdo mostradas em formato hexadecimal

ao se usar o bloco de conversao de tipos de dados. O bloco ntcleo é mostrado no meio, que

corresponde & Figura 6.6. Suas duas sequéncias de saida sao mostradas também, ou seja,

DFT (Real) e DFT (Imaginaria). O bloco de adi¢ao (Add, Figura 6.7) fornece diretamente a

DHT, que é mostrada também em formato hexadecimal.
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Figura 6.7: Simulagio implementada em Simulink™ do algoritmo FFT/FHT de comprimento 16.

6.5 Resultados de Simulacao

A implementagao foi simulada utilizando-se a ferramenta Xilinx ISE, onde pudemos ver-
ificar a precisao do dispositivo e os resultados foram comparados com os obtidos a partir do
Simulink™. Os resultados sio mostrados nas Figuras 6.3, 6.4 e 6.7. A simulacao foi feita com
diversas sequéncias de entrada. Para a sequéncia particular v ={012345670123456 7},
os resultados sao mostrados na Tabela 6.2 e 6.3.

As sequéncias de saida da DFT realizada pela simulagao, foram exatamente as mesmas
obtidas pelo Simulink™ (Coluna 3, Tabela 6.3). Ambas tem uma pequena diferenca em
relacdo & sequéncia computada pela rotina interna do MatLab™ (Coluna 3, Tabela 6.2). O
erro de quantizacao (< 0,3%) é devido ao uso da aritmética de ponto fixo em vez da de ponto
flutuante. No entanto, esse erro de magnitude é aceitéavel para muitas aplicacoes, incluindo

audio, sinais biomédicos e processamento da fala [29].



Tabela 6.2: Valores da DFT/DHT gerados via MatLab™.

Indice | Dados de Dados de Saida

(k) Entrada DFT DHT
0 0 56.000 56.0000
1 1 0 0

2 2 -8.0000 +19.3137j | -27.3137
3 3 0 0

4 4 -8.0000 + 8.0000 j | -16.0000
5 5 0 0

6 6 -8.0000 + 3.3137j | -11.3137
7 7 0 0

8 0 -8.0000 -8.0000
9 1 0 0

10 2 -8.0000 - 3.3137j -4.6863
11 3 0 0

12 4 -8.0000 - 8.0000j 0

13 5 0 0

14 6 -8.0000 -19.3137j | 11.3137
15 7 0 0
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6.6 Consideragoes Finais

Este capitulo apresentou o projeto e implementagao, no dispositivo SPARTAN 3E xc¢3s500e-
5-fg320, de um algoritmo que é capaz de fazer a computagdo rapida dos coeficientes da
DFT/DHT de uma sequéncia real de comprimento N = 16. O dispositivo computa a
DFT/DHT em 65 ns, que é aceitavel para aplicagoes tais como audio, processamento de sinais
biomédicos e xDSL. Uma implementacao do dispositivo em ponto flutuante esté atualmente

em investigacao.



Tabela 6.3: Valores da simulagao comportamental (Xilinxz) da DFT/DHT de comprimento 16.

Indice | Dados de Dados de Saida

(k) Entrada DFT DHT
0 0 56 56

1 1 0 0

2 2 -8.0000 +19.375j -27.375
3 3 0 0

4 4 -8.0000 + 8.0000 j | -16.0000
5 5 0 0

6 6 -8.0000 + 3.375j -11.375
7 7 0 0

8 0 -8.0000 -8.0000
9 1 0 0
10 2 -8.0000 - 3.375j -4.625
11 3 0 0
12 4 -8.0000 - 8.0000j 0
13 5 0 0
14 6 -8.0000 -19.375j 11.375
15 7 0 0
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Figura 6.8: Implementacio em Simulink™ da FFT/FHT de comprimento 16.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

Esta Tese apresentou novos algoritmos rapidos para computacao de transformadas discre-
tas. O Capitulo 2 derivou a Transformada Discreta de Fourier, a partir da Série Discreta de
Fourier e da Transformada de Fourier em Tempo Discreto e finalizou com a representagao em
forma matricial da mesma. Além disso, este capitulo apresentou a defini¢do da transformada
discreta de Hartley.

O Capitulo 3 apresentou a transformada rapida de Fourier, que sao algoritmos rapidos
para computar a DFT. Os algortimos de Cooley-Tukey, Good-Thomas e Rader-Primo foram
detalhados.

O Capitulo 4 apresentou um novo algoritmo rapido para computar a DF'T de comprimento
N = 4(mod 8), que ¢ baseado nas simetrias das matrizes associadas com o desenvolvimento
em série de Laurent da matriz de transformacao; com isso, apresentou-se uma FFT para
comprimentos que nao sejam as costumeiras poténcias de dois. Um exemplo elucidativo
foi apresentado para N = 12. A complexidade multiplicativa da FFT foi avaliada, sendo
alcangados valores menores que N log, N, para N = 12,20, 28, 36, 44, 52, 60.

O Capitulo 5 apresentou um novo algoritmo rapido para a transformada discreta de Hart-
ley de comprimento N = 0(mod 4), que é baseado em uma nova técnica para construc¢ao de
uma expansao matricial da matriz de transformacao. O procedimento faz uso das simetrias da
expansao matricial para reduzir a carga computacional para computar o espectro discreto de
Hartley. O algoritmo apresentou um melhor desempenho, em termos de complexidade mul-
tiplicativa, que os algoritmos FHT padroes Cooley-Tukey base-2, base-4 e Split-Radix. Além

disso, este capitulo apresentou algoritmos 6timos, em termos de complexidade multiplicativa,
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para os comprimentos 8,12,16 e 24.

O capitulo 6 apresentou o projeto e implementacao, no dispositivo SPARTAN 3E xc3s500e-
5-fg320, de um algoritmo que é capaz de fazer a computagdo rapida dos coeficientes da
DFT/DHT de uma sequéncia real de comprimento N = 16. O dispositivo computa a
DFT/DHT em 65 nsec, que é aceitavel para aplicagoes tais como audio, processamento de

sinais biomédicos e xDSL.

7.1 A Transformada Rapida de Fourier

Os algoritmos rapidos (FFT) propostos na literatura para computar a transformada disc-
reta de Fourier, de um modo geral, ndo atingem o limitante inferior de Heideman para a
complexidade multiplicativa. A FFT proposta nesta tese, baseada em uma expansao em série
matricial de Laurent, também apresenta esta caracteristica. Entretanto, seu desempenho para
os comprimentos N investigados, do tipo N = 4( mod 8), é superior ao das melhores FFT
descritas na literatura, conforme indicado nas Tabelas de complexidade aritmética 7.1 e 7.1

(Tabelas 4.1 e 4.3, reapresentadas aqui por conveniéncia).

Tabela 7.1: Complexidade multiplicativa da FFT baseada na Série Matricial de Laurent

N Nlog, N (arredondado) Laurent-FFT  Ganho (%)

12 43 8 81 %
20 86 32 63 %
28 135 72 47 %
36 186 88 53 %
44 240 200 17 %
92 296 288 3%
60 354 208 41 %

Tabela 7.2: Complexidade multiplicativa de algoritmos FFT em termos do numero de multiplica¢oes
reais nao triviais, para computar a DFT de uma sequéncia real de comprimento N (N = 2" ): Radiz-2,

Rader-Brenner, Laurent-FFT, limitante de Heideman.

N Nlogy N Radix-2 Rader-Brenner Heideman-Burrus Laurent-FFT

8 24 4 4 2 2
16 64 12 10 10 12
32 160 88 34 16 54

64 384 264 196 84 224
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Embora tenham sido apresentados exemplos especificos no capitulo 4, para N = 12 e 20, o

procedimento é sistematico podendo ser implementado para qualquer valor de N = 4(mod 8).

7.2 A transformada rapida de Hartley

Desde que foi proposta em 1984, a transformada discreta de Hartley vem sendo estudada
para que sua computacao seja a mais eficiente possivel. As propostas de algoritmos rapidos,
para computar a DHT, na maioria dos casos, sao semelhantes aos algoritmos rapidos para
computacao da DFT, com desempenho similar. A FHT proposta nesta tese é sisteméatica e
serve para comprimentos N = 0 mod 4, e ndo apenas para comprimentos que sdo poténcias
de 2. Seu desempenho, em termos de complexidade multiplicativa, mostrou-se melhor que o
dos tradicionais algoritmos base-2, base-4 e split-radix, como se pode observar na Figura 7.1

(extraida dos dados apresentados nas Tabelas 5.6 e 5.7).

40000

r

35000 /
30000 /

@
g
25000
8
2
s === | imite de Heideman
= 20000 R
% == Expansdo Matricial
E A Split-Radix
£
=
z

15000
/ / =l base-2
10000 ///

5000

8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

Figura 7.1: Complezidade multiplicativa para os algoritmos FHT (base-2, Split-Radiz e expansdo

matricial) e limitante inferior de Heideman, em fun¢ao do comprimento N da transformada.

Esta nova transformada rapida de Hartley pode ser melhorada para se chegar ao limitante
minimo de multiplicacbes necessarias para sua computacao. Diante desse cenario, algoritmos
6timos para computacdo da DHT para os comprimentos N = 8,12, 16 e 24 foram apresenta-
dos. Estes podem ser facilmente implementados em circuitos integrados, FPGA ou DSP. A

exploragao de caracteristicas da fungao cas(.) e a técnica de expansdo matricial desenvolvida
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nesta tese, permitiram o desenvolvimento dos mesmos.

7.3 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros relativos aos temas apresentados nesta Tese, pode-

mos indicar:

e Busca de FHTs 6timas (aquelas que apresentam complexidade multiplicativa igual ao limi-
tante de Heideman) para N = 12k, considerando as propriedades da fungao cas(%’i) para

esse tipo de comprimento;

e Implementacao desses novos algoritmos rapidos, em um ambiente Linux, e comparagao com

outras rotinas para verificagdo do custo de memoria e processador;

e Implementacao desses novos algoritmos réapidos em uma plataforma paralela com as lin-
guagens CUDA ou OpenCl, podendo ser utilizadas placas de Unidades de Processadores
Graficos (GPU, do inglés Graphics Processor Unit);

e Implementagao, com as novas técnicas propostas, da transformada discreta de Fourier dos

tipos II, IIT e IV [118];

e Implementacao, com as novas técnicas propostas, da transformada discreta de Hartley dos

tipos II, IIT e IV [119];

e Aplicacao e investigagao dessas novas técnicas em transformadas bidimensionais de Fourier

e de Hartley;

e Aplicacao e investigagdo dessas novas técnicas em transformadas bidimensionais de Fourier

e de Hartley sobre corpos finitos;

e Projeto e Implementacao em FPGA para os algoritmos disponiveis na literatura e compara-

¢ao, com os novos algoritmos propostos, em relagao & area de uso do dispositivo;

e Investigacdo de um novo algoritmo rapido para computar a DCT e a DST, baseado em

expansoes matriciais semelhantes as apresentadas nesta Tese.
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APENDICE A

FATORANDO UMA MATRIZ
A(n x n) EM MATRIZES
BIELEMENTARES

A.1 Introducao

Definicao A.1 Uma maltriz bielementar é uma matriz, com elementos racionais, em que
cada uma das suas linhas tem, no mdximo, dois elementos nao nulos; além disso, as linhas
com dois elementos nao nulos, consideradas como vetores no RN, devem apresentar direcoes

distintas.

Definicao A.2 A distdncia de Hamming entre dois vetores x e y € o nimero de posigcoes em

que as componentes de cada vetor sao diferentes e € denotada por d(z,vy).

Definigao A.3 O peso de Hamming de um vetor x = (xg,...,Xn_1) € 0 nimero de compo-

nentes nao nulas de x e € denotado por w(x).

Exemplo A.1

Considerando z,y € GF(2), com = = (1101) e y = (1100), tem-se w(z) = 3, w(y) = 2 e
d(z,y) = 1.



107

A.2 Procedimento para Fatoracao da Matriz

O procedimento para fatoragdo de uma Matriz A(nxn) em matrizes bielementares consiste

em:

1. Escolher o par de colunas que apresenta a menor distdncia de Hamming dentre todos os
pares de colunas de A. Caso mais de um par atenda a condigdo escolher aleatoriamente
um tal par;

2. Iniciar a construgdo de uma matriz B(n X n) a partir do par de colunas escolhido em
(1), escrevendo apenas as linhas distintas do par e preenchendo com 0 (zeros) as demais
posigoes destas linhas;

3. Preencher as linhas restantes com 0 (zeros) e um tnico 1 (um), colocado na primeira linha
disponivel na posigao j (coluna) correspondente a coluna com maior peso de Hamming
em A. Caso haja mais de uma coluna com tal peso, escolher aleatoriamente uma tal
coluna. Repetir para as demais linhas; neste passo as colunas escolhidas no passo 1 nao
sao consideradas.

4. Econtrar a matriz C tal que A = CB;

5. Verificar se a matriz C é bielementar. Caso positivo, a fatoracao esta terminada. Caso

contrério, repetir o procedimento a partir de (1).

Exemplo A.2

Deseja-se computar V = Av em que

Vo 1 1 1 1 vo
Vl 1 0 0 -1 (%1

V= - = Aw.
Vs 1 0 -1 1 V2
Vg 1 -1 1 1 (%]

A matriz A apresenta 9 operacoes de adigoes, porém fazendo uma inspegao visual nota-se
que existem adigoes repetidas. Vamos aplicar o procedimento descrito anteriormente para
eliminarmos estas repeticoes.

No primeiro passo, deve-se escolher o par de colunas que tem menor distancia de Hamming.
O par que satisfaz esta condi¢ao é formado pelas colunas 0 e 3. A partir destas colunas,

constrbi-se a matriz B, conforme o passo 2, ou seja, escolhe-se as linhas distintas do par e
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preenche-se todas as outras posigoes com zero; para as linhas restantes, inicia-se preenchendo
com um unico 1, na coluna de maior peso de Hamming; entao segue-se a ordem decrescente
de peso de Hamming até a dltima coluna. Neste exemplo, primeiro a coluna 2 e em seguida

a coluna 1. Observa-se que a matriz B obtida é bielementar,

1 0 0 1

1 0 0 -1
B =

0 0 1 0

01 0 O

No passo 4, encontra-se a matriz C, tal que, A = CB. O resultado é

1 0 1 1

01 0 0
C =

10 -1 O

10 1 -1

Analisando a matriz C' desta primeira fatora¢ao (passo (5)) percebe-se que a mesma nao
¢é bielementar; salienta-se que o procedimento s6 se encerrard quando todas as matrizes forem
bielementares e, como C' nao satisfaz esta condigao, volta-se ao passo (1). Para iniciar nova-

mente o procedimento, faz-se A = C,

1 0 1 1

01 0 0
A=

10 -1 0

10 1 -1

Aplicando o passo (1), escolhemos as colunas 0 e 2 da nova matriz A para formagao da

matriz B; em seguida efetuamos os passos (2) e (3) obtendo a matriz B,
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10 1 0
1 0 -1 0
B = .
01 0 O
00 0 1
No proximo passo (4), deve-se encontrar a matriz C' que satisfaga a condigao de fatoragao

A =CB. A matriz C é

1 0 0 1

0O 0 1 O
C =

01 0 O

1 0 0 -1

Analisando esta nova matriz C, a mesma satisfaz a condi¢ao de matriz bielementar, por-

tanto a fatoragao esta terminada. O processo gerou a seguinte fatoragao

1 0 0 1 10 1 0 1 00 1
A 0 01 O 1 0 -1 0 1 0 0 -1
01 0 O 01 0 O 001 O
10 0 -1 0 0 0 1 010 O

Fazendo a contagem das operacgoes necessarias apos a fatoracao, chegamos a 6 adigoes, ou
seja, houve uma reducao de 33,3% em relagao & matriz original. A figura A.1 mostra uma

implementagao da fatoracao.

Vo VO

V1X\/\ / o Vi
v, -1 _1 \ \ o V2

-1

Figura A.1: FEsquema para a computagdo aditiva referente a matriz do exemplo A.2. Um possivel

vetor de entrada (v) e um vetor de saida (V) ilustram o comportamento da implementagao.
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