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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Esta tese trata do problema da otimizacao de algoritmos aritméticos, com uma atengao es-
pecial a transformadas lineares'. A transformada discreta de Fourier (DFT, do inglés discrete
Fourier Transform) é uma das transformadas mais populares da engenharia [1, 2|, e, neste
trabalho, da-se uma atencao especial & mesma. No século XX, com a evolucao dos computa-
dores, os conhecimentos nas areas de complexidade computacional e algoritmos aumentaram,
bem como o interesse em diversos assuntos relacionados a essas areas.

Entre esses assuntos, um deles é particularmente interessante, a classificacdo de um pro-
blema em tipo P ou NP (defini¢oes de P e NP sao apresentadas adiante neste capitulo). Esse
¢ um dos assuntos preferidos dos teoricos da computagao (talvez por um mero incentivo de
um milhdo de doélares?), entretanto, leva a um comportamento bastante peculiar entre os
estudiosos em relagdo a algoritmos do tipo P. Para ser um pouco mais especifico, se existe
um algoritmo que computa uma DFT de comprimento n com 1000n logn passos e alguém
desenvolve um algoritmo melhor, que resolve o problema em nlogn, essa descoberta nao foi
um grande feito (para um teérico da computagao), pois, o segundo algoritmo tem a mesma
complexidade computacional do primeiro (embora seja 1000 vezes mais rapido). De fato, na
teoria isso nao é nenhum avanco, entretanto, tente vender esse produto mil vezes mais lento
alegando que tem a mesma complexidade dos concorrentes.

Felizmente, as complexidades aritméticas de transformadas sdo todas do tipo P e, desde

lPara simplificar a escrita desta tese, transformadas lineares sio chamadas simplesmente de transformadas.
2Prémio oferecido pelo milionario americano Landon Clay, através do instituto Clay de matemética, aos que re-

solverem cada um de sete problemas selecionados por matematicos de reconhecido saber, sendo “P=NP?” um desses

problemas.
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Winograd [3], muitos algoritmos de transformada rapida de Fourier (implementagao de alto
desempenho da DFT) competem, multiplicagao a multiplicac@o, para ser considerado o melhor
algoritmo [4]. De fato, cada multiplicacdo pode representar um multiplicador a mais no
hardware, o que significa um maior custo e maior tamanho, além de um maior consumo de
energia.

Para entendermos um pouco mais sobre o assunto, a préxima secao apresenta, de maneira
resumida, os principais conceitos e resultados do estudo de algoritmos. Ainda neste capitulo
sao apresentados os principais conceitos sobre complexidade multiplicativa e sobre transfor-
madas rapidas de Fourier e convolucao ciclica, ambos com diversas aplicagoes nas areas de

processamento digital de sinais.

1.1 Introducao a Algoritmos
Antes de comecar um estudo sobre algoritmos, é importante apresentar uma definicao.

Definicao 1.1 Algoritmo € um procedimento que consiste em um conjunto finito de regras, as

quais especificam uma sequéncia finita de operagoes que fornecem a solug¢ao de um problema
[5]-

Embora esta definicdo pareca um pouco vaga, ela contém duas palavras fundamentais para
o entendimento de um algoritmo, que sao regra e sequéncia de operag¢des. Ambas representam
dois aspectos distintos e importantes na implementacao de um algoritmo. A regra esta ligada
& descricao do algoritmo e tem a ver com a memoria de programa, o niimero de estados da
méquina ou o programa fonte. J4 a sequéncia de operagoes esta relacionada com a sequéncia de
procedimentos realizados até o fim da execugao do algoritmo, em relacao a uma determinada
entrada, e estéd ligada diretamente & complexidade do algoritmo. O exemplo a seguir esclarece

bem esses dois aspectos de um algoritmo.

Exemplo 1.1

Considere um algoritmo para calcular o fatorial de um ntmero inteiro positivo n, descrito
pela seguinte regra:
Regra: f = fat(n){se (n = 1)f = 1;sendo f = nfat(n —1);}

Esta regra define um algoritmo recursivo para a fung¢ao fatorial escrito em apenas uma linha,
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entretanto, a sequéncia de operagoes pode ser bastante longa, dependendo do valor de n,

precisamente, n comparagoes € n — 1 multiplicacoes. °

Também é possivel ter uma regra complicada e uma sequéncia de execugao rapida. De
forma geral, esses dois aspectos estao ligados mas existe uma certa independéncia sobre eles.
Minimizar a regra é minimizar o hardware, a memoria de programa, enquanto minimizar a
sequéncia de operagoes ¢ diminuir a complexidade, minimizar o tempo de execucao e reduzir
o nimero de operacoes elementares realizadas, diminuindo a energia consumida no processo.

O objetivo da teoria da complexidade de algoritmos é estudar, quantificar e classificar a
sequéncia de operagoes de um algoritmo, ou simplesmente a complexidade do algoritmo. O
objetivo do estudo de algoritmos rapidos é procurar os algoritmos com menor complexidade.
Na préoxima secao é apresentado um conceito mais formal sobre complexidade computacional

e classes de problemas.

1.1.1 Complexidade de Algoritmos

A complexidade de um algoritmo, como foi visto na se¢ao anterior, esta ligada a sequéncia
de operacoes realizadas pela méquina para executar o algoritmo. Nesse caso, um tipo de
méquina deve ser definido, a fim de padronizar a medi¢ao da complexidade (vale observar que
a complexidade varia de acordo com a maquina). A seguir, uma defini¢do classica na ciéncia

da computacao [6].

Defini¢ao 1.2 Uma mdquina de Turing (MT) M é uma tupla (Q,Ss,qa,qr, 1", %,0), em que
Q denota um congunto finito de estados. Os estados (diferentes entre si) s,qa,qr € Q, sdo,
respectivamente, o estado inicial, o estado de aceitagao e o estado de rejeicio da mdquina M ;
I’ ¢ o conjunto finito que compoe o alfabeto de entrada, X D 1" € um conjunto finito definido

como alfabeto fita, e §:Q x ' — Q x I" € a funcgdo de transferéncia.

A MT funciona sobre uma fita que contém a entrada. A MT inicia no estado s e aponta
para o inicio da fita. A funcio de transferéncia ¢ indica o que a MT faz, qual o proximo
estado e qual a proxima posicao da fita em funcdo do estado atual e da posicao atual na fita.
O processamento termina quando a méquina chega no estado de aceitagdo ou rejei¢ao (g, ou
ar)-

A MT apresentada na Defini¢gdo 1.2 é também chamada de maquina de Turing determinis-

tica, porque é possivel prever o proximo estado da MT a partir do estado atual e da posicao
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atual na fita.

O tempo de computacao é o numero de passos executado pela MT até o processamento
terminar. O tempo de computagdo estd ligado com a sequéncia de operagdo do algoritmo
ou simplesmente com a complexidade computacional. A seguir, uma definicdo mais abstrata,

porém, importante para a classificagdo de problemas.

Definicao 1.3 Uma mdquina de Turing ndao deterministica (MTND) é uma mdquina que

difere da MT por § ser uma relagao.

Nesta situacdo, ndo ha uma funcao de transferéncia e sim uma relacao de transferéncia,
isto é, pode haver varios estados que a MTND possa seguir dependendo do estado atual. A

seguir, mais uma definicdo que ajudard a compreender a classificacao de problemas.

Definicao 1.4 Uma MT (ou MTND) ¢ dita de tempo polinomial se existe um polindmio
p(z) tal que, para uma entrada v, o tempo de computagao é no mdzimo p(|v|) (|v| denota o

comprimento de v ou o nimero de posi¢oes que v ocupa na fita).

Com essa definicao, temos a definicdo das classes de problema P e NP.

Definicao 1.5 A classe P de problemas (classe de problemas deterministicamente polino-

mial) € o conjunto dos problemas que admitem uma solu¢ao por uma MT de tempo polinomial.

Defini¢ao 1.6 A classe NP de problemas (classe de problemas nao deterministicamente po-
linomial) € o conjunto dos problemas que admitem uma solug¢ao por uma MTND de tempo

polinomial.

Se existe uma MT de tempo polinomial que resolve um problema, entdo também existe um
algoritmo polinomial e uma méaquina que pode resolver este problema. O problema é entao
classificado como P. Se existe uma MTND de tempo polinomial que resolve um problema,
entdo também existe um algoritmo nao deterministico de tempo polinomial, que é um algo-
ritmo deterministico de tempo exponencial, que resolve o problema (o tempo de computagao
¢ da ordem de 2P(" [6]). Neste caso o problema é dito NP. Problemas NP tornam-se in-
trataveis quando o comprimento da entrada aumenta. A relacao entre as classes de problemas
P e NP é um famoso problema em aberto da ciéncia da computagao. Sabe-se que P C NP
mas nao se sabe se P = NP. A seguir, é apresentada a notagdo assintotica utilizada pela

ciéncia da computacao na classificagdo e quantificagdo de problemas e algoritmos.
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1.1.2 Notacoes Assintoticas

Notagoes assintdticas sao uteis na classificacao de algoritmos e problemas, embora nao
sejam de muito uso da &rea de algoritmos rapidos. Nesta secdo temos uma entrada v com
comprimento n e um algoritmo A que resolve um problema com exatos f(n) passos (apenas
hipoteticamente falando; de forma geral, o nimero de passos varia com v e n). Pode-se utilizar

as defini¢oes assintoticas a seguir para qualificar e quantificar o algoritmo A.

Definigao 1.7 A fungio f(n) é O(g(n)) (cota assintética superior a menos de uma constante)

se, e somente se, existe c € RT e ng € N tal que f(n) < c.g(n) para todo n > ng.

A seguir, alguns exemplos.

Exemplo 1.2

Se f(n) =3n?+n+1, f(n) é O(n?) (Ie-se "ordem de n?"), com ¢ =5 e ng = 1 por exemplo;
f(n) também & O(n?), mas nio é O(n);

Se h(n) = n3 +n, entdo h(n) é¢ O(n?) mas ndo & O(n?), com ¢ =2 e ng = 1 por exemplo.

Definigao 1.8 A fun¢ao f(n) é Q(g(n)) (cota assintética inferior a menos de uma constante)

se, e somente se, existe d € RT e ng € IN tal que g(n) < d.f(n) para todo n > ny.

Exemplo 1.3

Se f(n) =3n2+n+1, f(n) é Qn?);
f(n) & também Q(n), mas nio & Q(n?);

Se h(n) = n3 +n, entdo h(n) & Q(n3) e Q(n?). o

Definigao 1.9 A fungio f(n) é ©(g(n)) (cota assintdtica exata a menos de uma constante)
se, e somente se, existem ¢,d € RT e ng € N tal que f(n) < c.g(n) e g(n) < d.f(n) para

todo n > nyg.

Exemplo 1.4
Se f(n) =3n2+n+1, f(n) é O(n?);

f(n) nio & O(n?);

Se h(n) = n3 + n, entdo h(n) ¢ O(n3) mas nio & O(n?). o
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Essas trés defini¢oes sdo utilizadas para quantificar um algoritmo A. Quando a fungao
f(n) € ©(g(n)), diz-se que A tem complexidade ©(g(n)), ou simplesmente A & O(g(n)), se A
possui tempo de computacao f(n). A seguir sdo apresentados testes para verificar se a fungao

f(.) é assintota de g(.).

Proposicao 1.1 (Teste da Razao O) Se

converge para um real nao negativo, entdo, a fung¢io f(n) é O(g(n)).

Demonstragao: Se L converge a um real nao negativo, entao, pela definicao de limite, existe

um par N € N ee € R, € >0, tal que

|M — L| <e€
g9(n)
para todo n > N. Pela desigualdade triangular
f(n) f(n)
=S = L < L= == <e
g(n) g(n)

Utilizando o fato de que f(n) e g(n) representam tempo de computacdo, portanto fungoes

positivas, e L é nao negativo, entao

de modo que
f(n) < (L +e€)g(n),

e com ng = N e ¢ = (L + ¢€), pela Defini¢ao 1.7, f(n) ¢ O(g(n)). [ |

Vale observar que a condigao de L convergir é suficiente mas ndo necessaria para f(n) ser
O(g(n)) ese f(n) &€ O(g(n)) ndo significa que o limite L vai existir. Um exemplo disso ocorre
quando f(n) = (10 + (=1)")n e g(n) = n. No caso em que f(n) e g(n) sdo crescentes, a

proposi¢ao torna-se suficiente e necessaria. A seguir sdo apresentados os demais testes.

Proposicao 1.2 (Teste da Razao Q) Se

M= Tim 4

n—o00 f(n)

converge para um real ndo negativo, entdao, a fung¢ao f(n) é Q(g(n)).



16

Proposicao 1.3 (Teste da Razao O) Se

= lim M
b= )
ou
= lim M
M= n1—>oo f(n)

converge para um real positivo, entao, a fungao f(n) € ©(g(n)). Além disso, se M ou L

converge a zero, entdo f(n) nao é ©(g(n)).

A prova das proposicoes apresentadas segue o modelo da prova do Teste da Razao O. Um

exemplo de aplicacao para esse teste ¢ mostrado a seguir.

Exemplo 1.5

Sabendo que a complexidade multiplicativa (multiplicagoes complexas) de uma FFT de Cooley-
Tukey, para uma entrada v de comprimento n (n poténcia de dois [7]), é de 5 logy(n), verifique
que a complexidade multiplicativa da FFT é O(n?) mas nao é O(n?).

solucao: basta calcular L utilizando a regra de L’Hopital,

n ] 1
L= tim 2208200 _ oy, 1oga() o men
n— 00 n n—00 2n n—>00
Portanto, a complexidade ¢ O(n?) mas nao é ©(n?), ¢ O(nlogy(n)). .

A préxima secdo trata sobre a teoria da complexidade aritmética proposta por Winograd
[3]. O postulado da complexidade aritmética apresentado no proximo capitulo foi inspirado

nesta teoria.

1.2 Complexidade Computacional Aritmética e Convolucgao

De forma direta e simplificada, a proposta de Winograd é contabilizar o nimero de opera-
¢Oes aritméticas envolvidas na solugdo de um problema computacional [3, 8. Parece simples
e intuitivo supor que as operagoes aritméticas governam a ordem da complexidade de um tal
problema. Uma justificativa para isso ocorre quando as operagdes aritméticas envolvem ponto
flutuante ou pontos fixos formados por varios bits. Uma outra ocorre quando comparamos
a complexidade fisica (complexidade da implementagao do circuito, envolvendo numero de
portas ou area utilizada para a integragdo num chip) de um hardware que implementa uma

mudancga de estados a outro que implementa uma multiplicagao.
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Para medir a complexidade aritmética de um algoritmo, basta contar o nimero de ope-
ragoes aritméticas envolvidas até o fim da computacdo. As operacdes sao adicao, subtracao,
multiplicacao e divisao.

Winograd propoe que computar a complexidade multiplicativa de um algoritmo consiste
em contabilizar apenas o nimero de multiplicacoes e divisdes necessarias. Além disso, a
teoria da complexidade multiplicativa ndo contabiliza nenhuma multiplicagao trivial. Segundo
Winograd, a multiplicacao 3z é considerada trivial, pois pode ser resolvida por = + = + z.
Para formalizar a teoria, define-se o corpo das constantes como um conjunto G, no qual
toda multiplicacao ou divisdo por um elemento de G nao é contabilizada. Nos trabalhos de
Winograd e Heideman, eles adotaram G como o corpo dos numeros racionais.

A teoria da complexidade multiplicativa se baseia no fato de que o custo (temporal e/ou
espacial) das operagoes de multiplicagao e divisao ¢ muito mais alto que o das demais opera-

¢oes.

1.2.1 Definicoes Basicas e Teoremas

Para uma breve introducao a teoria da complexidade multiplicativa, deve-se primeiro

definir o que é uma multiplicagdo. Para isso é necessério definir alguns conjuntos.

Definicao 1.10 Todo e qualquer conjunto de procedimentos aritméticos aplicados a uma en-
trada nao inicialmente especificada, que € chamada de varidvel ou indeterminado, que apre-

senta um resultado como saida, € definido como operagio aritmética.

Por exemplo, supondo x um indeterminado, entdo x + 1 é uma operagao, que tem como
saida um valor numérico. Mas 141 nao é uma operacao pois, nesse caso, nao existem variaveis.

1+ 1 é simplesmente considerado como uma constante, o mesmo que um unico valor igual a

2.

Definicao 1.11 O corpo de computagoes, denotado por F', é o corpo ao qual pertence qualquer

varidvel de uma operacao aritmética.

Definicao 1.12 O corpo das constantes é um subcorpo de F, denotado por G, no qual qual-
quer multiplicacdo ou divisao, envolvendo um elemento de G, € considerada como trivial, isto

€, nao € contabilizada.
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No estudo de complexidade multiplicativa, F' é adotado como o corpo dos nimeros reais (ou
complexos) e G é adotado como o corpo dos niimeros racionais (ou complexos com parte real e
imaginéria racional, isto é, gaussianos). Por exemplo, sendo x uma variavel, uma multiplica¢ao
da forma z(3/4) ¢é dita como trivial e portanto ndo contabilizada. Ja a multiplicacio 2v/2 é
contabilizada pois v/2 ¢ G.

Para ilustrar esses conceitos, considere o produto de dois nameros complexos, (a + jb) e
(c+ jd). A expressao

m = (a+ jb)(c+ jd)

caracteriza um problema aritmético, o qual, para ser resolvido, necessita efetuar a operacao
(a+ jb)(c+ jd), que é uma multiplicacdo entre numeros complexos. Considerando que a, b, ¢

e d s&o variaveis, esse problema pode ser posto na forma matricial

My c —d a
= . (1.1)
m; d ¢ b

Neste caso sao necessarias 4 multiplicagoes reais e 2 adicoes reais para resolver o problema.
Utiliza-se a seguinte notagao para complexidade de algoritmos numeéricos: M.(.) e A.(.) de-
notam, respectivamente, o niimero de multiplicacoes e adi¢cdes complexas de um determinado
algoritmo, bem como M,.(.) e A,(.) denotam, respectivamente, o numero de multiplicacdes e

adigoes reais [7]. Assim, para a operagao matricial (1.1), tem-se
M, (Algoritmo de multiplicagdo entre nimeros complexos) = 4,

A, (Algoritmo de multiplicagdo entre nimeros complexos) = 2.

Entretanto, o mesmo problema pode ser resolvido por outra sequéncia de operagoes. Consi-

dere agora a seguinte operagao aritmética para resolver o problema da multiplicacdo complexa,

(c—d) 0 0 1 0
m, 1 0 1 a
= 0 (c+d) 0 0 1
m; 0 1 1 b
0 0 d 1 -1

Nesse caso tem-se

M,.(Algoritmo de multiplicagdo entre ntumeros complexos) = 3

A, (Algoritmo de multiplicagdo entre nimeros complexos) = 5,
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o que significa que o mesmo problema pode ser resolvido por um ntimero diferente de mul-
tiplicacoes e adigoOes reais, dependendo da forma em que a operacao é posta a ser resolvida.
Considerando que c¢ e d sao constantes, isto €, existem apenas a e b como indeterminados, o
problema passa a ser a multiplicagdo de um ntimero complexo (a + jb) por uma constante

complexa (¢ + jd). Assim, como (¢ + d), (c —d),d ¢ G, a complexidade do problema é

M,.(Algoritmo de multiplicagdo por cte complexa) = 3

A, (Algoritmo de multiplicagdo por cte complexa) = 3,

como (c+d) e (c—d) ndo necessitam ser computadas pois essas adi¢oes ndo envolvem variaveis.

Muitos problemas aritméticos podem ser postos na forma matricial
s = Hd,

em que d, (N x 1), ¢ uma matriz de indeterminados e H, (M x N), é uma matriz de indeter-
minados.
Dois teoremas, que sao importantes para esse tipo de problema, estabelecem uma cota

superior para a complexidade multiplicativa.

Teorema 1.1 (Teorema do posto linha) O nimero de multiplicagoes necessdrias de al-

gum algoritmo que computa s = Hd €, pelo menos, tao grande quanto o posto linha de H.

Teorema 1.2 (Teorema do posto coluna) O nimero de multiplicagoes necessdrias de al-

gum algoritmo que computa s = Hd €, pelo menos, tao grande quanto o posto coluna de

H.

As provas desses teoremas podem ser encontradas em [3, 7, 8|.

1.2.2  Complexidade de uma Convolugao

A convolucdo é um problema numeérico classico. Ela é utilizada em processamento de
sinais, filtragem digital, algoritmos de interpolacao, modelagem de canais de telecomunicacoes
e muitos outros problemas [2, 9, 10]. A convolugao discreta se caracteriza conforme descrito
a seguir. Considerando duas sequéncia d,, e g,, a convolugao linear entre elas é a sequéncia

sn dada por

oo
A A
Sn = Z AdmGn-—m = dn * gn. (1'2)

m=—0o0
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A convolucdo é comutativa, isto é
Sn :dn*gn :gn*dn

Esse problema pode ser restrito & situagao em que d, e g, tem comprimentos finitos,
respectivamente N e M. Isto significa que d, =0,V n <0,n>N—-1eg,=0,Yn<0,n >

M — 1. Assim a computacao da convolucdo linear se torna,

N—-1 M-—1
Sp = Z dmgnfm = Z gmdnfm~
m=0 m=0

E possivel observar que o comprimento de s, ¢ M + N — 1, isto &, s, = 0, V n < 0,
n > M+ N — 2. Além disso, o problema pode ser visto como uma multiplicacdo polinomial;

definindo-se a notacao polinomial

A complexidade multiplicativa de uma convolugao linear, pela operagao direta de (1.2), é dada
por M N.
Observa-se também que uma convolucao linear pode ser escrita como um problema ma-

tricial, pela expressao

5 0 0 0o |- ;
do
g1 go --- 0 0
dy
S =
0 0 ... gv-1 9gm-2
dn_1
i 0 0o ... 0 gM—1 | - -

como g, e d, sdo variaveis, esse problema é da forma s = Hd, em que a matriz H contém
todas as linhas linearmente independentes e, portanto, decorre do teorema do posto linha que

a complexidade multiplicativa para se calcular s é, pelo menos, M + N — 1.
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Em processamento digital de sinais, além da convolugao linear, existe a chamada convolu-
¢ao ciclica ou circular, a qual é definida para sequéncias de mesmo comprimento. A expressao

da convolugao circular é dada por

N-1
Sp = Z dmg((nfm))N = gn © dy, (13)
m=0

em que ((n))y significa n (mod N), sendo N o comprimento das sequéncias S,, d,, € g,. A

convolucao ciclica pode também ser representada como uma multiplicacao polinomial por
s(z) = g(z)d(z) (mod 2™ —1).

Pela operacio definida em (1.3), sdo necessarias N2 multiplicacdes e N(N — 1) adi¢des para
se computar um convolucao ciclica de comprimento NV.

Considerando o mesmo argumento utilizado para a convolugao linear, mostra-se que esse
nimero de multiplicacoes é de, pelos menos, N. Entretanto, existe um teorema que estabelece

uma cota inferior maior.

Teorema 1.3 Seja p(xz) um polinémio de grau N, produto de t polindmios relativamente

primos. Entao, todo algoritmo que computa o produto polinomial

s(z) = g(x)d(x) (mod p(z))
necessita de, pelo menos, 2N — t multiplicagoes.

A prova desse teorema é encontrada em |3, 7].

1.2.3  Algoritmo de Convolu¢ao de Winograd

O algoritmo de convolucao de Winograd, em relagao a complexidade multiplicativa, € um
algoritmo 6timo. Este algoritmo é baseado no teorema chinés dos restos para polinémios

[7, 11]. Considere a multiplica¢do polinomial modular
s(z) = g(z)d(z) (mod m(x)),
com
m(z) = mo(x)mi(z) ... mg_1(z),

em que todos os polindémios m;(x) tem coeficientes inteiros e MDC(m;(x), m;(x)) = 1, Vi # j.
Definindo

si(z) = s(x) (mod m;(x)),
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o polinémio s(z) pode ser escrito como

k
s(z) = a;(z)s;(x) (mod m(x)),

%

I
—

I
=)

em que a;(z) tem coeficientes inteiros. As componentes s;(x) sdo computadas por
si(z) = g(x)d(x) (mod m(x)),
si(z) = (g(z)(mod m;(x))d(x)(mod m;(x)))(mod m4(x)),

si(x) = gi(x)d;(x)(mod m;(x)).

Observa-se que a computacao do resto da divisdo por m;(z) ndo tem complexidade mul-
tiplicativa, pois os coeficientes dos polindmios sao todos inteiros (contido no corpo dos racio-
nais). Assim, as multiplicagoes estao todas no produto g;(x)d;(z). O algoritmo de Winograd

para a convolucao pode ser representado de forma matricial por
s = C[(Bg) ® (Ad)],

em que o operador ® representa o produto de vetores termo a termo e as matrizes C, B e A

sao matrizes de inteiros.

1.3 Algoritmos Rapidos para a DFT

Neste capitulo sao apresentados os principais algoritmos rdpidos para a computacao da
transformada discreta de Fourier. Transformadas sdo ferramentas matemaéticas utilizadas
em muitas aplicacdes da Engenharia. Particularmente, nenhuma delas é tdo popular quanto
a transformada de Fourier [1, 9]. O mesmo vale para a sua versdo discreta no tempo e
frequéncia, a transformada discreta de Fourier (DFT, do inglés Discrete Fourier Transform,)
[2, 4, 7]. A seguir é apresentada a transformada discreta de Fourier, bem como algumas

notacoes e definicoes.

1.3.1 A Transformada Discreta de Fourier

As sequéncias v e V, com elementos v,, n = 0,1,...,.N -1, e V4, k=0,1,...,N — 1,
respectivamente, em que v, € R e Vi € C, formam um par da transformada discreta de
Fourier, denotado por

F
v+—V,
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se N N1
Vi £ ) v, W (1.4)
n=0
© 1 N—-1
—k
on = kz_% VW, (1.5)

A 2 A . . )
em que Wy = e 7% e j = +/—1. Diz-se que a sequéncia complexa V é a transformada

discreta de Fourier da sequéncia real v. O inteiro positivo N é dito ser o comprimento da
transformada. De forma geral, a sequéncia v pode ser complexa também, entretanto, para
fins de célculo de complexidade, é considerado que v é sempre uma sequéncia real.

O problema computacional a ser analisado ¢ o da expressdo (1.4). E possivel representar
esta expressao por uma notacao matricial, em que as sequéncias v e V' sdo consideradas vetores

ou matrizes coluna, através de

V =Wo, (1.6)
em que
Vo
1%
val
_VN_l_
T
A v1
v =
_val_
e - -
11 1 1
1 Wy wE oo Wit
w21 w2z owh L WA
1wy owRTY L YD

Sendo W uma matriz N x N, a complexidade multiplicativa da implementacao direta,
em multiplicagdes complexas nao triviais, representada pela expressao (1.4) ou pela equagao

matricial (1.6), é dada por

M_(DFT de comprimento N) 2 M,(N) = (N — 1)(N — 1).
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A complexidade aditiva, em adi¢does complexas, é dada por
A.(DFT de comprimento N) 2 A.(N) = N(N — 1),

pois s@o necessarias N — 1 adicoes complexas para cada componente da DFT. A notacao
utilizada para a complexidade segue o modelo da referéncia [7]. A seguir, sdo apresentados
os principais algoritmos utilizados para implementar a DF'T; esses algoritmos sao conhecidos
como transformadas réapidas de Fourier (FFT)? pois reduzem a complexidade multiplicativa

da DFT.

1.3.2 A FFT de Cooley-Tukey

O algoritmo de Cooley-Tukey é um dos mais utilizados para a computagao da DFT, tanto
que ficou conhecido popularmente como FFT. Embora tenha o nome de Cooley-Tukey, esse
algoritmo foi descoberto por Gauss, em 1805, que estava aplicando a DFT para interpolar as
rotas de asterdides. Mais tarde, Gauss descobriu um método analitico melhor para resolver
o problema e nao publicou as notas sobre a FFT, que s6 apareceram numa coletidnea de
seus trabalhos [4]. Em 1965 o algoritmo foi redescoberto por Cooley e Tukey, e s6 em 1977
Goldstine percebeu a relagao entre o algoritmo utilizado por Gauss e o algoritmo de Cooley
e Tukey [4].

Esse algoritmo considera que N = NyNs é um nimero composto. Assim, considerando a

expressao (1.4), pode-se fazer a mudanca de variaveis
n =ny + Nino,
comny =0,1,...,Ny—1,na=0,1,...,No—1e
k = ki1Ny + ks,

comk; =0,1,...,Ny —1e ks =0,1,..., Ny — 1. Com isso a expressao (1.4) se torna

Ni1—1Ny—1
o (k1 Na+k2)(n1+Ning)
V/ﬁ Na+ko — E E Uny+Nins WN )

n1=0 no=0

Ni—1N3—1
_ kiniNao+koni+kina N1 No+kono N
Vk1N2+k2 — E E Un1+N1n2WNl 1Natkanitkina NaNatkana N1

n1=0 no=0

3A sigla FFT vém do inglés fast Fourier transform, um termo questionavel pois uma transformada com baixa

complexidade multiplicativa nao implica, necessariamente, menos tempo de processamento.
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Considerando que, se M|N, entdo Wi = Wiy, tem-se

Ni—1N>—1
J— k1n1 k2n1 kgng
Vk:1 No+ky — E E Un14+Ning VVN1 WN I/VN2

7L1=0 n2=0

ou
N;—1 No—1
_ E kini kany E kono
Vk1N2+k2 = VVN1 WN Un14+Ning WN2 . (17)
n1:O TLQ:O

Colocando os vetores v e V' em forma bidimensional, isto é

>

Uni+Nins = Unyns (18)
e
Vk1N2+k2 é V’ﬁ,kz
e definindo as matrizes
N Na = V) ) (1.9)
e
A

VN1N2 = [Vviyj](N1><N2)7

pode-se escrever que

Ni—1 Ny—1
_ king nika kono
Vier ks = WN1 Wy E Un1,n2WN2 . (1.10)
0 no=0

ni=
Analisando de forma matricial a expressao (1.10), entre os parénteses, temos uma DFT para
as linhas de vy, n,, seguida de multiplicagoes termo a termo, do resultado, com os valores W]Z\?
para cada linha 7 e coluna j. Finalmente, aplica-se uma DFT para cada coluna do resultado

anterior. Isto resulta na matriz Vi, n,.

Exemplo 1.6
Supondo N =12, Ny =3 e Ny = 4. Assim

v = [vg v1 V2 V3 V4 Vs Vg U7 Vs Vg V1o UII]T;
que, na forma bidimensional, definida pelas expressoes (1.8) e (1.9), é

Vo V3 Vs Vg
UNIN, = | V1 V4 VU7 V10

V2 Vs Ug Vi1
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Aplicando a DFT em todas as linhas de vy, ,, obtém-se a matriz V) isto &
V) = DF Tiinhas (0w, v)-

A matriz V1) ¢ multiplicada termo a termo pela matriz [Wg] para se obter a matriz V),
isto é,
1 1 1 1
v =vWol 1 wy, wi wi
L Wiy, Wiy, Wi

Finalmente, a matriz Vi, n, é obtida a partir da DFT de todas as colunas de 1420

VN1 Ny = DFTcolunas(V(2))>

ou
Vo i Voo V3
UNiN, = | Vo V5 Ve Vo |,
Vs Vo Vip Vi
cujos elementos sao as componentes da DFT a serem computados. °

Observa-se, portanto, que a complexidade multiplicativa do algoritmo, utilizando a FFT

de Cooley-Tukey, pode ser decomposta por
Mc(N1N2) = N1t M.(Na) + NaM(N1) + (Ny — 1)(N2 — 1), (1.11)
bem como a complexidade aditiva é dada por
A.(N1N3) = Ny M.(N3) + NaM.(Ny). (1.12)

Um caso particular de bastante interesse, denominado FFT de Cooley-Tukey de base 2,
ocorre quando N é uma poténcia de dois, isto ¢, N = 2. Nesse caso, a expressao (1.7),

fazendo N1 = 2 e Ny = N/2, torna-se

N/2-1 N/2—-1
Vi = Z UQnW]I?/LQ-i-W]]% Z ’U2n+1W]lff72, (1.13)
n=0 n=0
N/2—-1 N/2—-1
VN/2+k = Z Uan]]f;}Q —Wk[ Z U2n+1W]Iff72, (114)
n=0 n=0
com k = 0,1,...,N/2 — 1. Esta implementacio é conhecida como dizima¢do no tempo. E

possivel observar que

M,(N) = 2M.(N/2) + N/2
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A.(N) =2M.(N/2) + N.

Quando N é poténcia de dois, as solugoes para essas recursoes sao

M(N) = logy(N)

A.(N) = Nlog, ().

Neste caso, a complexidade do algoritmo foi reduzida de ©(N?) para ©(N logy(N)). A Figura

1.1 mostra, para o caso N = 8, como o algoritmo é implementado.

> DFT

4 p 4 pontos

E— N = 1

5. » 4pontos

Figura 1.1: Implementacdo em hardware do algoritmo Cooley- Tukey, dizimacdo no tempo, para N =
8.

Existe ainda a implementacao do Cooley-Tukey conhecida como dizimagao na frequéncia.
Para isso, calculam-se as componentes pares e impares da DFT separadamente; assumindo

que N é par, pode-se chegar as seguintes expressoes [2]

N/2—1
Vak = > (n + ngny2) Wi, (1.15)
n=0
N/2—-1
Vi1 = Y Wi (0n = Vnsny2) Wi (1.16)
n=0

A Figura 1.2 mostra a implementagdo do Cooley-Tukey, dizimacao na frequéncia, para
N = 8. A complexidade dessa implementacao é a mesma da implementacao dizimagao no

tempo.
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\% V

0 > » 0
vl VZ
» DFT [ ™

\% V
2 » 4pontos | p- 4
.VG

v

» 1

V3

DFT 4’1/

4pontos | 3

.V7

Figura 1.2: Implementa¢do em hardware do algoritmo Cooley-Tukey, dizimac¢do na frequéncia, para
N =38.

E possivel um melhoramento em termos de complexidade multiplicativa em relaciao a FFT
de Cooley-Tukey, por meio do algoritmo conhecido como FFT de Rader-Brenner. Esta FFT é
desenvolvida a seguir utilizando o algoritmo de dizimacdo na frequéncia®. Para isso, considere

as equagoes (1.15), (1.16) e a sequéncia a,, dada por

0, n = 0;
Qp = (1.17)

(Un = Ungny2)/[2jsen(27i/N)], n=1,2,...,N/2—1.

Se o vetor Ay denota a FFT de a,, isto &,

N/2-1
A=Y @ Wi (1.18)
n=0
entao,
N/2-1
Ak+1 - Ak — Z (anW;,(/;—i_l) - aﬂw]’r\t]l/f2)7
n=0
N/2-1
Ap1 — A = Z an(WJT\l]/z - 1)WJT\L7727
n=1
N/2-1
A A, — Z . nyynk
ki1 — Ap = an(2jsen(2mn /N )W Wy,
n=1
© N/2—1
Appr = Ag = Y W00 = vagny2) Wi
n=1

Adicionando (vg — vn/2) em ambos os membros, tem-se

N/2—-1
A1 — A + (vo — vny2) = Z Wi (vn — Un+N/2)W17\lr’/czv
n=0

4Também pode-se usar o algoritmo sobre a dizimagdo no tempo [7].
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o que leva, por (1.16), a
Vor+1 = Akr1 — Ak + (vo — UN/Q). (1.19)

Nesse caso, para computar as componentes a, sao necessarias (N/2 — 1) multiplica¢oes
reais, pois as constantes [2jsen(27n/N)]~! sdo puramente imaginarias. O algoritmo entdo
consiste em computar a,, computar Ai e obter Vor por (1.15) e Voriq por (1.19). Assim a

complexidade do Rader-Brenner é dada por

M, (N) = 2M, (N/2) + (N/2 - 1)

A, (N) = 24,(N/2) + 5N/2.

Um exemplo de implementacao da FFT de Rader-Brenner, para N = 8, é mostrado na

Figura 1.3.

A

) > DFT
2 » 4 pontos
» 6
-1 4
V3
DFT %
4 pontos 5
V7

Figura 1.3: Implementacdao em hardware do algoritmo Rader-Brenner, dizimag¢do na frequéncia, para
N =8 eb, = [2jsen(27n/8)] 1.

A complexidade da FFT de Cooley-Tukey é dada em ntimero de multiplicagoes complexas.
Isso se deve & sua recursividade, pois um vetor de entrada real produz uma FFT complexa,
de forma que as entradas das recursdes seguintes sdo complexas. A expressdo da complexi-
dade do algoritmo de Cooley-Tukey ainda conta com algumas multiplicagOes triviais; para a
complexidade exata é necesséria a implementacao do algoritmo para se verificar quantas mul-
tiplicagoes, de fato, existem (isto é, seguindo a defini¢do de multiplicacao de Winograd). A
Tabela 1.1 mostra a complexidade da FFT de Cooley-Tukey sem considerar as multiplicacoes

triviais.
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Tabela 1.1: Complexidade aritmética da FFT de Cooley-Tukey e Rader-Brenner, assumindo uma

entrada complezxa, para alguns comprimentos poténcia de dois.

Cooley-Tukey Bage 2 Rader-Brenner Base 2

Multiplicacoes Adicoes Multiplicacoes Adicoes
N reais reais reais reais
8 4 52 4 64
16 24 152 20 192
32 88 408 68 512
64 264 1032 196 1280
128 712 2504 516 3072
256 1800 5896 1284 7168
512 4360 13576 3076 16384
1024 10248 30728 7172 36864
2048 23560 68616 16388 81920
4096 53256 151560 36868 180224

1.3.3 A FFT de Good-Thomas
Esse algoritmo também é conhecido como FFT de fator primo [12] e precede a FFT de
Cooley-Tukey; de fato, este algoritmo inspirou o desenvolvimento da FFT de Cooley-Tukey

[13]. Nesse caso, N = N1Nj, em que MDC(Ny, N2) = 1, isto é, N1 e Ny sdo relativamente
primos. Fazendo a mudanca de varidvel

ny = n(mod Ny)

ng = n(mod Ns)
existe uma solugao para n, a partir do teorema chinés dos restos [14|, dada por

n = n1a1M1 + TLQCLQMQ (mod N),

em que
M, = N/N; = Ny,
M, = N/Ny = N,
a1 Ny = 1(mod Ny)
e

a2N1 = 1(m0d Ng)
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A solucao pelo teorema chinés dos restos para essa situacao € dada por
n = niai1 Ny + naas Ny (mod N).

Dessa forma, a equagao (1.4) pode ser reescrita por

N;1—1 Ngy—1
§ : 2 : k(nia1Na2+nzaz2N1)
Vk? = UnlalNg—l—ngagNlWN 9

TL1=0 TL2=0
N1—1 Nz—l
knia knoa
Vi = E E Un1a1N2+n2a2N1WNll 1VVsz 2, (1.20)

ni =0 TL2:0

Agora, pode-se fazer a mudanga da variavel k£ da seguinte forma:

kl = ka1 (mod Nl)

,ICQ == k:a2 (mod Ng)

Resolvendo o sistema

kra;' =k (mod Ny)

kigagl =k (IIlOd NQ),

o resultado é

k= klNQ + k2N1 (mod N),

que, substituindo em (1.20), resulta em

Ni1—1 /Na—1
J— k)Q’I’LQ klnl
V/f1N2+7€2N1 - E E Un1a1N2+n2a2N1WN2 WN1 . (121)

mn1 =0 no =0
Essa expressao representa uma transformada discreta de Fourier bidimensional [7]. Definindo

uma nova representacao bidimensional (ou matricial),

A
Vk1N2+/€2N1 = Vkl,kz

A
Uniai Na+nsasN1 = Unynas

a expressao (1.21) torna-se

Nyi—1 No—1
Vo= 3 (Z w;@) Wl (129

n1=0 no=0

A seguir um exemplo para N = 12.
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Exemplo 1.7
Supondo N =12, N; =3 e Ny =4, tem-se
v = [vo VU1 V2 U3 V4 Vs Vg U7 Ug Vg V10 UII]T;

que, passando para a forma bidimensional do Good-Thomas, leva a

Vo V9 Vs U3
A _
[Vil(NixN2) S UNIN, = | g v wig 7
Vg Us V2 V11
Entao, aplica-se a DFT em todas as linhas de vy, n,, € em seguida em todas as colunas do

- : : A L
resultado da operacdo anterior®, para se obter a matriz Vi, n, = [Vij](n, xNa), isto é

VN1N2 = DFTcolunas(DFTlinhas(UN1N2))7

ou seja,
Vo Vs Vs Vo
Vi, = | Vo Vo Vig Vi |
Vs Vin Vo Vs
cujos elementos sao as componentes da DFT a ser computada. °

Observa-se, portanto, que a complexidade do algoritmo, utilizando a FFT de Good-
Thomas, satisfaz

MC(NlNQ) = NlMC(NQ) + NQMC(Nl) (123)

Ac(N1N3) = Ny Mo(N3) 4+ NoM(Ny). (1.24)

1.3.4 A Permutacao de Rader e a FFT de Winograd

A permutacao de Rader é um algoritmo que transforma uma DFT, quando N é um ntimero
primo, em uma convolu¢ao circular de comprimento N —1; este algoritmo é também conhecido
como Rader primo (Rader prime). A grande vantagem da permutagdo de Rader é que ela

pode ser combinada com o algoritmo de Winograd para convolugao circular, atingindo baixas

50 procedimento de computar a DFT em todas as linhas, seguido da DFT em todas as colunas ¢ conhecido como
a DFT bidimensional [7].
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complexidades multiplicativas. Essa combinacdo é conhecida como a FFT de Winograd®. A
permutacao de Rader também pode ser utilizada para poténcias de nimeros primos.
Considerando a expressao (1.4) quando N = p, tem-se

p—1

%:Evn

n=0

para k = 1,2,...,p — 1. Sendo « uma raiz primitiva de GF(p) [7, 14], é possivel fazer a

mudanca de variavel

n = a"™

k=a®),

paran,k=0,1,...,p— 2. Assim, tem-se

p—2

(0%
Var(k) = Vg + E Uar(n)WN

n=0

r(n)+r(k)

Agora faz-se uma nova mudanca, [ = r(k) e j = p — 1 — r(n); com isso,
p—2
p—1—j5+41
V. :’Uo—i-z’l)ap—l—ngt[ " .
j=0
Utilizando o pequeno teorema de Fermat [14], o~ = 1 (mod p),
Va=vo+ Y va-i Wi . (1.25)

Considerando que

e subtraindo esta expressao de (1.25), tem-se

p—2
Vo = Vo= vas(WR

=0

J

—1). (1.26)

6 A FFT de Winograd pode ser referenciada como pequena FFT ( Winograd Small Fast Fourier Transform) ou grande
FFT (Winograd Large Fast Fourier Transform). O algoritmo apresentado aqui é a pequena FFT para comprimentos
primos. O caso geral para um comprimento composto bem como a grande FFT pode ser encontrado nas referéncias
[3, 7, 11].
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Dessa forma, a DFT V_: pode ser obtida por meio de
Vo = Vo + (Vg 0 (W — 1)),

em que o denota uma convolucao circular de comprimento p — 1.
Para implementar a convolugao circular, aplica-se o algoritmo de Winograd para pequenos

comprimentos. Assim, definindo
l A
st = ((Wxy —1)ova-1) = (910 0),

em que g; = Wﬁ‘,l —1e 9 =v,-1, entdo, pelo algoritmo de Winograd, s; pode ser representado
matricialmente por

s = C([Bg - Av]),

em que A, B e C sdo matrizes com elementos inteiros. Como g é conhecido, isto pode ser
representado por

s = OB’ Av,

em que C e A sdo matrizes de inteiros e B’ ¢ uma matriz diagonal com M, (N) elementos
que nao pertencem aos racionais, os quais determinam a complexidade multiplicativa do
algoritmo de Winograd. Obviamente, a expressao pode ser incorporada & equacao matricial
de V', aumentando um pouco mais a dimensao das matrizes; assim, pode-se escrever, de forma

geral, que o algoritmo de Winograd fatora a matriz da DFT na forma
W = CNBNAN,

em que Cy e Ay s30 matrizes com inteiros e By é uma matriz diagonal com M, (N) elementos
que nao pertencem aos gaussianos, totalizando M, (N) multiplicagoes reais (multiplicacoes
reais pelo fato de que os elementos de By sdo puramente reais ou puramente imaginéarios). A

FFT de Winograd ¢ implementada por
V= CN[BN(ANU)].

A Tabela 1.2 mostra a complexidade aritmética da FFT de Winograd para alguns com-
primentos. Essa FFT também é conhecida como a pequena FFT de Winograd em alusao
aos comprimentos curtos utilizados na obtencao do algoritmo. Para comprimentos maiores,
utilizam-se combinacoes de técnicas [7]. A FFT de Winograd foi a melhor FFT, em termos
de complexidade multiplicativa, até a publicacdo da FFT otimizada em 2011 por Jerénimo

da Silva e Campello de Souza [15].
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Tabela 1.2: Complexidade aritmética da FF'T de Winograd para uma entrada real.

Comprimento | Multiplicagoes | Adigoes

N reais reais
2 0 2

3 2 6

4 0 8

5 5 17
7 8 36
8 2 26
9 10 44
11 20 &4
13 20 94
16 10 74
17 35 157
19 38 186

A seguir sdo apresentados algoritmos eficientes para computar apenas uma componente

da DFT.

1.4 Algoritmos para Computar uma Componente da DFT

Em algumas situagoes ¢ importante calcular apenas uma determinada componente da
DFT. Nesse caso, obter todas as componentes através de uma FFT é, na maioria das vezes,
um esfor¢o maior do que computar uma tnica componente pelo método direto (1.4). Para essa
situagao, existem algoritmos que reduzem a complexidade de implementagao e a complexidade
multiplicativa. Esses algoritmos, entretanto, nao sao considerados FFT pois ndo reduzem a
complexidade multiplicativa assintoticamente. A seguir é apresentado o algoritmo de Goertzel.
Ainda existem os algoritmos JCO e JCO-Goertzel”, que sdo apresentados na Secdo 4.6 do

Capitulo 4.

1.4.1 O Algoritmo de Goertzel

O algoritmo de Goertzel data de 1958 [16]; em uma tunica pagina de texto, Goertzel
desenvolveu uma forma eficiente para computar uma tnica componente da DFT. Mais tarde,

esse trabalho foi melhorado e apresentado segundo as teorias de processamento digital de sinais

70s algoritmos JCO e JCO-Goertzel sdo apresentados mais adiante pelo fato de que sio partes dos trabalhos originais

desenvolvidos nesta tese.
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atuais [2, 17]. Durante muito tempo, o algoritmo de Goertzel foi o tinico algoritmo eficiente,
em termos de implementacao, para a computacao de uma tnica componente da DFT. Para
apresentar o algoritmo de Goertzel, considere a representacao polinomial para uma sequéncia

v, denotada por v(x), dada por

Dessa forma, uma componente da DFT, Vi, pode ser computada avaliando-se v(z) para
x=WE, isto é

Vi = v(WE). (1.27)

Considere agora o polinomio pg(z), dado por

pr(z) = (x — W) (& —Wy") =1—2cos <2]7\r[k> r+ 2 (1.28)

Nesse caso v(x) pode ser escrito, em notac¢ao polinomial, na forma
v(x) = pr(z)q(z) + ().

Os polindémios ¢g(z) e r(x), obtidos por divisdo polinomial, sdo tnicos, de forma que r(x) tem

grau um. Como px(WX) =0, entdo
Vi = v(Wg) = r(Wx). (1.29)

Para avaliar T(W}\“,) é necessario uma multiplicacao complexa e uma adicao complexa, entre-
tanto, os coeficientes do polinomio r(z) = 79 + r1x devem ser computados. A Figura 1.4
mostra como é possivel computar esses coeficientes; essa implementacao é conhecida como

Goertzel ordem inversa.

t t

Figura 1.4: Filtro para implementar a divisio polinomial por py(xz). Essa implementagio é conhecida

como Goertzel ordem inversa, pois vy_1 € a primeira componente a ser alimentada no filtro, A =
2cos(2mk/N).
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Existem algumas formas de implementar o algoritmo de Goertzel ordem direta. A mais

conhecida é a que usa o filtro digital H(z), dado por

1
H(z) = W’
o qual recebe v,, n =0,..., N — 1, como entrada e produz v,, como saida. E possivel mostrar
[2, 17] que
Vi = yn.

Uma outra forma é considerar a sequéncia vy, definida por
. A
Un = V((—n—1))n - (1.30)

Com isso, a DFT de v,, é dada por

N—-1

Vi =D v(n-nn WR".
n=0

Fazendo a mudanca i = —n — 1 (mod N), tem-se

N-1 )
Vk = Z ’UiW](Vilil)k,
=0

N—-1
¥ —k —ik
Vi = Wit 3" vy
=0

e, como v contém apenas componentes reais, entao
Vk = W]Gk(vkykv
ou
Vi = WE (Vi)™ (1.31)

A sequéncia V' pode ser computada pelo algoritmo de Goertzel ordem inversa e, nesse
caso, a entrada é a sequéncia v na ordem direta. Considerando que Vi, = 7o + 71 Wk, tem-se
que

Vi = Wi F (g + A W),
Vi = oWy + W (1.32)

e, como Wﬁk é zero de py(z), pode-se escrever

21k
1—2cos (;\;) Wﬁk + W&Qk =0,
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ou
21k
W% = 2cos (;\;) Wyt —1,
0 que, substituindo em (1.32), resulta em
2rk
V= {’20 *acos (Xz) fl} Wit — 1. (1.33)

A equacgao (1.33) é uma nova implementagao direta do algoritmo de Goertzel. Embora
apresente uma multiplicacao real a mais, a implementacao direta nao precisa armazenar a
sequéncia de entrada v.

A complexidade computacional do Algoritmo de Goertzel é igual & complexidade para

computar 7o e 71 (ou 7p e 71), mais a complexidade de se computar Vj. Assim,
M,(N) = N, (1.34)
A,.(N)=2N -3 (1.35)
para a implementacao ordem inversa, e
M,(N)=N+1, (1.36)
A.(N)=2N -2 (1.37)

para a implementacao ordem direta.

1.5 Descricao do Contetido da Tese

Esta tese esta organizada em sete capitulos. Este primeiro capitulo apresenta um resumo
sobre a teoria de algoritmos e teoria da complexidade aritmética. Ainda neste capitulo, exis-
tem descri¢oes dos principais algoritmos utilizados em processamento digital de sinais, dentre
o0s quais se destacam as transformadas répidas de Fourier (FFT), o algoritmo de convolugao
e a FFT de Winograd e os algoritmos para computagdo de uma componente da transformada
discreta de Fourier (DFT).

A partir do Capitulo 2, existem apenas contribuicoes originais da pesquisa. O Capitulo 2
é uma reformulacao ou renovagao da teoria da complexidade multiplicativa, com o objetivo
de introduzir a teoria da complexidade aditiva e, junto com a teoria classica [3], formar uma
teoria geral da complexidade aritmética.

O Capitulo 3 apresenta a teoria da complexidade multiplicativa para transformadas li-

neares, que, de uma maneira geral, relaciona o problema de se obter um algoritmo 6timo para
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se computar uma transformada ao problema de se obter uma base numeérica para o nucleo
da transformada e, a partir disso, obter uma decomposicdo em matrizes postunitarias para
um conjunto de matrizes. Além disso, mostra-se como aplicar essa teoria na computacao de
convolucoes ciclicas.

O Capitulo 4 apresenta a teoria do Capitulo 3 aplicada a DF'T. Neste capitulo, é apre-
sentada a transformada répida de Fourier otimizada, [15]|, bem como o caso especifico da
computacao de uma tinica componente da DFT.

O Capitulo 5 apresenta a teoria da complexidade aditiva para transformadas racionais,
e mostra como essa teoria pode ser aplicada para qualquer transformada linear. Alguns
resultados apresentados nesse capitulo foram publicados em [18|.

O Capitulo 6 apresenta os principais requerimentos de uma representagdo numeérica e de
uma arquitetura de processamento para a implementacoes da transformada discreta de Fourier
otimizada para diversos comprimentos.

Finalmente, as conclusoes da tese estao no Capitulo 7. A seguir é apresentado o postulado
da complexidade aritmética, que é a base da teoria apresentada nesta tese e é inspirado na
teoria da complexidade multiplicativa proposta por Winograd [3], a qual foi resumida na Secao

1.2 desta introducgao.



CAPITULO 2

INTRODUCAO A
COMPLEXIDADE ARITMETICA

Este capitulo trata das definicdes de complexidade aritmética. Seu objetivo é definir o
que 830 operagoes aritméticas e contabilizé-las em um determinado algoritmo para quantificar
a sua complexidade. Embora pareca algo simples, uma definicao consistente das operacoes
aritméticas é extremamente necessaria para as expressoes de complexidade multiplicativa e
aditiva, detalhadas adiante. Algoritmos com baixa complexidade aritmética implicam, intui-
tivamente, algoritmos mais eficientes. De fato, menos operagoes aritméticas realizadas implica
uma menor complexidade de hardware e em um menor consumo de energia nos dispositivos
eletronicos utilizados para implementar o algoritmo. Como exemplo de algoritmos aritméticos,
pode-se citar: uma avaliagdo de um polindmio de N-ésimo grau, p(z); a computacao de uma
rotacdo de um vetor no espacgo; a computacao de uma transformada ou de uma convolucao.

Considerando que existem quatro tipos de operagoes aritméticas, a saber, adicao, sub-
tracao, multiplicacao e divisao, e que a complexidade aritmética da adicao e subtracao sao
iguais e menores que a complexidade da multiplicagado, entao é aceitavel que os primeiros algo-
ritmos aritméticos eficientes procurassem minimizar o ntmero de multiplicacdes do processo
(considerando que nao ha divisoes). Em 1805, Gauss descobriu uma transformada rapida de
Fourier!, a qual chamou de "Um método de diminuir as tediosas computacoes dos coeficientes
da série finita de Fourier", que seria aplicado para o célculo da trajetéria de corpos celestes.

Entretanto, ele encontrou um método analitico melhor para o problema e o trabalho ficou

I Esse algoritmo foi redescoberto em 1965 por Cooley e Tukey e é comumente conhecido como FFT.
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desconhecido até 1977 [4]. Em 1954, Ostrowski propos a ideia de se obter um valor minimo
para o nimero de multiplicacOes necessérias para a avaliagdo de um polindmio de grau N. Seu
objetivo era demonstrar que o nimero minimo de multiplicagGes para isso é IV, entretanto,
Motzkin, em 1955, introduziu o conceito de preprocessamento de coeficientes e mostrou um
meio de avaliar um polinémio de grau 4 com 3 multiplicacoes e 5 adi¢oes, e um polinémio de
grau 7 com 4 multiplicacoes e 7 adi¢oes [5]. Em 1980, Winograd introduziu a teoria da com-
plexidade multiplicativa, na qual se preocupava em diminuir o nimero de multiplicagoes de
um algoritmo aritmético [3]. Todos os pesquisadores citados objetivaram diminuir o nimero
de multiplicagoes em algoritmos aritméticos.

Quando Winograd formalizou os primeiros conceitos sobre complexidade multiplicativa,
ele também apresentou algoritmos eficientes para computar a convolucao ciclica e a transfor-
mada discreta de Fourier [3, 11]. Com essas defini¢oes, em 1988, Heideman apresentou um
valor minimo para a complexidade multiplicativa (numero de multiplicagoes reais) de uma
transformada discreta de Fourier [8]. Curiosamente, a FFT de Winograd ndo atingia este
minimo para diversos valores do comprimento da transformada, mas, mesmo assim, as FFT
de Winograd foram os mais eficientes algoritmos para o calculo da DFT? até 2011, quando foi
publicada a FFT otimizada de Jerénimo da Silva e Campello de Souza [15], a qual apresenta
algoritmos com a menor complexidade possivel proposta por Heideman. Esses algoritmos sao
apresentados no Capitulo 4.

A seguir sdo introduzidas as defini¢oes referentes & complexidade aritmética; essas de-
finigoes sdo compativeis com as definicoes de Winograd, de forma que as complexidades
multiplicativas ndo sdo alteradas. As novidades sdo a definicdo de adicdo e o fato de que
as multiplicagoes triviais sao contabilizadas de forma independente, de modo a simplificar a
computacao das complexidades aditivas.

E importante observar que o postulado da complexidade aritmética, introduzido a seguir, é
ingpirado nas defini¢des de complexidade multiplicativa de Winograd. Assim como Winograd
o fez, sdo adotados como o corpo das constantes e corpo de computagao, o corpo dos gaussianos
e o corpo dos complexos, respectivamente; essas no¢oes foram incorporadas diretamente nas
defini¢bes apresentadas a seguir.

E possivel redefinir o postulado da complexidade aritmética para outros corpos, por exem-

plo, pode-se adotar o corpo GF(p) como o corpo das constantes e GF(p™) como o corpo de

2A FFT de Winograd é aplicada para DFT de pequenos comprimentos, geralmente, comprimentos de até 16 amos-

tras.
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computacao, para se definir um postulado da complexidade aritmética sobre corpos finitos

[19].

2.1 Postulado da Complexidade Aritmética

Operagoes aritméticas sdo bem conhecidas, entretanto, é necessario definir uma regra
para contabilizar essas operagoes. Essa regra remove a dificuldade de decidir se “2z” é uma
multiplicacao ou se é uma adicao “x + x”. Isso depende também do que é “2”. Para que a

teoria seja consistente, o postulado atua sobre algoritmos aritméticos, definidos a seguir.

Defini¢ao 2.1 Uma fungdo que recebe entradas numéricas e computa uma saida (ou resul-
tado) através de um nimero finito de operagées aritméticas (adi¢ao, subtragdo, multiplicagao

e divisao) entre as entradas e constantes, é chamada de algoritmo aritmético.

Definicao 2.2 Qualquer elemento numérico nao inicialmente especificado, ou fungao de ele-
mentos numéricos nao inicialmente especificados, que faz parte da descricao de um algoritmo

aritmético € chamado de varidvel.

Por exemplo, se um algoritmo computa y = 2(z1 +x2), em que z1 e T3 sdo entradas, entao
a saida, y, é computada através de um algoritmo aritmético, com uma adicao de variaveis e

uma multiplicagdo pela constante 2. Os valores x1, z2 e (21 + z2) sdo considerados variaveis.

Definicao 2.3 Considera-se wma multiplicacdo trivial quando, entre os elementos envolvidos

na multiplicacdo, existe pelo menos um que pertence ao corpo dos nimeros racionais.

Definicao 2.4 Considera-se uma multiplicagao (multiplica¢iao nao trivial) quando os elemen-
tos envolvidos sao duas varidveis ou uma varidvel e um elemento que nao pertence ao corpo

dos niumeros racionais.

Definicao 2.5 As varidveis x1 e x4 sdo ditas dependentes, se x1 pode ser escrito na forma

r1 = qxo, ¢ € Q e sao ditas independentes, em caso contrdrio.

Lema 2.1 Considera-se uma adigao quando as varidveis envolvidas na operacao de adi¢cdo

sao independentes.

Demonstra¢ao: Considere a adicdo x1 + x3, quando z; é dependente de x5. Por definigao,

existe um racional ¢ tal que x1 = gzo; com isso, a soma é x1 + x2 = (¢ + 1)x2; desde que

(¢ +1) € Q, entao, por defini¢do, isso ¢ uma multiplicacao trivial. |
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Defini¢ao 2.6 Complexidade multiplicativa € o nimero de multiplicagées (nao triviais) reais

realizadas em uma fungdo aritmética.

Definicao 2.7 Complexidade aditiva € o nimero de adigoes reais realizadas em uma fungdo

aritmética.

Observe que a complexidade multiplicativa ou aditiva ndo depende do algoritmo aritmé-
tico, mas sim, de como o mesmo é realizado. Por exemplo, as funcoes y = v2(z1 + z2) e
Yy = V2x1 4+ V2x5 sdo iguais (isto é, apresentam o mesmo resultado, dados 1 e x3) mas sdo
realizadas de forma diferente; a primeira é implementada com uma multiplicacdo e uma adi-
¢ao, enquanto a segunda é implementada com duas multiplicagoes e uma adigao, e, portanto,
tem complexidades aritméticas diferentes.

Pode parecer ilégico considerar que qualquer multiplicagdo que envolve ntimeros racionais
é considerada trivial, mas o fato é que algumas multiplicagoes com niimeros racionais podem
ser implementadas de forma mais simples. Um exemplo sdo as multiplicacdes por 2¢, i € Z,
que podem ser implementadas de forma muito simples, sem o uso de um multiplicador ou
somador®. A propria definicio de complexidade aditiva e multiplicativa estd intimamente
ligada ao niamero de somadores e multiplicadores, de forma que mesmo as defini¢cées parecendo
bem tedricas, elas foram definidas de forma a se ajustar com a implementacgao de dispositivos

eletronicos.

2.2 Complexidade Aritmética sobre Transformadas

Na secao anterior, definimos a complexidade aditiva e a multiplicativa. Quando estas
sao consideradas em conjunto, usa-se o termo complexidade aritmética. Este estudo pode
ser aplicado a qualquer tipo de algoritmo aritmético, entretanto, o mesmo serd focado em
transformadas lineares e convolugoes. Uma transformada linear de uma sequéncia v, de com-
ponentes v,, n = 0,1,..., N — 1, & a sequéncia V, de componentes Vi, £k =0,1,..., M — 1,

dadas por

N—1
v, 2 Z vniplk, nl. (2.1)

n=0

3No caso em que se utiliza a representacdo binaria, como mostrado no Capitulo 6.
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Definindo os vetores

_ Ve -
V.
val|
L VM?l -
e - -
Vo
A U1
U - b
L UN_l -
e a matriz de transformacao
[0, 0] [0, 1] [0, N —1]
N A 90[]-70] 4)0[17 ]-] (10[17N - ]']
_SO[M_LO] SO[M_lvl] (P[M_laN_l]_

pode-se entao representar a transformada pela equagao matricial
V = "w. (2.2)

A seguir é definido um operador que atua sobre uma determinada implementacao de uma
transformada. Note que cada transformada pode ser implementada de diversas maneiras,
cada uma delas com complexidade diferente. Devido a isso, o operador se aplica sobre o
algoritmo e nao sobre a matriz que o algoritmo representa. Também sao definidas formas de

representacao de um mesmo algoritmo.

Definicao 2.8 A complezidade de um algoritmo que implementa uma transformada ¥ através
de V. = Wu, representada por C{¥}, ¢ o nimero de operagées realizadas para a computa¢io

de V.

Essa definicao é bem ampla e abstrata, mas se aplica & pratica quando se leva em conta a
complexidade de uma operagao especifica, como adi¢ao ou multiplicagdo. Portanto, C{¥} ¢ a
complexidade de se implementar a transformada V = Wv pelo método direto, isto é, através
de (2.1). Supondo agora que ¥ = BA, pode-se implementar ¥ através de y = Av, seguido de

v = By; nesse caso, a complexidade nao é necessariamente a mesma.
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Definicao 2.9 A complexidade de um algoritmo que implementa uma transformada ¥ =
Hf;l U, através de vi = Vv, vo = Vouvy, ..., v; = Vv;_1, ..., V = Urvr_1 € representada

por C{HfL U, }.
Segue da definicao que
R R
C{IJ it =D c{w.}. (2.3)
i=1 i=1

De forma mais simples, isso significa que se W = BA, entao C{BA} = C{B} + C{A}.
Note que W = BA nao implica, de forma alguma, C{BA} = C{W}. O simbolo de com-
plexidade C{BA} representa a complexidade de computar a transformada V = Wwv atraveés
de v1 = Av, e V. = Buy, enquanto C{W} é a complexidade da mesma transformada imple-

mentada diretamente por V = Ww.

Definicao 2.10 A complezidade de um algoritmo que implementa uma transformada ¥ =
Zil \I/Z através de V1 = \Ifl’l), Vo = \IIQU, ey, Uy = \Ifﬂ}, ceey V = \IJR’UR, eV = Zf;l V; €

representada por C’{Zf;l U, }.

Aqui também vale a obervacao anterior, se W = B + A, ndao significa que C{W} =
C{A + B}; C{W} é a complexidade de se computar V' = Wwv, enquanto C{A + B} ¢é a

complexidade de se computar v4 = Av, vg = Bv eV =v4 +vp.

Definigao 2.11 As complezidades aditiva e multiplicativa, representadas por Ca{¥} e Cpr{¥}
respectivamente, representam o nimero de adi¢oes e multiplicagoes, respectivamente, que en-

volve a computacao de V = Vv diretamente.

Note que as definicdes e representacoes de complexidades estabelecidas anteriormente

valem para ambas, a complexidade aditiva e a multiplicativa.

Teorema 2.1 Seja U uma matriz M x N, com N, elementos que nao pertencem ao corpo
dos reais; entdo

Cu{¥} = N,.

Demonstragiao: A complexidade Cp{V} representa o nimero de multiplicagoes realizadas

para computar
N-1

Vi= 3" vk,

n=0
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para k = 0,...,M — 1. Para cada elemento de V, plk,n], é necessdria uma multiplicagao,

mas desde que apenas N, elementos nao pertencem ao corpo dos racionais, entdo, todas as
multiplicagoes, exceto essas Ny, sao triviais, por defini¢cdo.

|
Corolario 2.1 Seja ¥ uma matriz M x N, com elementos racionais, entdo
Cu{¥} =0.
Demonstracao: Seque diretamente do Teorema 2.1 quando N, = 0. |

Corolario 2.2 Seja U uma matriz diagonal N X N, com elementos que nao pertencem ao
corpo dos racionais; entdo

Cn{¥} = N.
Demonstracao:

Os unicos elementos nao nulos estado na diagonal principal e, nesse caso,
pelo Teorema 2.1, N, = N.

|
Teorema 2.2 Seja ¥ uma matriz M x N, sem linhas nulas, com Z elementos nulos; entio

Ca{¥}=M(N-1)-Z.

(2.4)
Demonstragao: A complezidade Ca{¥} representa o nimero de adigées realizadas para
computar
N—-1
Vk - Z /Ungp[k7n]a
n=0
para k = 0,...,M — 1. Seja Zy o numero de zeros contidos na linha k da matriz ¥, entdo
existem N — Zy termos a serem somados para a computag¢do especifica de Vi, totalizando

N — 1 — Zj adigoes. Assim, o total de adigoes é dado por

M—1 M-1 1
Ca{l0} =) (N=1-Zy)=(N-1) Y 1-> Z.
i=0 i=0 i=
Desde que
M—-1
> Zi=1Z,
i=0
¢ M—1
1=M,
i=0
o resultado seque.
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Corolario 2.3 Seja ¥ uma matriz diagonal N X N, entdo
Ca{¥} =0.
Demonstrag¢ao: Nesse caso, Z = NN — N = N(N —1). Aplicando o Teorema 2.2, tem-se
Ca{¥}=N(N-1)—-Z=N(N-1)—-N(N-1)=0,
e o coroldrio estd demonstrado. |

De fato, observa-se que uma matriz diagonal contém apenas multiplica¢es, desde que a
Equagao (2.1) se reduz a
Vi = Uk@%? k]

Alguns algoritmos rapidos para computar a transformada V' = $v consistem em fatorar

a matriz de transformacao na forma

U = OBA,

em que A e C sao matrizes de gaussianos e B é uma matriz diagonal [3, 7|. Implementar ¥
através de CBA &, de forma geral, mais eficiente. Nesse caso, pelos Coroléarios 2.1 e 2.3, as

complexidades aditivas e multiplicativas sao dadas respectivamente por

Ca{CBA} = Co{C} + C4{A}

Cv{CBA} = Cy{B). (2.5)

Assim, a complexidade multiplicativa é dada por B, enquanto a complexidade aditiva é dada
pelas matrizes A e C. Note que existem muitas maneiras de fatorar uma matriz em ¥ = CBA.
A complexidade do algoritmo depende, portanto, dessa fatoracao. O préximo capitulo mostra
como obter uma decomposicdo do tipo CBA de tal forma que o numero de multiplicacoes

seja o menor possivel.



CAPITULO 3

TEORIA DA COMPLEXIDADE
MULTIPLICATIVA PARA
TRANSFORMADAS

3.1 Introducao

Esse capitulo trata do estudo da complexidade multiplicativa em uma transformada linear
qualquer. De maneira mais especifica, os resultados sao aplicados a otimizacao de algoritmos
que computam a DFT, levando a chamada transformada répida de Fourier otimizada (OFFT).

Uma transformada, como visto no capitulo anterior, € um processo que computa um vetor
de saida V = Wwo, a partir de um vetor de entrada, v. Desde que W, a principio, possa
representar qualquer transformada, a mesma é chamada simplesmente de “transformada U”.
Muitos pesquisadores utilizam a fatoracio ¥ = CBA para implementar uma transformadal;
nesse caso, a complexidade multiplicativa passa a ser Cpy{B}. Entretanto, ainda nao se pode
dizer que a complexidade é exatamente a dimensao de B, ja que B pode conter elementos no
corpo dos numeros racionais. O que se pode dizer com certeza é que o numero de multiplicacoes
nao é maior que a dimensao de B, pela Equagdo (2.5). O estudo sobre a complexidade
multiplicativa comeca por introduzir uma nova decomposicao, a saber ¥ = ¥y + CBA, em
que a dimensao de B é exatamente o nimero de multiplicagdes necessarias para a computagao
de Po.

Pode-se adiantar que a principal contribuicao deste capitulo é o teorema da complexi-

1Veja Secio 1.3.4 desta tese e [7].
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dade multiplicativa sobre transformadas lineares, que transforma o problema de se obter um
algoritmo otimizado em um problema de decomposicao de um conjunto de matrizes em ma-
trizes de posto unitario (postunitarias). A ideia do teorema aparece naturalmente quando se
tenta escrever uma transformada, que esteja na forma C'BA, em uma outra forma dada por

Vo + CBA e é mostrada a seguir?. Considere a matriz ¥ dada por
V¥ = CBA,

em que C' e A sdo matrizes de nimeros racionais e B é uma matriz diagonal. Sabe-se que o
nimero de elementos que nao pertencem aos niimeros racionais de B ¢ igual & complexidade

multiplicativa. Sendo assim, considere que

cBA=|¢, ... Cr] Do L (3.1)
0 --- b, AT
isto &, C; representa a i-ésima coluna de C, b; representa os elementos de B e Al representa

a i-ésima linha de A. Através de uma simples manipulacdo matricial, pode-se escrever que

_bl o ... 0_ _0 0 Q_ _0 o ... O_
B= + o+ (3.2)
[ 0 0 o] [0 o0 0 00 by |
Sendo assim,
b 0 0] [0 0 0] [0 0 0
v=c| |A+C| T~ lA.+C| A (33
[ 0 0 -+ 0 00 -+ 0 00 -+ by |
e, portanto,
U = O10 AT + Cobo AL + ... + Cb, AT (3.4)

que pode ser escrita como

CBA=> bC;Al. (3.5)

=1

2As matrizes A, B e C das formas CBA e ¥ + CBA sio diferentes. Utilizou-se a mesma notagdo (ou abuso de

notagdo) por se tratar apenas de uma representagdo para a forma de decomposicdo.
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As matrizes C; AT sdo matrizes postunitarias e de niimeros racionais, isso porque C; é uma
matriz coluna e AZT uma matriz linha. Portanto, a Equacao (3.5) mostra que qualquer transfor-
mada da forma C'BA pode ser escrita por uma combinacio finita de » matrizes postunitérias.
Pode-se, ainda, separar os M, elementos de B que nao pertencem aos niimeros racionais, por
U= bCAT + ) CibAT. (3.6)

b;€Q b; ¢Q

Como o primeiro somatério contém apenas matrizes com nimeros racionais, definindo

Wo 2 30,0547, (3.7)
b;€Q
tem-se
U=Uo+ » CjbAT. (3.8)
b;¢Q

O somatorio pode ser escrito, utilizando (3.5), na forma C'BA (nesse caso, utilizando diferentes

matrizes C BA), e portanto
U=, +C'BA, (3.9)

em que a matriz B’ contém apenas elementos que nao pertencem ao corpo dos nimeros

racionais. Nesse caso,
Cui{¥o+ C'B'A’"} = Cy{B'} = dim(B"). (3.10)

Essas simples manipula¢ées matriciais demonstram dois fatos importantes sobre transfor-
madas na forma CBA: o primeiro é que qualquer matriz da forma C'BA pode ser escrita
como uma combinacao finita de matrizes postunitarias; o segundo é que toda decomposicao
da forma CBA pode ser posta na forma Vg + CBA, em que a complexidade multiplicativa é
igual & dimensao de B. Entretanto, a demonstragao de que qualquer matriz de transformagao
pode ser escrita na forma C'BA n#o ¢ trivial. Para tanto, o conceito de espago vetorial sobre
o corpo dos nimeros racionais, utilizado para gerar um tipo especial de subespacos dos reais,

é apresentado na secao a seguir.

3.2 Preliminares

Considere o espago vetorial, sobre o corpo dos niimeros racionais, de dimensao finita, r,

formado pela base de r nameros reais, A = {1, A2,..., A} [20, 21]. Assim, cada vetor
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desse espaco vetorial € um numero real dado por

=1

em que x; € Q. Como o conjunto A forma uma base desse espaco vetorial, entdao a equacdo
T
> aihi=0 (3.12)
i=1
admite como unica solugdo, para a; € Q,
a1:a2:...:aT:0. (313)

Nesta tese, adota-se a denominacao de espaco racional numérico para esse tipo de espaco
vetorial. As bases desse espaco sdo chamadas de bases numéricas. Um exemplo de espaco

racional numérico é apresentado a seguir.

Exemplo 3.1

A base numérica A = {1,v/2,/3} forma um espaco racional numérico que contém o corpo
dos numeros racionais. Entretanto, necessita-se demonstrar que A é uma base. Para isso,
sabe-se que {1,1/2} sdo linearmente independentes num espaco racional numérico. Isso pode
ser demonstrado por reducdo ao absurdo: suponha que exista a + bv/2 = 0, em que a,b € Q;
entdo, V2 = —a/b, o que implica que V2 é racional, de fato um absurdo.

Para mostrar que A é uma base numeérica, utiliza-se novamente a reducao ao absurdo.
Sabe-se que A ndo sera uma base se v/3 for linearmente dependente de {1,/2}, isto &, se

existe
a+bvV2 =13,

com a,b € Q. Nesse caso,

(a+bvV2)? =3

a® + 2b% + 2abV2 = 3,
entao

a? +20° =3

2ab = 0.
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As solucdes sao {a = 0,b = \/3/2} e {a = V/3,b = 0}, que obviamente implicam absurdo,
desde que v/3 e /3 /2 ndo sdo racionais. Assim, A é uma base numérica que gera um espago
racional numérico ou, simplesmente, um subespaco do corpo dos reais. Considere agora a

seguinte matriz

1 1+v2  1++3
=1 1-v3 1++2
V3 V2 1-V24V3

A matriz ¥ é formada por vetores do espaco racional numérico A. Dessa forma, a matriz ¥

pode ser escrita por

111 0 1 0 0 0 1
U=|111|+]0 0 1 [V2+]0 -1 0]V3
00 1 0 -1 -1 1 0 1

Utilizando uma decomposicao em matrizes postunitarias de forma individual sobre essas ma-

trizes, tem-se que

111 1 0
11 1]=]1 [1 1 1}-# 0 [001},
0 01 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 = 0 [010}4— 1 [001}
0 -1 -1 -1 -1
e
0 0 1 0 0 1
0 -1 0]=1]020 [100}—% -1 [()10}-1— 0 [001}'
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Utilizando (3.5), pode-se escrever

(100 0o 0 o o |[111]

01 0 0 0 0 O 001

10 1 0 0 0 1 00+v2 0 0 0 0 010
=110 0 1 0 —-10 00 0 +v2 0 0 0 00 1],
01 -1 -1 1 0 1 00 0 0 V3 0 0 1 00
00 0 0 0 V3 0 010

00 0 0 0 0 V3]|[0O0 1,

isto é, U estd na forma CBA. Note que Cp{¥} = 7 enquanto Cpy{CBA} = 5. Isso significa
que o simples fato de se utilizar a decomposi¢ao dos elementos da matriz ¥ (do nucleo da
transformada W) em uma base numeérica mais a decomposic¢ao individual das matrizes obtidas
em matrizes postunitarias, possibilita a transformada ser escrita na forma C BA, ocasionando
uma diminuicao na complexidade multiplicativa. Entretanto, essa ainda nao é a melhor

maneira de se resolver o problema. °

Uma conclusao simples é que qualquer conjunto finito de nimeros reais pode ser decom-
posto por uma base numérica. Por conseguinte, qualquer matriz de dimensao finita pode ter

seus elementos decompostos em uma base numeérica, isto é, toda matriz ¥ pode ser escrita

€omo
'
U=> T\, (3.14)
i=1
em que A = {A1,..., A} é a base numérica que gera todos os elementos de ¥ e ¥y, ..., ¥, sdo

matrizes de nimeros racionais. Isso implica que qualquer matriz de dimenséao finita pode ser
posta na forma CBA e, portanto, também na forma Vg+CBA. Em seguida, utilizando todos

esses conceitos, é apresentado o Teorema da complexidade multiplicativa sobre transformadas.

3.3 Teorema da Complexidade Multiplicativa para Transfor-

madas

Toda matriz de transformagao ¥ de dimensao finita pode ser decomposta como em (3.14).
Segue o primeiro teorema cuja demonstracao ja foi feita na introducao (com énfase na mudanca
da forma CBA para combinagao linear de matrizes postunitarias), entretanto, pode-se ainda

enfatizar como segue.
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Teorema 3.1 Todo algoritmo de transformada V = Vv escrito da forma V = CBAw, isto é,
através da decomposicao W = CBA, em que C e A sao matrizes de nimeros racionais, e B
€ uma matriz diagonal com M, componentes que nao pertencem aos numeros racionais, pode

ser escrito na forma
M.,
V= (¥ + ZﬁjKj)U,
j=1

e vice-versa, em que f; ¢ Q, Vo é uma matriz de nimeros racionais e K; sao matrizes de

niumeros ractonais postunitarias.

Demonstragio: Sendo C; as colunas de C, b; os elementos de B e AT as linhas de A, entdo

by --- 0 AT
CBA:[(]l CN] Do 2 (3.15)
0 by | | A%
N
CBA=> b;C;AT. (3.16)

Jj=1

As matrizes C’jA;fF sao postunitarias. Chamando os M, valores de b; ¢ Q de f3;, pode-se

escrever
M'f'
CBA=()_bCAT) +> BiK;, (3.17)
bj €Q =1
em que K; é o respectivo CjAjT para b; ¢ Q. [ |

O proximo teorema estabelece uma relagdo se e somente se entre a complexidade do

algoritmo e a decomposicao em matrizes postunitarias das matrizes ;.

Teorema 3.2 (Teorema da complexidade multiplicativa) Seja

L
=0+ ) N (3.18)

i=1
a matriz de uma transformada em que A = {1, A\1,..., A}, \i € Q, € o conjunto das bases

numeéricas que gera o nicleo da transformada, a matriz Vo € uma matriz de nimeros ra-
cionais (ou gaussianos) e as matrizes V;, i = 1,..., L sdo matrizes de nimeros racionais.
Eziste um algoritmo para computar V.= Vv com M, multiplicagdes se, e somente se, eziste
uma decomposi¢ao das matrizes W;, ©+ = 1,..., L, como combinacao linear de M, matrizes

postunitdrias.
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Demonstra¢ao: Supondo que existe um algoritmo com M, multiplicacoes, entdao, pelo Teo-

rema 3.1,
M,
=", + E BiK;
=1
Mas todos os 3; podem ser escritos através de uma combinagao linear das bases numéricas A

por

L
Bj = coj + Z CijNis

=1
em que ¢;; € Q, entao
M, L M, L M,
W= UG+ (eoj+ ) )G = Vo + Y o+ ) Ay ek
j=1 i=1 j=1 i=1  j=1

Usando (3.18) no primeiro membro da equagao, chega-se a

L M, L M,.
\I/() + Z)\z\l]z = \116 + ZCOjKj + Z)\z Zcinj,
i=1 7j=1 i=1 j=1
entao

\I/() - \I/, ZCO] Z \Il ch =

em que O é uma matriz nula. Neste caso, como os A; sdo linearmente independentes sobre o
corpo dos numeros racionais, a tnica solucao para a equacao matricial é que todas as matrizes
devem ser nulas, isto é

MT‘

M,
(‘I’O_‘I’B_ZCOJ Z =

j=1
o que implica que existe uma decomposicao em matrizes postunitarias para todos os U,.
Por outro lado, suponha que exista uma decomposicao de ¥;, ¢ = 1,..., L, em M, matrizes
postunitarias, isto é

‘111‘ = Cz‘jKj. (319)
Substituindo a decomposi¢ao em (3.18), tem-se
M, L
U =T, + ZKJ(Z Cij i),
j=1 i=1

fazendo

L
Bj = Zcij)\ia (3.20)
i=1
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desde que \; ¢ Q, entdo f; ¢ Q e, dessa forma,

M.
U=V, + ZﬁjKj,
1

j=

que, pelo Teorema 3.1, pode ser escrito na forma CBA com M, multiplicacoes. |

Esse teorema mostra que existe um algoritmo 6timo para se computar V = Uv e mostra
como esse algoritmo pode ser obtido. Assim, qualquer transformada pode ser otimizada se o
nicleo é decomposto em bases numeéricas e as matrizes obtidas sao decompostas com o menor
numero possivel de matrizes postunitarias. O problema de se obter uma base numérica é
relativamente simples. Ja o problema de decompor um conjunto de matrizes em matrizes
postunitérias da melhor maneira possivel requer, até o presente momento (espera-se encon-
trar um método direto que resolva a decomposi¢do da melhor maneira possivel), uma busca;
entretanto, um método para simplificar essa busca é apresentado no proximo capitulo. Mas,
antes disso, é apresentado como uma convolucao ciclica pode ser manipulada de tal forma que
é possivel aplicar o teorema da complexidade multiplicativa para transformadas. A seguir é

apresentado o teorema da complexidade multiplicativa para convolucoes ciclicas.

3.4 A Complexidade de uma Convolucao Ciclica

Uma convolugao ciclica € uma operacao que envolve dois vetores de varidveis, descrita pela

equacao apresentada no Capitulo 1 (1.3). Definindo

S0
S1
A
s = ,
SN—2
_SN_l_
90 gN—-1 ... G2 g1
g1 9o .-+ g3 92
oA
gN-2 gN-3 --- Go GN-1
| IN-1 gN-2 ... G1 go |




entao

11>

do
di

dn—1

s = Hd.
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Isso é semelhante a uma transformada, exceto pelo fato de que a matriz de transformacao

contém varidveis. Nesse caso, pode-se decompor a matriz H como se as varidveis fossem as

bases numéricas, isto é,

1>

[0 0
10
0 1
(0 0

go—|—

Dessa forma, a matriz H pode ser escrita como

em que a matriz D%, = DJQ,] = In. Portanto,

0 1 00|
00 00
gN-1-
00 01
10 00

N—-1
H="" Dgn,
n=0

s = (Z D}{,gn> d. (3.21)
n=0

Teorema 3.3 Eziste um algoritmo que computa uma convolugao ciclica de ordem N com

M, multiplicacoes se, e somente se, existe uma decomposicao para as matrizes Dy, n =

0,...,N —1, em M, matrizes postunitdirias.
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Demonstra¢ao: Se existe a decomposicao, entao

M,—1
D;V = Z Cinj
=0
em que ¢;; sao nimeros racionais para todo¢=0,...,N—1ej=0,...,M, —1, e as matrizes
K;, j=1,...,M,, sdao matrizes postunitarias. Entao, a Equacao (3.21) pode ser escrita por
N—1M,—1
s=| 22 2 ewslign | d,
n=0 ;=0

M,—1 N-1
s = g K; E CnjGn d.
§=0 n=0
Definindo uma nova variavel, 8;, por

N-1

53' é Z Cnjidn

n=0
e separando as matrizes K; em

K; = C;AT,

em que as matrizes C'; contém apenas uma coluna e as matrizes A]T contém apenas uma linha,

pode-se escrever que
M,—1

s= Y C;p;ATd,

J=0

o que, por (3.5), pode ser posto na forma

Bo - 0 AOT
s=[Co o Cu || o R (3.22)
0 - Ba_1 AT
ou
s =C[(c"g) ® (Ad)], (3.23)

em que a matriz ¢ ¢ a matriz formada pelos elementos c;;, a matriz g é dada por

9o
g1

1B

gN-1
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e ® representa uma multiplicagdo termo a termo entre as matrizes com apenas uma coluna,

que sdo as unicas multiplicagoes na implementacao da Equagao (3.23). Desde que as matrizes

¢’ g e as matrizes Ad tem M, linhas, entdo a implementacdo utiliza M, multiplicacoes.
Agora, supondo que uma equacao do tipo (3.23) existe, chega-se a

N—1M,—1

s = Z Z cnjC’jA;‘-rgn d,

n=0 ;=0

o que pode ser igualado a (3.21), levando a

N-1M,-1 N-1
T
> D nCiATgn =Y Dicgn,
n=0 j=0 n=0
e, portanto,
N-1 M,—1
Zgn D%* Z anCjA? :O,
n=0 7=0

em que O é uma matriz nula. Essa relagdo deve valer para qualquer escolha de ¢, ja que g é

uma variavel. Entdo, a tnica solugao possivel é dada por

M,—1
n E T
J=0
para todon =0,..., N — 1. Dessa forma existe uma decomposi¢ao para Dy, em M, matrizes
postunitarias. |

Antes de apresentar uma solucao simplificada para a decomposi¢do em matrizes postunita-
rias, é apresentado um exemplo da obtencao de um algoritmo 6timo para convolugao ciclica.
As matrizes DY, estao em uma forma que nao podem ser simplificadas, assim a decomposicao

deve ser feita por busca. Nos exemplos a seguir sao apresentadas algumas técnicas de busca.

Exemplo 3.2

Obter um algoritmo para a convolucao ciclica de comprimento 2. Pelo Teorema 3.3, é ne-

cessario obter uma decomposicao em matrizes postunitarias para as matrizes

10
DY=1,=
0 1
€
0 1
Dy =
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Um maneira de obter decomposigoes em matrizes de posto menor é tentar combinar as
matrizes, toda vez que o resultado é uma matriz de posto menor que os das matrizes a serem
decompostas, essas podem ser expressas como combinacao linear da nova matriz. Nesse
exemplo, é possivel obter as seguintes matrizes postunitarias combinando as matrizes I e Do

da seguinte forma:

K, = = Iy + Dy
11
e
1 -
K = =1y — Ds.
-1 1
Pode-se, entao, escrever
K, 1 1 Iy
Ky 1 -1 || Dy |
de modo que
L] [-t-1][m
R

As matrizes postunitarias podem ser escritas, aplicando a decomposic¢ao du, apresentada,

mais adiante, para cada matriz separadamente, levando a

sl

1
e
1
Ky = [1 —1}.
-1
Dessa forma, utilizando (3.23),
11 -1 -1 11
6 — 2 T2 g d
1 -1 -3 1 1 -1 *

A partir do teorema da complexidade multiplicativa, é possivel derivar um algoritmo
otimizado (em termos da complexidade multiplicativa) para qualquer transformada que se
conhega as bases numéricas que forma o nicleo da mesma. O préoximo capitulo apresenta

uma metodologia para se obter algoritmos otimizados para a DFT.



CAPITULO 4

A TRANSFORMADA RAPIDA
DE FOURIER OTIMIZADA

4.1 Introducao

Ocorreu um grande avango na area de processamento digital de sinais quando J. W. Cooley
e J. W. Tukey apresentaram, em 1965, a transformada rapida de Fourier [13], um algoritmo
capaz de computar a transformada discreta de Fourier com uma complexidade aritmética
menor em relacdo ao método direto. Em 1978, S. Winograd publicou o algoritmo que hoje
é conhecido como a FFT de Winograd [11], além de publicar diversos trabalhos sobre com-
plexidade multiplicativa [3]. Este trabalho se destaca por apresentar uma complexidade ainda
menor que a FFT de Cooley-Tukey. Em 1988, M. T. Heideman publicou um trabalho sobre a
complexidade multiplicativa para a computagao da DFT [8], mostrando que as complexidades
minimas para os comprimentos N = 3,5,7,9,10 estavam abaixo da complexidade multipli-
cativa da mais eficiente FFT existente na época, a FFT de Winograd. Até recentemente,
nao tinha sido apresentado um tnico algoritmo com complexidade multiplicativa inferior &
da FFT de Winograd. Somente em 2010, G. Jer6énimo da Silva Jr. e R. M. Campello de
Souza publicaram a primeira FFT de comprimento 3 que atinge a complexidade multiplica-
tiva minima estabelecida por Heideman [22]. O artigo se baseia numa decomposi¢do para o
nicleo da transformada de Fourier denominada decomposi¢cao em bases ciclotémicas, que sao
as bases numeéricas para o nucleo da DFT.

No capitulo anterior, o Teorema 3.2 transforma o problema da construgao de um algo-

ritmo 6timo em um problema de decomposicdo em matrizes postunitarias. O problema de
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se obter uma transformada otimizada para qualquer conjunto de componentes de qualquer
transformada se resume, portanto, a obter uma base numérica para o nicleo da matriz de
transformacado e decompor as matrizes obtidas, a partir disso, em matrizes postunitérias.

O problema de obter uma base numérica depende essencialmente da transformada. J& o
problema da decomposi¢dao de um conjunto de matrizes em matrizes postunitarias é geral e
aplicavel a todas as otimizacoes. As bases numeéricas para as transformadas discretas de Fou-
rier e Hartley estao bem estabelecidas e sdo apresentadas na secao a seguir, sendo chamadas

de bases ciclotomicas.

4.2 Bases Ciclotémicas

E interessante mencionar que a teoria das bases ciclotémicas foi descoberta antes do Teo-
rema da complexidade multiplicativa [22], entretanto, ela completa perfeitamente uma parte
do processo de se obter um algoritmo otimizado para a DFT. Para obter as bases ciclotémicas
é necessario apresentar o chamado polinémio ciclotémico.

O polinémio ciclotéomico de ordem N sobre C, denotado por ®y(z), é definido como o
polinémio monico cujas raizes sao todos os elementos de ordem N no corpo dos nimeros

complexos [7, 8]. Esse polinomio pode ser escrito como

Sabendo que

[] @ale) = (=" ~ 1),

d|N
pode-se mostrar, utilizando a formula de inversao de Mébius [19], que
by () = [[ @ - 1)/,
d|N

em que pu(n) é a fungdo de Mdobius [14], a qual é definida, para a fatoracao de n dada por
n = pi'ps?...pSm, como

1, sen=1;

p(n) = 0, se Je; > 2;
(=1)™, caso contréario.
O grau do polinomio ®x(z) é dado pela funcao de Euler ¢(N) (Euler’s totient function),

definida como o numero de inteiros positivos menores que N e relativamente primos com N.
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Os polinémios ciclotdémicos tém a interessante propriedade de possuirem apenas coeficientes
inteiros, sendo a maioria deles iguais a 0, 1 ou —1 (para N < 106 os coeficientes sao apenas
0,1 ou —1, [7]). O polinémio ciclotéomico ¢ utilizado para construir bases ciclotémicas por um

processo apresentado mais adiante. A seguir, é apresentada a defini¢do de base ciclotomica.

Defini¢ao 4.1 Uma base ciclotomica (BCy) é um conjunto do corpo dos complexos tal que
cada elemento do grupo ciclico multiplicativo de ordem N (GCMy ) pode ser representado por

meio de uma combinagdo linear, com coeficientes racionais, dos elementos de BCy .

Em outras palavras, uma base ciclotdmica é uma base numérica que gera GCMy, isto
é, gera o nicleo da DFT de comprimento N. Pode-se observar que o = Wy é uma raiz de
Oy (). Dessa forma, a partir da equagao ®(a) = 0, pode-se escrever todos os elementos do

GCMy = {a°,...,a¥ "1} como uma combinacdo, com coeficientes inteiros, dos elementos

{1,a,a?,...,a?MN)-11,

Proposicao 4.1 Seja o um elemento gerador do GCMp . A base ciclotémica canonica (BCC)

para GCMy ¢é a base ciclotomica BCCy = {1,a,a?,. .. ,a¢(N)_1}.

Demonstrag¢ao: Como « possui ordem N, entao, « é raiz de ® y(z). Usando divisdo polino-
mial, todo z' pode ser expresso por

't = qi(2)®n () + 74(2),
em que 7;(z) é um polindmio com coeficientes inteiros de grau menor que ¢(N). Substituindo

T = «a, e usando o fato que 7;(x) = ' (mod @y (x)), entdo

o' = a'(mod ®y(a)). (4.1)

Exemplo 4.1

Para N = 6, o = Wg é raiz de ®g(z) = 22 — 2+ 1, ou ®(a) = a? —a+1=0. O
conjunto BCCg = {1,a} é a base ciclotomica candnica do grupo multiplicativo GMCg =
{1,a,0%,03,a% a5}, A representacio dos elementos de GCMg como combinacio linear de

{1, a} é obtida através de
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ou simplesmente

a? 1 0
al 0 1
a? B -1 1 al
a? - -1 0 al
at 0 -1
ob 1 -1 *
Pode-se escrever, para todo_ GCI\_/IN, ) )
a0 a0
=R, : ) (4.2)
aN-1 Q®(N)—1

em que @ = Wy e R.(N x ®(N)) é a matriz da decomposigao de GCM  na base ciclotomica
candnica, chamada de matriz candnica de ordem N, a qual possui apenas elementos inteiros.

Utilizando a decomposi¢ao (4.2), é possivel fazer uma mudanca de base para representar o
GCMy sobre outra base ciclotémica. As bases ciclotomicas sdo complexas, portanto, é mais
conveniente procurar bases com elementos puramente reais ou puramente imaginarios. Para
fazer a mudanca da base ciclotomica para uma outra base, basta expressar a nova base como

71 al

’Yd)(N) ad)(N)_l
em que () é uma matriz quadrada qualquer. Se ) é nao singular, entao
0

« 71

Qb(N)—1

e 0 GCMy pode ser expresso pela nova base

0
« Al

@ To(N)
e, nesse caso, a matriz de decomposicio ¢ R = R.Q~'. Assim, é possivel escolher como
base ciclotémica qualquer combinagao linear (com coeficentes racionais) dos elementos de
GCMy, desde que @ seja invertivel. O proximo exemplo demonstra detalhadamente como

uma mudanca de base pode ser conveniente.
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Exemplo 4.2

Para N = 8 tem-se, a partir de (4.2), ®g(z) = 1 + 2?. Computando R.(8x4) através de (4.1)

e (4.2) chega-se a seguinte decomposicao utilizando BCCg = {1, a, a2, a3},

(] 1 0 0o o]

at 0 1 0 0

a? 0o 0o 1 o |[ 1]
a? B 0 0 0 1 o
at |l -1 0 0 o0 |]a
ad 0 -1 0 0 |[a®
ab 0 0 -1 0

o] [ 0 0 0 -1]

Procura-se uma base ciclotomica com elementos puramente reais ou puramente imaginarios
a partir de BCCg. Sabe-se que (o + a7)/2 = cos(7/4) e (a — a”)/2 = —jsen(n/4). Faz-se

entdao as mudangas de base para CBg = {1, —j,cos(n/4), —jsen(w/4)}. Usando a matriz R.,

dada por
10 0 0]
0 1 0 0
0 0 1 0
R — 0 0 0 1 7
-1 0 0 O
0 -1 0 0
0 0 -1 0
| 0 0 0 -1 ]
pode-se escrever
1] [100 0o ][ 1]
—J 1001 0 o
2 1 o Lo —L||a|
2] o f o 1] a®]

em que a terceira linha de @), referente ao cosseno, pode ser obtida somando-se as linhas 2 e

8 de Rc e dividindo tudo por 2, assim como a quarta linha de ) pode ser obtida subtraindo
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a linha 8 da linha 2 de R, e dividindo o resultado por 2. Desde que a matriz

(100 0|
o010
Q_();o-;

[0 5 0 5 |

seja invertivel, pode-se escrever a matriz de decomposicio R = R.Q ™!, o que resulta em

o 1 0 0 o0

al 0o 0 1 1

a? o 1 o o |[] 1 ]
o’ |0 0 -1 1 —j

oAl -1 0 0 0 2

a® 0 0 -1 -1 |[—j¥%
ab 0 -1 0 0

lo"| | 0 0 1 -1]| °

Esse exemplo inspira as proximas duas definicoes.

Definigao 4.2 A base ciclotomica do seno e cosseno (sen/cos-BC) é a base ciclotémica com
0s (N) elementos, CBy = {1, (a — o 71)/2, (a + aV71)/2,(a® — aN=2)/2,...}, ou sim-
plesmente CBy = {1, —jsen(2w/N), cos(2w/N), —jsen(4w/N),...}.

Definigao 4.3 A base ciclotomica do cosseno (cos-BC) é a base com o0s ¢(IN) elementos,
N =0 (mod 4), CBy = {1,a™N* (a+aN=1) /2, (N2 L oN/4=1Y /2 Y, ou simplesmente
CBy = {1,—j,cos(2m/N), —j cos(2n/N),cos(4n/N), —j cos(4w/N),...}.

A vantagem de escolher a base ciclotomica sen/cos-BC ou cos-BC, em relagdo a base
ciclotémica candnica, é que os elementos da base sao puramente reais ou imaginérios. Nesse

caso, tem-se

=R : ) (4.3)

@ To(N)
em que R é a matriz de decomposicao na base ciclotomica escolhida. Frequentemente, R
contém, na maioria de seus elementos, nimeros inteiros. A base ciclotomica formada pelos

elementos 1,72, ..., Yg(n) ¢ a cos-BC se N ¢ divisivel por quatro ou a sen/cos-BC no caso de
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N nao ser divisivel por quatro. Se rj, i =1,...,N, j=1,...,¢(N), representa os elementos
de R, entao
)
at = Z T(i+1)575- (4.4)
j=1

A Equacao (4.4) caracteriza a decomposi¢ao em bases ciclotomicas. O GCMy, que é o
nicleo de uma DFT de comprimento N, pode ser decomposto por uma base numérica, por
exemplo a cos-BC ou a sen/cos-BC. Isso significa que qualquer matriz de DET, W, pode ser

posta na forma
#(N)

W= W,
i=1

em que as matrizes W; sdo matrizes de racionais. Com isso, pode-se entdo aplicar o teorema
da complexidade multiplicativa para implementar o melhor algoritmo para uma determinada
DFT. Um algoritmo para a computacao de uma DFT (computando todas as componentes)
obtido através desse processo é chamado de transformada rdpida de Fourier otimizada (OFFT)
e é apresentado mais adiante.

Antes de apresentar o método de construcao do algoritmo otimizado, é apresentada uma

maneira de resolver a decomposicao das matrizes W; em matrizes postunitarias.

4.3 Decomposicao Ortogonal Postunitaria e Solugao Otimizada

Antes de abordar a decomposi¢ao em matrizes postunitéirias, é apresentada uma decom-
posicao matricial, a qual serd chamada de decomposicao du, que pode ser vista como uma

variante da decomposicao gr |20].

4.3.1 Decomposicao du para uma matriz

Definigcao 4.4 Seja A uma matriz qualquer M x N. Qualquer decomposi¢ao A = du, em que
u € uma matriz com p linhas ortogonais e p é o posto de A, é chamada de decomposi¢ao du

de A.

Esta definicdo afirma que, em uma decomposicao du, as linhas da matriz v formam uma
base ortogonal para o espaco de todas as linhas de A. Como exemplo, considere a seguinte

matriz
1 01 1

0111

A=
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Essa matriz tem posto dois, portanto, qualquer decomposicao da forma A = du, em que u
contém duas linhas ortogonais, ¢ uma decomposicdo du de A. As linhas de u podem ser
obtidas utilizando o processo de Gram-Schmidt nas linhas de A, sem a normalizacao, [20, 21]

(consulte o Apéndice A). Assim, com

1 0 1 1
v= 2 101 |’
-3 1 3 3
tem-se
1 0 1 0 1 1
A= 2 2 11 |’
3 1 -3 1 3 3

de modo que, sendo u; a i-ésima linha de u, A & dado por

U1
A= ,

%ul + u2
o que é uma combinagcao linear das linhas de u descrita pelas linhas da matriz d. Esse resultado

em particular é generalizado da seguinte maneira; seja

AT
A3

| A

(considerando que A; é um vetor, utiliza-se aqui a conven¢ao de que um vetor é uma matriz
com uma coluna, assim A7 ¢ uma matriz linha ou simplesmente uma linha de A) e seja A = du

uma decomposicao du de A, sendo

T
Uy

T
U3

T
[ Up ]

e sendo d;; o elemento da linha 7 e coluna j de d. Entao

P
Ai = Z dijuj.
j=1

O fato de que as linhas de u s@o ortogonais implica que o produto escalar (u;,u;) = 0, para

todo i # j. Assim, pode-se escrever que

p
szuk § dzg u]auk —dzk<uk7uk>
Jj=1
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e, portanto, pode-se encontrar d;; por meio de
dij = m (4.5)
3s Uj

Se a matriz u de uma decomposi¢do du é obtida através do processo de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt, na ordem exata das linhas de A, a matriz d é triangular. Isso é um processo
parecido com a decomposicao gr; por exemplo, as matrizes ¢ e r obtidas da decomposicao
AT = gr, implicam A = r7¢" e a matriz ¢© ¢ uma matriz com todas as linhas ortogonais
e, portanto, a decomposicio A = r”¢” é uma decomposicio du. Entretanto, a matriz u
nao precisa ser necessariamente ortogonal, como a matriz ¢ da decomposicao gr. O fato de
nao haver necessidade de normalizar as matrizes permite ao processo de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt preservar o corpo da matriz A, isto é, se A é uma matriz de racionais, entao
existe A = du, uma decomposicao du, em que as matrizes d e u sdo matrizes racionais, o que
nao é necessariamente verdade para a decomposicao qr.

Uma outra observagdo importante é que existem muitas decomposi¢bes du para uma
mesma matriz A, isto é, a decomposicdo nao ¢ unica, ela depende necessariamente da matriz
u escolhida. Para padronizar as decomposicoes du utilizadas nessa tese, considera-se, salvo se
devidamente especificado, que todas as decomposicoes du sao obtidas escolhendo as p linhas
ortogonais para u através do processo de Gram-Schmidt das linhas de A, na ordem da primeira
para a ultima linha e sem normalizagdo. Dessa forma, sao utilizadas as notacoes a seguir.

Uma matriz v obtida a partir do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt (sem
normalizagao) das linhas da matriz A (aplicado na ordem das linhas da matriz) é denotada
por

U = GSL(A)

Observe que vale a propriedade
posto(A) = posto(GSy(A)).

Uma matriz v obtida a partir do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt (sem
normalizac¢ao) das colunas da matriz A (aplicado na ordem das colunas da matriz) ¢ denotada
por

u = GSc(A)

Note que
posto(A) = posto(GSc(A))



e que

GSc(A) = GSp(AT)T.
Com isso, representa-se o processo de fatoracao du, para uma matriz A, por
(da u) = qu(A)a

em que

u=GSL(A), (4.6)

e d é obtida por (4.5). Existe ainda uma outra maneira de expressar d; desde que

[ <U1, U1> 0 ce 0 ]
0 U, U 0
ol — (uz,uz) |

i 0 0 (up, up)

definindo ) )
<U]_7’LL]_>_1 0 0
Nu é 0 <’LL2,’UJ2>7 0 7
L 0 0 (up, up) ™~ ]
chega-se a
d= Au"N,, (4.7)

ja que

wu' N, = 1.

Dessa forma, o processo de fatoragdo du, para uma matriz A, representado por (d,u)

4. (A), é obtido simplesmente através das equagoes (4.6) e (4.7) ou (4.5).

4.3.2 Decomposi¢ao du para um conjunto de matrizes

Nesse caso, necessita-se de uma decomposi¢do para um conjunto de matrizes A;, i =

1,...,L, em que qualquer matriz A; pode ser escrita como
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e a matriz u possui linhas ortogonais (sem linhas nulas). A matriz v é a mesma para todas

as decomposicoes. Uma decomposicao desse tipo pode ser feita escolhendo
Ay
u=GSg, : ;
Ar
que é o processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt (sem normalizacao) aplicado as matrizes

A; concatenadas verticalmente. Entdo, as matrizes d; podem ser computadas por
Esse processo é representado por
(diyu) = Tau(Ai),

em que A; e d; representam um conjunto de matrizes.

4.3.3 Decomposi¢ao udu para um conjunto de matrizes

Essa decomposicao também é chamada de decomposi¢cao em matrizes postunitdrias orto-
gonais e é obtida para um conjunto de matrizes A;, 7 =1,..., L. A decomposigdo udu é dada
por

A; = U.D;U,, (4.9)

em que U, é uma matriz de colunas ortogonais e U; é uma matriz de linhas ortogonais. Esse

processo que gera, a partir das matrizes A;, as matrizes D;, U, e U; é denotado por
(Ue, Dy, Up) = Tyau(As).
O processo de fatoragao I',4,,(A4;) consiste em computar d; e U; através de
(di, Ui) = Tau(As),
e entdo, computar D; e U, através de
(D, US) = Lauld]),

isto é, aplicar o processo I'g, sobre as colunas de d;. O processo de fatoracdao I'yq, pode
ser visto como uma transformada matricial ou simplesmente como uma decomposicao em
matrizes postunitarias ortogonais. Algumas propriedades podem ser verificadas a partir de

(4.9), e. g., a linearidade

biA; +bjA; = Ue(biD; + bij)Ul'
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Se

U.= [ Ue, Uey .- Ue, |>
e a componente da linha m e coluna n da matriz D;, D,, ,; = 1, é a Gnica componente nao
nula, entdo a matriz A; é dada por

T
Ai = U, up

e é uma matriz postunitaria. Utilizando a linearidade, pode-se escrever que

r r
T
Ai: E E Dm,n,iucmulna

m=1n=1
o que é uma decomposigao de A; em matrizes postunitarias ortogonais, visto que (u,, ulj; , U, u2€>
é diferente de zero apenas se m =1 e n = j, isto é, se as matrizes sao as mesmas.

Uma outra propriedade é que
posto(A4;) = posto(D;),

o que significa que A; é postunitéaria se, e somente se, D; é postunitaria.

A vantagem de se utilizar o processo de fatoracao I'yq, € que o problema passa a ser a
fatoragao das matrizes D;, no lugar das matrizes A;, em matrizes postunitéarias, que geral-
mente é um problema mais simples. Esse processo de fatoragao é em si uma decomposicao em
matrizes postunitirias ortogonais, entretanto, a solucdo 6tima para o processo nem sempre é
composta de matrizes postunitarias ortogonais. Para ilustrar este fato considere o exemplo a

seguir.

Exemplo 4.3

Considere o problema de decompor as matrizes

10
Ay =
01
e
0 1
Ay =
~1 0

em matrizes postunitarias. Neste caso, U. = U; = I, as matrizes podem ser decompostas em

Ay = (1) [1 0}+ (1] [0 1},
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Ap = (1) [0 1}— (1) [1 0},

que é uma solucao formada por 4 matrizes postunitarias ortogonais. Entretanto, considere as

matrizes
1 0
Kl - ’
0 0
0 0
Ky =
01
e
1 1
As+ K1 — Ko = K3 =
-1 -1

A matriz K3 é postunitaria. Sendo assim, pode-se escrever

K,
Ay 1 1 0
As -1 1 1

K3

que é uma decomposicao melhor que a decomposi¢ao ortogonal, pois gera as matrizes com

apenas 3 matrizes postunitarias. °

4.4 Transformada Rapida de Fourier Otimizada

Para se obter um algoritmo 6timo para computar uma transformada discreta de Fourier de
comprimento NV, utilizam-se as bases ciclotomicas cos-CB, para N multiplo de 4, ou sen/cos-
CB, para outros valores de N [22]. Seja W a matriz de transformagao da DFT de N pontos.

Entao, para N maultiplo de 4 tem-se

o(N)
W =Wy — W)+ Z YiWi, (4.10)
i=3
ou, para valores de N nao maultiplos de 4,
d(N)
W =W+ Y %W (4.11)
i=2

O Teorema da complexidade multiplicativa afirma que o algoritmo 6timo consiste em

fatorar as matrizes W;, referentes aos 7; ¢ Q do processo I'y4,, da melhor forma possivel,
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isto é, obter as matrizes U,., D;s e Uj, e encontrar a decomposicao 6tima das matrizes D;s em

matrizes postunitarias, na forma

Dy K
Ds Ko

= C y
Dy, Ky,

em que a matriz ¢, L x M, é formada pelos elementos c;; de (3.19). Note que, dependendo

da base ciclotémica utilizada, pode-se comecar com D3 na equacao anterior. Pela linearidade,

W2 UcKlUl
W3 UCKQUl
=c
| Wi ] | UKy, Un |

A partir de (3.20), pode se escrever

B1 72
p
.2 _ T ’7.3 7
| Bm, | | VsV
e entao, finalmente,
M,
W =Wy + ZBiUcKiUly (4.12)
i=1

em que Wy = W7 ou Wy = W7 — jW5 dependendo da base ciclotémica utilizada.
Utilizando o Teorema 3.1, pode-se colocar W na forma Wy + CBA, em que C e A sdo

matrizes de elementos racionais e B uma matriz diagonal. Dessa forma, se

C; A = UK, U,

entao



0 que resulta em

W = W, + CBA,

e o algoritmo é implementado por

V = Wyv + CBAw.
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(4.13)

(4.14)

Desde que Wyv nao contém multiplicagoes, a complexidade multiplicativa do algoritmo esta

em C'BAwv, que contém M, multiplicagdoes. A matriz Wy pode ser ainda anexada as matrizes

CBA, como no algoritmo de Winograd [7]. Para isso, se

Wo = du,
é uma decomposicao du de Wy, em que
ui
u = ,
Uy
e
d= d1 . dr j| y
com r o posto de Wy, entao
o 4 -
1
W = dl dr 01 CMT ]

1

B,

Exemplo 4.4

(4.15)

Para obter uma transformada 6tima para N = 5, utiliza-se a base ciclotomica sen/cos-CB

para escrever a matriz de transformacgao como

W = Ay + 72 Ao + 7343 4 V4 Ay,
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em que, com ¢t = 2m/5,

Y2 —jsen(t)
v | = cos(t) )
Y4 —jsen(2t)
e ~ -
1 1 1 1 1
1 0 -2 -2 0
A=|1 -2 0 o -1/,
1 -3 0 0 —3
(10 5 4o
(000 0 0 0|
01 0 0 -1
Ao=10 0 -1 1 0 |,
00 1 -1 0
0 -1 0 0 1
(000 0 0 0|
0 1 -1 -1 1
Az=10 -1 1 1 -1
0 -1 1 1 -1
0 1 -1 -1 1
) ' -
00 0 0 0
00 1 -1 0
Ag=]10 1 0 0 -1
0 -1 0 0 1
(000 -1 1 0

Em seguida, utiliza-se o processo ['y4, Sobre as matrizes As, As e Ay, pois é necessario a

decomposicao das mesmas em matrizes postunitarias. Com isso, tem-se

0 0 0
1 0 1
Us=]10 -1 -1/,
0 1 -1
-1 0 1




77

01 0 0 -1
Uu={o0o0 1 -1 0 |,
01 -1 -1 1

100 000
Dy=10 101, Ds=]00 0
000 001
e
0 10
Dy=| -1 00
0 00

Observa-se que as matrizes D; sdo mais simples para a fatoracao. Note ainda que Dy e Dy

podem ser decompostas como no Exemplo 4.3, logo

Ky
Do 1 100
Ko

Dy | =1 0 010 )
K3

K,

Dy -1 101

em que

0 00
Ks=10 00
0 01
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—jsen(t)
cos(t) )
—jsen(2t)

4
W=A1+) BUKU

O algoritmo é obtido por

V=Av+C

i=1

W: Al +CBA,

—_

o O

—1

Sendo -
f
8|
B3
| P |
pode-se escrever W como
ou
em que
C =
e
A=

0 1
0 0
01
01

0

0
-1
-1

1

V = Ajv+ CBAw.

—j(v1 —vg)[sen(t) — sen(2t)]

(v1 — vo — v3 + v4) cos(t)

—j(v1 4+ va — v3 — vg)sen(2t)

—j(—v2 + v3)[sen(t) + sen(2t)]

Escrevendo a equacao para todas as componentes isoladamente, tem-se

—j(v1 —vyg)[sen(t) — sen(2t)]

+(v1 — va — v3 + v4) cos(t)

—j(’Ul + vg — V3 — v4)sen(2t),



—j(—vge 4+ v3)[sen(t) + sen(2t)]
—(v1 — vy — v3 + vy) cos(t)

—j(v1 + vo — v3 — vy)sen(2t),

Vs = (’UO - %1 - %)
+j(—v2 + v3)[sen(t) + sen(2t)]
—(v1 — vg — v3 + vy) cos(t)

+j(v1 4+ vy — v3 — vg)sen(2t),

+j(v1 — vq)[sen(t) — sen(2t)]
+(v1 — vy — v3 + vy) cos(t)

+j(v1 + va — v3 — vg)sen(2t).
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O algoritmo também pode ser deixado na forma CBA; para isso basta inserir a matriz A;

dentro das matrizes CBA, como mostrado em (4.15). Com a decomposi¢ao du de A1, pode-se

escrever _ _
1 1 1
1 0 —3 10000
Al=|1 -1 0 01001
1 -3 0 00110
10 b

e a matriz W pode ser escrita na forma

W =CBA,
em que
(11 1 0 0 0 0]
1 0 -2 1 0 1 1
¢'=11 -3 0 0 1 -1 1
1 -3 0 0 -1 -1 -1
10 -5 -1 0 1 -1
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100 0 0 0 0
0100 0 0 0
001 0 0 0 0
B=l000258 0 0 0
000 0 B 0 0
0000 0 B 0
000 0 0 0 By
e __ -
10 0 0 0
01 0 0 1
00 1 1 0
A=101 0 0 -1
00 -1 1 0
01 -1 -1 1
01 1 -1 -1 | ¢

De forma semelhante, obtém-se os algoritmos 6timos para os comprimentos N = 3, 4, 5,
6,7,8,9,10, 12, 16, 24. Os algoritmos para N = 5, 7, 9, 10 superam os melhores algoritmos
atuais em termos de complexidade multiplicativa. A Tabela 4.1 apresenta a complexidade de
alguns algoritmos bem conhecidos na literatura, para comparacoes.

Tabela 4.1: Complexidade multiplicativa real da: OFFT - A transformada de Fourier otimizada;

HMMC - Complexidade multiplicativa minima (formula de Heideman); CT/GT - Combinagio da
FFT de Cooley-Tukey e Good-Thomas otimizada; SW-FFT - A FFT de Winograd

N (OFFT) (HMMC) (CT/GT) (SW-FFT)

3 1 1 - 2
4 0 0 0 0
5 4 4 - )
6 2 2 16 -
7 7 7 - 8
8 2 2 4
9 8 8 60 10
10 8 8 64 -
12 4 4 32 -
16 10 10 20 10
24 12 12 108 -
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4.5 Computando uma Componente da DFT de Forma Otimi-

zada

Para derivar um algoritmo otimizado para uma tnica componente Vi, da DF'T, precisa-se

computar
N-1
Vi= > on(WE)™
n=0
Desde que W& tem ordem L = N/gcd(N, k), existe uma decomposicio em bases ciclotomicas

para W]’f, = « e a componente Vj, da DFT pode ser escrita como

N-1
Vi = E vpo.
n=0

Fazendo a mudanga de varidvel n =+ mL, com [l =0,....L—1em =20,...,N/L -1,

tem-se
L-1N/L-1 L-1 N/L-1
Vi = Z Z Vigmpot T = Z( Z vaL)al. (4.16)
=0 m=0 =0 m=0

Definindo a matriz coluna vg, que pode ser vista como o vetor de entrada sobreposto para

que seu comprimento seja L, por

N/L-1
Zmzo Vo4+mL

1>

N/L-1
Zm:O VL —-14mL

a Equacao (4.16) pode ser expressa pelo produto escalar

Usando a decomposigao nas bases ciclotomicas cos-BC ou sen/cos-BC (4.3), pode-se escrever
ga!

Vi = (vI'R) : : (4.17)
Yo(L)

As multiplicacdes contidas na operacio (vs? R) sdo triviais. Se 4|V a base ciclotomica cos-
CB é usada e a complexidade multiplicativa é (¢(L) — 2); caso contrério, a base sen/cos-

BC é utilizada e a complexidade multiplicativa ¢ (¢(L) — 1). Comparando a complexidade
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desse algoritmo com a complexidade minima para a computagdo de uma tnica componente,

estabelecida por Heideman (8], dada por

observa-se que o algoritmo é 6timo, em relagdo & complexidade multiplicativa, desde que

d(MDC(L,4)) é igual a 2, se 4 divide L, ou igual a 1, caso contrario.

Exemplo 4.5

Obter o algoritmo otimizado para computar V3 de uma DFT de 8 pontos. Nesse caso, utili-

zando cos-BC,

] [ 1 0 0o o]
ol 0 0 1 1
a? o 1 o o |[] 1 ]
o> |0 0 -1 1 —j
oAl -1 0 0 0 2o
a® 0 0 -1 —1 || %
af 0 -1 0 0
7 0o 0 1 -1
R
e, por (4.17),
o
Vi=vTR ;‘;
2
—j@
Portanto, _ _

. 2 V2
Vi = (vg —v4) — j(v2 — v6) + 7(”1 —v3 — U5 + v7) —]7(?11 + vz — v5 — v7),

é o algoritmo 6timo para computar Vi, com complexidade multiplicativa igual a dois. °

4.6 O Algoritmo JCO e JCO-Goertzel

O algoritmo JCO! foi desenvolvido pelo grupo de processamento de sinais da UFPE e foi

apresentado em 2009 no ISCTA [23], aproximadamente 50 anos ap6s a publica¢do do algoritmo

1O nome do algoritmo (JCO) surgiu a partir dos nomes de seus autores do algoritmo: G. Jeréonimo da Silva Jr., R.
M. Campello de Souza e H. M. de Oliveira.



83

de Goertel [16] (Secao 1.4 do Capitulo 1). Este algoritmo é uma alternativa ao algoritmo de
Goertzel, no sentido de que reduz a complexidade multiplicativa ao custo de um aumento no
nimero de registradores.

O algoritmo JCO consiste em utilizar outro polindémio para a divisao polinomial no lugar

de pr(z). Seja L a ordem de W¥, dada por

A N

e ®1(x) o polindmio ciclotémico de grau | = ¢(L), em que ¢(.) é a funcao aritmética de
Euler [7, 14, 19]. O polinéomio ®7,(z), por defini¢do, tem um zero em WX assim, escrevendo

o polindémio de entrada na forma,
v(z) = @r(x)Q(x) + R(x),

chega-se a

Vi = R(WE). (4.19)

A vantagem desse algoritmo, em relagdo ao algoritmo de Goertzel, em relacdo ao numero
de multiplicacoes, reside no fato de que polinémios ciclotémicos possuem coeficientes inteiros
[7], e assim ndo sdo necessarias multiplicacoes para computar os coeficientes de R(z). A
complexidade multiplicativa do algoritmo esté na avaliagao de Vi dada pela expressao (4.19).
Desde que R(x) tem grau [—1, sdo necessérias [ — 1 multiplica¢oes complexas para se computar
Vi, isto €,

M.(N, k) = ¢ (MD&[M) ~1. (4.20)

Nesse caso também ¢é possivel uma implementacao ordem direta. Considerando a mesma

sequéncia (0, ) de (1.30), pode-se escrever

0(x) = @1(2)Q(x) + R(z).
Utilizando a equacdo (1.31) e considerando que Vi = R(W}), tem-se
Vi = WRFR(WRP). (4.21)

O algoritmo JCO tem a vantagem de fazer com que a complexidade multiplicativa seja
funcao de ¢(L) e nao de N, assim é possivel obter complexidades multiplicativas muito me-
nores que a do algoritmo de Goertzel para aplicagoes especificas. Um exemplo de aplicacao,

na detecgao de tons DTMF, pode ser encontrado em [24]. Além disso, o algoritmo de Goertzel



84

pode ser utilizado em conjunto com o algoritmo JCO para computar R(Wﬁk), o que torna as
multiplica¢oes complexas em multiplicagoes reais, mas necessita de N +¢(L) passos para com-
putar a componente desejada. Essa combinagdo é conhecida como Algoritmo JCO-Goertzel

[23]. Nesse caso, considerando que

~

RWEF) = fo + P W"
e substituindo em (4.21), resulta em
2rk
Vi = |:f0 + 2 cos (]7{7) f1:| Wﬁk — 71, (422)

em que 7o e 71 sao obtidos aplicando-se o algoritmo de Goertzel ordem inversa sobre R(:E) A
complexidade multiplicativa do JCO-Goertzel depende das variaveis N e k e é sempre menor
que a complexidade computacional do algoritmo de Goertzel. A complexidade multiplicativa

do JCO-Goertzel ordem inversa é dada por

N
MT N; k) = 5 4.2
(N.k) =4 (MDC(N, k)) (4.23)
enquanto a complexidade multiplicativa do JCO-Goertzel ordem direta é dada por
M, (N,k)=¢ __N +1 (4.24)
T P AMDC(N, k) ' '

A seguir, é apresentado um resumo do algoritmo JCO-Goertzel ordem direta. Primeiro
computa-se R(z) por

R(z) = 9(x) (mod @ (x)),

operacao livre de multiplica¢oes. Em seguida, computa-se 7(z) com o algoritmo de Goertzel

ordem inversa sobre R(z), isto é
#(x) = R(z) (mod px()),

operagao que possui ¢(L)—2 multiplicagoes reais. Finalmente, utiliza-se (4.22) para computar
Vi, operacao que custa mais uma multiplicacao real e uma multiplicacdo de um real por
complexo, totalizando ¢(L) + 1 multiplicacdes reais, conforme mostrado na Tabela 4.2. E
interessante mencionar que a complexidade minima para a computacdao de uma componente,
apresentada por Heideman em [8], é dada por ¢(L) — 2, para L multiplo de 4, e ¢(L) — 1, caso
contrario, isto é, o algoritmo JCO-Goertzel ¢ um algoritmo quase 6timo (por apenas duas

multiplica¢oes ndo se iguala ao algoritmo apresentado na Secao 4.5).
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Tabela 4.2: Complexidade multiplicativa dos Algoritmos de Goertzel, JCO e JCO-Goertzel em nimero

de multiplicacées reais, considerando entradas reais com implementag¢do na ordem inversa.

N k  Goertzel JCO JCO-Goertzel
8§ 1 8 6 4
2 8 2 2
12 1 12 6 4
2 12 2 2
16 1 16 14 8
2 16 6 4
24 1 24 14 8
2 24 6 4
32 1 32 30 16
2 32 14 8

O proximo capitulo desta tese apresenta um método para minimizar a complexidade arit-

mética aditiva. A partir dessa metodologia, é possivel obter um nimero reduzido de adi¢oes

para um namero especifico de multiplicagao de uma transformada linear qualquer.



CAPITULO 5

TEORIA DA COMPLEXIDADE
ADITIVA PARA
TRANSFORMADAS

Em 1978, S. Winograd apresentou uma nova FFT baseada num algoritmo de convolu-
¢ao ciclica [11] e, posteriormente, publicou um livro sobre complexidade aritmética [3]. Esses
trabalhos estabeleceram uma maneira de contar o ntimero de multiplicagoes e adi¢cdes necessa-
rias para se implementar um determinado algoritmo; grande parte dos esforgos, entretanto, se
concentrou em minimizar a complexidade multiplicativa. Teoremas sobre a complexidade mul-
tiplicativa foram propostos enquanto a complexidade aditiva era obtida a partir do algoritmo
final de forma heuristica [7, 8, 22, 23].

A motivagao que levou & investigagao relatada neste capitulo foi a perspectiva de se minimi-
zar a complexidade aditiva de um determinado algoritmo que requer um ntimero estabelecido
de multiplicagdes. Para isso, uma nova forma de se contabilizar a complexidade é introduzida,

a qual considera multiplicagoes triviais independentemente das adicoes.

5.1 Introducao

A complexidade aditiva de um algoritmo ou transformada é o niimero de adi¢oes utilizadas
pelo mesmo para se obter o resultado desejado. Por exemplo, considere um algoritmo somador
dado por

X =x9+ 1 + 22 + T3,
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em que z, € R, n=0,1,2,3, sdo variaveis de entrada. Em forma matricial

Zo

T
X:[l 1 1 1
T2
zs3

Neste caso, observa-se que a computacdao pode ser feita via somador de duas entradas de

diversas maneiras, como por exemplo
X ={[(zo + =1) + @2] + w3}, (5.1)

ou

X = [(mo + Jfl) + (xg + 1'3)] (52)

Observa-se que, nao importando a ordem ou arranjo das adi¢oes, o nimero de adigoes para

se computar X nao muda e é dado por
A, = Numeros de elementos — 1. (5.3)

Neste caso, A, = 3 & a complexidade aditiva, entretanto, existe uma diferenca sutil entre
as duas implementagoes. A implementagao decorrente de (5.1) apresenta trés passos, mas
possibilita a implementacao com apenas um somador, enquanto a implementacao decorrente
de (5.2) possibilita a computagdo em dois passos, considerando que (xg + x1) e (x2 + x3)
podem ser computados em paralelo, contudo, isto demanda dois somadores no processador.

Considere agora o seguinte algoritmo com somadores

Yo = To+ 1+ T2+ X3 (5.4)
y1 = To+ T3, (5.5)
ou, em forma matricial,
i, . -
Yo 1111 71
Y1 a 1 0 0 1 To
L L3 .

Neste caso, utilizando a Equagao (5.3) para cada variavel, obtém-se trés adigoes devido a yo

e uma adi¢ao para ¥, totalizando A, = 4. Entretanto, o algoritmo pode ser implementado
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por
a = X9+ x3 (56)
as = x1+ T2 (5.7)
Yo = ai+az (5.8)
v o= ai, (5.9)

com A, = 3. Logo, observa-se que existem maneiras eficientes de se implementar algoritmos

de forma a minimizar a complexidade aditiva.

5.2 Minimizando a Complexidade Aditiva de Transformadas

Racionais

Uma transformada pode ser representada de forma matricial por

em que

>3
.=

Var—1

0,0 ®0,1 s ®Yo,N—1

©1,0 P1,1 T P1,N—1

1>

| $PM-10 ¥PM-11 " PM-1,N-1 |

Vo

U1

>

- UN*l -
Na condigao particular em que ¢; ; € Q, isto é, a matriz de transformacao ¥ contém apenas
elementos racionais, a transformada nao contém multiplicacbes. Neste caso, tem-se apenas
multiplicacoes triviais e adi¢oes. Sobre essa condigdo é possivel aplicar todas as relagoes de

complexidade aditiva apresentas no Capitulo 2.
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Para implementar transformacoes racionais de maneira eficiente, no que diz respeito a
complexidade aditiva, vamos definir um tipo simples de matriz, tal que estruturas e transfor-

madas mais complexas podem ser obtidas por cascateamento das mesmas.

Definicao 5.1 Define-se como matriz bielementar uma matriz, com elementos racionais, em
que cada uma das suas linhas tem, no mdzrimo, dois elementos nao nulos; além disso, as linhas
com dois elementos nao nulos, consideradas como vetores no RN, devem apresentar direcoes

distintas.

Toda matriz racional ¥ pode ser fatorada na forma
U =90,

em que a matriz ¢ é bielementar. Essa fatoracao nao é tinica. Uma maneira possivel de se
obter uma fatoracao dessa forma é escolher pares de colunas de ¥ e, para cada par, escolher
vetores em direcoes distintas que completem todas as dire¢oes contidas no par de colunas de
V. Com este procedimento, a matriz @ é bielementar. Escolhendo-se a matriz bielementar @,

a matriz Wy pode ser obtida, desde que cada linha ¢ de W é dada por
m
UiT = Z Ciyj’ugj,
j=1
T

em que ¢; ;j sao os coeficientes da linha ¢ e coluna j de Wy e u; ¢ alinha j de ®. Considerando

essa decomposicao das linhas de ¥ num determinado par de colunas especifico, tem-se que

J2
T __ § : ., T
v; = cmuj,

Jj=i1

em que 97 & o vetor vl com zeros nas posi¢des ndo referentes ao par de colunas especifico.

Desde que todas as diregoes estao contidas em ®, o elemento c¢; ; pode ser obtido por

T _ T
g, sev; =quj,

Ci,j = (510)

0, caso contrario,

para j = j1,...,J2. Fazendo isso para todos os pares, é possivel obter a matriz ¥;.
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Exemplo 5.1

Fatorar a matriz de Hadamard de ordem quatro na forma W;®. Essa matriz ¢ dada por

1 1 0 0

1 -1 0 0
= ,

0 0 1 1

0O 0 1 -1

10 1 0

01 0 -1
U, =

1 0 -1 0

01 0 1

Observa-se que a implementacgao da transformagao V = Hywv, pela forma direta (a qual a

complexidade aditiva é dada pela Equacao (2.4)), tem complexidade aditiva dada por
Ca(Hy) = 12,

enquanto que esta implementacao na forma V = ¥, Pv apresenta
Ca(019) =38,

sendo, portanto, mais eficiente que a primeira.

Outra vantagem de se utilizar a fatoragdo em matrizes bielementares é que a implementa-
¢ao, o namero de passos e a quantidade minima de somadores podem ser derivadas a partir
da mesma. O ntmero de passos ¢ dado pelo nimero de matrizes da fatoracao, neste caso dois.
A quantidade minima de somadores é dada pelo namero de adi¢ées da matriz da fatoracao
que apresenta maior namero de adi¢oes, neste caso quatro. A implementacao pode ser facil-
mente obtida das matrizes ® e ¥1; a Figura 5.1 mostra a implementacao da transformada de

Hadamard de ordem 4 utilizando a fatoracdo em matrizes bielementares.
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Figura 5.1: Implementacao da transformadae de Hadamard de ordem 4 utilizando a fatoracdo em

matrizes bielementares

O fato principal é que as matrizes bielementares definidas anteriormente aparentemente

nao podem ser minimizadas. Esse fato é caracterizado pela conjectura a seguir.

Conjectura 5.1 A complezidade aditiva de uma matriz bielementar é minima, isto é, se ®

€ bielementar e ® = 2P, entao
CA(\I/) < CA((I)Q) + OA(‘I)1)~

Isto sugere que, se uma transformada qualquer for fatorada em matrizes bielementares, a
implementacao através da concatenacao das matrizes bielementares apresenta uma complexi-
dade aditiva menor. Entretanto, como mencionado anteriormente, a fatoracao em matrizes
bielementares nao ¢é tnica, o que faz necessdrio um mecanismo de controle para que a fato-
ragao em matrizes bielementares resulte na melhor implementacao. Tal controle é feito pela

proposicao a seguir.

Proposicao 5.1 Um método para minimizar a complexidade aditiva da transformagao racio-
nal V = Vo, fatorando ¥ em matrizes bielementares:
o FEscolher a fatoragao ¥ = Uy®y que mazimize
Gy = Cy(V) — Cp(T2D), (5.11)
para G1 > 0;
e Repetir o item anterior para fatorar V; = ¥, 1P, até que o mdzximo valor de G;, obtido por

Gi = Cp(V;) — Ca(V19;), (5.12)

seja igual a zero;
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o Implementar U através de

U =T, 0p1...0.0,. (5.13)

Sobre esta fatoragdo, se ndo existe G7 > 0 que satisfaga o primeiro passo, diz-se entao
que ¥ é irredutivel. A variavel G; pode ser vista como o ganho em complexidade aditiva
(o nimero de adi¢oes economizadas) por se implementar ¥; através de ¥, 1®P;. Se ¥,, é

bielementar, pode-se dizer que o nimero de passos do algoritmo, np, é dado por
np =m, (5.14)

e o nimero minimo de somadores necessarios para implementar o algoritmo em m passos, ng,
é dado por
ng = max(Ca (P;)). (5.15)
7

Teorema 5.1 Seja ¥ uma matriz racional que foi fatorada em matrizes bielementares, pela
Equagao (5.13), utilizando a Proposi¢ao 5.1. Entao, a compleridade aditiva da fatoragao é

dada por

m—1

CA(\I/mCDm_l e (1)2@1) == CA(\I/) - Z Gz

i=1

Demonstra¢ao: Pode-se escrever, utilizando (2.3) em (5.12),

CaA(V,, @) = Ca(Uim-1) — G (5.16)
Ca(Pr—2) = Ca(¥p—2) —CA(¥p—1) — G2 (5.17)
Ca(®Prm—3)= CaA(Vy—3) —CA(Vy—2) — Gp—3s (5.18)

Ca(P2) = Ca(T3) — CaA(T3) — Ga (5.19)
CA((I)l) = CA(\I’) — CA(\I’Q) — Gy (5.20)

Somando-se membro a membro estas expressoes resulta, no primeiro membro, a complexidade
aditiva da fatoragdo. No segundo membro, todas os termos Cx(V;) se cancelam, restando
apenas Ca (V) menos o somatoério de G;. [ |

Isso justifica que uma boa implementagao para V = Wv, dado que ¥ contém elementos
racionais, é obtida através da Proposi¢ao 5.1. Entretanto, quando a matriz ¥ é grande,
o problema de maximizar G; torna-se inviavel. Esse problema se resume em escolher os

melhores pares de colunas para ¥. Uma regra pratica é escolher os pares de colunas que
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apresentem o menor nimero de direcoes possiveis; os proximos exemplos mostram como isso

pode ser feito.

Exemplo 5.2

Fatorar a matriz

10 0 0 0
01 0 0 1
00 1 1 0
=101 0 0 -1|,
00 -1 1 0
01 -1 -1 1
01 1 -1 -1

como produto de matrizes bielementares. O primeiro passo seria escolher os pares de colunas
para efetuar a primeira fatoracao, ¥ = Wo®,. Observa-se que, escolhendo-se as colunas 2 € 5
como primeiro par e as colunas 3 e 4 como segundo par, existem apenas 4 direcoes distintas
para esses dois pares. Uma boa correlagdo de elementos é um indicativo de que o par de
colunas é uma boa escolha para a fatoragdo. Assim, os pares de colunas escolhidos sdo (2,5)

e (3,4), a coluna 1 fica isolada. Escolhe-se entéo

(0010 0 1]
010 0 -1
=001 1 0 [,
001 -1 0
(100 0 0 |

e computa-se ¥y através de (5.10) ou por simples observagao, o que resulta em

(00 0 0 1]
10 0 0 0
00 1 0 0
W=|01 0 0 0
00 0 -1 0
10 -1 0 0
(01 0 1 0]



Desde que ¥4 é bielementar a fatoracao esta concluida e é dada por

00 0 0 1
100 0 of]
00 1 0 0
V=101 0 0 0
00 0 -10
10 -1 0 0]]|
001 0 1 0]
Exemplo 5.3
Fatorar a matriz
1 1
=] -4 0
0 -}

_ o o O O

o o O

)

S = = OO O
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como produto de matrizes bielementares. Neste caso, independente dos pares de colunas

escolhidos, obtém-se sempre 3 vetores bidimensionais com diregoes diferentes. Escolhendo-se

110
100
0 1 0
®, =
00 1
00 1
[0 01

0
0
0
1

-1
0

existemn varias solugdes para Wso; escolhe-se a solugao (5.10), ou seja,

1 0 0
Vo=10 — 0
0

1
0 —3

1
2

0 01
1 00
010

Observa-se que (G1 = 0, entretanto a matriz ainda pode ser fatorada em matrizes bielemen-

tares.

Na maioria das transformacoes praticas'

, as matrizes de transformagoes nao sdo racionais;

neste caso, uma implementacao ideal preocupa-se em minimizar o nimero de multiplicacoes

I Transformada discreta de Fourier, Hartley, cosseno e wavelets, Filtros digitais, e muitos outros operadores lineares

utilizados comumente na engenharia.
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da transformacao. Neste contexto, existem algoritmos que implementam uma transformacao
qualquer ¥ através da fatoracao

U = OBA,

em que C' e A sdo matrizes com elementos racionais e a matriz B é uma matriz diagonal
[7]. Essa fatoracao é feita de modo a minimizar o nimero de multiplicagoes, entretanto,
A e C sdo transformacoes racionais. Portanto, para minimizar o numero de adi¢bes sobre
esses algoritmos, utiliza-se a Proposi¢do 5.1 para fatorar as matrizes A e C' em matrizes

bielementares.

Exemplo 5.4

Considere a matriz W = C' BA da transformada rapida de Fourier (FFT) para N = 3, fatorada

pelo algoritmo de decomposi¢ao do nucleo em bases ciclotomicas [22],

10 0 10 0 1 1 1
W=1{01 j 01 0 1 -
01 —j 00 7 0 1 -1

em que 2 = —sen(27/3). Iniciando pela matriz A, a qual pode ser fatorada, e escolhendo-se

o par de colunas (2, 3), tem-se

1 01|01 1
A=| -3 0 1 01 —1].
0 10 10 0

isto &, A = A1®. A matriz C, apos separada em parte real e parte imaginéria, ndo contém

adicoes. Portanto, a implementacao da FFT através de
V =CBA;®v,

contém 1 multiplicacao, 1 multiplicacao trivial e 4 adicoes. Para comparacao, a FFT de

Winograd implementa o mesmo algoritmo com 2 multiplicacoes e 4 adi¢oes [11]. °

Exemplo 5.5

Considere a FFT otimizada para N = 5 apresentada no Exemplo 4.4, que faz uso da fatoracao

W = CBA, com apenas quatro multiplicacdes. Para determinar a complexidade aditiva desse
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algoritmo, dado que A é racional, B é diagonal e C' é racional complexa, basta avaliar a

complexidade aditiva de A e das partes real e imaginaria de C'. A matriz A é dada por

(10 0 0 0|
01 0 0 1
00 1 1 0
A=lo0o1 0 o0 -1/,
00 -1 1 0
01 -1 -1 1
(001 1 -1 -1 |

a qual ja foi fatorada no Exemplo 5.2 e contém 6 adi¢oes. A parte real da matriz C' é dada

por
(1 11 0 ]
-1 11
Cr=10 -3 1 -1/,
0 —3 1 -1
-3 0 1 1 |
a qual pode ser expressa por
(10 0]
010
=100 1|9,
001
| 01 0|

em que a matriz ¥ é a matriz do Exemplo 5.3 e, portanto, apresenta 6 adicoes. A parte

imaginaria da matriz C' é dada por

0 0 0 |
10 1
G=1o 1 1|,
0 -1 -1
-1 0 -1
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a qual pode ser decomposta em

_O O_
1 0
1 0 1
CZ:O]. ’
011
0 -1

com complexidade aditiva igual a 2. Portanto, a complexidade aditiva da FFT otimizada
de comprimento cinco é 14. Para comparacao, a FFT de Winograd implementa o mesmo

algoritmo com 5 multiplicac¢oes e 13 adigoes [11]. °

O exemplo anterior, junto com a teoria da complexidade multiplicativa, mostra que qual-
quer transformada linear pode ser posta na forma C'BA, em que a matriz diagonal B tem
um numero reduzido de multiplicagoes (ndo precisa ser necessariamente o minimo). Pode-se,
entao, aplicar as técnicas para reducao da complexidade aditiva apresentadas neste capitulo.
Uma vez que as matrizes C' e A estdo fatoradas em matrizes bielementares, é simples informar
a complexidade aritmética do algoritmo, o ntimero de somadores e multiplicadores necessarios
no processo e o nimero de passos necessarios para a computacao da transformada. A Tabela
5.1 apresenta as complexidades aritméticas da FFT otimizada e da FFT de Winograd, para

os comprimentos em que hé diferenga entre as complexidades multiplicativas (para N < 16).

Tabela 5.1: Complexidade aritmética da OFFT e da FFT de Winograd

N OFFT FFT de Winograd
Multiplicacoes  Adicoes Multiplicacoes Adicoes

3 1 6 2 4

) 4 14 ) 13

7 7 35 8 30

9 8 64 10 36

10 8 66 - -

O ntmero de passos, n,, estd intimamente ligado com o nimero de ciclos de maquina
(clock) e o atraso da saida da computagao mediante a uma entrada. Dessa forma, o parametro
np indica se o algoritmo é rapido ou lento. Algoritmos rapidos devem ter um np baixo em
relacdo aos demais algoritmos. A influéncia de np, bem como a influéncia da representacao
numérica, sao fatores importantes sobre projetos praticos de transformadas e sao abordadas

no préximo capitulo.



CAPITULO 6

PROJETO DE
TRANSFORMADAS
OTIMIZADAS

A teoria da complexidade aritmética sobre transformadas apresentada nos capitulos ante-
riores foi elaborada para ser aplicada no projeto de transformadas lineares, filtros e qualquer
tipo de processamento aritmético de sinais digitais. Como consequéncia desse processamento,
os sinais sao discretizados e digitalizados. O processo de digitalizacao representa o valor de
um sinal real por um valor aproximado que pode ser representado por uma sequéncia de bits.
A Figura 6.1 mostra um exemplo de um sinal analdgico sendo discretizado.

A codificagao de cada valor discretizado em uma determinada sequéncia de bits é chamada
de representagdo numeérica. Existem vérias representagoes numéricas utilizadas na engenharia.
Elas se dividem em dois tipos principais: o ponto fixo e o ponto flutuante. A seguir sao

discutidas as representacoes compativeis com a teoria apresentada nesta tese.

6.1 Escolha da Representacao Numeérica

A escolha da representacao numeérica é importante, uma vez que a mesma pode simplificar
ou dificultar a implementacao de blocos aritméticos. Para este caso especifico, algumas ca-
racteristicas sdo essenciais na representacdo numérica. A primeira caracteristica importante
é que a representacdo numérica deve facilitar as operagoes aritméticas, sendo a adi¢do mais

simples que a multiplicagdo. Uma outra caracteristica desejavel é que multiplicagdes triviais
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h x(0)

0.9 1.0
t (ms)

Figura 6.1: Um ezxemplo de digitalizacdo: o sinal analdgico estd em azul e o sinal discretizado em

verde.

sejam mais simples de ser implementadas que outras multiplicacdes usuais.

Neste ponto, recorre-se a definicao formal de multiplicacao trivial. Uma vez que ntimeros
irracionais nao podem ser representados em méquinas digitais, as multiplicacGes passam a
nao existir e tem-se apenas multiplicagoes triviais. Entretanto, nimeros irracionais necessi-
tam de uma grande quantidade de bits para serem representados, enquanto pequenos inteiros
e nimeros que sao poténcia de dois sao representados por poucos bits na maioria das re-
presentacoes digitais. Como na teoria, a maioria das multiplicacoes triviais envolve inteiros
pequenos e poténcias de dois; para esses deve haver uma forma mais simples de implementar
uma multiplicacao utilizando vantagens da representagao numérica.

Por essas e outras razdes que sao mostradas a seguir, foi escolhida a representagdo de
ponto fixo sinal modulo (PFSM) de 32 bits para a implementacao das transformadas. Dentre
as principais vantagens dessa representagao, pode-se citar a facilidade de implementar alguns
tipos de multiplicagdes triviais sem a necessidade de blocos somadores ou multiplicadores,
além da possibilidade de construir uma arquitetura que compute uma transformada por pulso

do sinal de sincronismo (clock).

6.1.1 Representacao ponto fixo sinal médulo de 32 bits

Essa representacao é feita por 32 bits, sendo o primeiro bit uma informagao sobre o sinal,

e os 31 bits restantes informam sobre o mdédulo do niimero representado. Um ntimero, A, é
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representado por uma sequéncia de bits, (as,a14,a13...,a_16), de tal forma que

14
A=(-1)% > a2, (6.1)

1=—16

0 que pode ser representado por

FP32
A= (as,a14,a13...,a,16). (62)

E facil notar que diferentes nimeros recebem representacoes diferentes, por exemplo, o
nimero 1 é representado pela sequéncia que o ag = 1 e todos os outros bits sao zeros. Isso é

representado como anteriormente (excluindo as virgulas) por

1 "2%% (00000000000000010000000000000000).

Essa é a sequéncia de bits exata que representa o ntmero 1 na representagdo PFSM. O ntimero

(—1) é representado por
FP32
—1 =" (10000000000000010000000000000000),

que diferiu apenas no primeiro bit da representacao do 1. De fato, nessa representacao,
multiplicar por (—1) significa inverter o primeiro bit. Para facilitar a notagdo nesta tese,
utiliza-se a notacao em hexadecimal, na qual cada 4 bits é representado por um simbolo em

hexadecimal; assim, pode-se simplificar as notagoes anteriores por

1 7582 (00010000) 5

—1 "5 (80010000) 5.

6.1.2 Multiplicagoes triviais na representacao ponto fixo sinal médulo

A facilidade da implementagdo da multiplicacdo por (—1) para a representacio PFSM
ja foi observada, entretanto, outros tipos de multiplicacoes podem ser implementadas sem a
necessidade de um multiplicador (O bloco multiplicador é apresentado mais adiante). Essas
sdo as multiplicacoes consideradas triviais na pratica. Considere um niamero A que deve ser

multiplicado por outro nimero, 7', da forma

T = +2™,
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sendo P o produto desta multiplica¢ao. Utilizando (6.1), o produto é
14 14
P=TA=22"(-1)% Y a2’ ==£(-1)% > a2
i=—16 i=—16

Fazendo a mudanca de variavel n = i + m, tem-se

144+m

P=+(-1)" > ap-m2"

n=—164+m
Supondo que |P| < 2% (isto &, ndo ocorre overflow), ou desprezando os coeficientes das

2—16

exponenciais menores que , pode-se escrever

14
P=x£(-1)% Y ap_m2" (6.3)

n=—16
Isso significa que a implementacao desse tipo de multiplicacdao pode ser feita sem um bloco de

multiplicacao, simplesmente, fazendo um deslocamento nos bits da representacdo do nimero

A.

Exemplo 6.1

Implementar a multiplicacdo de um ntimero x que esta na representagdo PFSM pela constante
(—272) = —1/4. Sendo a representacdo de x dada por

FP32
x = (Ts, T4, 13, T12, T11, - - -, T—14, 15, T—16),

entao, através de (6.3), o resultado da multiplicagao é representado por

FP32 ,_
_:L‘/4 - (1'5,0,0,1’14,35‘13,...,113_12,$_13,ZE_14),

em que Ts é o inverso binario de x5, o que pode ser implementado com um registrador de
deslocamento e um inversor, ou simplesmente por uma reorganiza¢ao no barramento de saida,
como mostra a Figura 6.2. A reorganizagdo do barramento é a forma mais indicada para a

implementacao de multiplicagoes triviais e é utilizada no decorrer desta tese. °

A implementacao de pequenos inteiros também pode ser feita utilizando-se multiplicacoes
triviais e adi¢oes, por exemplo, pode-se multiplicar A por 5 com uma Unica adicao, desde que
5=22+41, entdo, 5A = [(22A4) + A]. A multiplicacio 224 ¢é trivial e o produto é obtido com
apenas uma adi¢ao. Neste ponto, pode-se definir como pequeno inteiro (pode ser um racional)
um numero, &, no qual a implementacao de aA utilizando somadores tem baixa complexidade
de implementacao em relacao a implementacdo com o multiplicador. Dessa forma, a teoria

da complexidade aritmética se adapta perfeitamente ao projeto das transformadas.
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| xs e ps >

x14 > p14 >
i3 T oS
| x12 p12 >

x11 p11 >
: p10 >

| x-13 P9 >

[ x-15 - p-15 >
p-16 >

%
—
i

Figura 6.2: Implementagio de uma multiplicacdo trivial por (—272) para um nimero na representacdo
PFSM de 32 bits.

6.2 Arquitetura, somadores e multiplicadores

O objetivo deste capitulo é a implementacao em linguagem de descricao de hardware das
transformadas discretas de Fourier otimizadas para diversos comprimentos. A definicdo da
arquitetura é um ponto fundamental do processo e normalmente depende da aplicacao. E na
arquitetura que se define o tempo de processamento, o numero de entradas, se o sistema é sin-
crono ou assincrono, as entradas e saidas do dispositivo digital e muitas outras caracteristicas
do projeto.

Uma, possivel escolha para a arquitetura ¢ um sistema que compute uma transformada
por pulso de clock. Para isso, o processador deve transferir os resultados de cada computacao
para o bloco seguinte, de forma que a saida do sistema forneca os resultados esperados apos
algum atraso, que esté relacionado diretamente com o nimero de passos da transformada a
ser implementada.

As entradas do sistema digital sao: o vetor v, cuja DFT se deseja computar; um sinal
binario, clr, para limpar os dados dos registradores quando necessario; o sinal binario, enable,
para habilitar a computagao (pois do contrario o sistema ficaria sempre computando e consu-
mindo energia); e o sinal do sincronismo (clock), clk, o que significa que as implementagoes
sao sincronas.

As saidas do sistema sao: o vetor V', que é a transformada discreta de Fourier do vetor de

entrada, v, e uma saida binaria, ovrf, para sinalizacdo de sobrecarga, isto é, quando ocorrer
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um resultado que nao pode ser representado em PFSM 32 bits. O diagrama da arquitetura do

sistema que implementa uma transformada discreta de Fourier otimizada, dado que a matriz

de transformacao foi otimizada em W = CBA, é mostrada na Figura 6.3.

-~ A B . C
Sntble 1 i M
clr

z' — e 7 e+

operagao ou

ovr

Figura 6.3: Arquitetura para a implementacao da transformada discreta de Fourier otimizada.

Os blocos A e C' sao blocos de somadores, enquanto o bloco B é um bloco de multiplica-

dores. Pode ser observado que cada bloco deve conter uma saida de sinalizacao de sobrecarga,

ovrf. As Figuras 6.4 e 6.5 mostram uma representagao, em nivel de transferéncia de registra-

dores (RTL, do inglés Register Transfer Level) [25], para o somador e para o multiplicador,

respectivamente.

clk
clr
carry
enable
outS[31..0]
inA[31..0]
inB[31..0]

Figura 6.4: Representacio do somador em RTL, com todas as entradas e saidas.

Alguns resultados podem ser observados a partir da sintetiza¢do do somador e do multi-

plicador, neste caso especifico, utilizando linguagem Verilog, sintetizado no Quartus II 64-bits

Version Build 153 11/29/2010 SJ Web Edition para dispositivos da familia Cyclone IV GX.

LQuartus IT & uma ferramenta de sintese disponibilizada pela Altera Corporation, a qual sintetiza programas, escritos

em algumas linguagens de descricao de hardware, para funcionar em dispositivos FPGAs e SoCs vendidos pela mesma.

Para mais informagoes, pode-se consultar www.altera.com.
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— clk
— cli
car —
—— enable p/
outS[31..0] |——
— inA[31..0]
— inB[31..0]

Figura 6.5: Representacao do multiplicador em RTL, com todas as entradas e saidas.

A sintetizacdo do somador resultou em: 192 func¢des combinacionais; 33 registradores
logicos dedicados; frequéncia maxima de 1416,43 M H z, restringido a frequéncia maxima do
dispositivo de 250 M H z.

A sintetizagao do multiplicador resultou em: 1313 fungdes combinacionais; 47 registradores
logicos dedicados; frequéncia maxima nao informada.

Pode ser observado que, na pratica, a complexidade de funcoes combinacionais do multi-
plicador é bem superior & do somador. Entretanto, isso depende fortemente da implementacao
de cada dispositivo. Neste caso, ambos os blocos foram implementados utilizando-se a repre-
sentacao PFSM. Essa complexidade varia bastante se o dispositivo é projetado para trabalhar
com representacao em ponto flutuante.

A seguir, s@o apresentadas implementacoes da transformada discreta de Fourier otimi-
zada (em relagao a complexidade multiplicativa) para comprimentos especificos, os quais sao

apresentados pela primeira vez na literatura.

6.3 Transformada Discreta de Fourier Otimizada de Compri-

mento 5

A transformada rapida de Fourier Otimizada (OFFT) de comprimento 5 foi obtida nos
capitulos anteriores e sua implementacao, ap0s a fatoracdo em matrizes bielementares de A e

C, resultou no seguinte procedimento para computar V = Wwv: primeiro se computa o vetor
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D através de

1000 0 0 o0o][oo o o 1

0100 0 0 o0f|l10 0 o0oofl[lo1o o0 1][uw]

0010 00 o0f|loo 1 0o o0|lo10 o0 -1]||u
D=|0o00p8 0 0 o0of|lo1 o0 o oflloo1 1 0wl

0000 B 0 0|00 o0 —10|]001 -1 0]|]uv

0000 0 B 0|[10-100[[1000 0w

(0000 0 0 Bl0o1 0 1 0

em que as constantes (3; sdo calculadas no Exemplo 4.4 e sdo dadas por
B1 = —jlsen(2m/5) — sen(47/5)],
P2 = —jlsen(27/5) + sen(4w/5)],

B3 = cos(27/5)

B4 = —jsen(4n/5),

e o vetor D é

D,
Dy
D3

- - 110 0
100 S
100 0 Dy
010 1 0 0 001
010 0 D,
RV)=10 0 1 0 -3 0 100 :
001 1 Ds
001 0 0 -2 010
001 -1 Dg
010 .
- - 001 0




e a parte imaginaria é computada através de

0
1
S(V)=1 0
0

-1

0

1 01
011
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Pode ser observado que a computacao da FFT envolve 5 passos de computagao, consi-

derando cada matriz que contenha alguma computacao como um passo. Também pode ser

observado que a computacao das partes real e imaginaria pode ser feita ao mesmo tempo.

Tém-se no total 4 multiplicacoes e 14 adigoes.

A implementacdo da OFFT de comprimento 5 pode ser visualizada em RTL na Figura

6.6, a sintetizacao resultou em: 4502 fungdes combinacionais; 1044 registradores logicos dedi-

cados; frequéncia maxima de 85,60 M Hz. Os arquivos em Verilog desta implementacao estao

disponiveis no Apéndice B.

Figura 6.6: Diagrama em RTL da implementa¢io da OFFT de comprimento 5.
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6.4 Transformada Discreta de Fourier Otimizada de Compri-

mento 7

A OFFT de comprimento 7 é obtida utilizando-se as teorias apresentadas nos Capitulos 4

e 5. As matrizes A, B e C, obtidas para a implementacgdo do algoritmo por W = CBA, sao

dadas por )
—() 1 -1 0 O 1 -1
00 -1 -1 1 1 0
01 0 1 -1 0 -1
01 1 -1 1 -1 -1
R i e I
a=loo y <o 4 oo )
0% -3 -3 -8 L 3
10 0 0 0O 0 O
0 1 o 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0
0 0 O 1 10 0
_ﬂl 0o 0 0 0 0 0 O0O0°0O0 0_
0O B 0 0O O O O OOO0OO
0 0 B3 0 0 0O O O OO0 O
0 0 0 B+ O O O OOO0OO
0 0 0 0 B O 0O O0O0O0O0
B=]10 0 0 0 0 B 0 0000
0o 0 0 0 0O O Bz 0O O0O0O0
o 0 0 0 0 0 0 1 0oO0O0
o 0 0 0 0 0 0 0100
o 0 0 0 0 0 0 O0O0T1O0
o 0 0 0 0 0 0 O0O0O0T1
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e

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1]

1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 -3

-11 0 1 0 -2 2 1 0 —5 0
¢=10 1 1 -1 -1 1 =31 - 0 0 [,

o -1 -1 1 -1 1 =31 -3 0 0

1 -1 0 -1 0 -2 2 1 0 —-% 0

-1 0 -1 -1 1 1 1 1 0 0 -3 |

em que todas as constantes (§; sao pré-calculadas e dadas por
1
b1 = —jg[sen(27r/7) — 2sen(4n/7) — sen(67/7)],

By = — jé[Qsen(Qw/?) _ sen(4r/7) + sen(67/7)],

By = — j%[sen(%r/?) + sen(4r/7) + 2sen(67/7)),

By = — j%[sen(%r/?) + sen(4r/7) — sen(6 /7)),
85 = cos(2r/T) — %cos(47r/7),

Be = cos(2m/7) + %cos(47r/7)

Br = cos(4m /7).

Pode-se verificar que a maioria das multiplicagOes triviais da teoria sao triviais também
na pratica. Entretanto, multiplica¢des por —3 e por —5/8 podem nao ser triviais na préatica.
De fato, essas multiplicagdoes podem ser implementadas com uma adicao, e podem ser feitas
por um circuito combinacional dedicado, mais simples que o bloco somador, porém, um pouco
mais complexo que o circuito que implementa a multiplicacao por £2™ apresentado na Secao
6.1.2.

Apos a fatoracdo de A e C' em matrizes bielementares, chega-se & conclusao que a complexi-
dade aritmética do algoritmo é de 7 multiplicacoes e 35 adicoes. A seguir sdo apresentados

os algoritmos obtidos para comprimento 9 e 10 na forma C BA.
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6.5 Transformada Discreta de Fourier Otimizada de Compri-

mento 9

As matrizes A, B e C, obtidas para a implementacdo da OFFT de comprimento 9 por
W = CBA, sao dadas por

02 1 0 -1 1 0 -1 -2
o0 -1 0 -1 1 0 1 0
0 2 -1 0 -1 -1 0 -1 2
o0 1 0 -1 -1 0 1 0
o -1 4+ o 2 -3 o0 -1 1

A=]l0 -3 B o -3 -3 o L& -3/,
0 2 -2 0 2 -2 0 2 -2
o0 0 2 0 0 -2 0 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 0 0 -1 0 0 -1 0 O
2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1
(5, 0 0 0 0 0 0 0 00 0]
0 B 0 0 0 0 0 0 0 0 O
00 B 0 0 0 0 0 000
00 0 B 0 0 0 0 000
00 0 0 B 0 0 0 000

B=|0 0 0 0 0 B 0 0 00 0
00 0 0 0 0 B 0 00 0
00 0 0 0 0 0 B 000
0o 0 0 0O 00O 0 0 300
0o 0 0 0 0 0 0 0 020
o 0 00 00O O 00032
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e

[0 0 0 0 0 0 0 0 10 0]
1 1 1 1 1 1 0 1 010
0 2 0 -2 -2 -2 0 -1010
o 0 0 0 0 0 1 0 001

C=(-11 -1 1 -3 -2 0 1 010/,

1 -1 -1 1 3 —3 0 —-1010
o 0 0 0 0 0 -1 0 001
0o -2 0 -2 2 -2 0 1 010

| -1 -1 1 1 -1 1 0 -1201 0]

em que todas as constantes (§; sdo pré-calculadas e dadas por
1 1
p1 = —j§[sen(27r/9) + §sen(47r/9)],
1 5
Po = —ji[sen(QTr/9) - Zsen(47r/9)],
1 3
Bs = 5[008(277/9) + 5(:05(4%/9)],
1 1
Ba = §[cos(2w/9) - Zcos(47r/9)],
1
Bs = —j§Sen(47T/9)a

Be = %COS(47T/9)

Br = Ps = —j%sen(ﬁw/Q).

Apos a fatoragdo de A e C' em matrizes bielementares, chega-se a conclusao que a com-

plexidade aritmética do algoritmo é de 8 multiplicacdes e 64 adigoes.
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6.6 Transformada Discreta de Fourier Otimizada de Compri-

mento 10

As matrizes A, B e C, obtidas para a implementacdo da OFFT de comprimento 9 por
W = CBA, sao dadas por

(000 0 0 1 0 -1 0 0 0]
o1 0 0 0 0 0 0 0 -1
o0 1 0 0 0 0 0 -1 0
o0 0 -1 0 0 0 1 0 0
o -1 0 1 0 0 0 -1 0 1
o0 1 0 -1 0 1 0 -1 0
4q_|0 1t 0o -1 0 0 0 -1 0 1 |
o0 1 0 -1 0 -1 0 1 0
11 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 =% 5 0 -1 0 5 -3 0
1 -4 0 0 -2 1 -2 0o o -1
1 £ 0o o -2 -1 -1 0 o 1
1 0 -4 -2 0 1 0o -1 -1 0
1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1




1 0 0 0 O O O O OO0 O
0 B/ 0 0O 0O O O O O0O0O
0 0 Bz 0 0O O O O O0 OO
0 0 0 B+ O O O O O OO
0 0 0 0 B O O O 0 OO
0 0 0 0 0 B O O O0O0O0
B_ 0o 0 0 0 0 0 Bz 0 0 O0O0
0 0 0 0 0 0 0 B 00O
o 0 0 0 O O O 0 100
o 0 0 0 O O O O 01O
0o o 0 0 O 0O O 0 O0O01
o o 0 0 o 0 o0 0 O0O0O
o 0 0 0 O O O O O0O0O
o 0 0 0 O O 0O 0 O0O0O
. _ L
o 0 o0 o0 O O O 0 100
1 1 0 0 1 1 1 1 010
0 0 1 1 -1 1 1 -1 0 01
o 0 -1 1 -1 -1 -1 -1 0 0O
o= -1 1 0 0o 1 -1 -1 1 00O
o 0 o0 o0 O O O o0 O0O0O
1 -1 0 0 -1 1 -1 1 000
o o 1 -1 1 1 -1 -1 0200
o 0 -1 -1 1 -1 1 —-1001
| -1 -1 0 0 -1 -1 1 1 010

em que todas as constantes (; sdo pré-calculadas e dadas por
B1 = P2 = —j[sen(27/10) + sen(47/10)],

B3 = Ba = —j[sen(27/10) — sen(47/10)],

55 — 66 — —jsen(47r/10),

B7 = Ps = cos(27/10).

= o O O O o o o o o o o

o O

- o O o = O o o

o O

_ O O O O o o o o o o o o

)

o o o O

o o o = O

_ O O O O O o o o o o o o o

= o O O O O

o o o O
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Apos a fatoragdo de A e C' em matrizes bielementares, chega-se & conclusdo que a com-

plexidade aritmética do algoritmo é de 8 multiplicacdes e 66 adicoes.



CAPITULO 7

CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

Este capitulo sumariza as principais contribuicoes e resultados obtidos e comenta sobre
possiveis trabalhos futuros.

O Capitulo 1 apresenta os principais resultados da teoria da complexidade aritmética e
os principios que motivaram o estudo descrito nesta tese. Nos capitulos seguintes estao as
contribuigoes originais e trabalhos realizados no doutorado. Pode-se dizer, de forma resumida,
que a tese apresenta uma proposta de teoria da complexidade aritmética e utiliza essa teo-
ria para derivar algoritmos otimizados, em termos da complexidade multiplicativa e aditiva,
priorizando a complexidade multiplicativa.

Além disso, a teoria apresentada se aplica a qualquer algoritmo que computa uma transfor-
mada linear (em alguns casos, componentes ou uma unica componente da transformada), bem
como a algoritmos de convolucao linear e ciclica. Também foi apresentada uma metodologia
para minimizar o numero de adigdes de transformadas racionais.

Essa teoria foi utilizada para a computacao da transformada discreta de Fourier, a qual re-
sultou em um novo algoritmo chamado de transformada rapida de Fourier otimizada (OFFT),
o qual implementa a DFT com o ntmero minimo de multiplicacoes possivel. Essas transforma-
das foram implementadas em linguagem de descricao de hardware e apresentadas no capitulo

6. As transformadas apresentadas nesse capitulo sdo inéditas na literatura.
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7.1 Contribuicoes da Pesquisa

As primeiras contribui¢oes originais da pesquisa relatada nesta tese foram as publicacoes
do algoritmo JCO [23], dos autores G. Jeronimo da Silva Jr., R. M. Campello de Souza e H.
M. de Oliveira, e a aplicacdo do mesmo na detec¢ao de sinais DTMF [24]. O algoritmo JCO
é utilizado para a computagdo de uma tinica componente da DF'T e pode ser usado no lugar
do algoritmo de Goertzel[16].

As contribuic¢oes seguintes surgiram na tentativa de se obter um algoritmo 6timo para a
DFT, que atingisse a complexidade minima. As bases ciclotomicas foram descobertas nessa
tentativa. Uma FFT baseada na decomposicao do nicleo da DFT em bases ciclotomicas foi
apresentada em 2010 |22|, mas esse algoritmo encontrava a minima complexidade apenas para
N = 3,4, 6, 8,12 e 24. Entretanto, o resultado ja era bastante expressivo; a FF'T 6tima para
N = 3 ja superava a FFT de Winograd, que nessa época era a FFT mais eficiente’.

As contribuigoes finais foram a FFT otimizada [15], a qual esta apresentada no Capitulo
4, e a teoria da complexidade aditiva para transformadas [18], apresentada no Capitulo 5. O
Capitulo 6 apresenta implementagoes praticas de algumas transformadas otimizadas, imple-
mentadas na linguagem de descricao de hardware Verilog. Os arquivos das implementagoes

em Verilog estdo disponibilizados no Apéndice B.

7.2 Trabalhos Futuros

Algumas questoes referentes a esta tese permanecem em aberto. Existem alguns temas
importantes que podem ser aprofundados. Uma primeira questao é determinar se existe ou
nao um meio que possibilite encontrar as bases numeéricas para qualquer transformada, dada
a matriz de transformacao. No caso especifico da transformada discreta de Fourier, as bases
ciclotomicas sao a base numérica da transformada. No caso da transformada de Hartley,
também é simples derivar as bases numeéricas através das bases ciclotdémicas, entretanto, o
que se pode dizer sobre as bases numeéricas das transformadas do cosseno e outras?

Uma segunda questao diz respeito ao processo de decompor um conjunto qualquer de
matrizes no menor numero de matrizes postunitarias. Um método foi apresentado mas esse
ainda exige uma busca, e mostra-se que o algoritmo para obter a melhor transformada é

NP. Existe um método direto para se obter a decomposicao de um conjunto de matrizes em

LE surpreendente observar como a DFT otimizada com comprimento N = 3 56 foi obtida em 2010 [22], mesmo sendo

prevista por Heideman desde 1988|8].
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matrizes postunitarias?

Um outro problema é encontrar uma prova ou refutacao de que a Proposi¢ao 5.1, apre-
sentada no Capitulo 5, encontra o melhor algoritmo em termos da complexidade aditiva.
Aparentemente, esta proposi¢ao sempre leva ao melhor resultado, pelo menos quando com-
parado com alguns métodos heuristicos, entretanto a prova disso parece estar além do escopo
desta tese.

Uma outra proposta interessante é definir um novo parametro chamado de complexidade
aritmética, o qual seria uma combinacao linear ponderada da complexidade aritmética multi-
plicativa e aditiva. Alguns autores utilizam o parametro operagoes com ponto flutuante (flops),
que é simplesmente a soma direta do nimero de adi¢oes e multiplicagoes |26, 27|. Tambeém é
possivel definir uma ponderacao baseada em alguma outra regra.

Seja como for, a escolha da regra de ponderagao para esse parametro de complexidade arit-
mética pode beneficiar interesses especificos e gerar comparagdes questiondveis. Por exemplo,
suponha duas implementagoes distintas de um algoritmo A, I; e I5. A implementagao Iy
utiliza 3 multiplicacoes e 5 adi¢oes, enquanto a implementacao I utiliza 4 multiplicacoes e 3

adigdes. Se o parametro complexidade aritmética, CA, é dado por
CA = (ntumero de adi¢oes) + (nimero de multiplicacoes),

entao o algoritmo I» tem uma complexidade menor que o algoritmo /;. Porém, se a ponderacgao

do parametro CA muda, o resultado pode mudar bastante. Se agora
CA = (numero de adigdes) + 4(nimero de multiplicagoes),

entdo o algoritmo I; passa a ter uma complexidade menor que o algoritmo Is. Ainda que
essa ponderacgao fosse baseada na implementacao em hardware do somador e do multiplicador,
poderia-se for¢ar uma implementagao de forma a favorecer um determinado algoritmo, o que
também resulta em questionamentos.

Uma possivel ideia para contornar esse desafio é propor uma regra de ponderacao baseada
no estado da arte da implementacao de somadores e multiplicadores. Por exemplo, ponde-
rar a complexidade baseado no consumo de energia realizada pelo somador e multiplicador,
quando os mesmos realizam suas respectivas operacgoes. Essa definicao seria um novo tema
de estudo e pode ser utilizada para comparar algoritmos com ntmeros de multiplicagoes e
adicoes diferentes.

Essas sao as questoes principais que ainda nao estao resolvidas nesta tese, e podem ser-
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vir como tema de estudos para outros pesquisadores interessados na area de otimizacao de

algoritmos para processamento digital de sinais.
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APENDICE A

PROCESSO DE
ORTOGONALIZACAO DE
GRAM-SCHMIDT

O processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt é apresentado nas principais litera-
turas sobre algebra linear'. Este processo obtém um conjunto de vetores ortogonais, ;,
1=1,2,..., M, a partir de N vetores quaisquer, v;, i = 1,2,...,N, M < N, em que qual-

quer vetor ¥; pode ser expresso como

M
V; = E cijuj,
J=1

com c;; € C. Este processo pode ser feito desde que o espago vetorial seja munido de um
produto interno.

O produto interno é um funcional bilinear simétrico e positivo sobre o espaco vetorial.
Sejam dois vetores quaisquer, ¥} e U, cujo produto interno é representado por (U7,75). A

propriedade bilinear do produto interno significa que
(V) + U, U3) = (U1, Us) + (U, U3)

(U, Ua + U3) = (¥, V2) + (¥, U3),

<(Z771, 172> =a <’L71, 172>

(B, at2) = a (1, ) |

! Para informagdes mais detalhadas, sugere-se as referéncias [20] e [21].
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em que a pertence ao corpo dos complexos. A propriedade da simetria ou comutatividade

significa que

A propriedade da positividade significa que (¥,7) é real e maior que zero, se ¥ # 0, em
que 0 é o vetor nulo. Se ¥ = 0, entao (¥, 7) = 0.
Dois vetores, U7 e ¥Us, diferentes do vetor nulo, sdo ditos ortogonais se (U1,72) = 0. A

seguir é apresentado o processo de Gram-Schmidst.

A.1 Algoritmo de Ortogonalizacao

Dado o conjunto de vetores ndo nulos 7;, ¢ = 1,..., N, toma-se o primeiro vetor como 1,

isto é, W1 = ¥, e computa-se, para o proximo vetor v, (dado que existem, até o momento, m

vetores ortogonais ;),
m 5 o
Upy U
ﬁm—H =, — E Mﬁz (A'l)

ui7u1>

Se tm+1 # 0, entdo adiciona-se i,,4+1 para o conjunto de vetores ortogonais, incrementa-se o

=

valor de m e repete-se o processo para o resto dos vetores v,.

Pode-se mostrar que o conjunto u; é ortogonal por inducdo. Supondo que o conjunto
é ortogonal até os m primeiros vetores. Entdo a Equacdo (A.1) é valida para algum vetor
7, # 0. Calculando-se o produto interno de @p41 por outro vetor Uj, j < m, tem-se

m — —
(i, ) = Gy = 3 i) gy
= (s, @)
(1, Us) = (U, U
o que significa que o vetor 41 € ortogonal a todos os vetores u;, j < m, do conjunto.
Portanto, pode-se concluir, por indugdo, que o conjunto de vetores u;, i = 1,..., M, é um
conjunto ortogonal.

Se o espaco vetorial for o IR™, um possivel produto escalar é a soma dos produtos termo a
termo das componentes dos vetores. Se esse € o caso, e se os elementos dos vetores pertencem
ao corpo dos racionais, entdao, o conjunto de vetores ortogonais obtidos a partir do processo
de ortogonalizacao de Gram-Schmidt contém elementos racionais.

Existe ainda o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, que consiste em dividir os

vetores obtidos no processo de ortogonalizagao, @;, i = 1,..., M, por \/{i;, @;). O processo



123

de ortonormalizacao nao é interessante para aplicacoes em algoritmos rapidos, uma vez que

1 .
(U;,U;)” 2 nem sempre pertence ao corpo dos racionais.



APENDICE B

ARQUIVOS EM VERILOG
PARA A IMPLEMENTACAO DA
OFFT DE COMPRIMENTO 5

// UFPE

// Arquivo: fp32adder.v

// Modulo: fp32adder

// Descricao do Modulo: Somador

// Biblioteca: Ponto Fizo sinal modulo 32 bits
// Autor: Gilson Jr

module fp32adder

(
input [31:0] inA,
input [31:0] inB,
input clk ,
input clr ,
input enable,
output reg [31:0] outS,
output reg carry

always @ (posedge clk) begin

if (clr = 0) begin
carry <= 0;
outS <= 0;
end

else begin
if (enable == 1) begin
if (inA[30:0]>=inB[30:0]) begin

if (inA[31]~inB[31]==1) begin
outS[31]<=inA[31];
outS[30:0]<= inA[30:0] —inB[30:0];
carry <=0;

end

else begin
outS[31]<=inA[31];
{carry ,outS[30:0]} <= inA[30:0]4+inB[30:0];
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end
end
else begin
if (inA[31]~inB[31]==1) begin
outS[31]<=inB|[31];
outS[30:0] <= inB[30:0] —inA[30:0];
carry <=0;
end
else begin
outS[31]<=inB[31];
{carry ,outS[30:0]} <= inA[30:0]4+inB[30:0];
end

end
end
end
end

endmodule

// UFPE

// Arquivo: fp382multiplier.v

// Modulo: fp32multiplier

// Descricao do Modulo: Multiplicador

// Biblioteca: Ponto Fizo sinal modulo 32 bits
// Autor: Gilson Jr

module fp32multiplier

(
input [31:0] inA,
input [31:0] inB,
input clk,
input clr ,
input enable ,
output reg [31:0] outS,
output wire carry
)i
reg [15:0] underflowl6;
reg [14:0] overflowl5;
always @ (posedge clk) begin // Variaveis de estado 1
if (clr = 0) begin
outS <= 0;
overflowl5 <= 0;
end
else begin
if (enable == 1) begin
{overflowl5 ,0utS[30:0],underflowl6} <= inA[30:0] * inB[30:0];
outS[31]<= inA[31]~inB[31];
end
end
end
assign carry = |overflowl5;
endmodule
// UFPE

// Arquivo: fp32buffer.v

// Modulo: fp32buffer

// Descricao do Modulo: Buffer (guarda um wvalor para o prozimo estado)
// Biblioteca: Ponto Fizo sinal modulo 32 bits

// Autor: Gilson Jr



module fp32buffer

input [31:0] in,
input clk,

input clr,

input enable,

output reg [31:0] out

always @ (posedge clk) begin // Variaveis de estado
if (clr = 0) begin
out <= 0;
end
else begin
if (enable == 1) begin
out <= in;
end
end
end

endmodule

// UFPE

J// Arquivo: fp32fft5.v

// Modulo: fp32ffts

// Descricao do Modulo: Implementacao da OFFT de 5 pontos
// Biblioteca: Ponto Fizo sinal modulo 32 bits

// Autor: Gilson Jr

‘include "fp32adder.v"
‘include "fp32multiplier.v"
‘include "fp32buffer.v"

module fp32fft5
(
input [31:0] vO0,vl,v2,v3,v4,
input clk ,
input clr ,
input enable ,
output wire [31:0] Vr0,Vrl,Vr2, 6 Vil, Vi2,

output reg ovrf

wire s1OVRout;

wire s20VRout;

wire s30VRout;

wire s40OVRout;

wire s50VRout;

wire [31:0] el1[0:4];
wire [31:0] e2[0:6];
wire [31:0] e3[0:6];
wire [31:0] e4[0:7];
wire [17:0] carryarray ;
wire vd4signal;

wire v3signal;

wire eldsignal;

wire el3signal;

wire e35signal;

wire e32signal;

wire e3lsignal;

reg [3:0] enablearray;
reg [3:0] ovrfarray;
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always @ (posedge clk) begin //controle de estagios

if (clr = 0) begin // clear
enablearray <= 0;
ovrfarray <= 0;

end

else begin
enablearray <= (enablearray << 1)|enable;
{ovrf,ovrfarray} <= ({1’b0,ovrfarray} << 1)]|
{s50VRout ,s40VRout,s30VRout,s20VRout ,s1OVRout };

end

end

// Estagio 1

fp32buffer B1

.in(vO0),
.clk(clk),
.elr(clr),
.enable(enable),
.out(el[0])

fp32adder Al

.inA(vl),
.inB(v4),
.clk(clk),
.celr(clr),
.enable(enable),
.outS(el[1]),

.carry (carryarray [0])

assign vdsignal = “v4[31];
fp32adder A2

.inA(vl),

.inB({v4signal ,v4[30:0]}),
.clk(clk),

.elr(clr),
.enable(enable),
.outS(el[2]),

.carry (carryarray|[1])

fp32adder A3

.inA(v2),

.inB(v3),

.clk(clk),

.celr(clr),
.enable(enable),
.outS(el[3]),

.carry (carryarray[2])

assign v3signal = “v3[31];

fp32adder A4
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.inA(v2),

.inB({v3signal ,v3[30:0]}),
.clk(clk),

.clr(clr),
.enable(enable),
.outS(el[4]),

.carry (carryarray [3])

)
// Estagio 2
fp32buffer B2

.in(el[0]),
.clk(clk),
.clr(clr),
.enable(enablearray [0]) ,
.out(e2]0])

fp32buffer B3

.in(el[1]),
.clk(clk),
.celr(clr),
.enable(enablearray [0]) ,
.out(e2[1])

fp32buffer B4

.in(el[3]),
.clk(clk),
.clr(clr),
.enable(enablearray [0]) ,
.out(e2[2])

fp32buffer B5

.in(el[2]),
.clk(clk),
.clr(clr),
.enable(enablearray [0]) ,
.out(e2[3])

assign eldsignal = el [4][31];
fp32buffer B6
.in({el4signal ,el[4]][30:0]}),
.clk(clk),

.celr(clr),

.enable(enablearray [0]) ,
.out(e2[4])

assign el3signal = “el[3][31];

fp32adder A5
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.inA (el [1]),

.inB({el3signal ,el[3][30:0]}),
.clk(clk),

.clr(clr),

.enable(enablearray [0]) ,
.outS(e2[5]),

.carry (carryarray [4])

fp32adder A6

.inA (el [2]),

.inB (el [4]) ,

.clk(clk),

.clr(clr),
.enable(enablearray [0]) ,
.outS(e2[6]),

.carry (carryarray [5])

)s
// Estagio 3
fp32buffer B7

.in(e2[0]),

.clk(clk),

.clr(clr),
.enable(enablearray[1]),
.out(e3]0])

fp32buffer B8

.in(e2[1]),

.clk(clk),

.celr(clr),
.enable(enablearray[1]),
.out(e3[1])

fp32buffer B9

.in(e2[2]),
.clk(clk),
.clr(clr),
.enable(enablearray [1]) ,
.out(e3[2])

fp32multiplier Ml

.inA (e2[3]),
.inB(327h80005cff) ,
.clk(clk),

.clr(clr),
.enable(enablearray[1]),
.outS(e3[3]),

.carry (carryarray [6])

fp32multiplier M2



)s

.inA (e2[4]),

.inB (32 h800189f2)
.clk(clk),
.clr(clr),

.enable(enablearray[1]),

.outS(e3[4]),
.carry (carryarray [7])

fp32multiplier M3

.inA(e2[5]),

.inB (32°h00004flc),
.clk(clk),
.clr(clr),

.enable(enablearray[1]),

.outS(e3[5]),
.carry (carryarray [8])

fp32multiplier M4

.inA(e2[6]) ,
.inB(327h80009679) ,
.clk(clk),
.clr(clr),

.enable(enablearray[1]),

.outS(e3[6]),
.carry (carryarray [9])

// Estagio 4

//parte real

fp32buffer B10

.in(e3[0]),
.clk(clk),
.clr(clr),

.enable(enablearray[2]) ,

.out(e4[0])

fp32adder A7

.inA(e3[0]),
.inB(e3[5]),
.clk(clk),
.clr(clr),

.enable(enablearray [2]) ,

.outS(ed[1]),
.carry (carryarray [10])

assign e35signal = “e3[5][31];

fp32adder A8

inA(e3]0]),

.inB({e35signal ,e3[5][30:0]}),

.clk(clk),
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)

.celr(clr),

.enable(enablearray [2]),

.outS(ed[2]),
.carry (carryarray [11])

fp32adder A9

.inA(e3[1]),
.inB(e3[2]),
.clk(clk),
.celr(clr ),

.enable(enablearray [2]) ,

.outS(ed[3]),
.carry (carryarray [12])

assign e32signal = "e3[2][31];

fp32buffer B1l1

.in({e32signal ,1°b0,e3[2][30:1]}),

.clk(clk),
.celr(clr ),

.enable(enablearray[2]) ,

.out(ed[4])

assign e3lsignal = “e3[1][31];

fp32buffer B12

.in({e31lsignal ,1°b0,e3[1][30:1]}),

.clk(clk),
.celr(clr),

.enable(enablearray [2]) ,

.out(e4[5])

//parte imaginaria

fp32adder A1l0

.inA (e3[3]),
.inB(e3[6]) ,
.clk(clk),
.celr(clr),

.enable(enablearray [2]) ,

.outS(ed[6]),
.carry (carryarray [13])

fp32adder All

.inA(e3[4]),
.inB(e3([6]),
.clk(clk),
.clr(clr),

.enable(enablearray [2]) ,

.outS(ed[7]),
.carry (carryarray [14])
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// Estagio &

fp32adder Al2

.inA (e4 [0]),
.inB (e4 [3]),

.clk(clk),

.clr(clr),
.enable(enablearray[3]),
.outS(Vr0),

.carry (carryarray [15])

fp32adder Al3

.inA(e4[1]),
.inB (e4 [4]) ,

.clk(clk),

.clr(celr),
.enable(enablearray[3]),
.outS(Vrl),

.carry (carryarray [16])

fp32adder Al4

.inA(e4[2]),

.inB(e4 [5]) ,

.clk(clk),

.clr(clr),
.enable(enablearray [3]) ,
.outS(Vr2),

.carry (carryarray [17])

fp32buffer B13

.in(e4[6]),

.clk(clk),

.celr(clr ),

.enable(enablearray [3]) ,

.out (Vil)

fp32buffer B14

.in(e4 [7]),

.clk(clk),

.clr(clr),

.enable(enablearray [3]),

.out (Vi2)

assign s1OVRout = |carryarray [3:0];
assign s20VRout = |carryarray [5:4];
assign s30VRout = |carryarray [9:6];
assign s4OVRout = |carryarray[14:10];
assign s5OVRout = |carryarray[17:15];

endmodule
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