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Nesta tese, sdo introduzidas novas ferramentas matematicas relacionadas a trigonometria
sobre corpos finitos e propostos alguns cenarios de aplicacio para as mesmas. O ponto de
partida para o trabalho desenvolvido € a inédita defini¢io das transformadas trigonométri-
cas sobre corpos finitos (FFTT), o que inclui oito transformadas do co-seno (FFCT) e oito
do seno (FFST). Estabelecidas as suas principais propriedades, propdem-se duas aplicacoes. A
primeira delas é uma marca d’agua digital fragil no dominio da FFCT; na segunda, demonstra-
se 0 uso da propriedade de convolugdo simétrica das FFTT na filtragem de imagens. Em
seguida, investiga-se a auto-estrutura das FFTT. Tal estudo revela alguns aspectos acerca da
capacidade de formatar distribui¢bes de probabilidade sobre os inteiros que essas transfor-
madas possuem e cujo emprego em Criptografia é sugerido. Ainda com base nas referidas
auto-estruturas, propde-se uma técnica para separacdo cega de sequiéncias. Para isso, toma-se
como refe-réncia um cendrio de comunica¢do multiusudrio, em que as informagdes oriun-
das de fontes distintas interferem de forma aditiva e sido posteriormente recuperadas. Por
fim, define-se a fungao co-seno inversa sobre corpos finitos, a qual é empregada numa nova
defini¢io para polindmios de Chebyshev em GF(p). Tal defini¢io possibilita demonstrar a
seguranga de criptossistemas baseados nos polinomios mencionados. Ainda nesse contexto,
introduz-se um algoritmo rapido para multiplicagio de polinémios na forma de Chebyshev.
Ao longo de todo o trabalho, sdo realizadas diversas simulagdes e apresentados resultados que
permitem avaliar as vantagens dos métodos propostos sobre alternativas convencionais. Si-
multaneamente, fornecem-se diretrizes que indicam a possibilidade de desenvolver outros tra-

balhos em que os cendrios de aplicacdo discutidos sejam tratados de forma mais especifica.
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In this thesis, new mathematical tools related to finite field trigonometry are introduced and
some application scenarios proposed. The key-point for the work is the new definition of the
finite field trigonometric transforms (FFTT), which include eight cosine (FFCT) and eight sine
(FEST) transforms. After establishing the properties os these transforms, two applications are
proposed. The first one is a fragile digital watermarking technique in the FFCT domain; in the
second one, the use of the FFTT symmetric convolution is applied to image filtering. In the
sequel, the eigenstructure of the FFTT is studied. Such an investigation reveals some aspects
concerning the capacity of these transforms in formatting probability distributions over the
integer numbers, the use of which, in the field of Criptography, is suggested. Also based on the
referred eigenstructure, a blind sequence separation technique is proposed. In this framework,
a multiuser communication scenario, where the information coming from distinct sources are
recovered after being added by the channel, is used as reference. Finally, the inverse cosine
function over finite fields is defined and used on a new definition of Chebyshev polynomi-
als over GF(p). Such a definition allows to evaluate the security of cryptosystems based on
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CAPITULO I

INTRODUCAO

EM ENGENHARIA, as transformadas definidas sobre corpos finitos tém sido empregadas
em diversas aplicacdes. Areas como Processamento de Sinais e Cédigos Corretores de
Erros sdo beneficiadas pelo uso destas ferramentas, que proporcionam vantagens relacionadas
a precisao e complexidade computacional [1], [2], [3]. Estes aspectos englobam fatores como
0 uso da aritmética de ponto-fixo para a realizacdo de calculos e a consequente precisao
infinita com que os mesmos sao efetuados, uma vez que, diferentemente da aritmética de
ponto-flutuante, arredondamentos nao sdo necessarios [4], [5], [6].

A transformada de corpo finito mais conhecida é a de Fourier (FFFT, finite field Fourier
transform), que foi introduzida por Pollard em 1971 em sua versdo numérica [7]. As chamadas
transformadas numéricas (NTTs, number theoretic transforms) realizam uma espécie de mapea-
mento de um vetor com componentes em GF(p) num vetor transformado cujas componentes
também estao em GF(p), o campo de Galois de ordem p. Esta transformagdo possui pro-
priedades analogas as da transformada discreta de Fourier (DFT, discrete Fourier transform), tais
como linearidade, deslocamento no tempo e convolugio ciclica [8]. Esta dltima possui uma
especial importancia, sendo util para calcular o resultado de uma convolugio linear entre uma
determinada informacdao em tempo discreto e um filtro [2], [9], [10], [11], [12]. Até os dias
atuais, o uso da propriedade da convolugdo ciclica da FFFT associado as técnicas de overlap-
add e de overlap-save tem fundamentado uma grande quantidade de trabalhos relacionados a
filtragem FIR de seqiiéncias e de imagens [13], [3].

A convolucdo ciclica também pode ser utilizada em multiplicacbes numéricas que re-



queiram alta precisio (multiplicagbes com multi-precisdo) [14]. Neste caso, cada niamero
¢ escrito de uma maneira que permite que os mesmos sejam segmentados em blocos inter-
pretados como polinomios. Cada bloco do polinémio produto pode ser obtido a partir de
uma convolucdo linear entre sequéncias cujas componentes sao coeficientes dos respectivos
polindmios fatores [15]. Naturalmente, para blocos de comprimento muito grande, a con-
volugdo no dominio da transformada é mais eficiente que outros algoritmos para o célculo
rapido de convolugdes.

Um artificio semelhante ao utilizado na multiplicacio com multi-precisdo pode ser empre-
gado na multiplicacdo de matrizes [14]. Uma explicacdo sucinta disso estd no fato de que o
problema de multiplicar duas matrizes N x N pode ser reformulado, sendo convertido num
produto entre dois polinomios. O célculo deste produto polinomial é realizado como descrito
anteriormente.

A FFFT também tem sido parte integrante de algoritmos para solucionar de modo rapido

sistemas Toeplitz [16]. Tais sistemas sdo regidos por equagdes da forma
Px =y, (1.1)

em que P é uma matriz Toeplitz, ou seja, uma matriz (n + 1) x (n + 1) cujos elementos ao
longo de qualquer diagonal (da esquerda para a direita) sao iguais. Sua solu¢ido é impor-
tante em aplicacdes como predi¢ado linear, filtragem adaptativa, projeto de filtros etc. [17].
Para ilustrar a utilidade da FFFT neste cendrio, é valido mencionar o fato que algoritmos
para solucionar equagoes da forma de 1.1 baseados nesta ferramenta possuem complexidade
O(nlogyn); por outro lado, técnicas classicas como a Gaussiana e a de Cholesky possuem
complexidade O(n?) [14].

No contexto de Codigos Corretores de Erros, a transformada de Fourier de corpo finito
pode ser utilizada, por exemplo, para descrever cddigos de bloco [1]. Neste caso, o problema
da codificacao para controle de erros em sistemas de comunica¢do digital é analisado sob o
prisma da FFFT definida apropriadamente como um mapeamento relacionando vetores com
componentes em corpos finitos GF(p™), m > 1 [18]. Esta abordagem beneficia questoes como
codificac¢do, decodificacdo e limites de desempenho, e fornece alternativas para a resolugio
de problemas de carater tedrico e de cardter pratico. Com base nisso, é possivel descrever
familias importantes de codigos de bloco lineares via FFFT e realizar decodifica¢ao algébrica
no dominio da freqiiéncia.

Além da FFFT, outras transformadas de corpos finitos tém sido propostas, o que tem
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contribuido para a amplia¢iao do conhecimento a respeito destas ferramentas e, conseqiiente-
mente, de suas potenciais aplicagdes. Um exemplo disso é a transformada de Hartley de corpo
finito (FFHT, finite field Hartley transform), para a qual se propos aplicacdes no projeto de sis-
temas de multiplexacdo digital, em sistemas de multiplo acesso e no espalhamento espectral
multinivel de sequiéncias [8], [19], [20], [21], [22], [23], [24]. Outro exemplo é a transformada
de wavelet de corpo finito (FFWT, finite field wavelet transform) [25]. Esta ferramenta atua
no sentido de estender a aplicabilidade das wavelets, que é mais comum na representacio
de sinais, ao campo dos cddigos corretores de erro. Mostra-se que, utilizando a FFWT, é
possivel implementar de modo eficiente codificadores e geradores de sindrome para codigos
de bloco [26]. Além disso, tém sido propostas aplica¢des para outros tipos de codigos e em
Criptografia [27], [28].

Uma outra importante classe de transformadas, até entdo definida apenas sobre o con-
junto dos numeros reais, é a das transformadas trigonométricas discretas (DTTs, discrete
trigonometric transforms). As funcionalidades das transformadas discretas do co-seno (DCT,
discrete cosine transform) e do seno (DST, discrete sine transform) continuam sendo estudadas, fato
refletido na diversidade de artigos em que sdo propostos sistemas e técnicas baseados nas
mesmas [29], [30], [31], [32], [33], [34].

O objetivo principal do presente trabalho é introduzir a familia das transformadas trigono-
métricas sobre corpos finitos (FFTTs, finite field trigonometric transforms) e estudar o seu poten-
cial de aplicacdes. E relevante mencionar que, como acontece com outras transformadas sobre
corpos finitos, a diversidade de problemas de Engenharia em que a DCT e a DST possuem
destacada atuagdo servem apenas como motivagdo para estender o conceito das mesmas ao
contexto de corpos finitos. Desta maneira, pretende-se deixar claro que a transformada do co-
seno e a do seno sobre corpos finitos, denotadas respectivamente por FFCT (finite field cosine
transform) e FEST (finite field cosine transform), ndo sdo oferecidas como substitutas imediatas
da DCT e da DST em cendrios em que a importancia dessas encontra-se sedimentada.

A base tedrica das ferramentas matematicas de corpos finitos, particularmente a das trans-
formadas, apoia-se em conceitos que, normalmente, requerem um ponto de vista independente
da convencional idéia de tempo-freqiiéncia [8]. Pensando desta forma, busca-se enxergar com
maior naturalidade as vantagens e as restri¢hes que caracterizam tais ferramentas, e impedir
que as mesmas sejam apresentadas como uma mera analogia do que ja existe para os nimeros

reais.
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.1 Contetdo da Tese

Apos esta introdugido, no Capitulo 2, sdo definidos os 16 pares de FFTTs. Inicialmente,
este capitulo aborda alguns pontos que justificam a realizagio deste trabalho, apresentando o
estado da arte em que se encontram as transformadas trigonométricas. Sao revisados alguns
conceitos a respeito da trigonometria sobre corpos finitos e enunciados quatro lemas que fun-
damentam a posterior definicdo das FFTTs. Também sio introduzidas versdes normalizadas
destas transformadas e apresentados exemplos das mesmas.

No Capitulo 3, sdo apresentadas as propriedades das FFTTs, dentre as quais se destaca
a convolugdo simétrica. Esta operagdo, que prové uma maneira sistematica de convoluir a
resposta ao impulso de filtros FIR de fase linear com seqiiéncias simetricamente estendidas, é
utilizada na filtragem digital de imagens, aplicacao que se discute na parte final do capitulo.
Com base na linearidade das transformadas propostas, uma técnica de marca d’dgua digital
fragil no dominio da FFCT é também apresentada e discutida.

No Capitulo 4, investiga-se a auto-estrutura das matrizes de transformagao das FFTT.
Para isso, interpreta-se o calculo da transformada de um vetor ou seqiiéncia como uma multi-
plicagao matricial. Dai, para os principais tipos de FFCT e FFST, sao discutidas proposi¢oes e
conjecturas que determinam o nimero de autovalores de cada matriz de transformag¢ao, bem
como procedimentos para construir seus respectivos autovetores. Em seguida, discute-se o
uso das FFTT na formatagao de distribui¢des de probabilidade sobre os inteiros e o potencial
de aplica¢do que esta operagao possui no campo da Criptografia.

O Capitulo 5, que esta fortemente relacionado ao seu antecessor, propde um procedimento
para “separagao cega” de sequiéncias baseado na auto-estrutura das FFTT. Nesse contexto,
faz-se um paralelo com a recuperagio de seqiiéncias enviadas pelos usudrios simultaneos de
um canal sincrono e aditivo sobre corpos finitos. No cendrio proposto neste trabalho, as
seqiiéncias de usudrio sdo autovetores de uma matriz de transformagio especifica, que, por
estarem em auto-espacos ortogonais entre si, podem ser separados sem que se precise conhecer
qualquer outra informacao. Esquemas com 2 e 4 usudrios baseados no procedimento proposto
sdo apresentados e suas principais caracteristicas sao discutidas.

No Capitulo 6, uma nova definicio para polindomios de Chebyshev sobre corpos finitos
¢ proposta. Nesse ponto, destaca-se a introdug¢do da funcdo co-seno inversa sobre corpos
finitos, a qual fundamenta uma inédita definicio trigonométrica para os polindmios men-

cionados. Algumas propriedades desses polinomios siao estudadas e a aplicagio dos mesmos
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a Criptografia de chave publica é examinada. Na parte final deste capitulo, apresenta-se um
algoritmo para multiplicacdo de polinémios na forma de Chebyshev. O método desenvolvido
baseia-se no algoritmo de Karatsuba e também é valido para polindomios sobre os nimeros
reais. Discutem-se diversos aspectos do procedimento proposto e comparam-se suas carac-
teristcas as de outros métodos para realizar a mesma operagaio.

No Capitulo 7, sdo apresentadas as conclusoes desta tese e apontados temas para investi-

gacoes que déem continuidade ao que foi desenvolvido neste trabalho.

1.2 Contribuigoes

A maior parte do material contido nos capitulos mencionados resultou em trabalhos ja
publicados ou que, atualmente, encontram-se em preparagao. A seguir, sio apresentadas de

maneira objetiva as contribui¢des desta tese.

> Introducdo de 3 novos lemas fundamentais envolvendo a fun¢do co-seno sobre corpos fini-
tos [35]

> Definicdo de 14 novas transformadas trigonométricas sobre corpos finitos, o que tornou
completa a familia das FFTT, com 8 transformadas do co-seno (FFCT) e 8 transformadas

do seno (FFST). Versoes unitarias dessas transformadas também foram introduzidas [35].

> Estudo das propriedades das FFTT (linearidade, deslocamento no tempo, teorema de Par-

seval, relacdes com a transformada de Fourier sobre corpos finitos e convoluc¢ao simétrica).

> Proposta de uma técnica de marca d’dgua digital fragil no dominio da transformada do

co-seno sobre corpos finitos [36]

> Estudo da aplicagdo da propriedade de convolugao simétrica das FFTT na filtragem digital

de imagens [35]

> Definicdo da transformada de Fourier sobre corpos finitos generalizada e estudo de sua

auto-estrutura [37]
> Estudo da auto-estrutura das transformadas trigonométricas sobre corpos finitos [37]

> Introducdo das FFTT como ferramentas para a formatagao de distribui¢oes de probabili-

dade sobre os inteiros e propostas de aplica¢do deste procedimento em Criptossistemas [38]

> Investigacdo de métodos para separagio cega de seqiiéncias baseados na auto-estrutura das

FFTT. Nesse contexto, fez-se um paralelo com esquemas de comunica¢do multiusudrio, a
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partir do qual diversos aspectos foram analisados [37]
> Defini¢do da fungao co-seno inverso sobre corpos finitos [39]

> Introducdo de uma nova definicio para polindmios de Chebyshev sobre corpos finitos e

estudo de algumas de suas propriedades [39]

> Analise de um algoritmo criptografico de chave-publica baseado nos polinémios de Cheby-

shev sobre corpos finitos [39]

> Desenvolvimento de um método para multiplicacdo de polindmios na forma de Chebyshev
baseado no algoritmo de Karatsuba (aplicdvel tanto no contexto de corpos finitos, quando

no dos nimeros reais) [40]
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CAPITULO 2-

TRANSFORMADAS
TRIGONOMETRICAS SOBRE
Corpros FINITOS

As TRANSFORMADAS discretas definidas sobre corpos finitos e sobre corpos infinitos sdo
bastante conhe-cidas. A transformada discreta de Fourier (DFT — discrete Fourier
transform), parti-cularmente, tornou-se um recurso destacado em diversas aplicagdes da En-
genharia [41]. Outra transformada discreta relevante é a do co-seno (DCT - discrete cosine
transform), que, juntamente com a do seno (DST — discrete sine transform), compoe a familia
das transformadas trigonométricas discretas (DTT — discrete trigonometric transforms) e também
possui importantes funcionalidades [42], [43]. Na area de Processamento de Imagem, por
exemplo, a DCT é especialmente atrativa por apresentar propriedades de compacta¢ao bem
mais eficientes que a DFT [44]. Por este motivo, a DCT tem sido a base para padrées de com-
pressdo, como o JPEG — joint Photographic Experts Group — e o MPEG — Moving Picture Experts
Group — e para diversas técnicas de protecdo de informagao digital [45], [46], [30].

Ainda que discretas no dominio do tempo, a DFT e as DTT possuem coeficientes com
amplitudes pertencentes a corpos infinitos, podendo, portanto, ser interpretadas como “trans-
formadas analdgicas”. Por outro lado, conforme mencionado no capitulo introdutério desta
tese, as amplitudes dos coeficientes das transformadas definidas sobre corpos finitos sdo disc-
retas. Assim, as mesmas podem ser caracterizadas como legitimas “transformadas digitais”.

Esse aspecto, ao qual uma série de interessantes possibilidades estd atrelada, motivou a in-



trodugdo da transformada do co-seno sobre corpos finitos [47]. Posteriormente, foi também
definida a transformada do seno sobre corpos finitos [48].

Neste capitulo, pela primeira vez na literatura, sdo introduzidos os 14 pares restantes de
transformadas do co-seno e do seno sobre corpos finitos. Assim, constitui-se a familia das
chamadas transformadas trigonométricas sobre corpos finitos (FFTTs - finite field trigonometric

transforms). Isso é feito com base nas defini¢des e teoremas apresentados a seguir.

2.1 Preliminares Matematicos
2.1.1 Numeros Complexos sobre Corpos Finitos

Definicao 2.1 O conjunto de inteiros gaussianos sobre GF(p) é o conjunto GI(p) = {a + jb,a,b €

GF(p)}, em que p é um nitmero primo tal que % = —1 & um residuo nio-quadrdtico sobre GF(p).

Apenas nimeros primos da forma p = 3(mod 4) atendem ao requisito exposto na defini¢ao
acima [49]. O corpo de extensio GF(p?) é isomorfico a estrutura “complexa” GI(p) [15], cujos
elementos, denominados nimeros complexos sobre corpos finitos, possuem uma parte “real”
a = R{(} e uma parte “imaginaria” b = I{(}. Também é possivel definir inteiros gaussianos
sobre GF(q), ¢ = p", com r sendo um inteiro positivo e p um niamero primo impar. Para isso,
basta selecionar um residuo nao-quadrético apropriado [8]. Nesta tese, entretanto, enfatiza-se
o desenvolvimento de ferramentas sobre corpos finitos primos e suas aplicacdes, ficando em

segundo plano a consideragao de conceitos relacionados a corpos de extensio.

Defini¢ao 2.2 (conjunto unimodular) O conjunto unimodular de GI(p), denotado por G, € o con-

Junto de elementos ¢ = (a + jb) € GI(p), tais que a®> + b*> = 1(mod p).
Proposicao 2.1 A estrutura (G, ®) € um grupo ciclico de ordem (p + 1) [50].

2.1.2 Trigonometria em Corpos Finitos

Nesta subsec¢io, os principais conceitos relacionados a trigonometria sobre corpos finitos
sdo revisados. Originalmente, tais conceitos foram propostos por Campello de Souza et al.,
como requisitos para se definir a transformada de Hartley sobre corpos finitos (FFHT - finite

eld Hartley transform) [8]. No que segue, o simbolo 2 denota “igual por defini¢ao”.
Y

Definicao 2.3 Seja ¢ um elemento nao-nulo de GI(p), p = 3(mod 4), com ordem multiplicativa

denotada por ord(C). As fungoes trigonométricas co-seno e seno sobre corpos finitos relacionadas a ¢ sdo
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calculadas modulo p, respectivamente, por

2

cos¢(z) = (27 mod p)(¢¥ +¢7) (2.1)

11>

sen¢(z) = (27 mod p)(¢* —¢7%) /4, (2.2)

x=0,1,...,ord(¢) — 1 /8], [s51].

Na defini¢dao acima, usa-se uma notagao ligeiramente diferente daquela estabelecida em [8]".
Entretanto, independentemente desse fato, as fungdes trigonométricas sobre corpos finitos
conservam propriedades similares as das transformadas trigonométricas usuais, tais como czr-

culo unitdrio e adigdao de arcos [8].

Lema 2.1 Se ( = a + jb é um elemento unimodular de GI(p), entdo cos¢(z) = R{("} e sen¢(z) =

S{¢*}, 2 =0,1,...,0rd(¢) — 1 [51].

Demonstragdo: Usando a Defini¢io 2.3 e fazendo (¥ = ¢+ dj, ¢, d € GF(p), tem-se

(c+dj)+ (c+ dj)—l'

cos¢(x) = 5

Devido a Proposi¢do 2.1, (¥ = ¢+ dj é também unimodular e (c +dj)~! = (¢ + dj)* = ¢ — dj,

com (-)* denotando o complexo conjugado. Portanto, a dltima equagdo pode ser reescrita

como
COSC(I’) — (C+ dj) ;— (C — dj) —c= %{Cx}
Aplicando argumentos analogos, verifica-se que senc(z) = d = I{¢("}. [ |

2.2 Lemas Fundamentais

Para definir as transformadas do co-seno e do seno usando fungdes trigonométricas sobre
corpos finitos, s3o necessarios os lemas apresentados nesta secdo. E importante ressaltar que
o Lema 2.2 foi proposto em [47] e que os Lemas 2.3, 2.4 € 2.5 sdo contribuicdes desta tese. No

que segue, IN denota o conjunto dos niimeros naturais.

'Originalmente, as funcdes co-seno e seno sobre corpos finitos estdo relacionadas a £ ¢?, o “arco” de ¢?, e sio chamadas
fungdes k-trigonométricas. As mesmas sdo computadas por cosy (£ ¢?) = (¢FP+¢ %) /2 eseny, (£ ¢F) = (¢Fi—¢~F?) /2], para
i,k =0,1,...,0ord(¢) — 1; os parimetros i e k estdo associados, respectivamente, aos dominios do “tempo” e da “freqtiéncia”
da transformada de Hartley sobre corpos finitos.
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Lema 2.2 Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo

N—1, i=12N, teN,
A= cosc(ki) ={ —1, i par (# 2N, t € N), (2.3)
0, i impar.

Demonstragdo: Por defini¢ao

N-1
A= cos¢ (ki)
k=1

N-1
Z Ckl_‘_q kz
k=1

Observando que ¢ possui ordem igual a 2N, tem-se (¥?Y =1, t c N,k =1...N — 1. Essa

[\D\»—l

informacao € suficiente para validar a primeira condi¢ao do lema. Caso contrario, a equagao

acima pode ser escrita da seguinte forma:

_L[EEND 1) D 1
e =}
Como ¢ = —1, multiplicando o segundo termo por (—(~*), obtém-se
[ = 1= (=D
=3[ T

Portanto, para i par (# t2N),

1[1-¢+1-¢
s a5 1,
2 -1
e, para i impar,
1[-1-¢+1+¢
A= SR
27 -1
|
Lema 2.3 Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entio
N—1 t .
1 “1DYN —1), i=12N,t €N,
A= ZCOSC<<k+>i)— (=D ) (2.0)
k=1 2 —cos¢ (i/2),  caso contrdrio.
Demonstragdo: Por defini¢ao
N-1 1 L N1 (611
_ 1 1 (k+3% k+1
A—ZCOSg<<k+2)> 22( NS )
k=1 =1
Observando que ¢ possui ordem igual a 2N, tem-se (2" = 1, se ¢ for par, e (%" = —1, se

t for impar. Esta informacgdo é suficiente para validar a primeira condi¢io do lema. Caso

L[ (G DY L (T )
= (o) (Fe))
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Como ¢V = —1, multiplicando e dividindo o segundo termo da equagio acima por (—(~%),

o () e ).

Efetuando a multiplicacdo de (2 e de (2 pelos termos internos aos parénteses e realizando

obtém-se

algumas manipulag¢des, a ultima equacao pode ser reescrita da seguinte forma:

A R B =
2 |

2 i1 i1
Fatorando o numerador da equagao acima, obtém-se:

(1) (¢E+¢8) (¢ —1)
RIS

= —cos¢ (i/2) .

Lema 2.4 Se { € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo

N-1 ,
N—1, i=t(2N —1), teN,
A= Z cos¢ (ki) = ( ) (2.1)
k=

—1/2, caso contrdrio.

Demonstragdo: Por defini¢ao

N-1
1
A= Zcosclﬂ 52 (¢FF 4 ¢ R
k=1

Observando que ¢ possui ordem igual a 2N — 1, tem-se (F*CN-1D =1 tc N,k =1...N—1.
Esta informagio é suficiente para validar a primeira condi¢io do lema. Caso contririo, a

equacdo acima pode ser escrita da seguinte forma:

B Ci(ci(N—l) _ 1) C—i(c—i(N—l) _ 1)
e st

Multiplicando e dividindo o segundo termo por (—(~%), obtém-se

_ <2(<1(N71) _ 1) 1— <7i(N71)
e e =k

Observando que (V=1 = 1, pode-se reescrever a tltima equacio da seguinte forma:

1 CiN _ Cz +1— CiN(—i(QN—l)
A== | :
e
que se€ resume a ‘
A_l[e+)_ 1
2| ¢i-1 2
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Lema 2.5 (lema do k + 1/2-cos modificado) Se ( € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N —1, entdo

(—1)H(N —2), i=t(2N —1), t€ N,

N—2
A= ZCOS; ((k—l—;) Z> =94 —1/2—cos¢ (i/2), ipar(#t(2N —1), tpar),
= 1/2 —cos¢ (i/2),  iimpar (# t(2N — 1), t impar).

(2.2)
Demonstragdo: Por defini¢ao
A= S cos (k1)) = LS (el g -0
k=1 ‘ 2 20
HEN-1) HeN-1)

Observando que ¢ possui ordem igual a 2N — 1, tem-se (- 2 = 1,setforpane(” 2z =
—1, se t for impar. Esta informacdo é suficiente para validar a primeira condi¢io do lema.
Caso contrario,
1 ; i(ri(N=2) _ 1 s —i(r—i(N=2) _ 1
Ao Lo (CEO2 DY |y (i 1))
2 Ci—1 i1

Multiplicando e dividindo o segundo termo por (—(~*), obtém-se

o 1 s Ci(gi(NfQ) —1) s 1— C*i(NfQ)
A_2[C< -1 )*C (g_lﬂ

Efetuando a multiplicacdo de (2 e de (2 pelos termos internos aos parénteses e realizando

algumas manipulacdes, a equacdo acima pode ser reescrita da seguinte forma:

aoL[eE) — g% g - )
=5 1 _
Observando que ¢(VN—2 = —1, pode-se agrupar os termos do numerador da equacio acima e

obter o resultado a seguir:

A= 1 [_(_1)2’(0 —-1)— C*%(CZ + 1)(Cz _ 1)]

2 e 5[ ().

Portanto, para ¢ par,

A=—-1/2—cos¢ (i/2)

e, para ¢ impar,

A=1/2—cos¢(i/2).
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2.3 Definicao das Transformadas

Sobre o corpo dos numeros reais, podem-se definir 16 versdes de transformadas trigonométri-
cas usando co-senos e senos [52]. Uma das maneiras de construir essas transformadas é con-
siderar uma seqiiéncia x = (x;) de comprimento N, N — 1 ou N + 1, e estendé-la para a
esquerda e para a direita segundo determinado critério de simetria.

Combinando uma simetria par ou impar, com uma simetria cujo eixo se localiza sobre
uma amostra ou sobre o ponto médio entre duas amostras, é possivel criar 4 tipos de sime-
tria (figura 2.1): WS (whole-sample simmetry), WA (whole-sample antisimmetry), HS (half-sample
simmetry) e HA (balf-sample antisimmetry). O procedimento de extensdo de x gera uma nova
seqiiéncia X = (Z;). Os coeficientes da respectiva transformada trigonométrica discreta de x

sa0, entao, obtidos a partir da DFT de um trecho de comprimento 2N ou 2N — 1 de x.

Figura 2.1: Tipos de simetria de uma seqiiéncia.

O procedimento descrito requer o uso de nicleos de co-senos ou senos com ordens 2N ou
2N — 1, de acordo com o comprimento de x [47]. Este é o ponto chave para definir as FFTT.
A construgio de transformadas trigonométricas aplicaveis a um vetor x de comprimento N,
N —1ou N + 1, com componentes em GF(p), envolve nicleos especificos de co-senos e senos
sobre corpos finitos. A ordem desses nucleos é determinada pela ordem multiplicativa do
namero (, sobre o qual essas fungdes sio calculadas.

Com base na discussdo acima e usando as fung¢des peso, dadas por

271(modp), r=0o0uN,
1, r=1,2,... N—1

=
Il
9
(OS]

1, r=0,1,...,N —2,
27 1(modp), r=N —1,

¢ possivel introduzir as transformadas trigonométricas sobre corpos finitos. Cada transfor-
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mada € identificada como sendo do co-seno (FFCT, finite field cosine transform) ou do seno
(FEST, finite field sine transform), par (e) ou impar (0), e do tipo 1, 2, 3 ou 4.

Conforme mencionado anteriormente, a existéncia das FFTT é baseada nos lemas 2.2 a 2.5.
De forma mais especifica, cada lema ¢é utilizado na validacio de quatro dentre as dezesseis
transformadas. Nas defini¢oes e teoremas apresentados a seguir, é importante observar que o
inverso de N e o de 2N — 1 sdo calculados (mod p). As provas dos Teoremas 2.1 a 2.16 sdo

apresentadas no Apéndice A.

Definicao 2.4 (FFCT-1¢) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do co-
seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,...,N, z; € GF(p), € a seqiiéncia X =
(Xk), k=0,1,...,N, Xy, € GI(p), de elementos

N
X 2 Z 2Bz cos¢ (ki). (2.5)
i=0

Teorema 2.1 (FFCT-le™!) A transformada do co-seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (X)), k =
0,1,...,N, Xy € GI(p), € a seqiiéncia x = (z;), 1t =0,1,..., N, z; € GF(p), de elementos
N
z;=N"1 Z B X}, cose (ki). (2.6)
k=0
Definicao 2.5 (FFCT-2e) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do co-
seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,....N — 1, x; € GF(p), € a seqiiéncia X =

(Xk), k=0,1,...,N — 1, X, € GI(p), de elementos

N N-1 1
X, = ;incosc <k‘ <i—|—2>>. (2.

Teorema 2.2 (FFCT-2e ') A transformada do co-seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X =

(Xk), k=0,1,...,N =1, Xy € GI(p), € a seqiiénciax = (x;), 1 =0,1,...,N — 1, z; € GF(p),

3

de elementos
N—1 1
;=N1 X Eli+=])). .8
x kzoﬁk kcos¢< (H—Q)) (2.8)

Definicao 2.6 (FFCT-3e) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do
co-seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,...,N — 1, x; € GF(p), € a seqiiéncia

X =(Xg), k=0,1,...,N — 1, Xy, € GI(p), de elementos

N-1 1
X 2 Z 23;x; cos¢ ((k + 2) z) . (2.9)

=0
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Teorema 2.3 (FFCT-3¢ 1) A transformada do co-seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xy), k =
0,1,...,N—1, Xy € GI(p), € aseqiiénciax = (x;),i=0,1,...,N—1, x; € GF(p), de elementos
N-1 1
z;=N"! ZXkcos< <<k+2> z> . (2.10)
k=0
Definicao 2.7 (FFCT-4e) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do co-
seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,...,.N — 1, x; € GF(p), € a seqiiéncia X =
(Xk), k=0,1,...,N — 1, X), € GI(p), de elementos
— 1 1
Xké ;2xicos<<<k‘+2> <i+2>>. (2.11)
Teorema 2.4 (FFCT-4e™ 1) A transformada do co-seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X =

(Xk), k=0,1,...,N =1, X}, € GI(p), é a seqiiénciax = (z;),1=0,1,...,N -1, x; € GF(p),

x-:N_lNZ_IXkcos <(k:+1> <z’+1)>. (2.12)
‘ P ¢ 2 2 '

Definicao 2.8 (FFCT-10) Se ( € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo a transformada

de elementos

do co-seno de corpo finito da seqiiéncia x = (z;), i = 0,1,...,N, z; € GF(p), € a seqiiéncia
X = (Xk), k=0,1,...,N, X, € GI(p), de elementos
N
X 2 22@-:@- cos¢ (ki). (2.13)
i=0
Teorema 2.5 (FFCT-10™') A transformada do co-seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xy,), k =
0,1,...,N, X, € GI(p), € a seqiiéncia x = (x;), 1t =0,1,..., N, z; € GF(p), de elementos
N
z; = 22N — 1)1 Zﬂka cos¢ (k). (2.14)
k=0
Definicao 2.9 (FFCT-20) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo a transformada
do co-seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,...,N — 1, x; € GF(p), € a seqiiéncia
X =(Xg), k=0,1,...,N — 1, Xy, € GI(p), de elementos
R 1
X, = Z; 27,2 cos¢ (k: <z + 2)> . (2.15)
Teorema 2.6 (FFCT-20~!) A transformada do co-seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X =
(Xk), k=0,1,...,N =1, Xy € GI(p), € a seqiiénciax = (x;), 1 =0,1,...,N — 1, z; € GF(p),
de elementos

N-1

€xr; = 2(2N — 1)71 Or X COos¢ <k (Z + 1)> . (2.16)

2
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Definicao 2.10 (FFCT-30) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo a transformada
do co-seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,...,N — 1, x; € GF(p), € a seqiiéncia

X =(Xg), k=0,1,...,N — 1, Xy, € GI(p), de elementos

N-1 1
X 2 Z 23;x; cos¢ ((k‘ + 2) z) . (2.17)
i=0

Teorema 2.7 (FFCT-30~!) A transformada do co-seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X =
(Xk), k=0,1,...,N =1, Xy € GI(p), € a seqiiénciax = (x;), 1 =0,1,...,N — 1, z; € GF(p),

de elementos

N-—1
€xr; = 2(2N — 1)71 Z Ve Xk COS¢ ((k‘ + ;) Z> . (2.18)

k=0
Definicao 2.11 (FFCT-40) Se ( € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo a transformada
do co-seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,...,N — 2, x; € GF(p), € a seqiiéncia

X =(Xg), k=0,1,...,N — 2, X, € GI(p), de elementos

N-2 1 1
Xké ZQﬂCiCOSc <<kz+2> <i+2>) . (2.19)
i=0

Teorema 2.8 (FFCT-40 ') A transformada do co-seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X =
(Xk), k=0,1,...,N =2, X}, € GI(p), é a seqiiénciax = (z;),1=0,1,...,N — 2, x; € GF(p),

de elementos

m-—2(2N—1)_1NZ_2X cos <<k‘+1> (H—l)) (2.20)
[ k ¢ 9 9 . .

k=0
Definicao 2.12 (FFST-1¢) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do seno
de corpo finito da seqiiéncia x = (x;),i=1,2,...,N—1, x; € GF(p), € aseqiiéncia X = (Xy), k =
1,2,...,N =1, Xy, € GI(p), de elementos

N—1
X, 2 Z 2z; sene (ki). (2.21)

i=1
Teorema 2.9 (FEST-le™') A transformada do seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xy,), k =
1,2,...,N—1, Xy € GI(p), € aseqiiénciax = (z;),1=1,2,...,N—1, z; € GF(p), de elementos

N-1
zr;=N"1 Z X, sen¢(ki). (2.22)
k=1
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Definicao 2.13 (FFST-2¢) Se ( € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do seno
de corpo finito da seqiiéncia x = (z;),1=0,1,...,N—1, x; € GF(p), € aseqiiéncia X = (Xy), k =
1,2,...,N, Xy € GI(p), de elementos
= g
X, = ZZ:; 2x; sen¢ (k: (z + 2)) . (2.23)
Teorema 2.10 (FFST-2¢ 1) A transformada do seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xy), k =

1,2,...,N, Xy € GI(p), é a seqiiéncia x = (z;), i =0,1,...,N — 1, z; € GF(p), de elementos

N
x; =Nt Zﬁka sen (k <z + ;)) : (2.24)
k=1

Definicao 2.14 (FFST-3¢) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do seno
de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 1,2,..., N, x; € GF(p), € a seqiiéncia X = (Xy), k =
0,1,...,N — 1, Xy € GI(p), de elementos

N
X E 22@-:@- seng <<k + ;) z) . (2.25)
i=1

Teorema 2.1x (FFST-3¢ 1) A transformada do seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xy,), k =

0,1,...,N — 1, Xy € GI(p), € a seqiiéncia x = (x;), i = 1,2,..., N, x; € GF(p), de elementos

N-1 1
xr; = N_l Z Xk seng <(k’ + 2> ’L> . (2.26)
k=0

Definicao 2.15 (FFST-4e) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do seno
de corpo finito da seqiiéncia x = (z;),1=0,1,...,N—1, x; € GF(p), éaseqiiéncia X = (Xy), k =
0,1,...,N — 1, Xy, € GI(p), de elementos
R N/ 1
X = iz:; 2z; sen¢ ((k + 2) (z + 2>> . (2.27)
Teorema 2.12 (FFST-4e 1) A transformada do seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xy), k =

0,1,...,N—1, X, € GI(p), éaseqiiénciax = (x;),1=0,1,...,N—1, x; € GF(p), de elementos

e 5 e ((12) (54 1)) -
— 2 2

Definicao 2.16 (FFST-10) Se ( € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo a transformada
do seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 1,2,...,.N — 1, z; € GF(p), € a seqiiéncia
X =(Xg), k=1,2,...,N — 1, Xy, € GI(p), de elementos

N-1
X5 2 Z 2z; seng (ki). (2.29)

i=1
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Teorema 2.13 (FFST-10') A transformada do seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xy,), k =
1,2,...,N—1, X}, € GI(p), éaseqiiénciax = (z;),i=1,2,...,N—1, z; € GF(p), de elementos

N—1
=2(2N —-1)" Z X sen¢(ki). (2.30)

Definicao 2.17 (FFST-20) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo a transformada
do seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,...,N — 2, &; € GF(p), € a seqiiéncia
X =(Xg), k=1,2,...,N — 1, Xy, € GI(p), de elementos

N—-2

X 2 Z 2x; sen¢ <k: <i+ ;)) . (2.31)

=0
Teorema 2.14 (FFST-20™!) A transformada do seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xj), k =
1,2,...,N—1, Xi € GI(p), € aseqiiénciax = (z;),1=0,1,...,N—2, z; € GF(p), de elementos

202N —1)7! Z X}, sen¢ < ( ;)) . (2.32)

Definicao 2.18 (FFST-30) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo a transformada
do seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 1,2,...,N — 1, z; € GF(p), € a seqiiéncia

X =(Xk), k=0,1,...,N =2, Xy, € GI(p), de elementos

N—-1

X 2 Z 2x; sen¢ ((k} + ;) z> . (2.33)
i=1

Teorema 2.15 (FFST-30~!) A transformada do seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xy), k =
0,1,...,N—=2, X}, € GI(p), éaseqiiénciax = (x;),1=1,2,...,N—1, x; € GF(p), de elementos

202N — 1)~ Z X seng <<k + ;) z) . (2.34)

Definicao 2.19 (FFST-40) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo a transformada
do seno de corpo finito da seqiiéncia x = (x;), i = 0,1,...,N — 1, z; € GF(p), € a seqiiéncia
X =(Xk), k=0,1,...,N — 1, X, € GI(p), de elementos

LNl 1 1
X, = ; 27yix; seng <<kz+ 2> (H— 2)) . (2.35)

Teorema 2.16 (FFST-40~!) A transformada do seno de corpo finito inversa da seqiiéncia X = (Xj), k =
0,1,...,N—1, Xy, € GI(p), éaseqiiénciax = (x;),1=0,1,...,N—1, x; € GF(p), de elementos

=2(2N — 1)~ Z Ve X seng ((k + ;) (@ + ;)) . (2.36)

k=0
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De maneira geral, qualquer FFTT de uma seqiiéncia ou vetor linha x = (z;), z; € GF(p),

¢ um vetor coluna X = (Xj), Xi € GI(p), obtido pela equacdo matricial
X =xx MT, (2.37)

em que M é a matriz de transformacdao. Os elementos dessa matriz sao computados de
acordo com as tabelas 2.1 e 2.2, as quais, resumidamente, apresentam a familia das FFTT.
Para simplificar, as matrizes de transformagio do co-seno e as do seno sio denotadas por FC
e F'S, respectivamente. Na segunda coluna de cada tabela, observa-se a forma como variam
os indices i (linhas) e k (colunas), que determinam as dimensoes de x, M e X.

O célculo da FFTT inversa de uma seqiiéncia também pode ser representado através de

uma equagio matricial. As relagdes entre cada transformada e sua inversa sio dadas pelas

equacgoes
FC;' = N'"'(modp)FC, (2.38)
FC,' = N'"!(modp)FCs (2.39)
FC;' = N'"!(modp)FC, (2.40)
FC,' = N'"'(modp)FC, (2.41)
FS;' = N'"!'(modp)FS, (2.42)
FS,;! = N'"'(modp)FS; (2.43)
FS;' = N'"'(modp)FS, (2.44)
FS;! = N'"!(modp)FSy, (2.45)

em que N’ = 2N, para as transformadas pares, e N’ = 2N —1, para as transformadas impares.

2.3.1 Versoes Unitdrias das FFTTs

Em muitas abordagens, é comum incorporar as expressoes que definem as transformadas
trigonométricas fatores de normalizacdo que as tornam unitarias [44]. Neste caso, além de

atenderem a condic¢dao de ortonormalidade, essas transformadas satisfazem a relacdo

Zx? = ZXlga (2.46)
i k

em que x = (2;), x; € GF(p), e X = (Xk), Xx € GI(p), correspondem, respectivamente, a

uma sequiéncia arbitraria e sua transformada.
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Tabela 2.x: Transformadas do co-seno de corpo finito (¢ € GI(p), p = 3(mod 4)).

Elementos da matriz de transformacao Dimensio da matriz
[FCicl;y = 2 B cos (ki) ik=0,1,...,N

[FCaclyy, = 2 cosc (k (i + 3)) ik=01,... N—1
[FCsely, = 2 Bicosc ((k + 3)9) ik=01,...,N—1
[FCucly, =2 cosc ((k+3) (i +3)) ik=01,... N—1
[FCiol,y, = 2 B; cos¢ (ki) ik=0,1,...,N—1
[FCo);, = 2vicos¢ (k (i + 3)) ik=01,... N—1
[FCso]y = 2 Bicosc ((k + 5) 1) ik=0,1,...,N—1
[FCuolyy, = 2 cos¢ ((k+3) (i +3)) ik=0,1,...,N—2

As defini¢oes de cada FFTT unitaria podem ser obtidas diretamente de suas correspon-

dentes versdes ndo unitdrias. Para isso, entretanto, é necessario definir as fung¢oes peso modi-

ficadas

- v2~! (modp), r=0orN,
Br = (2.47)
1, r=1,2,...,N—1

De maneira similar ao que foi descrito anteriormente, os elementos das matrizes de trans-
formacdo das FFTT unitarias sio computados de acordo com as Tabelas 2.3 e 2.4. Para
simplificar, as matrizes de transformag¢ao do co-seno e as do seno unitarias sio denotadas por

FC ¢ FS.
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Tabela 2.2: Transformadas do seno de corpo finito (¢ € GI(p), p = 3(mod 4)).

Elementos da matriz de transformacao

Dimensiao da matriz

[FSic];, = 2 sen¢ (ki)

[FSacly =2 senc (k (i + 3))

[FSsely =2 Bisenc ((k+ 3) )

[FSucli =2 senc ((k+3) (i+3))

[FSio);, = 2 sen¢ (ki)

[FSs0]iy, =2 senc (k (i +3))

[F'S30]y5 = 2 senc ((k + 3) 9)

[FSuoly = 2visene ((k+3) (i +3))

As relagoes entre cada transformada unitaria e sua inversa sao dadas pelas equacoes

— 1
— 1
FC2 ==
— 1
— 1
FC4 -

~ —1

Fsl -

— 1

1

— 1

FS4 ==
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Tabela 2.3: Transformadas do co-seno de corpo finito unitdrias (¢ € GI(p), p = 3(mod 4)).

Elementos da matriz de transformacao Dimensio da matriz
[FC..],, = (v/2/N) Bi By cosc (ki) ik=01,....N

[FCa],, = (v/2/N) Brcosc (k (i+ 1)) ik=0,1,...,N—1
[FCs.],,, = (V2/N) Bicos ((k+ 3) i) ik=0,1,...,N—1
[FCuc],, = (V2/N) cosc ((k+1) (i+1)) ik=01,... N—1
[FCu,],, = (2/v2N —1) Bi By cosc (ki) ik=0,1,...,N—1
[FCb,),, = (2/VZN — 1) 7; Brcose (k (i + 1)) ik=0,1,...,N—1
[FC3,],, = (2/v2N — 1) Bi A cos¢ ((k + 1) ) ik=0,1,...,N—1
[FCuo),, = (2/V2N = 1) cosc ((k+3) (i +3)) ik =0,1,...,N -2

2.4 Transformadas Numéricas e Exemplos

Nesta se¢do, sao exibidos exemplos das transformadas trigonométricas sobre corpos fini-
tos. Para implementar as FFTT, utilizou-se o software MATLABR, onde foram desenvolvidos
programas com as fungdes basicas de buscar elementos unimodulares num corpo finito primo
especifico, determinar suas ordens e calcular a transformada unitdria de um vetor de acordo
com as defini¢bes apresentadas.

Para implementar cada FFTT, alguns aspectos precisam ser considerados. Observando as
Tabelas 2.3 e 2.4, verifica-se que, num corpo finito GF(p), uma condi¢ao necessaria a defini¢iao
das transformadas com simetria par é a existéncia do elemento 1/2/N (mod p); assim como é
necessaria as transformadas com simetria impar a existéncia do elemento (1/v/2N — 1)(modp).
Além disso, se alguma fun¢io peso modificada estiver presente na definicio da transformada
a ser calculada, é necessario que o elemento v/2=1 (mod p) exista.

Naturalmente, as ordens dos elementos ( do corpo em questio também devem ser conhe-
cidas, uma vez que sao elas que determinam os possiveis comprimentos das transformadas
que se deseja implementar. Nesta tese, conforme comentado na Sec¢do 2.1, enfatiza-se a apli-

cabilidade das transformadas numéricas, isto é, aquelas cuja seqiiéncia transformada X, assim
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Tabela 2.4: Transformadas do seno de corpo finito unitdrias (¢ € GI(p), p = 3(mod 4)).

Elementos da matriz de transformacao Dimensio da matriz
[FSi.],, = (v/2/N) senc(ki) ik=1,2,....N—1

[FSac],;, = (V2/N) Bisenc (k (i + 3))

[FSsc],, = (V2/N) fisenc ((k+ 3) )

[FSuc],y, = (V2/N) senc ((k+3) (i+3)) i,k=0,1,...,N 1
[FS1,],, = (2/V2ZN — 1) senc(ki) ik=1,2,...,N—1

[E:égo]ik = (2/V2N —1) sen¢ (k (i+ 1))

[FA‘S;;O] = (2/v2N —1) sen¢ ((k + %) z)

[FSu],, = (2/V2N = 1) 7 Ak sen ((k+3) (i+3)) | i,k =0,1,...

como a seqiiéncia x, possui apenas elementos pertencentes a GF(p). Transformadas com essa
caracteristica sdo construidas com o uso de elementos ¢ unimodulares, aos quais estao asso-
ciados co-senos e senos sobre GF(p) (vide Lema 2.1).

Para construir uma FFTT numérica do tipo 1, elementos unimodulares com ordem mul-
tiplicativa 2N sdo necessarios. A construcdo de FFTT numéricas dos tipos 2 e 3 requer ele-
mentos unimodulares com ordem 4N. Isto se deve a presenca do termo 1/2 na defini¢ao
dessas transformadas, o qual representa a necessidade de extra¢do da raiz quadrada de ¢, que
também precisa ser unimodular. Analogamente, FFTT numéricas do tipo 4 requerem ¢ com
ordem multiplicativa 8N (dois termos 1/2 indicam a necessidade de obter a raiz quarta de ().

Diante das condi¢des mencionadas, a implementacdo de uma FFTT poderia representar

uma tarefa de realizagdo bastante restrita. Entretanto, a consideravel diversidade de tipos de
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transformadas trigonométricas permite que, quase sempre, considerando um corpo finito e um
comprimento de referéncia N determinados, pelo menos um tipo de FFTT seja implementado.

Isso pode ser avaliado nos exemplos que seguem.

Exemplo 2.1 (FFCT-1e) Para p = 31, o elemento ( = (7 + j13) € GI (31) possui ordem 16 = 2N.
Como a FFCT-1e tem comprimento N +1, a seqiiéncia x, a ser transformada, deve possuir tamanho igual
a9. Assim, a FFCT'1lede x = (23,12,1,5,9,28,0,3, 1) € a seqiiéncia X = (2,21,8,29,10,11,29,11, 8).

A matriz de transformagio ¢

23 20 29 29 29 29 29 29 23
29 12 20 22 0 9 2 19 2
20020 0 2 16 2 0 29 29
2922 2 19 0 12 29 9 2
FCi.= |29 0 16 0 15 0 16 0 29
29 9 2 12 0 19 29 22 2
29 2 0 29 16 29 0 2 29
20019 20 9 0 22 2 12 2
23 2 20 2 20 2 29 2 23

Exemplo 2.2 (FFCT-2¢) Para p = 127, o elemento ¢ = (106 + j103) € GI (127) possui ordem
16 = 2N. Como a FFCT2e tem comprimento N, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve pos-
suir tamanho igual a 8. Assim, a FFCT2e de x = (120,11,0,12,4,67,77,4) € a seqiiéncia X =
(90,109, 116,40, 67,1, 123,80). A matriz de transformagao é

123 51 74 93 4 107 12 112
123 93 12 15 123 76 53 20
123 107 115 76 123 112 74 93
ﬁak _ 123 112 53 20 4 93 115 76

123 15 53 107 4 34 115 51
123 20 115 51 123 15 74 34
123 34 12 112 123 51 53 107
123 76 74 34 4 20 12 15

Exemplo 2.3 (FFCT-3¢) Para p = 127, o elemento ( = (106 + j103) € GI (127) possui ordem

16 = 2N. Como a FFCT-3e tem comprimento N, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve possuir
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tamanbo igual a 8. Assim, a FFCT-3e de v = (34, 35,12, 80,70, 111,123,12) ¢ a seqiiéncia X =
(62,74,38,57,75,28,101, 1). A matriz de transformagdo é

[ 123 123 123 123 123 123 123 123 |
51 93 107 112 15 20 34 76
74 12 115 53 H3 115 12 74

— 93 15 76 20 107 51 112 34

FC;. =

4 123 123 4 4 123 123 4

107 76 112 93 34 15 51 20

12 53 74 115 115 74 53 12

112 20 93 76 51 34 107 15

Exemplo 2.4 (FFCT-4e) Para p = 31, o elemento ( = (4 + j27) € GI(31) possui ordem 8 =
2N. Como a FFCT4e tem comprimento N, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve possuir tamanho
tgual a 4. Assim, a FFCT-4e de v = (23,12,1,5) € a seqiiéncia X = (25,12,18,28). A matriz de

transformagdo é

8 11 22 18
N 11 13 23 9
FC4e =

22 23 18 11
18 9 11 23

Exemplo 2.5 (FFCT-10) Para p = 47, 0 elemento ( = (234 j6) € GI (47) possui ordem 3 = 2N — 1.
Como a FFCT-10 tem comprimento N, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve possuir tamanho igual a

2. Assim, a FFCT-1o de x = (23, 3) € a seqiiéncia X = (8,2). A matriz de transformagio ¢

4 19
19 43

]/-:‘\élo =

Exemplo 2.6 (FFCT-20) Para p = 271, o elemento { = (67 + j173) € GI(271) possui ordem
17 = 2N — 1. Como a FFCT-20 tem comprimento N, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve pos-
sutr tamanho igual a 9. Assim, a FFCT-20 de © = (234,21, 2,23,120, 250,121, 10, 2) € a seqiiéncia
X = (186,62,72,152,233,176, 210, 228, 142). A matriz de transformagdo é
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f‘\(/320 =

113
113
113
113
113
113
113
113
4

192
62
257
230
211
131
270
6
158

265 62
140 211
41 6
209 270
79 230
14 192
60 257
1 131
113 158

1
14
209
140
265
41
79
60
113

257 140 230 60
6 79 270 41
211 1 192 140
192 60 6 14
131 209 257 1
270 265 211 209
62 41 131 265
230 14 62 79
158 113 158 113

Exemplo 2.7 (FFCT-30) Para p = 271, o elemento ( = (67 + j173) € GI(271) possui ordem

17 = 2N — 1. Como a FFCT-30 tem comprimento N, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve pos-

suir tamanho igual a 9. Assim, a FFCT-30 de x = (234,21, 2, 23,120, 250,121, 10, 2) € a seqiiéncia

X = (172,160, 16,22,7,1,6,8,231). A matriz de transformagcdo é

ﬁ?)o =

113
192
265
62
1
257
140
230
60

113
62
140
211
14
6
79
270
41

113 113
257 230
41 209
6 270
209 140
211 192
1 60
192 6
140 14

113
211
79
230
265
131
209
257
1

113 113 113 4

131 270 6 158
14 60 1 113
192 257 131 158
41 79 60 113
270 62 230 158
260 41 14 113
211 131 62 158
209 265 79 113

Exemplo 2.8 (FFCT-40) Para p = 43, o elemento ( = (18+58) € GI (43) possui ordem 11 = 2N —1.

Como a FFCT-40 tem comprimento N — 1, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve possuir tamanho

tgual a 5. Assim, a FFCT-4o de = = (34,30, 1,23, 2) € a seqiiéncia X = (9,25,40,1,5). A matriz de

transformagdo é

FC40 =

129
9 37
36 32
11 31
377

38

36
32
34
37
12

11 37 |
31 7
37 12
36 34
34 11




Exemplo 2.9 (FFST-1¢) Para p = 31, o elemento ¢ = (7 + j13) € GI (31) possui ordem 16 = 2N.
Como a FFST'1e tem comprimento N — 1, a seqiiéncia x, a ser transformada, deve possuir tamanho
1gual a 7. Assim, a FFST-1e de v = (23,12,1,5,9,28,0) é a seqiiéncia X = (30,22,6,0,6,7,20). A
matriz de transformagdo é

9 2 19 16 19 2 9
2 16 2 0 29 15 29
19 2 22 15 22 2 19
FS;..= |16 0 15 0 16 0 15
19 29 22 16 22 29 19
2 15 2 0 29 16 29
9 29 19 15 19 29 9

Exemplo 2.10 (FFST-2¢) Para p = 127, o elemento { = (106 + j103) € GI (127) possui ordem
16 = 2N. Como a FFST2e tem comprimento N, a seqiiéncia x, a ser transformada, deve pos-
suir tamanho igual a 8. Assim, a FFST2e de x = (120,11,0,12,4,67,77,4) € a seqiiéncia X =
(125,28,23, 55,125,104, 88, 80). A matriz de transformagdo ¢

112 12 10v 4 93 74 51 123
107 74 51 4 112 115 34 4
93 74 112 123 76 115 107 123
F/‘\ége _ 51 12 34 123 107 74 15 4
51 115 34 4 107 53 15 123
93 53 112 4 76 12 107 4
107 53 51 123 112 12 34 123
112 115 107 123 93 53 51 4

Exemplo 2.1x (FFST-3¢) Para p = 127, o elemento ¢ = (106 + j103) € GI (127) possui ordem
16 = 2N. Como a FFST-3e tem comprimento N, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve possuir
tamanho igual a 8. Assim, a FFST-3e de v = (34,35,12,80,70,111,123,12) € a seqiiéncia X =
(111,118,1,27,67,126,41,79). A matriz de transformagdo é
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112 107 93 51 51 93 107 112
12 74 74 12 115 53 53 115
107 51 112 34 34 112 51 107
4 4 123 123 4 4 123 123
93 112 76 107 107 76 112 93
74 115 115 74 53 12 12 53
51 34 107 15 15 107 34 51
123 4 123 4 123 4 123 4

]-E‘\g3e =

Exemplo 2.12 (FFST-4e) Para p = 31, o elemento ( = (4 + j27) € GI(31) possui ordem 8 =
2N. Como a FFST-4e tem comprimento N, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve possuir tamanho
tgual a 4. Assim, a FFST4e de x = (23,12,1,5) € a seqiiéncia X = (15,24,18,16). A matriz de

transformagdo é

13 9 20 23 |
N 9 923 13 11
FS4e:

20 13 8 9
23 11 9 18

Exemplo 2.13 (FFST-10) Para p = 83, o elemento ¢ = (5+3j15) € GI (83) possui ordem 7 = 2N — 1.
Como a FFST-10 tem comprimento N —1, a seqiiéncia X, a ser transformada, deve possuir tamanho igual

a 3. Assim, a FFST-10 de x = (3,43, 81) é a seqiiéncia X = (47,68, 80). A matriz de transformagio ¢

50 2 53
FSi,=| 2 30 33
53 33 2

Exemplo 2.14 (FFST-20) Para p = 271, o elemento ( = (67 + j173) € GI(271) possui ordem
17 = 2N — 1. Como a FFST20 tem comprimento N — 1, a seqiiéncia x, a ser transformada, deve
possuir tamanho igual a 8. Assim, a FFST-20 de x = (234,21, 2,23, 120,250,121, 10) € a seqiiéncia
X = (247,155,103, 37,264, 85,243, 5). A matriz de transformagio é

40



74 29 234 92 117 104 268 23
234 104 23 117 29 197 179 3
117 268 29 37 248 179 74 104
268 234 179 167 74 23 29 154

23 197 3 29 104 37 154 92
104 154 197 268 179 242 23 37
92 248 117 197 37 268 167 29

29 179 104 248 268 154 234 197

Ff‘\é2o =

Exemplo 2.15 (FFST-30) Para p = 271, o elemento ( = (67 + j173) € GI (271) possui ordem 17 =
2N — 1. Como a FFST-30 tem comprimento N — 1, a seqiiéncia x, a ser transformada, deve possuir
tamanbo igual a 8. Assim, a FFST-30 de x = (234,21, 2,23,120, 250,121, 10) € a seqiiéncia X =
(254, 222,263,177,257,21, 133, 58). A matriz de transformagdo é

74 234 117 268 23 104 92 29
29 104 268 234 197 154 248 179
234 23 29 179 3 197 117 104
fégo _ 92 117 37 167 29 268 197 248

117 29 248 74 104 179 37 268
104 197 179 23 37 242 268 154
268 179 74 29 154 23 167 234
23 3 104 154 92 37 29 197

Exemplo 2.16 (FFST-40) Para p = 271, o elemento ¢ = (39 + j102) € GI(271) possui ordem
17 = 2N — 1. Como a FFST-4o tem comprimento N, a seqiiéncia x, a ser transformada, deve possuir
tamanho igual a 9. Assim, a FFST4o de x = (221,220,2,34,12,100, 23, 1,2) € a seqiiéncia X =
(204,177,176, 238,73, 214,167, 19, 113). A matriz de transformagdo é
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Pf;éélo =

131
79
270
60
62
265
230
14
158

79
62
14
230
60
131

113

270
14
62

140

41
192
60
158

60
230
140
257

62
265
192
113

42

62
60

230
79
257
140
158

265
131
41
62
79
257
60
270
113

230

192
265
257
60
131
209
158

14

60
192
140
270
209
230
113

158
113
158
113
158
113
158
113
267




CAPITULO

PROPRIEDADES DAS FFTT

esTuDO das propriedades de uma transformada discreta possui significativa importan-

cia na caracterizagdo e na avaliagio do potencial desta ferramenta. Sendo a DFT

a mais conhecida das transformadas discretas, é natural utilizd-la como referéncia no desen-

volvimento das propriedades de outras transformadas. A transformada de Fourier de corpo

finito (FFFT - finite field Fourier transform), particularmente, possui propriedades similares as

da DFT e outras préprias da estrutura finita, devendo-se apenas considerar as diferengas entre
o0s corpos nas quais as duas estao definidas [20].

A extensdo das propriedades da DFT as transformadas trigonométricas ndo é uma tarefa
trivial, tanto no contexto dos nimeros reais quanto no contexto de corpos finitos. Na lit-
eratura existente, as propriedades das transformadas discretas do co-seno e do seno sio, em
geral, apenas mencionadas, sendo escassos os trabalhos que as abordam com uma riqueza
maior de detalhes [53], [52].

Nas se¢oes a seguir, as principais propriedades das FFTT sdo introduzidas. Com o intuito
de simplificar a notacdo e tornar as demonstragdes mais simples, em alguns casos, considera-se
as versoes ndao normalizadas das FFTT, introduzidas no Capitulo 2. Oportunamente, as ver-
sOes unitarias das mesmas sao consideradas. Como a diferenca bdsica entre esses dois grupos
de transformadas é a presenca de fatores de escala especificos, as propriedades desenvolvidas
com base num deles podem ser estendidas ao outro sem dificuldade. Devido a diversidade de
FFTT, para cada propriedade discutida, sdo enfocadas apenas algumas dessas transformadas,

uma vez que as demais possuem um comportamento semelhante.



Adicionalmente, como resultado do estudo das propriedades das FFTT, sdo apresentadas
duas aplicagoes relacionadas as mesmas. A primeira delas consiste numa marca d’agua digital
fragil no dominio da transformada do co-seno sobre corpos finitos. A segunda aplicacdo
consiste num procedimento de filtragem digital no dominio da FFTT baseado na propriedade

da convolugao simétrica.

3.1 Linearidade

Se duas seqiiéncias de duragdo finita x; = (z1,) e X2 = (22,:), ®1,i,%2,; € GF(p), com
FFTT dadas respectivamente por X; = (X,) e Xo = (X2.%), X1, X2,k € Gl(p), sdo

linearmente combinadas, isto é,

X3 = a Xy + bXo, (3.1)
em que a,b € GF(p), entdo, a FFTT de x3 = (z3,;) é dada por

X3 =aX;+bXos. (3.2)

Naturalmente, as FFTT das trés seqiiéncias envolvidas devem ser do mesmo tipo e possuir
comprimentos iguais. A demonstra¢ao desta propriedade é trivial, podendo ser diretamente

realizada a partir de defini¢cdes apresentadas anteriormente.

3.2 Deslocamento no tempo

Diferentemente do que acontece com a transformada de Fourier, a propriedade de desloca-
mento no tempo das transformadas trigonométricas nao é obtida de maneira imediata [53], [54].
Como se verifica a seguir, o desenvolvimento dessa propriedade é dificultado, basicamente,
pelo fato de se ter transformadas de comprimento N (ou N + 1, ou N — 1) e ntcleos de ordem
2N (ou 2N — 1). Para isso, considera-se a transformada FFCT-2e.

De acordo com a Defini¢do 2.5, a FFCT-2e da seqiiéncia x = (x;), ¢ = 0,1,...,N — 1,

x; € GF(p), é a seqiiéncia C = (Cy), k=0,1,...,N — 1, Cx € Gl(p), de elementos
N-1

Cr = Z 2z, cose (k (14 1/2)). (3.3)

i=0
Deseja-se obter uma expressdao para a FFCT-2e da seqiiéncia x = (;), onde, para qualquer i,
&; = Xiyiy, sendo ig um nimero inteiro. Da Equagdo 3.3, obtém-se a FFCT-2¢e de x:

N-1

Cr =Y 2&;cos (k (i +1/2)). (3.4)

=0
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Na ultima equagio, substituindo Z; por x;;, e, em seguida, aplicando a férmula do co-seno

da diferenca de dois arcos, tem-se
Cr = Z 24, cose (k (1410 +1/2 —idp))

N-1
= cos¢(kio) Z 2214, cose (k (1 +1i9+1/2))
=0

N-1
+ sen¢ (kip) 2,44, sene (k(i+1i9+1/2)). (3.5)
=0

Para simplificar o tratamento da ultima expressdo, pode-se desmembra-la, fazendo

N-1

Cr =" 2w, cos (k (i +io +1/2)) (3.6)
1=0

onde, substituindo i + iy por r, obtém-se

N+4ig—1

Z 2z, cos¢ (k(r+1/2)). (3.7)

’r‘:io

O somatério na Equagio 3.7 pode ser separado, resultando em

N1 N—HO 1
Cp. = Z 2z, cos¢(k(r+1/2)) Z 2z, cos¢(k(r +1/2)) (3.8)
r=0
7,0 1
- ZQQZTCOSC (r+1/2)). (3.9)

Assumindo que a seqiiéncia x possui periodo N, o deslocamento aqui considerado equivale a

um deslocamento ciclico. Assim, lembrando que ¢V = —1, a equagio anterior resume-se a
io—1
C,=Ck+ Z 22, {(—=1)" — 1} cos¢ (k(r + 1/2)). (3.10)
r=0

De maneira semelhante, fazendo

= Z 22,14, sen¢ (k(i + ip + 1/2)), (3.11)
obtém-se
io—1
Cr = Skar+ > 22, {(—1)F = 1} senc(k(r +1/2)). (3.12)
r=0

Na equagio anterior, o termo Sy esta associado a FFST-2e da seqiiéncia x. O indice k + 1

explica-se pelo fato de, originalmente, esta transformada ter coeficientes com indices variando
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de 1 a N (vide Equagido 2.13). Como na Equagio 3.3 tem-se k variando de 0 a N — 1, esse
ajuste se faz necessario.

Substituindo os resultados obtidos nas Equagoes 3.10 € 3.12 na Equacdo 3.5, e novamente
observando a formula do co-seno da diferenca de dois arcos, chega-se a expressdo

io—1

Cy, = cosc(kio)Cy + sen¢ (kig)Sky1 + Z 22, {(—=1)F — 1} cosc(k(r +1/2 —idg)).  (3.13)
r=0

No contexto dos numeros reais, onde as transformadas trigonométricas discretas sdo bas-
tante utilizadas, a propriedade de deslocamento no tempo desempenha, normalmente, o papel
de coadjuvante. Em alguns trabalhos, entretanto, a mesma possui uma importancia funda-

mental, como no caso de sistemas OFDM baseados nas DTT [55], [56].

3.3 Teorema de Parseval

O Teorema de Parseval relaciona a energia associada a uma determinada seqiiéncia com a
energia associada a sua transformada [44]. Para desenvolver essa propriedade, considera-se a
versao unitaria da FFCT-2e, cujas expressoes de transformagao direta e inversa sdo apresen-
tadas na Tabela 2.3 e na Equacio 2.50.

A energia total de uma seqiiéncia x = (z;), : =0,1,..., N — 1, z; € GF(p), é dada por

N-1

z?(mod p). (3.14)
=0

Aplicando a férmula de inversdo as componentes z;, a tltima equagao € reescrita como

N—-1 9 N—-1 R 2
E=Y" v > BrCrcose (k(i+1/2)) (3.15)
1=0 k=0

Expandindo o quadrado do co-seno e, posteriormente, trocando a posi¢io dos somatorios,

obtém-se

N-1 9 N-1 1
F— ‘ {N Z 520,35 [cosc(k(2i + 1)) + COS((O)]}

1=0 k=0
1 N-1 ~ N-1
=¥ BEC? [cose (k(2i + 1)) + 1]. (3.16)
k=0 1=0

Utilizando a férmula do co-seno da adicdo de arcos, reescreve-se a equacgdo anterior como

cos¢(k Z cos¢(k2i) — sen¢ (k Z senc (k21) + Z ] (3.17)

=0

1 N—-1 _
=+ D AC
k=0
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Como o elemento ( sobre o qual o co-seno e o seno sdo calculados possui ordem multiplicativa

2N, mostra-se que as seguintes propriedades sdo satisfeitas [20]:

Ry N, i=0,
Z cos¢ (k2i) = (3.18)
k=0 07 { 7é 07
e
N-1
senc(k2i) = 0. (3.19)
k=0

Com base nas Equagoes 3.18 € 3.19, € possivel avaliar os termos entre colchetes na Equacio 3.17.
Enquanto o termo central é anulado, o dltimo resulta em N; o primeiro termo nao € nulo ape-

nas quando k = 0, o que fornece o seguinte resultado:

L N1y N—1
_ 2 _ 2
E_Nzick(]\H_N)_ Z|Ck| . (3.20)

k=0 k=0

O resultado final do Teorema de Parseval é
N—1 N—1
>l =D |Gkl (3.21)
i=0 k=0

sendo valido para qualquer tipo de FFTT unitaria. As versdes ndo unitarias das FFTT também
possuem esta propriedade, sendo necessario apenas adicionar fatores de escala apropriados

na Equagio 3.21.

3.4 Relagao entre as FFTT e a FFFT

Conforme descrito no Capitulo 2, a transformada trigonométrica de uma seqiiéncia pode
ser obtida a partir da transformada discreta de Fourier de uma versao simetricamente esten-
dida da mesma. Nesta secdo, este procedimento é apresentado em detalhes. O resultado
¢ uma expressdo que relaciona a transformada de Fourier de corpo finito com a FFCT-2e.
Como este tipo de transformada é construido a partir de extensdes simétricas do mesmo tipo
(a esquerda e a direita da seqiiéncia original), o desenvolvimento de sua relacio com a FFFT
é simplificado, podendo ser compreendido com mais facilidade.

Seja a seqiiéncia x = (z;), i = 0,1,...,N — 1, x; € GF(p). Estendendo x para a direita
segundo a simetria do tipo HS, uma nova sequéncia x = (%;),7=0,1,...,2N —1, &; € GF(p),

pode ser construida, de maneira que #; = x; + zony_;_1 para qualquer 7. A transformada de
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A

Fourier de corpo finito da seqiiéncia x é a seqiiéncia F= (Fy), k =0,1,...,2N — 1, Fy €

Gl(p), de elementos

2N—-1 2N—-1
Fp= > &M= " (i +zan_i1)C", (3.22)
i=0 i=0

em que ¢ possui ordem multiplicativa igual a 2N. Denotando por F = (Fy),k=0,1,...,2N—
1, Fy € Gl(p), a FFFT de comprimento 2N da seqiiéncia x (que tem seu tamanho aumentado
com zeros), e observando suas propriedades de reversdo e deslocamento no tempo, que fun-

cionam de maneira andloga a DFT, a ultima expressdo pode ser reescrita como
Fk =Fp+ FkC_k
_ C*k/? (chk/Q +F];k§*k/2>
— (Mo { Bch2) (3.23)

Na equagdo anterior, o termo cuja parte real esta selecionada é dado por

N—-1

=0
N—-1
=0

Expandindo-se as poténcias de ( em co-senos e senos, obtém-se

N-1

Fr(h? = Z i [cos¢(k(i+1/2)) + j sen¢(k(i +1/2))] . (3.25)

Da Equacio 3.25, conclui-se que

N-1
2§R{Fk(’“/2} =3 2z cose(k(i +1/2) = Cp, k=0,...,N — 1, (3.26)
i=0
ou
CkZCk/QFka k:Oa"'vN*]-a (327)

em que a sequéncia C = (Cy), k = 0,1,...,N — 1, C, € Gl(p), corresponde a FFCT-2¢ da
seqiiéncia x.

Relacoes entre outras FFTT e a FFFT podem ser obtidas de maneira analoga a que se
demonstrou nessa se¢ao. Para isso, o ponto fundamental é observar o tipo de simetria as-
sociado a construgdo de cada transformada, a fim de que o procedimento apresentado seja
desenvolvido de maneira correta. Em casos em que é necessario estender a seqiiéncia x para a
esquerda e para a direita com tipos diferentes de simetria, esta tarefa torna-se um pouco mais

laboriosa.

48



3.5 Convolugao simétrica

A convolugdo simétrica, que, no contexto das DTT, foi analisada pela primeira vez por
Martucci [52], prové uma maneira sistematica de convoluir filtros com resposta ao impulso
finita (FIR, finite impulse response) de fase linear com seqiiéncias simetricamente estendidas.
Esta propriedade tem sido utilizada em aplica¢des como filtragem de imagens sem super-
posic¢io de blocos e redimensionamento de imagens no dominio da transformada [57], [29], [58].
A convolugdo simétrica pode ser descrita considerando a sequiéncia h = (h;), a resposta ao
impulso de um filtro FIR, obtida a partir da sequéncia h” = (h!) simetricamente estendida
para a esquerda. Considera-se, também, a seqiiéncia x = (&;), que corresponde a versiao
da seqiiéncia x = (x;) simetricamente estendida para ambos os lados. Sob determinadas
condicdes, a convolugio simétrica entre x e h” pode equivaler a convolugao linear entre X e
h.

O resultado da ultima operacdo mencionada é denotado por w = (w;) e dado por
+o0
wi = Y P, (3.28)
k=—o0

e o resultado da convolugdo simétrica é obtido por

w; =7, {ra {zi} x 7 {hi}}, (3.29)

em que a operagao X denota o produto ponto-a-ponto entre as transformadas 7, de x e 73, de
h"; obtém-se w’ pela aplicagdo da transformada 7. inversa. No somatério na Equagio 3.28,
o indice k precisa variar apenas ao longo dos valores em que h; # 0. A Equacdo 3.29 fornece
somente um trecho da seqiiéncia w, o qual possui comprimento igual ao da transformada 7.

De modo geral, tem-se
'U}; = Wi—ig, (330)

sendo que a varia¢do do indice 7 é limitada segundo o comprimento de 7. e o valor da con-
stante ig € determinado em fun¢do do comprimento de x e da extensdo simétrica que origina
x. As transformadas trigonométricas 7, 7, and 7., aqui tratadas como sendo de corpos finitos,
também sao selecionadas de acordo com os tipos de simetria do filtro e de x.

A relagdo entre as expressoes 3.28 e 3.29 depende unicamente das caracteristicas de sime-
tria das sequiéncias envolvidas. Isso pode ser demonstrado a partir das defini¢oes das FFTT

e de manipulagdes matematicas baseadas em substituicdes e mudangas de varidveis nos so-
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matorios. Assim, de forma andloga ao que acontece no contexto dos nimeros reais, é possivel
definir 40 tipos diferentes de convolugdes simétricas utilizando os 16 tipos de FFTT [52].

A Figura 3.1 ilustra a relagdo entre as seqiiéncias w e w’. A notagdo (FCs, 5c FC1.), que
informa o tipo de convolugio simétrica utilizada, significa que a FFCT-2e (7,) de x e a FFCT-
le (1) de h" sdo calculadas. Como a escolha da transformada 7, estd atrelada aos tipos das
outras duas transformadas, 7. deve ser do tipo FFCT-2¢ [52]. Na figura, apresenta-se na saida

a seqiiéncia w’, que, como foi dito, corresponde a apenas um trecho da convolu¢ido linear

entre X e h.

Xi <FCye5cFCre> h; w;’
Aallanlt e |
t t i $ i Wi =W ,i=0,..,N-1
0 N-1 0 1 HIHI” |

xi * hi t T

m 0 N-1

t o e W
0 N-1 0

Figura 3.1: Exemplo mostrando que a seqiiéncia w' = (w}), resultante de uma convolugdo simétrica, equivale a

um trecho da seqiiéncia w = (wy), resultante de uma convolucio linear com as entradas simetricamente estendidas.

Exemplo 3.1 O funcionamento da convolugio simétrica apresentada na Figura 3.1 pode ser melhor
compreendido através de um exemplo. Para isso, considera-se o filtroh = (h;), i = —2,—1,0, 1,2, com

componentes sobre GF(127), cuja resposta ao impulso é dada por

h:(12321), (3.31)
e a sequiéncia x = (x;), 1 = 0,...,7, também com componentes sobre GF(127), dada por
x=(20101231). (3.32)

De acordo com o que foi descrito, a partir de h, obtém-se h™ = (h), i =0, 1,2, dada por

h’"=<3 2 1>. (3-33)
Observando que h™ possui comprimento igual a 3, € possivel gerar a seqiiéncia x = (I;),
i=-3,-2,...,9,10, de comprimento 14 (= 8 + 3 + 3), realizando-se extensoes simétricas em ambas
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as extremidades de x. Neste exemplo, para utilizar a convolugdo simétrica, calcula-se mais a frente a
FFCT2e de x, e, por este motivo, as extensoes a partir das quais se compoe X sdo do tipo HS. Desta
maneira, tem-se

5(:(10220101231132)- (3.34)

Usando a Equagdo 3.28, obtém-se o resultado da convolugdo linear entre a seqiiéncia X e o filtro h, que é

a seqiiéncia de saida w = (w;), i = —5,—4,...,11,12, dada por
W:<125811 11 8 6 6 11 15 17 16 16 16 1372>' (3.35)

Para implementar a convolugdo simétrica entre as seqiiéncias x e h", deve-se computar a FFCT
2e de x, como jd foi mencionado, e a FFCT-1e de h". A escolba desta iiltima transformada justifica-se,
também, pela equivaléncia entre as extensoes simétricas que dao origem a mesma (vide Segdo 2.3) e 0 tipo
de simetria do filtro. A FFCT2e de comprimento N = 8 de x ¢ a seqiiéncia C = (Cy), k =0,1,...,7,
tal que

C=(20 10 43 65 32 34 31 87) (3.36)

e a FFCT'1e de comprimento N + 1 = 9 de h" ¢ a seqiiéncia H"™ = (H]), k = 0,1,...,8, tal que
HT=(9 30 98 50 1 115 35 71 1). (3-37)

De acordo com a Equagdo 3.29, as seqiiéncia transformadas C e H" precisam ser multiplicadas ponto-
a-ponto. A fim de compatibilizar os comprimentos das mesmas e possibilitar seu produto, uma amostra
com valor igual a 0 € acrescida ao final da seqiiéncia C. O resultado desta operagdo, que, naturalmente,

é efetuada usando-se aritmética modulo 127, € a seqiiéncia W' = (W)), k =0,1,...,8, tal que
W' = ( 53 46 23 75 32 100 69 81 O ) . (3.38)

Suprimindo a iltima amostra de W', que é nula, e calculando a sua FFCT2e™1 de comprimento

N = 8 obtém-se o resultado final da convolugio simétrica. Isso fornece a seqiiéncia w' = (w}),

i=0,1,...,7, tal que
w’:<11 8 6 6 11 15 17 16>. (3.39)

Comparando as seqiiéncias w' e w, observa-se que
12 .
w, =w;, 1 =0,1,...,7. (3.40)

No Exemplo 3.1, em que a constante ig = 0, ilustra-se a equivaléncia entre a seqiiéncia

resultante da convolucdo simétrica e um trecho da seqiiéncia resultante da convolucio linear,
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como discutido anteriormente. A seguir, mostra-se que é possivel modificar o procedimento
exemplificado de maneira que toda a seqiiéncia w seja obtida via convolugdo simétrica.

Para usar a convolugdo simétrica na implementacao de uma convolugio linear, é necessario
realizar um preenchimento com zeros (zero-padding) em ambos os lados de x, gerando uma
nova seqiiéncia X. A quantidade de zeros a ser inserida depende do comprimento do filtro
h e dos tipos de FFTT utilizadas [52]. A Figura 3.2 ilustra esse procedimento. A notagio
(FCy, Sc FC1,) significa que a FFCT-2¢ de X e a FFCT-1e de h” devem ser calculadas. Para
implementar a multiplicagdo ponto-a-ponto entre seqiiéncias de comprimentos diferentes, as

técnicas de overlap-add e overlap-save podem ser utilizadas [44].

<FCscFCi,> hr;

o N-1 o mﬂﬂ

X; & hi i
II I m 0 N-1

t o tt

0 N-1 0

Figura 3.2: Exemplo mostrando como a mesma w = (w;) pode ser calculada tanto por uma convolugio simétrica
quanto por uma convolugio linear, quando a seqiiéncia de entrada € suficientemente preenchida com zeros em

ambos os lados.

Exemplo 3.2 O método descrito pode ser ilustrado através deste exemplo, em que se deseja convoluir a

seqiiéncia x = (x;),1=0,1,...,5, em que
2(213421), (3.41)
com o filtro que possui resposta ao impulso h = (h;), i = —1,0, 1, em que
h=<1 2 1>. (3-42)

As componentes de ambas as seqiiéncias estdo sobre GF(127). De modo andlogo ao que foi feito no

exemplo anterior, obtém-se h™ = (h}), i = 0,1, dada por
h=(2 1) (3-43)
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Como o comprimento de W™ é 2, deve-se realizar um preenchimento com uma amostra igual a 0 em cada
extremidade da seqiiéncia x, a fim de construir a seqiiéncia X = (&;), i = 0,1,...,7. Dessa forma,
tem-se

x:(02134210). (3.44)

Usando a Equagdo 3.28, calcula-se de maneira direta a convolugdo entre x e h, que resulta na seqiiéncia

de saida w = (w;), i = —1,0,...,6, tal que
w=(25711 13941). (3.45)

Para implementar a convolugdo simétrica entre X e h", deve-se computar a FFCT-2e da primeira
seqiiéncia e a FFCT1e da segunda. A FFCT-2e de comprimento N = 8 de X ¢ a seqiiéncia C = (Cy,),
k=0,1,...,7, tal que

C= < 26 123 40 70 111 8 82 88 ) (3-46)
e a FFCT'1e de comprimento N + 1 = 9 de h" ¢ a seqiiéncia H™ = (H]), k = 0,1,...,8, em que

H’”z(4 87 113 81 2 50 18 44 0). (3.47)

Procedendo de modo semelbante ao primeiro exemplo, multiplica-se C por H” ponto-a-ponto, obtendo-se

a seqiiéncia W' = (W)), k=0,1,...,8, tal que
W = ( 104 33 75 82 95 19 79 62 0 ) (3.48)

Suprimindo a iltima amostra de W', que é nula, e calculando a sua FFCT-2e™1 de comprimento

N = 8 obtém-se o resultado final da convolugio simétrica. Isso fornece a seqiiéncia w' = (w;),

t=0,1,...,7, em que

w’=(25711 13941). (3-49)

Comparando as seqiiéncias w' e w, observa-se que
/ .
w, =w;—1, t=0,1,...,7. (3.50)

Neste caso, i = 1 e a seqiiéncia w, resultado da convolugdo linear, pode ser completamente obtida

através da convolugdo simétrica.
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3.6 Aplicacoes

3.6.1 Uma Marca D’dgua Digital no Dominio da Transformada do Co-seno Sobre Cor-

pos Finitos

Desde a ultima década, o uso e a distribui¢io de informag¢iao multimidia digital vém
crescendo de maneira significativa. Hodiernamente, a popularizagao da rede mundial de com-
putadores permite o acesso a arquivos de dudio e video disponibilizados em qualquer parte
do planeta. No entanto, a facilidade de comunicag¢io e a partilha de recursos, proporcionadas
pela tecnologia, possuem também aspectos negativos. A liberdade com que se pode copiar e
comercializar a midia digital tem comprometido o direito que os autores possuem sobre suas
criacdes (fotos, desenhos, musicas, entre outras).

Diante disso, tornou-se necessario o desenvolvimento de métodos para proteger e verificar
a autenticidade de uma imagem, por exemplo. Surgiu, entio, a versdo digital do termo “marca
d’agua”. Nesse contexto, marcar significa introduzir informacdo adicional que identifique o
detentor dos direitos autorais sobre um produto ou que determine se o produto sofreu algum
tipo de manipulacdo por parte de terceiros. Uma marca d’agua digital precisa ser impercep-
tivel, isto é, ndo alterar qualquer caracteristica visivel da informag¢io original. Em alguns
casos, a marca também deve ser robusta, sobrevivendo a ataques maliciosos que tenham o
intuito de destrui-la [59], [60].

As marcas d’agua digitais podem ser processadas no dominio espacial ou no da frequiéncia.
No dominio espacial, a marca¢do no bit menos significativo (LSB — Least Significant Bit) é uma
das técnicas mais simples e conhecidas. Entretanto, a mesma apresenta limitagdes acerca da
quantidade de informacdo que se pode esconder. Essa marca também é facilmente destruida,
caso a imagem sofra altera¢des no brilho ou no contraste e compressdes com perda [61]. No
mesmo dominio, ha, ainda, outros métodos baseados na superposicio da marca a imagem
original [61].

As técnicas implementadas no dominio da frequiéncia consistem em aplicar transformadas
discretas, como a de Fourier e a do co-seno, a imagem original [30], [62]. A marca d’dgua
¢ inserida alterando-se os valores dos coeficientes destas transformadas. Calculando a tran-
formada inversa, obtém-se a imagem marcada. Nestes métodos, uma das dificuldades é a
implementagio eficiente de algoritmos. O calculo de transformadas reais implica o uso de
aritmética de ponto-flutuante e, naturalmente, exige arredondamento, aspectos refletidos na

precisdo e na velocidade do processamento.
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Em 2004, Aoki et al. propuseram uma marca d’dgua fragil para imagens em escala de
cinza baseada na transformada de Fourier de corpo finito [63]. Nesse contexto, a inser¢iao
da marca tem o intuito principal de localizar regides da imagem em que foram realizadas
alteragdes, caracterizando, portanto, uma marca d’agua fragil. O procedimeto elimina os
erros de arredondamento e simplifica os calculos, realizando-os apenas com aritmética inteira.

Nesta secdo, é apresentada uma marca d’agua baseada na FFCT. Além de aproveitar a
facilidade de célculo inerente as transformadas inteiras, o esquema sugerido realiza uma es-
pécie de “espalhamento” da marca d’dgua. O resultado disso é um sistema simples e robusto
a algumas manipulagdes da imagem marcada. O esquema de inser¢do e o de extra¢do da
marca d’agua proposta, bem como os resultados obtidos a partir das simulac¢oes realizadas,

sdo apresentados a seguir.

A marca d’dgua proposta

A técnica proposta utiliza esquemas de inser¢ao e extragdo da marca d’agua similares
aqueles que empregam transformadas reais. Inicialmente, tem-se uma imagem digital em
escala de cinza, onde cada pixe/ assume valores inteiros de 0 a 255. Nesta imagem, introduz-se
como marca uma imagem bindria (pixels com valores 0 ou 1). Este procedimento faz uso de

uma versao bidimensional da FFCT-2e, a qual € definida a seguir.

Definicao 3.1 (FFCT3p-2e) Se ¢ € GI(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo a transformada do
co-seno de corpo finito da matriz x = (i, i,), i1,12 = 0,1,...,N — 1, z;, s, € GF(p), € a matriz
C = (Cky ky)s k1,k2=0,1,...,N — 1, Cx, r, € GI(p), de elementos

N-1N-1
Chy ks 2 Z Z Tiy iy 2€08¢ (k1(i1 +1/2)) 2cose(ka(ie +1/2)). (3.51)

i1=0 is=0

Teorema 3.1 (FFCT2p-2e 1) A transformada do co-seno de corpo finito inversa da matriz C = (Ci, ., )s
ki, ke =0,1,....,N — 1, Cy, r, € GI(p), € a seqiiéncia x = (x;, 4,), i1,i2 = 0,1,...,N — 1,
Tiy iy € GF(p), de elementos

N-1N-1
1

Tiria = 3z > > Chyks Bry cose(ka(in +1/2)) Br, cose(kaiz +1/2)). (3.52)
k1:0 k?2:0

Para simplificar, a Defini¢ao 3.1 e 0 Teorema 3.1 apresentam uma FFCT5p com dimensoes
N x N. Desta forma, os co-senos sobre corpo finito que aparecem nas Equacdes 3.51 € 3.52 sdo

fungdes do mesmo elemento unimodular ¢, que possui ordem multiplicativa 2N. Isso significa
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Marca —> | 0 [ 1 |-

Seqiiéncia
PN

—>|1]ofo[1]o]1]1|1]o]o]2]1|1]0]2]0]--

Informagao

inserida —>i0|1|1|0|1|0|0|0i0|0|1|1|1|o|1|0i...

Figura 3.3: Espalbamento da marca d’dgua sobre uma seqiiéncia PN, para obtencdo da informagdo a ser inserida

na imagem original (L = 8 bits).

que o calculo desta transformada pode ser realizado pela mesma estrutura que calcula a FFCT-
2e de uma seqiiéncia de comprimento N. Naturalmente, FFCT bidimensionais ndo quadradas
podem ser definidas escolhendo-se dois elementos unimodulares diferentes, desde que a ordem

de cada um deles seja compativel com o comprimento da respectiva dimensao.

O esquema de inser¢dao da marca

O primeiro passo para a inser¢io da marca é reduzir a imagem original médulo p, o
numero primo associado ao corpo finito sobre o qual a FFCT5p € definida. Denotando por I a
imagem original, o procedimento descrito gera uma imagem denotada por I, . A matriz C, que
corresponde a FFCTsp de I, , é calculada e, no dominio da transformada, a marca € inserida.
A informagio a ser introduzida corresponde, de fato, a uma seqiiéncia pseudo-aleatéria (PN
— pseudo-noise) na qual a marca d’dgua é espalhada. Cada bit da marca é associado a L
bits da sequéncia PN. Conforme ilustrado na Figura 3.3, se o bit da marca for 0, os L bits
correspondentes sdo invertidos; se o bit da marca for 1, os L bits correspondentes permanecem
inalterados. Esta operagido, que produz a sequiéncia PN’, tem a funcdo de tornar mais seguro
o procedimento de extragdo da marca, explicado mais adiante.

A Figura 3.4 detalha o esquema de inser¢io da marca d’agua. A semente que gera a
seqiiéncia PN funciona como uma chave secreta e é definida pelo individuo que assina a
imagem [59]. A seqiiéncia PN’ é mapeada em duas dimensoes e somada a C, resultando numa
matriz C,,. A imagem marcada, I, ¢ finalmente obtida calculando-se a FFCT,}} de C,, e

readicionando I’ =1—-1,.

Para que esta marca atenda de modo satisfatério o requisito da “invisibilidade”, men-

cionado na parte introdutéria desta secdo, é importante escolher adequadamente o valor de
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I, C C, -
Imagem >» (mOd p) "> FFCTzD _>@—> FFCTzD
original — M I,
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~® -t
Marca > 2D~ 1D) (1D—-2D)
m [ S Imagem
PN marcada
Chave ,| Seqiiéncia i Espalhamento L,
PN

Figura 3.4: Esquema de inser¢do da marca d'dgua no dominio da FFCT. Apds um procedimento de espalbamento
sobre uma seqiiéncia PN, uma marca d'dgua bindria € somada (médulo p) @ FFCTsp da imagem original. Em

seguida, calcula-se a FFCT,p inversa para se obter a imagem marcada.

p. Na Figura 3.4, somar M a C significa alterar determinados coeficientes da FFCTsp. Entre-
tanto, numa transformada de corpo finito, adicionar apenas uma unidade a um elemento no
dominio da frequiéncia pode modificar em até (p — 1) unidades os elementos de sua transfor-
mada inversa. Naturalmente, isso é explicado pelo fato de se estar usando aritmética modular.
Portanto, para que o valor de cada pixel na imagem original seja alterado de maneira pouco
significativa, em relagdo a sensibilidade do olho humano, deve-se escolher um nimero p que
seja pequeno quando comparado a 255, que representa a maxima variagao de brilho numa
imagem em escala de cinza.

Com base nestas implicacdes, fixou-se p = 7 para a implementagao das simulacdes que sdo
apresentadas. Atrelados ao valor de p estio o tamanho da transformada, 2 x 2, o elemento

unimodular ¢ = 2 + j 2, cuja ordem multiplicativa é 8, e o corpo de extensao GI(7).

O esquema de extra¢do da marca

Para que a marca d’agua proposta seja extraida, é necessario conhecer a semente que gera
a seqiiéncia PN utilizada em sua inser¢ao, bem como a FFCT,p da imagem original reduzida
modulo p. A Figura 3.5 apresenta o esquema que realiza este procedimento.

Inicialmente, calcula-se a diferenga (C’ — C) entre a FFCT5p da imagem marcada e da
imagem original, ambas reduzidas médulo p. A matriz resultante desta operagdo é mapeada
numa seqiiéncia PN’ de comprimento igual ao da sequéncia PN. O bloco “Decisio” compara
estas duas sequéncias empregando uma logica que é complementar a da operacdo de espa-

lhamento realizada na inser¢io da marca. Para cada L pares de bits comparados, observa-
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C
Imagem FFCT,p del, MarE:a
marcada “y C extraida
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X
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_| Seqiiéncia PN" .
Chave > PN » Decisdo

Figura 3.5: Esquema de extragdo da marca d'dgua baseada na FFCT. Realiza-se um procedimento o inverso ao de

insercdo da marca, adicionando-se o bloco Decisdo, cuja funcdo € descrita mais a diante.

se o numero de coincidéncias e o de inversdes. Se o nimero de coincidéncias predominar,
decide-se pelo bit 1. Caso contrario, decide-se pelo bit 0 (Figura 3.6). A composi¢do da marca
¢ finalizada ao se realizar o mapeamento bidimensional desta nova seqiiéncia obtida apds as
decisoes.

—~ 7

Se a imagem marcada tiver sofrido alguma alteragio, certamente, a seqiiéncia PN contera
valores diferentes de 0 e 1. Tais valores sdo tratados como indeterminados, sendo, portanto,
neutros no processo de decisao de cada bit que compde a marca. Assim, quanto maior o valor
de L, maior sera o namero de bits validos para auxiliar a extracdo da marca.

E importante ressaltar ainda que os mapeamentos dimensionais realizados na extracio da
marca correspondem ao inverso dos mapeamentos utilizados na inser¢io da mesma. Para
realizar as conversdes 2D — 1D, informacdes bidimensionais sdo lidas linha por linha, da
esquerda para a direita e de cima para baixo, e escritas num vetor linha. As conversoes 1D —
2D sao realizadas utilizando-se um processo inverso ao descrito. Qualquer erro na ordenacao

das informagdes que compdem estes esquemas compromete o método por completo.

PN’

Seqtiéncia —> [1]]ofx]1[1]2]1]o]a]1[1a] o] o] 0] -

Seineis (oSS EeTo[EaIe s}

Decisdo Decisdo

Informagao

formasio __ (5T TTo 1 o[oJo o[o]2 x| 1 o[x[0]

Figura 3.6: Funcionamento do bloco “Decisio” na extragdo da marca d'dgua (L = 8 bits).
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3.6.2  Simulagcoes e resultados

O aspecto de maior interesse numa técnica de prote¢ao de informacao digital é a avaliacao
de sua robustez. Esta caracterisica mede a resisténcia da marca d’dgua a manipulacoes que
a informacdo possa sofrer, determinando sob que condicoes é possivel reconhecer a presenca
da mesma marca. Com o objetivo de analisar o comportamento do método proposto neste
aspecto, os esquemas de insercdo e extragao da marca d’agua foram implementados no Matlab.
Os resultados das simulagoes realizadas sdo apresentados e discutidos a seguir.

Originalmente, considerou-se uma imagem em escala de cinza, de tamanho 128 x 128
pixels, livre de qualquer marca d’agua e que ndo tenha sofrido compressio (lenna.bmp). O
passo seguinte foi realizar a inser¢io de uma marca representada por uma imagem binadria, de
tamanho 32 x 32 pixels. Na Figura 3.7, sdo apresentadas estas duas imagens e uma terceira,
obtida ao final do procedimento descrito.

Com o proposito de medir o quanto a inser¢ao da marca d’agua modifica a imagem ori-
ginal, é comum calcular-se a relagao sinal-ruido de pico (PSNR). Para a imagem em questao,
obteve-se PSNR= 38,98 dB, valor cujo significado visual pode-se observar na Figura 3.7.

A etapa seguinte da simulacdo foi recuperar a marca d’agua apresentada. Como se tem

enfatizado, a técnica proposta neste trabalho emprega uma ferramenta matematica baseada

(b)

(c)

Figura 3.7: (a) Imagem original, 128 x 128 (lenna.bmp). (b) Marca d'dgua, 32 x 32. (c) Imagem marcada,
PSNR= 38,984B.
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(b)

Figura 3.8: (a) Imagem marcada com brilho acentuado em 30 %. (b) Marca d'dgua recuperada, CN = 0, 9796.

em aritmética inteira. Por conta disso, os procedimentos de inser¢io e extracdo (Figuras 3.4
e 3.5) sdo precisos, proporcionando a recupera¢do de uma marca idéntica a que foi inserida
(desde que a imagem nao tenha sofrido alteragoes).

Finalmente, foram modificadas determinadas caracteristicas da imagem marcada com o
objetivo de analisar o reflexo de tais manipula¢bes sobre a marca extraida. A medida do
quanto a marca foi corrompida é dada pela correlagio normalizada (CN) entre a marca

recuperada e a marca inserida [60]. Este parametro é calculado pela equacio

ON = S R (3-53)

em que m representa a marca inserida e /m representa a marca recuperada. Quanto mais

pro-ximo de 1 for o valor de CN, maior similaridade havera entre as duas marcas.

A Figura 3.8.a corresponde a imagem marcada com brilho acentuado em 30 %. Este tipo
de alteracdo equivale a somar ao valor de cada pixel uma constante inteira. Na FFCTyp 2 x 2
(p = 7), o efeito desta manipulagdo é neutro. Deste modo, é possivel recuperar a marca
com bastante clareza (Figura 3.8.b), havendo erro apenas devido ao over flow (pixels que
excederam 255). Para este caso, obteve-se CN = 0, 9796.

Na Figura 3.9.a, é apresentada uma imagem marcada com uma regido completamente
destruida. Na parte inferior da marca recuperada (Figura 3.9.b), observa-se que linhas al-
ternadas foram corrompidas. Este padrdo € reflexo do modo como a marca foi espalhada e
dos mapeamentos dimensionais utilizados no procedimento de insercdo. Ainda assim, com
CN = 0,8662, consegue-se identificar claramente a presenca da marca original.

Apresenta-se na Figura 3.10 as marcas recuperadas ao se realizar outras duas manipulagoes
na imagem. A Figura 3.10.a corresponde a marca extraida quando se comprime, segundo o

padrio JPEG, a imagem marcada em 30 % do seu tamanho (CN = 0,6747). Ao se incre-
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(a) (b)

Figura 3.9: (a) Imagem marcada com 25% de sua informagcdo destruida. (b) Marca d'dgua recuperada, CN =
0, 8662.

(a) (b)

Figura 3.10: (a) Marca recuperada ao se comprimzir, segundo o padrdo JPEG, o arquivo original em 30 % do seu
tamanho, CN = 0,6747. (b) Marca recuperada ao se incrementar em 10% o contraste da imagem marcada,
CN =0,7175.

mentar em 10 % o contraste da imagem marcada, extrai-se com similaridade CN = 0,7175 a
marca apresentada na Figura 3.10.b.

A partir dos resultados apresentados nas Figuras 3.8, 3.9 e 3.10, pode-se analisar alguns
aspectos do método proposto. A técnica baseada na transformada do co-seno sobre corpos
finitos é pouco sensivel a manipulagoes que alteram a imagem marcada de modo uniforme
(brilho) ou esparso (destruicao total de determinadas regides). Como a FFCTyp implemen-
tada possui tamanho 2 X 2, é importante que o maior nimero possivel destes blocos “sobre-
viva” a alteragoes.

Imaginando que cada manipulacdo sofrida pela imagem marcada seja modelada como um
ruido aditivo (matriz com o mesmo tamanho da imagem), observa-se que, quanto menor a
variancia desse ruido, maior a similaridade entre a marca extraida e aquela originalmente
inserida. Se a referida variancia for elevada, menos denso deve ser o ruido, isto é, um menor
numero de pixels da imagem marcada deve ser alterado para que a marca seja preservada. De

qualquer forma, a técnica proposta permite verificar e localizar altera¢bes que tenham sido
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realizadas na imagem.

3.6.3 Filtragem de imagens via FFTT

A segunda aplicagio diretamente relacionada as propriedades das FFTT baseia-se na con-
volugdo simétrica dessas transformadas. Especificamente, discute-se o emprego desta pro-
priedade para implementar a filtragem de imagens digitais. Nesse cendrio, os sinais de en-
trada sdo matrizes de elementos inteiros com valores limitados de 0 a 255 (imagens em escala
de cinza); um filtro simples é definido usando ntumeros inteiros e um fator de normaliza-
¢ao [64]. De maneira semelhante ao que foi apresentado na Defini¢do 3.1 e no Teorema 3.1,
versdes bidimensionais de outras FFTT podem ser obtidas a partir das respectivas expressoes
em uma dimensao.

Além dos fatores mencionados, outro aspecto a ser considerado no uso das FFTT, parti-
cularmente na filtragem digital, é a escolha criteriosa do numero primo p no qual se baseara
todo o procedimento. O papel fundamental das ferramentas sobre corpos finitos em apli-
cacoes de Processamento de Sinais é servir como um veiculo que possibilita maior precisao
e eficiéncia computacional. Para que isso seja conseguido, deve-se escolher um primo p e,
conseqlientemente, um corpo finito GF(p) em que os calculos envolvidos na aplicagao possam
ser realizados sem ocasionar over flow. Mais adiante, essa restricao é tratada em maiores
detalhes.

A proposta de filtragem de imagens via FFTT pode ser melhor ilustrada através de um
exemplo. Para isso, considera-se uma imagem em escala de cinza = = (z; ;) (sinal de entrada)

-

a ser processada por um filtro FIR passa-baixas cuja resposta ao impulso h = (h; ;) €

121
1
hig=1612 4 2 |- (3.54)
121

De acordo com o que foi apresentado na Secdo 3.5, para realizar a operacdo de filtragem

utilizando-se convolug¢ao simétrica, € suficiente considerar

o1 (a2

Al = — .
W6y g ) (3-55)

de onde h; ; pode ser obtido a partir de uma extensdo simétrica bidimensional do tipo WS.
A este tipo de simetria estd associada a FFCTyp-1e, que corresponde a transformada 7, na

Equagdo 3.29. De fato, sera calculada a transformada de 16A] ;. A multiplicagio por 16 é
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necessaria para cancelar temporariamente o efeito do fator de normalizacdo, que determina
elementos ndo-inteiros na resposta ao impulso do filtro. Na Equac¢io 3.29, escolhendo a

FFCT3yp-2e como a transformada 7, a seguinte convolugao simétrica é possivel [52]:
Wi, = FOyp 0 {FCop,2e{&ij} X FCap,1.{16h7 ;}}. (3.56)

Na Equagio 3.56, z; ; corresponde a blocos de z; ; complementados com um niamero sufi-
ciente de zeros, de modo a garantir que o resultado da convolugio simétrica seja 0 mesmo
da convolugdo linear. A imagem filtrada w; ; é formada a partir dos blocos w; ;, superpos-
tos organizadamente segundo o método de overlap-add [44]. No final deste processo, um
escalonamento por um fator de 1/16 é realizado, com a finalidade de retornar os valores dos
pixels para o intervalo [0, 255].

Conforme comentado, a definicio do corpo finito GF(p) apropriado para implementar
todo o procedimento descrito esta diretamente atrelada a necessidade de se evitar o over flow
na realizacdo da convolucdo. Para isso, é possivel estabelecer uma condi¢do a partir da
Equagio 3.28. Nessa expressdo, verifica-se que o limitante superior da sequiéncia de saida
w € dado pelo produto entre o componente maximo de Z e a soma de todos os componentes
de alguma submatriz (ou subvetor) de h. Esse raciocinio pode ser estendido ao caso bidimen-
sional. Para o exemplo considerado, o componente maximo de z; ; € 255; a submatriz de h; ;
cuja soma dos componentes é maxima, e igual a 1, é a propria matriz h; j. Assim, o limitante
superior da matriz resultante da filtragem é 255.

Com base na informagiao obtida, escolheu-se utilizar GF(8191). Este corpo, além de ser
suficientemente grande para evitar over flow, permite implementar FFTT com N = 8 e sim-
plificar os calculos, uma vez que p é da forma 2¥ — 1. Usando o elemento unimodular
¢ = 812 + j 1735, encontrado através de um procedimento de busca e que possui ordem
multiplicativa 2N = 16 sobre GI(8191), define-se uma FFCTsp-1e ¢ uma FFCTyp-2¢ com
dimensdes 8 x 8.

Uma simulacdo computacional do procedimento descrito foi realizada. Apds o processa-
mento da imagem carnival.bmp por um filtro passa-baixas, o efeito da suavizagio em suas
linhas é bastante nitido (Figuras 3.11 e 3.12). Neste resultado, um aspecto de grande relevan-
cia € a perfeita igualdade entre a imagem filtrada usando a convolugio simétrica e a imagem
obtida através de uma convolug¢io linear direta com o filtro. Isso acontece porque as FFTT
nio requerem qualquer arredondamento, o que significa que ndo ha introdugio de ruido

computacional. Usando a convolucdo simétrica das DTT para realizar essa filtragem, uma
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PSNR = 63,26 dB é obtida quando se compara o resultado com o calculo direto da con-
volucao.
Um outro exemplo é apresentado nas Figuras 3.13 e 3.14. Neste caso, a imagem lancer.bmp

€ convoluida com a resposta ao impulso de um filtro dada por

-1 -2 -1
1
hij = -1 -2 19 -2 |, (3-57)
-1 -2 -1
tal que
1 19 -2
hi ;= - . (3.58)
-2 -1

Como no exemplo anterior, a convolucio linear é implementada através da convolugao simé-
trica dada pela Equacdo 3.56 e as FFTT sdo definidas sobre GF(8191). Naturalmente, a im-
agem filtrada usando a convolugio simétrica e a imagem obtida através de uma convolucdo
linear direta com o filtro também s3o iguais. Usando a convolugdo simétrica das DTT para
realizar esta filtragem, uma PSNR = 66, 17 dB é obtida quando se compara o resultado com o
calculo direto da convolugao.

Nos exemplos apresentados, os valores da PSNR alcancados com o uso da convolucio
simétrica das DTT sdo relativamente altos. Isso significa que, visualmente, a diferenca entre
a imagem filtrada através desta técnica e o resultado livre de imprecisdo é pouca. Entretanto,
com a realizacdo repetida deste processamento, a tendéncia é que o erro se propague, o que
¢ indesejavel em diversos cenarios de aplicacdo. Esse é um dos aspectos que, no presente
contexto, tornam importante a disponibilizacao de ferramentas de corpos finitos, particular-

mente, das FFTT.
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Figura 3.12: carnival.bmp apos filtragem passa-baixas implementada pela convolugio simétrica das FFTT.
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Figura 3.14: lancer.bmp apds filtragem passa-altas implementada pela convolugdo simétrica das FFTT.
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CAPITULO

AuTO-ESTRUTURA DAS FFTT

EsTUDO das transformadas discretas sob o ponto de vista matricial tem permitido o
desenvolvimento de ferramentas e a observacao de uma série de propriedades rela-
cionadas a essas transformadas. Ao se interpretar o calculo da transformada de uma seqiiéncia
como uma multiplicacido entre um vetor e uma matriz de transformacgao, é possivel, por exem-
plo, derivar algoritmos rapidos baseados nas simetrias e na fatoracao da referida matriz [15].
A auto-estrutura de uma matriz de transformacio, isto é, a forma como se relacionam os auto-
valores e os autovetores da mesma, €, nesse contexto, outro aspecto de importancia relevante.
No caso da transformada discreta de Fourier, que foi estudado pela primeira vez em 1972,
demonstra-se que sua matriz tem, no maximo, quatro autovalores distintos - {1, —1,7, —j} - e
determinam-se formas gerais para os autovetores associados [65]. Tais conclusoes tém relagao
com o que se denomina periodo de uma transformada, o nimero minimo de vezes (maior que
zero) em que se precisa iterativamente calcular a transformada de uma seqiiéncia até que se
retorne a seqiiéncia original. Para a DFT, particularmente, o periodo vale quatro [65], [66].
Recentemente, mostrou-se que os autovetores da DFT sao necessarios a defini¢ao da trans-
formada discreta fracional de Fourier (DFRFT), para a qual diversas apicagdes tém sido pro-
postas [67], [68], [69], [70]. De forma semelhante, tem-se investigado a auto-estrutura das
DCT e DST, cujos resultados tém sido empregados na definicdao de transformadas discretas fra-
cionais do co-seno e do seno, respectivamente denotadas por DFRCT e DFRST [71], [72], [73]-
Para as transformadas trigonométricas discretas fracionais, tém sido propostas aplicagdoes em

projetos de filtros, compressao de dados, Criptografia e marca d’agua [33].



Quando se fala em transformadas sobre corpos finitos, é provavel que, anteriormente ao
presente trabalho, o estudo de auto-estruturas tenha sido realizado em apenas uma ocasiao,
quando a transformada numérica de Fourier (NTT, number theoretic transform) foi caracteri-
zada segundo esse aspecto [74]. Neste capitulo, investiga-se a auto-estrutura das transfor-
madas trigonométricas sobre corpos finitos. Para diferentes tipos de transformadas do co-seno
(FFECT) e do seno (FFST), com simetria par, sdo derivadas proposicdes e discutidas conjecturas
que permitem avaliar as principais caracteristicas de seus autovalores e autovetores. Os re-
sultados obtidos esclarecem alguns pontos do uso das FFTT na formatagao de distribuigoes
de probabilidade sobre os inteiros, que é apresentado na parte final do capitulo. De modo
particular, as FFCT sio utilizadas na obtencdao de uma distribui¢ao uniforme a partir de uma
distribuicio qualquer. Tal procedimento significa esconder o comportamento estatistico de
uma fonte de informacio, o que é desejavel em muitas situacdes no contexto de Criptografia.

Com base nisso, alguns cenarios de aplicacdo sdo sugeridos [38].

4.1 Auto-estrutura das FFTT do tipo le

A auto-estrutura da FFCT-1e e a da FFST-1e, estudadas nesta se¢ao, possuem uma forte
ligacdo com a da transformada de Fourier de corpo finito. Por conta dessa relacio, ini-
cialmente, a auto-estrutura da NTT é revista [74]. Assim como no Capitulo 2, na presente
abordagem, expressa-se o cilculo de uma transformada através de uma equagio matricial,

isto é, a transformada de uma seqiiéncia ou vetor linha x é um vetor coluna X obtido por
T
X =x x My, (4.1)

em que My é uma matriz de transformacdo especifica, com dimensdes N x N. Considerando
a Equagdo 4.1, a NTT de uma sequiéncia ou vetor linha x = (x;), i =0,--- ,N — 1, z; €
GF(p), é um vetor coluna X = (Xy), Xy € GF(p), k =0,--- , N — 1, obtido quando a matriz

M é substituida por
FFy = VN-1.a"F (4.2)

Na ultima equacdo, a é um elemento com ordem multiplicativa ord(ar) = N em GF(p). O

fator de escala vV N—1! torna a matriz FF y unitaria.

Proposicio 4.1 A matriz de transformagio da NTT possut, no mdximo, quatro autovalores distintos —

{1, 1,4, —j} — cujas multiplicidades sao apresentadas na Tabela 4.1.
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Demonstragdo: A determinagdo dos autovalores da NTT baseia-se na propriedade da duali-
dade, derivada diretamente da defini¢cao dessa transformada. Denotando por x; YT x L are-
lacdo entre o vetor x e a sua transformada de Fourier de corpo finito X, a relacao X; AP
é valida. Aplicando a NTT de forma iterativa a sequéncia X;, na ultima relagio, e utilizando
a dualidade, os seguintes pares transformados sdo seqiiencialmente obtidos:

NTT
T_j < X—kv

NTT
X_;, — zk.

Do ponto de vista matricial, os pares transformados apresentados permitem concluir que
(FF N)4 = Iy, em que Iy é a matriz identidade com dimensdes N x N. Denotando por A
um autovalor de FF y, o respectivo autovetor x satisfaz FFy - x7 = X - x”. Assim, pode-se

escrever
(FFM)* - xT =2 xT - At=1,

de onde se obtém os autovalores A propostos. As multiplicidades apresentadas na Tabela 4.1
sao calculadas usando argumentos semelhantes aqueles empregados no estudo da auto-estrutura

da DFT [65]. Tal demonstracdo é omitida. |

Tabela 4.1: Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformagdo da transformada de Fourier de corpo finito

com dimensoes N x N.

| N | Mult. de 1 | Mult. de —1 | Mult. de j | Mult. de —j |
4-m m+1 m m—1 m
4-m+1 m+1 m m m
4-m+2 m+1 m m m
4-m+3 m+1 m+1 m m+1

Proposicao 4.2 Todos os autovetores associados a NTT possuem simetria par ou impar. Os autove-
tores pares estdo relacionados aos autovalores 1 ou —1 e os autovetores impares estdo relacionados aos
autovalores j ou —j.

Demonstragdo: Se x é um autovetor da matriz da NTT, a aplicacdo da propriedade da dua-
lidade ao par transformado x; ALY X resulta em \ - x; ALY z_y. Portanto, A\ -z = x_p
e, conseqiientemente, x; = x_; (X possui simetria par), caso A = +1, e z; = —x_; (x possui

simetria impar), caso A = +j. [ |
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Seqiiéncias com simetria par e com simetria impar sdo utilizadas para construir autove-

tores da NTT de acordo com a proposicdo a seguir.

Proposicio 4.3 Os autovetores da matriz de transformacio da NTT sdo construidos de acordo com as
relagoes enunciadas a seguir. Se x e X sdo, respectivamente, um vetor de comprimento N com compo-

nentes em GF(p) e sua NT'1, entdo:

> o vetor com simetria par x = E{x;} £ E{X;} € um autovetor da matriz FF y associado ao autovalor

A==l

> o vetor com simetria impar x = O{x;} F j - O{X;} é um autovetor da matriz FF y associado ao

autovalor \ = %3,

A proposi¢do acima pode ser demonstrada utilizando argumentos analogos aqueles em-
pregados nas demonstragdes das Proposi¢oes 3 e 4 em [66]. Outras maneiras de construir
autovetores da NTT sdo discutidas em [74].

Com base no conteido apresentado, é possivel enunciar as seguintes proposicoes rela-

cionadas a auto-estrutura da FFCT-1e e a da FFST-1e.

Proposicao 4.4 Os autovetores da FFCT1e e os da FFST-1e sdo construidos a partir dos autovetores da

NTT de acordo com as relagoes enunciadas a segutr.

> Sex = [0, T1,...,EN—2, EN—1,TN—2,- - - , T1] for um autovetor par da matriz FFon _o, ou seja,

FFon_o - x' =\-xT ()\ =1, —1), entao
X = an\/i'mla"w\/ﬁ'xN—anN—l] (4.3)

serd um autovetor da matriz FCy 1., ou seja, FCn 1. - X7 = X- %7 (A =1, -1).

> Sex = [0,21,22,...,2N,0, —ZN, —TN_1,. .., —T1] for um autovetor impar da matriz FFoy o,

ou seja, FFon 1o - xT = X -xT' (X = j,—j), entdo
X=V2-[r1,72,...,2N] (4.4)

serd um autovetor da matriz FSy 1. com autovalor correspondente j - )\, ou seja, FSn 1. - X1 =

j-A-XT (X =j,—3j). Assim, os autovalores associados & FFST-1e sdo 1 e —1.

Demonstragdo: Vide Apéndice B. [ |

Proposicio 4.5 Os inicos autovalores das matrizes de transformagio da FFCT 1e e da FFST-1e sdo 1 e

—1. Suas multiplicidades sdo apresentadas nas Tabelas 4.2 e 4.3, respectivamente.
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Tabela 4.2: Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformagdo da transformada do co-seno de corpo

finito do tipo e com dimensées N x N.

| ~ | Mujl\:. iiel | Mul;jile -1

impar

par

NN

2
N
2

Tabela 4.3: Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformagdo da transformada do seno de corpo finito

do tipo 1e com dimensoes N x N.

| N [ Mult. de1 | Mult. de —1 |

impar

N+1 N1
2

N

2

0|2

par

Demonstragdo: A partir da Proposi¢do 4.4, sabe-se que os autovetores da matriz FCy 1. estdo
relacionados aos autovetores com simetria par da matriz FFyy_5. Se N for par, pode-se
escrevé-lo sob a forma N = 2. (N’ + 1), em que N’ > 0 é um nimero inteiro. Assim,
2N — 2 =4-N'+ 2. Observando a Tabela 4.1, verifica-se que, neste caso, as multiplicidades
dos autovalores 1 e —1, respectivamente denotadas por #(1) e #(—1), sdo iguais a #(1) =
#(-1)=N'+1=N/2.

Se N for impar, pode-se escrevé-lo sob a forma N = 2N’ + 1, em que N’ > 0 é um
namero inteiro. Assim, 2N — 2 = 4 - N’. Dai, analogamente ao caso em que N é par, tem-se
#(1)=N'+1=(N+1)/2e#(—1) = N —1= (N —1)/2. Os resultados para a FFST-1e
sdo demonstrados utilizando argumentos semelhantes. [ |

A verificacdo de que os unicos autovalores associados as matrizes de transformagao da
FFCT-1e e da FFST-1e sio 1 e —1 também pode ser realizada a partir da propriedade de
involugdo dessas transformadas. Um autovetor x da matriz FCy 1., por exemplo, satisfaz

FCy 1. - %7 = X -xT. Aplicando a FFCT-1e a ambos os lados da dltima expressio, obtém-se
(FCy1.) - %7 =22 %7, (4.5)

Conforme previamente comentado, uma vez que a FFCT-1e é involuciondria, tem-se (FC N716)2
Iy. Dessa maneira, a Equacdo (4.5) reduz-se a A?> = 1, cujas tnicas solucdes sio A = £1. Pro-

cedimento analogo aplica-se a FFST-1e.
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4.2 Auto-estrutura das FFTT do tipo 4e

Nesta se¢do, a auto-estrutura das matrizes de transformag¢io da FFCT e da FFST do tipo 4e
sdo estudadas. De forma semelhante as transformadas do tipo le, no presente caso, também
existe uma ligagdo com os autovalores e autovetores da transformada de Fourier de corpo
finito. No entanto, conforme apresentado em [75], o estudo da auto-estrutura das transfor-
madas trigonométricas do tipo 4e requer a definicio de uma versio genera-lizada da transfor-
mada de Fourier. Na referéncia supra-citada, pelo fato de se estar considerando ferramentas
sobre os niameros reais, introduziu-se a GDFT (transformada discreta de Fourier general-
izada). Aqui, define-se a transformada de Fourier de corpo finito generalizada (considerando
apenas a versio numérica), a qual é denotada por GFFFT. Inicialmente, a auto-estrutura da
GFFFT ¢ analisada e, com base na mesma, proposicoes acerca da auto-estrutura da FFCT e

da FFST do tipo 4e sdo derivadas.

4.2.1 A transformada de Fourier de corpo finito generalizada

A GFFFT de uma sequéncia ou vetor linha x = (x;),i=0,--- ;N — 1, z; € GF(p), é um
vetor coluna X = (Xy), Xx € GF(p), k =0,--- , N — 1, calculado pela Equagio 4.1, em que a

matriz de transformagiao M é substituida por
FFy = VN 1. alit2)(+3), (4.6)

Na relagdo acima, o é um elemento com ordem multiplicativa ord(a) = N em GF(p) e p =

3 (mod 4). O fator de escala vV N—! torna a matriz FF y ¢ unitaria. Sua inversa é dada por
(FFN7G)71 —vVN-1. a*(ﬂr%)-(!ﬁr%)_ (47)

A seguir, algumas propriedades utilizadas no estudo da auto-estrutura de FF y ¢, a matriz de

transformag¢ao da GFFFT, sao apresentadas.

Propriedade 4.1 Seja J uma matriz com dimensoes N x N composta por 1’s na antidiagonal e 0s nas

demais posigoes. Entio, (FFy ) = —J.

72



2
b

Demonstragdo: O elemento na (i + 1)-ésima linha e na (k + 1)-ésima coluna de (FFy )

denotado por (FF v, G>z w bk =0,1,...,N — 1, é computado por

N—1
(FFnG) = Y (FFng),, - (FFynG),
1=0
N-1
— N-L. o(i+3) (1+3) . (1+5)-(k+3)
1=0
N-1
— N-L. a%-(i+k+1) . Z ol (itk+1)
1=0
Comol<i+k+1<2N-1,a% =—1,e
N-1 .
, N, parait+k+1=N,
D oty = ’ | (438)
1=0 0, caso contrario,
tem-se
—1, parai+k+1=N,
(FFnG);, = _ (4.9)
0, caso contrario.
|
Uma vez que a matriz (FFy ¢)” = —J esta relacionada ao calculo por duas vezes sucessivas

da GFFFT de um vetor, a Propriedade 4.1 pode ser interpretada como descrito a seguir. De-
notando por z; £ Xy a relacdo entre o vetor x e a sua transformada de Fourier de corpo
finito generalizada X, a relagao X; &, —x_3_1 é valida.

A propriedade seguinte observa particularidades relacionadas a GFFFT de vetores que
possuem simetria. Diferentemente dos resultados apresentados para a FFFT, neste caso,
considera-se que vetores X, com simetria par atendem a condi¢do x.; = ¢ _;—1. Os mes-
mos podem ser construidos a partir de um vetor x pela equagdo z.; = 271 - (z; + v_;_1),
o que equivale a dizer que z.; = E{x;} é a parte par de x; vetores com simetria impar sa-
tisfazem z,, = —x, _;—1 e podem ser obtidos por z,; = 27! - (z; — x_;_1). Analogamente,

diz-se que z,; = O{x;} € a parte impar de x.

. N , G
Propriedade 4.2 Se a relagdo entre um vetor x e a sua GFFFT, o vetor X, ¢ representada por x; «——

Xy, entdo, as relagoes E{x;} & E{ Xk} e O{z;} & O{ X4} sdo vdlidas.

Demonstragdo: Calculando a GFFFT de &{z;} = z.; =271 (2; + ©_,_1), obtém-se
(2 V)" [zxz (43 +Zx_“ 1) (k)
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Realizando a substitui¢do de indices » = —i — 1 no segundo somatério da dltima expressdo, a

mesma pode ser reescrita como
., [N—1 N-1
(> V)" [Z ri- D 40) 4 3 g o) (ko)
=0 r=0
=27 1. (Xk + X—kz—l) = 8{Xk}
Demonstra-se a validade da relagio associada a parte impar de x de forma andloga. [ |

Proposicio 4.6 A matriz de transformagdo da GFFFT possut, no mdximo, quatro autovalores distintos

-{1,-1,7,—j} — cugas multiplicidades sao apresentadas na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformagio da transformada de Fourier de corpo

finito generalizada com dimensoes N x N.

H N H Mult. de 1 | Mult. de —1 ‘ Mult. de j ‘ Mult. de —j H
4-m m m m m
4-m+1 m m m m-+1
4-m+42 m+1 m m m+1
4-m+3 m+1 m m-+1 m+1

Demonstragdo: Os autovalores da matriz FF y ¢ sdo obtidos através de um argumento andlogo
ao discutido ap6s a demonstragao da Proposi¢io 4.5. Neste caso, utilizando a Propriedade 4.1,
sabe-se que (FFN7g)4 = In. Conseqiientemente, os autovalores de FF y ¢ correspondem as

solugdes da equacio \* = 1, isto é, {1, 1,4, —;j}. Para determinar suas multiplicidades, os

mesmos sao denotados por A\,, n =1,2,..., N. Assim, tem-se
N 9 9 —1, N éimpar,
Z A7 = trago {(FFN,G) } =trago{—-J} = (4.10)
n=1 0, N épar
e

1, se A\, = %1,
X = ! (4.11)
-1, se A, ==j.
Denotando por N; o numero total de autovalores {1,—1} e por Ny o de {j, —j}, a partir das

Equacoes (4.10) e (4.11), conclui-se que

0, N épar,
No — Ny =
1, N éimpar.
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Tabela 4.5: Somas das multiplicidades dos autovalores {1, —1} e {j, —j} da matriz de transformagdo da trans-

formada de Fourier de corpo finito generalizada com dimensoes N x N.

H N H Mult. de £1 ‘ Mult. de +j H
4-m 2-m 2-m
4-m+1 2-m 2-m+1
4-m+2 2-m+1 2-m+1
4-m+3 2-m+1 2-m+2

Com base neste resultado, é possivel construir a Tabela 4.5.

Além disso, tem-se [76]

0, N =4-m,
N N-1 i Ned-mil,
Z An, =trago {FFy g} = VN-1. Z lit3)” = J (4.12)
n=1 i=0 1—3, N=4-m+2,
|1, N=4-m+3.
Combinando os resultados da Tabela 4.5 e da Equagao (4.12), a Tabela 4.4 é obtida. [ ]

Nas proposi¢des a seguir, descreve-se as caracteristicas dos autovetores da matriz de trans-
formacdao da GFFFT. Com base na Propriedade 4.2 e em [66], apresenta-se um procedimento

sistematico para a constru¢do de autovetores associados a autovalores especificos de FF y .

Proposi¢ao 4.7 Qualquer autovetor x da matriz da GFFFT satisfaz uma das seguintes condigoes:

> O vetor X possui simetria par, ou seja, J - X = X, e 0 seu autovalor correspondente € j ou —j.

> O vetor x possui simetria impar, ou seja, J - x = —X, e 0 seu autovalor correspondente € 1 ou —1.

Demonstragdo: Como x ¢ um autovetor de FFy ¢, a igualdade FFy ¢ - x = A - x é va-
lida. Multiplicando ambos os lados da ultima expressdo por FF y ¢ e usando o fato de que

(FFy.g)° = —J, obtém-se
~J-x=X\ x (4.13)

Caso A\ = +1, a Equacdo (4.13) reduz-se a —J - x = x, 0 que significa que o vetor x possui
simetria impar; caso A = +j, a Equagao (4.13) reduz-se a J - x = x, 0 que significa que o vetor

X possul simetria par. |
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Proposicao 4.8 Os autovetores da matriz de transformacdo da GFFFT sdo construidos de acordo com
as relagoes enunciadas a seguir. Se x e X sdo, respectivamente, um vetor de comprimento N com compo-

nentes em GF(p) e sua GFFFT, entdo:

> 0 vetor com simetria par x© = E{x;} F j - E{X;} é um autovetor da matriz FF N,G assoctado ao

autovalor \ = %j.

> 0 vetor com simetria impar x¢ = O{x;} £ O{X;} é um autovetor da matriz FF N,G assoctado ao

autovalor A = £1.

Demonstragdo: Utilizando as Propriedades 4.1 e 4.2, e empregando a notagdo anteriormente
introduzida, pode-se expressar a relacao entre E{x;} F j - E{X;} e sua GFFFT da seguinte

forma:

e} Fj- (X} < (X0} - Efoia).
Como &{x_;_1} = E{x}}, a dltima relacdo pode ser reescrita como

Elai} F - E{X} o £ (Elan} F - E{X0)).
de onde segue o resultado. De forma andloga, tem-se
Oz} + 0{X;} << O{X ) F O{a_p_1 ).

Como O{x_i_1} = —O{xy}, a ultima relagdo pode ser reescrita como

O} = 0{X;} <% &1+ (0{a} £ O0{X}).

de onde segue o resultado. [ |

4.2.2 Autovalores e autovetores das FFTT do tipo 4e

Com base nas Proposicoes 4.6 e 4.7, é possivel apresentar as seguintes proposicoes rela-

cionadas a autoestrutura da FFCT-4e e a2 da FFST-4e.

Proposicio 4.9 os autovetores da FFCT-4e e os da FFST-4e sdo construidos a partir dos autovetores da

GFEFFT de acordo com as relagoes enunciadas a seguir.

> Sex = [X0y...,TN-1,—TN—1,.-.,—Zo| for um autovetor impar da matriz ¥Fsn ¢, ou seja,

FFong %7 =X-%T (A=1,-1), entdo
X = [20,...,TN-1] (4.14)

serd um autovetor da matriz FCy 4., ou seja, FCy 4 - kT =X-%xT (A=1,-1).
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> Sex = [zg,...,EN—1,ZN—1,--.,Zo| for um autovetor par da matriz FFon ¢, ou seja, FFon ¢ -
xT' = X-xT (X =j,—j), entdo
X = [z0,...,TN_1] (4.15)
serd um autovetor da matriz FSy 4., ou seja, FSy 40 - X7 = X-xT (A = j, —j).
Demonstragdo: Vide Apéndice B. [ |

Proposicio 4.10 Os sinicos autovalores das matrizes de transformagdo da FFCT-4e e da FFST-4e sdo 1

e —1. Suas multiplicidades sdo apresentadas nas Tabelas 4.6 e 4.7, respectivamente.

Tabela 4.6: Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformagcdo da transformada do co-seno de corpo
finito do tipo 4e com dimensées N x N.

| N [ Mult. de1 | Mult. de —1 |

N+1 N—-1

impar

2
N
2

NS

par

Tabela 4.7: Multiplicidades dos autovalores da matriz de transformagdo da transformada do seno de corpo finito
do tipo 4e com dimensoes N x N.

| N [ Mult. de1 | Mult. de 1 |

impar N+l NoL

2
N
2

NN

par

Demonstragdo: A partir da Proposi¢ido 4.9, sabe-se que os N autovalores e autovetores da
matriz da FFCT-4e podem ser obtidos a partir dos N autovetores com simetria par da ma-
triz FFon . Se N = 2m, a matriz da GFFFT possui m autovetores com simetria impar
relacionados ao autovalor 1 e m autovetores com simetria impar relacionados ao autovalor
—1. Portanto, a matriz da FFCT-4e possui m autovetores relacionados ao autovalor 1 e m
autovetores relacionados ao autovalor —1; se N = 2m + 1, a matriz da GFFFT possui m + 1
autovetores com simetria impar relacionados ao autovalor 1 e m autovetores com simetria
impar relacionados ao autovalor —1. Nesse caso, a matriz da FFCT-4e possui m + 1 autove-
tores relacionados ao autovalor 1 e m autovetores relacionados ao autovalor —1. O item da

Proposicdo 4.10 referente a matriz da FFST-4e é demonstrado de forma semelhante. [ |
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4.3 Auto-estrutura das FFTT dos tipos 2¢ e 3e

Nesta secdo, discutem-se aspectos relacionados as auto-estruturas das FFTT dos tipos 2e
e 3e. Uma vez que as matrizes de transformacido de tais transformadas nio sio simétricas,
isto é, ndo produzem involucdes, ndo é possivel analisar suas auto-estruturas utilizando ar-
gumentos similares aos que foram aplicados as FFTT dos tipos le e 4e. Além disso, devido
as semelhangas entre as estruturas matriciais das FFTT e das DTT, as quais tém sido eviden-
ciadas ao longo deste capitulo, é importante observar que o estudo das auto-estruturas das
DTT dos tipos 2e e 3e contém pontos pouco esclarecidos, sendo restrito a algumas conjec-
turas baseadas em simula¢des numéricas [71]. Essa abordagem é, de certa forma, empregada
no desenvolvimento a ser apresentado.

O procedimento convencional para obter os autovalores de uma matriz consiste em avaliar
as raizes do respectivo polindomio caracteristico. Uma vez que as matrizes das FFTT sdo

ortogonais, o seguinte teorema relacionado aos seus polindmios caracteristicos é valido.

Teorema 4.1 O polindmio caracteristico de uma matriz ortogonal com elementos sobre o conjunto dos

niimeros inteiros modulo p € um polindmio reciproco.

Demonstragido: No que segue, todas as equacdes sdo tomadas modulo p. Seja M uma matriz
ortogonal com dimensées N x N e p(\) = det(M — M) o seu polindbmio caracteristico.
Deseja-se demonstrar que p(A\) = £AVp(1/)). Uma vez que M~ = M7, tem-se M — \[ =
~AM(M?T —I/)). Tomando o determinante em ambos os lados da tltima equacio e usando

os fatos det(M) = det(M7T) = 1 and det(AM) = AV det(M), tem-se

1
det(M — AI) = £V det (M - I) .

A
|
Se p(A) = AVp(1/)), p(\) é classificado como polindmio palindrémico;
se p(A) = —A¥p(1/)), o mesmo ¢ classificado como polinémio anti-palindréomico. O cal-

culo das raizes de tais polindémios é realizado de forma simplificada através de um método de
substituicdao de va-ridveis que reduz o seu grau pela metade [77]. Portanto, é possivel utilizar
formulas fechadas para avaliar as raizes de polinomios palindromicos com graus até 10. Nesse
caso extremo, apds excluir as raizes +1(mod p), o grau é reduzido para 4. Se p(\) possuir
grau maior que 10, técnicas de fatoragao sio empregadas na obtencdo das raizes [78].

Assim, as raizes do polinémio caracteristico da matriz FCy 9. para diferentes valores de
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N pode ser calculado. A partir dos resultados obtidos, conjectura-se que, para qualquer com-
primento N, todos os autovalores da matriz de transformaciao da FFCT-2e sdo distintos. Para
as transformadas FFCT-3e, FFST-2¢ e FFST-3e, esse fato também ¢é valido. Além disso, em-
bora as matrizes consideradas possuam todos os elementos pertencentes a GF(p), é importante
observar que seus autovalores podem estar localizados em corpos de extensio de ordens mais
elevadas. Uma analise probabilistica acerca desse fato é encontrada em [79].

O periodo das matrizes FCy 2¢, FCx 3¢, FSn 2¢, FSn 3. pode ser investigado escrevendo-
as na forma diagonal. Analisar esse aspecto torna-se interessante porque, diferentemente das
FFTT dos tipos le e 4e, as transformadas consideradas nesta se¢do nio sdo involu¢es. Como
exemplo, considera-se novamente a matriz de transforma¢io da FFCT-2e, a qual é escrita
como FCp 3. = UAU™ (U é uma matriz unitaria cujas colunas siao autovetores de FCy o, €
U* é sua conjugada transposta; A é uma matriz diagonal cujos elementos sdo autovalores de
FCx 2c). Uma vez que U*U = I, poténcias de FCy 2. podem ser obtidas a partir de potén-
cias de A, as quais sao computadas tomando a respectiva poténcia de cada elemento em sua
diagonal principal. Dai, a relagdo (FCy 2.)" = UA"U" € satisfeita (r ¢ um numero inteiro e
positivo que corresponde ao periodo de FCy 2.) € 0 menor valor de r tal que (FCpn2.)" =1
também implica A" = I. A partir dessa ultima condi¢ao, conclui-se que 7 é 0 minimo multi-
plo comum entre as ordens multiplicativas dos autovalores de FCy .. Para as transfor-
madas trigonométricas dos tipos 2e and 3e sobre os nimeros reais, tem-se conjecturado que
a condi¢do estabelecida nunca é satisfeita [71]. Por defini¢ao, considera-se que essas trans-
formadas possuem periodos iguais a 0. Naturalmente, no caso das FFTT, r é sempre finito e
diferente de 0.

Diante do conteudo exposto, pode-se afirmar que a obtencdo dos autovalores das matrizes
de transformacgido das FFTT ds tipos 2e e 3e requer, inevitavelmente, o cilculo das raizes dos

respectivos polindomios caracteristicos. Dai, os autovetores relacionados podem ser construi-

dos.
4.4 Uma Aplicacao: Formatacao de Distribuicoes de Probabilidade
sobre os Inteiros

Em [79], a transformada de Karhunen-Loéve sobre corpos finitos (IoI-KLT, integer-to-
integer Karhunen-Loéve transform) foi apresentada como uma ferramenta capaz de converter

a distribuicdo de probabilidade de determinada fonte de informag¢do numa distribui¢io uni-
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forme. Isso permitiria introduzir, em um sistema de comunicac¢do digital, um bloco de in-
terface entre o receptor, projetado segundo uma distribuicdo uniforme, e a informacdo que,
muitas vezes, comporta-se segundo uma curva normal. No entanto, assim como a KLT so-
bre os reais, a I;)I-KLT ndo é pratica, pois sua matriz de transformacdo depende dos dados
que se deseja processar [79]. Esse fato motivou o estudo da propriedade de formatagio de
distribui¢oes de probabilidade que outras transformadas sobre corpos finitos teriam, particu-
larmente, a NTT e as FFTT.

A descrigao dos efeitos que uma transformada sobre corpos finitos tem sobre uma dis-
tribuicdo de probabilidade pode ser feita considerando alguns aspectos da aritmética modular.
Uma ilustracdo simples disso consiste em associar cada simbolo de uma fonte a um nimero
inteiro de 0 a ¢ — 1, ¢ < p, e multiplici-lo, m6édulo p, por uma constante K. O produto
modular desloca as frequiéncias de ocorréncia dos simbolos. Considerando, por exemplo, um
mapeamento em que p = ¢ = 13 e K = 5 e imaginando que a fonte possua uma distribui¢ao
similar a normal, os nimeros 6 e 7 devem possuir altas probabilidades de ocorréncia em re-
lacao aos demais. Multiplicando 6 e 7 por 5 (médulo 13), obtém-se, respectivamente, 4 e 9.
As frequiéncias de ocorréncia permanecem as mesmas, mas, agora, estao associadas a outros
simbolos, de maneira que o formato da distribuigio original é descaracterizado.

Quando o produto modular direto entre cada simbolo e uma constante é substituido por
uma combinacido linear que envolve um bloco de simbolos, o processo torna-se mais com-
plexo. No entanto, o aspecto observado na situacdo apresentada como exemplo persiste.
Ainda que seja consideravel a diferenca entre as frequiéncias de emissdo dos simbolos de uma
fonte (distribui¢ao nio-uniforme), a tendéncia é que a aplicacio de uma transformada de
corpo finito produza blocos transformados compostos por simbolos uniformemente distribui-
dos.

Para avaliar o efeito de uma transformada em GF(p) sobre o comportamento estatistico de
uma fonte, geram-se amostras de nameros inteiros, com valores de 0 a p— 1, com distribui¢oes
de probabilidade conhecidas. Neste trabalho, sdo apresentados resultados da aplicagio das
transformadas a fontes que, originalmente, atendem a uma distribuicio aproximadamente
normal e a uma distribui¢do binomial. No caso da normal, que é uma fung¢io inerentemente
continua, realizam-se procedimentos de escalonamento e aproximagdo, para que se tenha
uma amostra com as caracteristicas mencionadas. A distribui¢io binomial, sendo discreta,

nao requer tal manipulagio.
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A fim de ser processada, a amostra é segmentada em blocos de tamanhos iguais ao da
transformada que se vai aplicar. Os resultados desse procedimento sdo ilustrados através de
histogramas da amostra antes e ap6s a transformacdo. Um teste de aderéncia é realizado [80],

com o objetivo de quantificar a proximidade entre a distribui¢ao obtida e a uniforme.

4.4.1 Formatagdo via FFCT

Exemplo 4.1 Na primeira situacio considerada, gerou-se uma amostra com 2'* niimeros de 0 a 126
distribuidos de modo aproximadamente normal. Utilizou-se a FFCT-2e de comprimento N = 8 sobre
GF(127). Os histogramas da amostra antes e apds a transformagdo sdo apresentados na Figura 4.1.
Usando o teste chi-quadrado de Pearson, que permite verificar a aderéncia de dados a uma distribuicdo
tedrica, assumiu-se um valor de probabilidade P < 0,05 como justificativa para rejeitar a hipotese nula
de que os dados nao aderem a distribuigdo proposta [80]. Verificou-se que a amostra resultante adere a

uma distribuicdo uniforme (vide Tabela 4.8).

—— Original

400 —a— Transformada

o 20 40 60 80 100 120

Figura 4.1: Histogramas de wma amostra com 2'*

N = 8sobre GF(127).

niimeros antes e apos a aplicagio da FFCT-2e de comprimento

Exemplo 4.2 Numa segunda simulacio, também foi gerada uma amostra com 2'* niimeros de 0 a
126, no entanto, de acordo com uma distribuicdo binomial. Novamente, utilizou-se a FFCT-2e de
comprimento N = 8 sobre GF(127). Os histogramas da amostra antes e depois de duas transformagoes
tterativas sdo apresentados na Figura 4.2. O cdlculo repetido da transformada for necessdrio, pois o
fato de a distribuicdo binomial ser mais esparsa que a considerada no exemplo anterior ndo favoreceu a

produgio de uma distribuicdo uniforme na primeira iteracdo. Apds este procedimento, a amostra obtida
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foi testada, tendo sido comprovada a sua aderéncia a distribuigdo uniforme (vide Tabela 4.8).

1400

—&— Original
—&— Transformada

800

o 20 40 60 80 100 120

Figura 4.2: Histogramas de uma amostra com 2'* niimeros antes e apds a aplicacio da FFCT-2e de comprimento

N = 8 sobre GF(127). Neste caso, a transformada for aplicada duas vezes.

500

—&— Original
—a— Transformada
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Figura 4.3: Histogramas de uma amostra com 2* miimeros antes e apds a aplicacio da FFCT-4e de comprimento

N = 8 sobre GF(127).

Exemplo 4.3 Nesta situagdo, realizou-se um procedimento andlogo ao descrito nos exemplos anteriores.
No entanto, foi utilizada a FFCT-4e. Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 4.3. Apos a trans-

formagdo, a amostra foi testada, fornecendo forte aderéncia a distribuicdo uniforme (vide Tabela 4.8).

Nos Exemplos 4.1, 4.2 € 4.3, o aspecto relacionado ao conteudo visto ao longo deste

capitulo diz respeito aos periodos das matrizes de transformacao das FFCT utilizadas. Como
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esses periodos sdo finitos, em algum momento, o resultado das iterativas transformagoes é
igual ao vetor original. No caso da transformada FFCT-4e que, conforme se demonstrou,
possui periodo igual a 2, se uma amostra for processada duas vezes, obter-se-4 como re-
sultado a prépria amostra. Assim, essa transformada nao pode ser usada para processar
distribui¢des que requeiram mais de uma iteracdo para alcangar o formato uniforme. Para
a FFCT-2e¢, sabe-se que sdo possiveis periodos maiores que 2. Assim, como s3o necessarias
diversas iteracdes para que se retorne a amostra original, ha possibilidade de se aplicar a
transformada mencionada a formatacao de distribui¢des que se aproximem mais lentamente
da distribuicdo uniforme. Também foram realizadas simula¢ées em que se utilizou a FFFT.

Resultados semelhantes aos dos exemplos baseados nas FFCT foram alcancados [38].

Tabela 4.8: Resultados do teste chi-quadrado de Pearson para verificar a aderéncia de uma amostra a distribuicdo

uniforme (apds a aplicagdo da transformada sobre corpo finito indicada).

Distribuicdo | P (< 0,05, rejeicao
Transformada
original da aderéncia)
Normal 0,4482
FFCT-2e
Binomial 0,4577
FFCT-4e Normal 0,7792

4.4.2 Aplicagoes em Criptossistemas

Conforme discutido ao longo desta se¢ao, o uso de uma transformada de corpo finito con-
duz a uniformizacido de uma distribui¢do de probabilidade. No campo da Criptografia, essa
propriedade possui potencial aplicacdo, uma vez que um conhecimento prévio do comporta-
mento estatistico de uma fonte de informacgao facilita a criptoanalise de textos cifrados a partir
da mesma. Existem algumas ferramentas que objetivam modificar as probabilidades de ocor-
réncia dos simbolos de uma fonte. Um exemplo é a substitui¢gio homofénica [81], [82], que
tem sido parte integrante de criptossistemas em que a modificagio mencionada é empregada.

A substituicdo homofénica visa reduzir a redundancia da mensagem cifrada, aumentando,
portanto, a distancia de unicidade da cifra [81]. Assim, uma seqiiéncia de simbolos da fonte
com uma distribui¢do de freqiiéncia arbitraria é transformada em uma seqiiéncia unicamente
decodificavel de simbolos, tendo, todos, a mesma freqiiéncia. De modo mais especifico, essa

técnica associa a cada simbolo s da fonte, s € A, um conjunto Hy de novos simbolos, deno-
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minados homofonos, pertencentes a um alfabeto maior que A, dentre os quais se escolhe um
substituto para s. A cardinalidade de H é proporcional a freqiiéncia relativa de s no alfabeto
original A e um homoéfono é escolhido aleatoriamente de modo a gerar uma “nova” fonte
uniformemente distribuida, cujos simbolos sao entdo cifrados.

O método de formatagio de distribui¢des introduzida nesta se¢io pode ser visto como
uma alternativa para a substitui¢do cldssica descrita acima. Assim, por exemplo, ao se trans-
formar, nos moldes dos exemplos apresentados, blocos de simbolos de uma fonte binaria
com probabilidades p; e ps, produz-se uma fonte com distribui¢io aproximadamente uni-
forme (p; = p2 = 1/2). Para se obter o efeito de uma substitui¢io homofdnica, é necessario
nao apenas uniformizar a distribuicio da fonte, mas também estabelecer uma independén-
cia estatistica entre os simbolos da mensagem e os produzidos pela substituicdo. Isso requer a
expansdo do alfabeto da mensagem e a introdu¢io de um mecanismo aleatorio, que nao se en-
contra presente em transformacdes lineares como as consideradas aqui. Dois procedimentos

que objetivam atender essa exigéncia sao, entdo, sugeridos:

> Usar diferentes versdes de transformadas para processar diferentes blocos de mensagem.
A sequiéncia das transformadas a ser usada seria aleatéria e funcionaria como uma chave
secreta. A mesma poderia ser obtida ndo s6 dos diversos tipos possiveis de FFCT e FFST,
por exemplo, mas também pelo uso de diferentes elementos unimodulares empregados na

defini¢ao da transformada. Além disso, ao se usar p > ¢, a expansdo do alfabeto original é

obtida.

> Acrescentar a cada bloco de mensagem um bloco aleatério de comprimento fixo, o que
significa uma expansdo do texto claro. A transformacdo é entdo aplicada ao bloco ex-
pandido. Na decodificag¢ao, ap6s a transformagao inversa, o bloco aleatério, cuja posicao é
previamente conhecida, é simplesmente desconsiderado. Como anteriormente, a expansao
do alfabeto original é obtida ao se usar p > ¢. Uma combinacdo dos dois procedimentos

também é possivel.
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CAPITULO

SEPARACAO CEGA DE
SEQUENCIAS BASEADA NA
AUTO-ESTRUTURA DAS FFTT

A Teoria das Comunicagoes, o problema de separar informagdes que vém de fontes
distintas, apds as mesmas serem “misturadas” segundo condicoes especificas, tem
sido extensivamente estudado [83], [84]. Dentre diferentes técnicas para recuperar os dados
originalmente transmitidos por cada usudrio, um caso particularmente interessante é a sepa-
ragiao sem o conhecimento explicito da informacao relacionada a cada fonte (ou usudrio), ou
seja, a separagio cega. Quando diferentes usudrios compartilham a mesma banda de freqiien-
cia a0 mesmo tempo, técnicas bem estabelecidas realizam tal separacdao usando propriedades
estatisticas de sequiéncias e codigos que podem ser entendidos como “portadoras digitais”.
Neste capitulo, usando como referéncia o cenario descrito acima, mostra-se como as auto-
estruturas das FFTT podem ser usadas na separacdo cega de seqiiéncias. Considera-se um
canal somador sobre corpos finitos livre de erro o qual é compartilhado por diferentes usuarios
de modo sincrono [85], [86]. O procedimento consiste em associar um autovalor e, portanto,
um conjunto de autovetores de determinada FFTT a cada usudrio. A informacao a ser envi-
ada por um usudrio é mapeada sobre autovetores. Uma vez que autovetores relacionados a
diferentes autovalores sdo ortogonais, apos serem somados pelo canal, os mesmos podem ser
recuperados a partir da solu¢ao de um sistema de equagdes lineares. Esse esquema € ilustrado

nas secOes subseqiientes.



5.1 Esquema com 2 Usuarios

Com o propo6sito de apresentar um esquema com 2 usudrios, considera-se uma FFCT-1e de
comprimento N > 2, embora qualquer outra FFTT cuja matriz de transformagio tenha pelo
menos 2 autovalores distintos possa ser usada. Conforme demonstrado no capitulo anterior, a
matriz da FFCT-1e possui A\; = 1 e A = —1 como autovalores. Associa-se a esses autovalores
e aos usudrios 1 e 2, respectivamente, os autovetores x; = (x1,) € Xg = (22,), ¢ = 0,1, os
quais sdo construidos de acordo com a Proposicdo 4.4.

A partir do vetor y = (y;), que, devido ao efeito aditivo do canal considerado, é dado por
Yi = T15 + T2, (5.1)

em que “+” denota a adi¢io componente por componente, € possivel recuperar as seqiiéncias

dos usudrios. Calculando Y = (V) = FCy 1. x y7T, tem-se
Yi=Ax1;+ Xoxo; =215 — T2, (5.2)

Resolvendo o sistema formado pelas Equagdes (5.1) e (5.2), as seqiiéncias dos usudrios sdo
recuperadas a partir das expressoes z1; = (y; + Y;)/2 e x2,; = (v; — Y3i)/2, que, naturalmente,
sao avaliadas modulo p. Um diagrama de blocos ilustrando a recuperacdo das seqiiéncias x;

e xo pode ser visto na Figura §.1.

FFCT-1e

AN

Figura s5.x: Recuperagio das seqiiéncias num esquema com 2 usudrios.

Um importante aspecto a ser observado no procedimento descrito diz respeito a complexi-
dade aritmética envolvida no mesmo. A partir do diagrama de blocos apresentado, verifica-se
que o numero de multiplicagdes e o de adi¢cGes necessarias para separar os vetores X1 € Xo de

comprimento N sdo, respectivamente, dados por

My(N) =N + Mpc,.(N) (5-3)

86



A3(N) =2N + Apc,,(N), (5-4)

Nas duas tltimas equagdes, o subscrito “2” indica a associagdo com o esquema com 2
usudrios; Mpc,, (N) e Apc,,(N) respectivamente, denotam o nimero de multiplicagdes e

o de adi¢des para calcular uma FFCT-1e de comprimento N.

5.2 Esquema com 4 Usuarios: Um Estudo de Caso

Para implementar esquemas que permitam o acesso simultaneo de até 4 usuarios, é necessa-
rio considerar FFTT que possuam, pelo menos, 4 autovalores distintos. Assim, de acordo com
o conteudo apresentado no capitulo anterior, um esquema com 4 usudrios requer 0 emprego
de transformadas dos tipos 2e¢ ou 3e. Além disso, escolhendo-se uma transformada sobre
GF(p), os autovalores usados para implementar tal esquema também devem estar localizados
em GF(p), para que se evitem calculos em corpos de extensao.

Como exemplo, considera-se a FFCT-2e com comprimento 4 sobre GF(127). A matriz de

transformagao construida usando o elemento unimodular ¢ = 119 + 5119 é

64 41 63 65
N 64 65 64 &6
FCQe - ’
64 62 64 41
| 64 86 63 62
a qual possui A\; = 1, Ay = 20, A\3 = 108 e Ay = 126 como autovalores. As seqiiéncias
(ou autovetores) dos usudrios sdo, entdo, denotadas por x; = (z1,), X2 = (22,), X3 =

(w3) € x4 = (x4,4), ¢ = 0,1,2,3, respectivamente, e construidas de acordo com as seguintes

expressoes:

At 21,0 = 10521 3, w11 = 105213, x12 = 126213, T1,3 = 71,3,
A2 a9 =60x13, w21 =104x1 3, T22 = 76713, T23 = T13,
Azt w30 =9lw1 3, w31 = 104213, @32 = 29713, 233 = T1,3,

Ayt x40 =94w1 3, w41 = 36213, 42 = 62713, T43=T13.

Nas Tabelas 5.1, 5.2 € 5.3, que se encontram no final do capitulo, sio apresentadas todas as

possiveis sequiéncias de usuario para este exemplo.
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Analogamente ao esquema com 2 usudrios, o canal somador produz o vetor y, cujas
componentes sdo dadas por y; = x1; + x2; + 3, + 44, ¢ = 0,1,2,3. Calculando sucessivas
transformadas de y, tem-se Y’ = (Y}) = FCpya2. x y7, Y’ = (V})) = (FCn2.)%* x y' e

Y = (Y]") = (FCn,2)% x y'. Dai, o seguinte sistema de equagdes lineares é obtido:

T15+ X2+ T35+ Xg = Y

Alxl,i + )\233271‘ + )\3I37,‘ + )\41:471 = Y/

(2

Nix1; + AN3xo; + Ndws,; + Mg, = Y/

(2

Ao+ Awos + ANws + ANjza, = V).
Substituindo os valores de \;, i = 1,...,4, no sistema acima, tem-se

Tii+ T2+ X3, + Ta =

1, +20x9, + 10823, + 12624, = Y/

1+ 1920, + 10723 + 4 =Y/

1+ 12629, + 12623, + 12624, = Y/”,
cujas solucdes sdo

w1, = 6dy; +64Y7

Ta; = 49y; +36Y, +78Y/ +91Y}",

x3; = 36y +49Y/ + 91V +78Y",

x4, = 106y; +42Y/ +85Y/ +21Y/".

Portanto, a partir de y, obtém-se Y’, Y” and Y"” e se usa as equagdes acima para recuperar
cada sequiéncia de usuario. Um diagrama de blocos ilustrando esse procedimento é apresen-
tado na Figura 5.2.

Em sistemas com 4 usudrios, como o do exemplo desenvolvido, o niimero de multipli-
cagoes e o de adi¢Oes necessdrias para separar os vetores Xi, Xa, X3 € X4 de comprimento N

sao, respectivamente, dados por

My(N) =T7N + 3Mpc,, (N) (5.5)

A4(N) =8N + 3Arc,.(N). (5.6)

Nas equagoes acima, Mpc, (N) e Apc,, (IN) denotam, respectivamente, o nimero de multi-

plicacdes e o de adi¢oes para calcular uma FFCT-2e de comprimento N.
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Figura §.2: Recuperagdo de seqiiéncias num esquema com 4 usudrios, baseado na auto-estrutura da FFCT2e sobre

GF(127) e com comprimento de bloco N = 4.

\ 4

Seguindo os principios apresentados, esquemas com nimeros maiores de usudrios simulta-
neos podem ser projetados. Na Tabela 5.4, que se encontra no final do capitulo, algumas
possibilidades para implementac¢io de tais esquemas utilizando a FFCT-2e sdo apresentadas.
Além do nimero primo p e do comprimento N, mostra-se o elemento unimodular ¢ que deve

ser utilizado e os autovalores da respectiva matriz de transformacio que estao em GF(p).

5.3 Discussao
5.3.1 Complexidade Computacional

Uma vez que se assume que os autovalores usados num esquema especifico sio fixos, o
sistema de equacdes a partir do qual as sequiéncias de usudrio sdo recuperadas precisa ser
resolvido apenas uma vez. De fato, é necessario aplicar a solucdo (que ja é conhecida) cada
vez que se recebe um novo vetor y. Derivar uma férmula geral para o nimero exato de mul-
tiplicacoes e o de adi¢oes envolvidas na aplicacdo da referida solucdo é inviavel, uma vez que
esses valores dependem de diversos parametros, como a quantidade de usudrios do esquema,
a transformada utilizada e seus autovalores. Todavia, diante dos resultados obtidos nos

exemplos desenvolvidos, pode-se esperar que O(/N') multiplicagdes e adigdes sejam necessarias.
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De acordo com o contetido apresentado, observa-se que, além das operagoes aritméticas
discutidas acima, a recuperagao das seqiiéncias dos usudrios requer o calculo de transfor-
madas do vetor y. Acerca disso, é importante ressaltar que a matriz de transformagiao de
uma FFTT especifica apresenta exatamente o mesmo tipo de simetria de sua versiao equiva-
lente sobre os niimeros reais. Portanto, é possivel calcular FFCT e FFST usando algoritmos
rapidos que foram desenvolvidos para as DTT, desde que os mesmos sejam baseados nas
simetrias mencionadas. Isso inclui métodos analogos ao algoritmo de Cooley-Tukey de base
2, através dos quais se calculam transformadas do co-seno e do seno com comprimento N
usando O(N log N) operagdes. Valores exatos para o numero de multiplicagdes e o de adi¢des
envolvidos nesses métodos sao encontrados em [87].

Aliando a complexidade aritmética da aplicacio da solucdo do sistema de equagoes li-
neares a do calculo das transformadas, conclui-se que tanto a complexidade multiplicativa
quanto a aditiva, envolvidas na recuperagio das seqiiéncias dos usudrios, é de O(N log N).

Naturalmente, esse resultado € valido apenas quando N é uma poténcia de 2.

5.3.2 Uma hierarquia de comunicacdo multi-usudrio no canal somador sobre corpos
finitos

Conforme anteriormente observado, o método para separacdo cega de sequéncias apre-
sentado restringe o nimero de usudrios simultdneos de um canal ao numero de autovalores
distintos da FFTT usada. Entretanto, de maneira similar a multiplexacao por divisio no
tempo (TDM, Time Division Multiplexing) e a multiplexac¢do por divisdo na frequiéncia (FDM,
Frequency Division Multiplexing), é possivel implementar um esquema hierdrquico. Isso per-
mite o acesso de um numero maior de usudrios ao sistema, a medida em que novos niveis
sao criados pela combinac¢io de sinais que se encontram em niveis mais baixos. Como se
descreve a seguir, a implementacdo dessa estratégia requer uma nova camada para que a in-
formagdo a ser transmitida seja mapeada em autovetores. Duas possibilidades para realizar
esse procedimento sdo descritas.

Para ilustrar a primeira das possibilidades, assume-se que FFTT com dois autovalores dis-
tintos e com comprimento N = 2 sio utilizadas. Assim, em cada nivel hierarquico, limita-se
em 2 o numero de usudrios que podem interferir aditivamente. Para que se implemente um
esquema com 2 niveis, isto €, que retna 4 usudrios, uma transformada sobre GF(p;), que

¢ usada nos niveis mais baixos, e outra sobre GF(ps2), que é usada no nivel mais alto, sdo
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necessarias. O diagrama em blocos desse esquema ¢é apresentado na Figura §.3. Visualizando
o diagrama, torna-se mais simples compreender que a condi¢do ps > (p1)? deve ser respeitada.
A informagdo a ser enviada pelo usuario 1 é mapeada em um dos p; autovetores que € somado
a um dos outros p; autovetores relacionados ao usudrio 2. Isso gera (p;)? possiveis combi-
nag¢oes. Uma vez que as mesmas combinacoes sdo geradas pelos usudrios 3 e 4, para o nivel
hierarquico seguinte, um novo mapeamento em que cada autovalor gere pelo menos (p;)?
autovetores € requerido. Assim, a condi¢do previamente estabelecida é justificada. O mapea-
mento dos vetores y; e y2 em autovetores y} e y5 da transformada sobre GF(ps) permite a
nova adi¢do para composicdo de y. O procedimento de recuperagio das sequiéncias originais
€ uma repeti¢cdo do que foi apresentado para o esquema com 2 usuarios, sendo realizado em

duas etapas.

X1 Y1 Mapeamento
X, R ; GF(p1) > GF(p»)
X3 Y2 Mapeamento
X4 GF(p1) = GF(py)

Figura §.3: Hierarquia com 2 niveis para comunicacdo multi-usudrio baseada na auto-estrutura de matrizes de

tmnsforma;do: mapeamento extra para um corpo ﬁnz'to primo (pa > p%)

A segunda possibilidade utiliza uma estratégia semelhante aquela empregada na primeira.
No entanto, para possibilitar a inser¢ao de um novo nivel hierdrquico, em vez de se realizar
um mapeamento extra para um corpo finito primo com caracteristica maior, realiza-se um
mapeamento para um corpo de extensdo. Considerando que se usam os mesmos tipos de
FFTT do cendrio anterior, os vetores y; e y2, resultantes da adicio de autovetores de uma
transformada sobre GF(p), sio mapeados em autovetores y e y5, de uma transformada sobre
GF(p?). Apesar de nio serem o foco deste trabalho, transformadas trigonométricas sobre
corpos de extensdo podem ser construidas. A Figura 5.4 ilustra o esquema descrito.

Naturalmente, inimeras variacoes das possibilidades discutidas podem ser feitas. Pode-se
combinar diferentes tipos de transformadas, reunir seqiiéncias obtidas pela adi¢do de quanti-
dades distintas de usudrios, utilizar diversos tipos de mapeamentos extras na criacao de novos

niveis etc. Para isso, basta que se observem as condi¢oes cuja necessidade foi justificada.
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1S| Y1 Mapeamento
X5 ; GF(p) > GF(p?)
X3—, Y2 Mapeamento
X4 GF(p) > GF(»?)

Figura §.4: Hierarquia com 2 niveis para comunicagio multi-usudrio baseada na auto-estrutura de matrizes de

transformagdo: mapeamento extra para um corpo de extensdo.

5.3.3 Analogia com o DS-CDMA

Outros aspectos interessantes da comunica¢do multi-usuario baseada na auto-estrutura
das FFTT podem ser revelados através de uma comparacdo com o multiplo acesso por di-
visdo de codigos usando o espalhamento espectral direto sobre seqiiéncias (DS-CDMA, direct
sequence code division multiple access) [84]. Nesse sentido, os esquemas apresentados podem ser
vistos como DS-CDMA em que as seqiiéncias de espalhamento (assinaturas dos usudrios) sio
autovetores de uma transformada sobre corpo finito, em vez de codigos de Walsh ou seqiién-
cias pseudo-aleatorias. Diferentemente dos receptores DS-CDMA, que usam propriedades de
autocorrelacdo e de correlagdo cruzada das seqiiéncias de espalhamento, na proposta apre-
sentada neste trabalho, o sucesso da separagdo de cada seqiiéncia de usudrio depende da

ortogonalidade entre auto-espacos distintos.

5.3.4 Requisitos de energia e andlise num canal ruidoso

Embora o objetivo deste trabalho ndo seja uma descricio completa de um cendario pratico
de comunicacdo multi-usudrio, é relevante mencionar alguns dos seus requisitos. A energia
maxima permitida no canal considerado, por exemplo, determinaria uma limita¢do sobre a
energia de cada autovetor utilizado. Isso significa que os mesmos precisariam ser convenien-
temente escalonados. Além disso, uma defini¢do clara do processo de espalhamento, o qual
depende da natureza da informagio a ser mapeada nos autovetores, precisaria ser realizada.

Finalmente, uma vez que, para a maioria dos canais praticos, ndao se pode assumir auséncia
de ruido, uma analise de erro seria necessaria. Para realizar tal analise, pode-se tratar os au-
tovetores (ou o vetor resultante da soma entre autovetores) como palavras de um cédigo cor-

retor de erros. Essa interpretagio sugere estudar a susceptibilidade a erro dos esquemas apre-
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sentados como um problema de decodificagao de codigos de bloco lineares. Nesse contexto,
a restrigao a ser observada é que, para permitir a corre¢ao de erros, na transmissiao da infor-
magao, nao se pode utilizar todos os autovetores associados a uma matriz de transformacao
especifica.

Para que a questdo levantada fique mais clara, considera-se novamente o exemplo de-
senvolvido para o esquema com 4 usudrios. Caso se utilizem os 4 autovalores e todos os
autovetores associados a eles, a adi¢io das seqiiéncias dos usuarios pode criar 127 diferentes
vetores (ou palavras-codigo) y, que, naturalmente, correspondem a todos os vetores de com-
primento 4 sobre GF(127). Assumindo que o vetor y seja corrompido por um ruido aditivo n,
que seria também um vetor de comprimento 4 sobre GF(127), nenhum erro seria detectado ou
corrigido, uma vez que o vetor recebido r = y + n seria, necessariamente, uma das palavras
do codigo.

Para evitar a situagao supracitada, poder-se-ia introduzir uma espécie de redundancia no
esquema pela nao utiliza¢do de alguns dos autovalores disponiveis. Se, por exemplo, apenas
dois autovalores fossem utilizados, 1272 diferentes vetores (ou palavras-c6digo) y poderiam
ser criados. Assim, se a adicao de um ruido resultasse num vetor r = y +n que estivesse dentre
os 1274 — 1272 vetores de comprimento 4 sobre GF(127) que nio sdo palavras do codigo,
poder-se-ia detectar e, sob determinadas condig¢des, corrigir o erro. Nesse caso, ter-se-ia o
“prejuizo” de restringir a apenas 2 usudarios o acesso simultaneo ao canal. Outra possibilidade
que também permitiria a detec¢do de erros seria ndo utilizar todos os autovetores disponiveis
para cada autovalor. Usando essa estratégia, a quantidade maxima de usudrios simultaneos
seria mantida; quanto menor o nimero de autovetores utilizados, maior seria a capacidade
de detec¢do de erros, porém, em compensag¢do, mais baixa seria a taxa de transmissio de

informacao.
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Tabela 5.x: Seqiiéncias de usudrio: autovetores da matriz de transformagdo da FFCT-2e, N = 4, p = 127,
¢ =119 + j119. Autovalores: A1 = 1, Ao = 20, A3 = 108 ¢ Ay = 126.

H Ti,0 Ti11  Ti12  Z1,3 H T2,0 T21 T2 X233 H 3,0 ®31  *32  T33 H T40 T4l T4z Tq3 H
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
105 105 126 1 60 104 76 1 91 104 29 1 94 36 62 1
83 83 125 2 120 81 25 2 55 81 58 2 61 72 124 2
61 61 124 3 53 58 101 3 19 58 87 3 28 108 59 3
39 39 123 4 113 35 50 4 110 35 116 4 122 17 121 4
17 17 122 5 46 12 126 5 74 12 18 5 89 53 56 5
122 122 121 6 106 116 75 6 38 116 47 6 56 89 118 6
100 100 120 7 39 93 24 7 2 93 76 7 23 125 53 7
78 78 119 8 99 70 100 8 93 70 105 8 117 34 115 8
56 56 118 9 32 47 49 9 57 47 7 9 84 70 50 9
34 34 117 10 92 24 125 10 21 24 36 10 51 106 112 10
12 12 116 11 25 1 74 11 112 1 65 11 18 15 47 11
117 117 115 12 85 105 23 12 76 105 94 12 112 51 109 12
95 95 114 13 18 82 99 13 40 82 123 13 79 87 44 13
73 73 113 14 78 59 48 14 4 59 25 14 46 123 106 14
51 51 112 15 11 36 124 15 95 36 54 15 13 32 41 15
29 29 111 16 71 13 73 16 59 13 83 16 107 68 103 16
7 7 110 17 4 117 22 17 23 117 112 17 74 104 38 17
112 112 109 18 64 94 98 18 114 94 14 18 41 13 100 18
90 90 108 19 124 71 47 19 78 71 43 19 8 49 35 19
68 68 107 20 57 48 123 20 42 48 72 20 102 85 97 20
46 46 106 21 117 25 72 21 6 25 101 21 69 121 32 21
24 24 105 22 50 2 21 22 97 2 3 22 36 30 94 22
2 2 104 23 110 106 97 23 61 106 32 23 3 66 29 23
107 107 103 24 43 83 46 24 25 83 61 24 97 102 91 24
85 85 102 25 103 60 122 25 116 60 90 25 64 11 26 25
63 63 101 26 36 37 71 26 80 37 119 26 31 47 88 26
41 41 100 27 96 14 20 27 44 14 21 27 125 83 23 27
19 19 99 28 29 118 96 28 8 118 50 28 92 119 85 28
124 124 98 29 89 95 45 29 99 95 79 29 59 28 20 29
102 102 97 30 22 72 121 30 63 72 108 30 26 64 82 30
80 80 96 31 82 49 70 31 27 49 10 31 120 100 17 31
58 58 95 32 15 26 19 32 118 26 39 32 87 9 79 32
36 36 94 33 75 3 95 33 82 3 68 33 54 45 14 33
14 14 93 34 8 107 44 34 46 107 97 34 21 81 76 34
119 119 92 35 68 84 120 35 10 84 126 35 115 117 11 35
97 97 91 36 1 61 69 36 101 61 28 36 82 26 73 36
75 75 90 37 61 38 18 37 65 38 57 37 49 62 8 37
53 53 89 38 121 15 94 38 29 15 86 38 16 98 70 38
31 31 88 39 54 119 43 39 120 119 115 39 110 7 5 39
9 9 87 40 114 96 119 40 84 96 17 40 7 43 67 40
114 114 86 41 47 73 68 41 48 73 46 41 44 79 2 41
92 92 85 42 107 50 17 42 12 50 75 42 11 115 64 42
70 70 84 43 40 27 93 43 103 27 104 43 105 24 126 43
48 48 83 44 100 4 42 44 67 4 6 44 72 60 61 44
26 26 82 45 33 108 118 45 31 108 35 45 39 96 123 45
4 4 81 46 93 85 67 46 122 85 64 46 6 5 58 46
109 109 80 47 26 62 16 47 86 62 93 47 100 41 120 47
87 87 79 48 86 39 92 48 50 39 122 48 67 7 55 48
65 65 78 49 19 16 41 49 14 16 24 49 34 113 117 49
43 43 7 50 79 120 117 50 105 120 53 50 1 22 52 50
21 21 76 51 12 97 66 51 69 97 82 51 95 58 114 51
126 126 75 52 72 74 15 52 33 74 111 52 62 94 49 52
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Tabela §.2: Segiiéncias de usudrio: autovetores da matriz de transformagio da FFCT2e, N = 4, p = 127,
¢ = 119 + j119. Autovalores: Ay = 1, Ay = 20, A3 = 108 ¢ Ay = 126 (continuagdo da tabela anterior).

H T1,0 T1,1 T1,2 1,3 H T2,0  T2,1 T2,2 2,3 H 3,0 3,1 3,2 3,3 H 4,0 T4,1 T4,2 T4,3 H

104 104 74 53 5 51 91 53 124 51 13 53 29 3 111 53
82 82 73 54 65 28 40 54 88 28 42 54 123 39 46 54
60 60 72 55 125 5 116 55 52 5 71 55 90 75 108 55
38 38 71 56 58 109 65 56 16 109 100 56 57 111 43 56
16 16 70 57 118 86 14 57 107 86 2 57 24 20 105 57
121 121 69 58 51 63 90 58 71 63 31 58 118 56 40 58
99 99 68 59 111 40 39 59 35 40 60 59 85 92 102 59
s 7 67 60 44 17 115 60 126 17 89 60 52 1 37 60
55 55 66 61 104 121 64 61 90 121 118 61 19 37 99 61
33 33 65 62 37 98 13 62 54 98 20 62 113 73 34 62
11 11 64 63 97 75 89 63 18 75 49 63 80 109 96 63
116 116 63 64 30 52 38 64 109 52 78 64 47 18 31 64
94 94 62 65 90 29 114 65 73 29 107 65 14 54 93 65
72 72 61 66 23 6 63 66 37 6 9 66 108 90 28 66
50 50 60 67 83 110 12 67 1 110 38 67 75 126 90 67
28 28 59 68 16 87 88 68 92 87 67 68 42 35 25 68
6 6 58 69 76 64 37 69 56 64 96 69 9 71 87 69
111 111 57 70 9 41 113 70 20 41 125 70 103 107 22 70
89 89 56 71 69 18 62 71 111 18 27 71 70 16 84 71
67 67 55 72 2 122 11 72 75 122 56 72 37 52 19 72
45 45 54 73 62 99 87 73 39 99 85 73 4 88 81 73
23 23 53 74 122 76 36 74 3 76 114 74 98 124 16 74
1 1 52 75 55 53 112 75 94 53 16 75 65 33 78 75
106 106 51 76 115 30 61 76 58 30 45 76 32 69 13 76
84 84 50 7 48 7 10 77 22 7 74 s 126 105 75 it
62 62 49 78 108 111 86 78 113 111 103 78 93 14 10 78
40 40 48 79 41 88 35 79 T 88 5 79 60 50 72 79
18 18 47 80 101 65 111 80 41 65 34 80 27 86 7 80
123 123 46 81 34 42 60 81 5 42 63 81 121 122 69 81
101 101 45 82 94 19 9 82 96 19 92 82 88 31 4 82
79 79 44 83 27 123 85 83 60 123 121 83 55 67 66 83
57 57 43 84 87 100 34 84 24 100 23 84 22 103 1 84
35 35 42 85 20 7 110 85 115 T 52 85 116 12 63 85
13 13 41 86 80 54 59 86 79 54 81 86 83 48 125 86
118 118 40 87 13 31 8 87 43 31 110 87 50 84 60 87
96 96 39 88 73 8 84 88 7 8 12 88 17 120 122 88
74 74 38 89 6 112 33 89 98 112 41 89 111 29 57 89
52 52 37 90 66 89 109 90 62 89 70 90 78 65 119 90
30 30 36 91 126 66 58 91 26 66 99 91 45 101 54 91
8 8 35 92 59 43 7 92 117 43 1 92 12 10 116 92
113 113 34 93 119 20 83 93 81 20 30 93 106 46 51 93
91 91 33 94 52 124 32 94 45 124 59 94 73 82 113 94
69 69 32 95 112 101 108 95 9 101 88 95 40 118 48 95
47 47 31 96 45 78 57 96 100 78 117 96 7 27 110 96
25 25 30 97 105 55 6 97 64 55 19 97 101 63 45 97
3 3 29 98 38 32 82 98 28 32 48 98 68 99 107 98
108 108 28 99 98 9 31 99 119 9 7 99 35 8 42 99
86 86 27 100 31 113 107 100 83 113 106 100 2 44 104 100
64 64 26 101 91 90 56 101 47 90 8 101 96 80 39 101
42 42 25 102 24 67 5 102 11 67 37 102 63 116 101 102
20 20 24 103 84 44 81 103 102 44 66 103 30 25 36 103
125 125 23 104 17 21 30 104 66 21 95 104 124 61 98 104
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Tabela 5.3: Seqiiéncias de usudrio: autovetores da matriz de transformagio da FFCT2e, N = 4, p = 127,
¢ = 119 4 j119. Autovalores: A\ = 1, Ay = 20, A3 = 108 e Ay = 126 (continuacdo da tabela anterior).

H T1,0 1,1

T1,2 1,3 H T2,0  T2,1 T2,2 2,3 H 3,0 3,1 3,2 3,3 H 4,0 T4,1 T4,2 T4,3 H
103 103 22 105 7 125 106 105 30 125 124 105 91 97 33 105
81 81 21 106 10 102 55 106 121 102 26 106 58 6 95 106
59 59 20 107 70 79 4 107 85 79 55 107 25 42 30 107
37 37 19 108 3 56 80 108 49 56 84 108 119 78 92 108
15 15 18 109 63 33 29 109 13 33 113 109 86 114 27 109
120 120 17 110 123 10 105 110 104 10 15 110 53 23 89 110
98 98 16 111 56 114 54 111 68 114 44 111 20 59 24 111
76 76 15 112 116 91 3 112 32 91 73 112 114 95 86 112
54 54 14 113 49 68 79 113 123 68 102 113 81 4 21 113
32 32 13 114 109 45 28 114 87 45 4 114 48 40 83 114
10 10 12 115 42 22 104 115 51 22 33 115 15 76 18 115
115 115 11 116 102 126 53 116 15 126 62 116 109 112 80 116
93 93 10 117 35 103 2 117 106 103 91 117 76 21 15 117
71 71 9 118 95 80 78 118 70 80 120 118 43 57 ud 118
49 49 8 119 28 57 27 119 34 57 22 119 10 93 12 119
27 27 7 120 88 34 103 120 125 34 51 120 104 2 74 120
5 5 6 121 21 11 52 121 89 11 80 121 71 38 9 121
110 110 5 122 81 115 1 122 53 115 109 122 38 74 71 122
88 88 4 123 14 92 T 123 17 92 11 123 5 110 6 123
66 66 3 124 74 69 26 124 108 69 40 124 99 19 68 124
44 44 2 125 7 46 102 125 72 46 69 125 66 55 3 125
22 22 1 126 67 23 51 126 36 23 98 126 33 91 65 126

Tabela §5.4: Autovalores associados a matrizes de transformagido da FFCT2e de comprimento N sobre GF(p),

utilizando o elemento unimodular (.

H P ‘ N ‘ ¢ ‘ autovalores H
257 | 2 2567 64,253
127 | 2 2563 1,20, 108,126
23 2 2567 1,22
127 | 8 | 106+ 103j 1,47,100,126
47 | 12| 314115 1,46
103 | 13 | 974455 1,65,84
127 | 16 | 97+ 255 1,49, 70,126
71 |18 | 534235 | 1,4,14,18,59,65,66,70
103 | 26 7+ 407 24,73
127 | 32| 74295 1,22,28,52,59, 126

96



CAPITULO

PoLinOMI0S DE CHEBYSHEV:
UMA Nova DEFINICAO SOBRE
Corros FINITOS E UM
ALGORITMO PARA
MULTIPLICACAO POLINOMIAL

O s poLiNOMIOS de Chebyshev tém sido uma ferramenta matematica essencial em diver-

sos campos do conhecimento. Em Eletronica, por exemplo, tais polindmios possuem
um importante papel no projeto de filtros analégicos e digitais com caracteristicas proximas
as ideais [44]. Recentemente, a série de Chebysheyv, isto é, a aproximac¢io de uma fungio
em termos de polinémios de Chebyshev, foi proposta para analisar ndo-linearidades de cir-
cuitos elétricos. O uso de tal expansdo prové mais precisio, quando comparado ao de outras
expansdes, como aquela em série de Taylor [88].

Técnicas de interpolagdo via polindomios de Chebyshev tém sido parte de algoritmos numéri-
cos para o calculo do coeficiente de dispersao cromatica de fibras 6pticas. Isso permite tracar
curvas de dispersio que descrevem o comportamento das fibras [89]. Tais técnicas também
sdo bastante uteis na sintese digital de freqiiéncias com forma de onda arbitraria, procedimen-
tos de reamostragem para modems multitons discretos e em muitos outros cenarios [90], [91].

De maneira geral, o uso de polinémios de Chebyshev para aproximar uma func¢do garante



mais estabilidade que a representacio monomial ou o uso de outra base. Em particular,
quando um truncamento se faz necessario, o rapido decaimento dos coeficientes da expansio
de Chebyshev favorece a erros de arredondamento relativamente pequenos [92], [93].

Os aspectos mencionados que, aliados a outros fatores, tornam os polindmios de Cheby-
shev altamente atrativos em andlise numérica e, em particular, em técnicas de aproximacio e
interpolagdo, também motivam o estudo de tais polindmios sobre corpos finitos. Nessa di-
re¢do, introduz-se, neste capitulo, uma nova defini¢io para polinémios de Chebyshev sobre
corpos finitos. Diferentemente de propostas anteriores, em que os polinomios de Cheby-
shev, por possuirem coeficientes inteiros, sio simplesmente considerados médulo um nimero
primo [94], a presente abordagem sugere uma definicao mais formal, baseada na trigonome-
tria sobre corpos finitos. A luz da teoria desenvolvida, estudam-se algumas propriedades dos
respectivos polindmios.

Nas secdes finais, duas aplicacoes sao discutidas. Primeiro, apresenta-se a analise de um
algoritmo de cifragem de chave publica baseado nos polindmios de Chebyshev sobre corpos
finitos. De forma mais especifica, demonstra-se que um criptossistema baseado no algoritmo
mencionado é seguro, uma vez que a solu¢do de um logaritmo discreto é necessaria para que se
recupere o texto claro a partir do texto cifrado correspondente. Finalmente, desenvolve-se um
algoritmo rapido para multiplica¢do de polindmios na forma de Chebyshev. O procedimento,
que € aplicavel tanto no contexto dos numeros reais quanto no de corpos finitos, é baseado
no algoritmo de Karatsuba [95]. Comparacdes entre 0 método proposto e outras formas de

efetuar a mesma operacdo sao realizadas.

6.1 Polinomios de Chebyshev sobre Corpos Finitos Primos

6.1.1 A fungdo co-seno inversa sobre corpos finitos

Para que se introduza uma defini¢do trigonométrica de polinémios de Chebyshev sobre
corpos finitos, inicialmente, é necessario definir a fun¢io inversa do co-seno no mesmo con-
texto. Com esse objetivo, é conveniente observar que a fungdo co-seno relacionada a um

elemento especifico ¢, € Gl(p), com ordem multiplicativa ord(({,), pode ser expressa como
COSCa : Zord(ga) — ]Ica, (6.1)

em que Zy,q(¢,) denota o conjunto dos inteiros médulo ord((,) e I¢, é o conjunto imagem

relacionado a fungdo cos¢,. Devido a simetria par do co-seno, a cardinalidade de I, ¢é
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Tabela 6.1: Todos os possiveis valores para cos, (), onde (1 = 2 + 2j € um elemento unimodular pertencente a
GI(7), tal gue ord(¢;) = 8.

’ x ‘ cos¢, () H x ‘ cos¢, () ‘
0 1 4 6
1 2 5 5
2 0 6 0
3 ) 7 2

#{l.,} = |ord(¢,)/2] + 1, onde |-] denota o maior nimero inteiro menor ou igual ao ar-

gumento. Portanto, a fungao co-seno inversa pode ser expressa como
N — T . .
arccosg, : I¢, ZLO d(;a,)JH (6.2)

Considerando um elemento (; que seja gerador de G1, o conjunto unimodular de GI(p),
a fungdo co-seno associada pode ser expressa como na Equacdo (6.1) e, de forma analoga,
o respectivo conjunto imagem pode ser denotado por I¢,. A partir da Proposi¢ao 2.1 e do
Lema 2.1, uma vez que ¢; ¢ unimodular e ord(¢;) = p + 1, conclui-se que I, ¢ o conjunto
de todos os elementos da forma R{(}, tal que ¢ € GI(p) é unimodular. Sua cardinalidade é
#{I¢,} = (p+1)/2+ 1, a qual, claramente, representa a maxima cardinalidade do conjunto

I para ¢ unimodular.

Exemplo 6.1 Seja (1 = 2+2j um elemento unimodular de GI(7) tal que ord((1) = 8. Na Tabela 6.1,
todos os possiveis valores para cos¢, (x) sao mostrados. Nota-se que I, = {0,1,2,5,6} e, conseqiiente-

mente, a fungdo arccose, (x) ndo estd definida para x € {3,4}.

Conforme ilustrado no Exemplo 6.1, embora {; € GI(p) seja um elemento unimodular
com maxima ordem multiplicativa p + 1, a fungdo arccose, (z) ndo esta definida para todo
elemento = € Z,. Assim, para que se calcule a fun¢do co-seno inversa de elementos que estao
em Z, mas ndo estdo em I, é necessario selecionar um elemento ( (# (1) de modo que

I, U I, = Z,. Tal elemento ¢é especificado pelo seguinte teorema.

Teorema 6.1 Seja (1 € Gl(p) um gerador do grupo G1 e (o uma raiz primitiva de GF(p). Entdo,
]IC1 U ][42 = Zp .

Demonstracdo: A partir de observagdes anteriores, sabe-se que #{ll;,} = (p+1)/2+1¢e

#{l;,} = (p —1)/2+ 1. De acordo com o Lema 2.1, o conjunto I, N I, é composto por
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Tabela 6.2: Todos os possiveis valores para cosc,(x), onde (o = 3 € um elemento pertencente a GF(7), tal que
ord(¢2) = 6.

1 3 6
4 4 3
2 3 5 4
elementos cos¢, () = R{(}, z = 0,1,...,p — 2, para todo ¢ unimodular. Dai, com base na

Defini¢ao 2.2, pode-se escrever
[cose, () > +b% =1 (mod p), be GF(p).

Aplicando a defini¢dao da funcdo co-seno, a equagio acima € reescrita como

T —x 2
<<+2<> + 52 =1 (mod p).

Expandindo o termo do lado esquerdo da ultima equacido, apds algumas simplifica¢oes, tem-

se
(G5~ &")" = —4” (mod p).
Tomando a raiz quadrada em ambos os lados da equacdo acima, obtém-se
(3 — ¢y " ==£2bj (mod p).

Uma vez que (> € GF(p), a relagdo acima € satisfeita apenas se b = 0. Conseqilientemente, 0s

possiveis valores de z sio 0 e (p — 1)/2. Entdo, #{I;, NI} =2e¢

#{le, Ulle, } = ##{le, b + #{1¢, } — #{l¢, N1¢, }

1 -1
:]%‘l-l‘f‘pT—l-l—Q:p.

Todo elemento pertencente a I¢, ou I, também pertence a Z,, o que conlui a demonstragio.

Exemplo 6.2 Seja (» = 3 um elemento de GF(7) tal que ord((2) = 6. Na Tabela 6.2, todos os
possivers valores de cos, (x) sdo mostrados. Nota-se que 1., = {1,3,4,6}. Como (s for escolhido de

acordo com o Teorema 6.1, se I, = {0,1,2,5,6} € considerado (Exemplo 6.1), tem-se 1., Ull:, = Z,,
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6.1.2 Polinémios de Chebyshev sobre corpos finitos primos: defini¢ao

Nesta se¢do, apresenta-se uma nova defini¢do para polindmios de Chebyshev sobre corpos
finitos. A defini¢ao, que é baseada na fun¢iao co-seno sobre corpos finitos e na sua inversa, é
andloga a defini¢do cldssica de polinémios de Chebyshev sobre os nimeros reais [92].
Definicao 6.1 Os polindmios de Chebyshev do primeiro tipo sobre GF(p) sdo definidos como

T, (z) := cos¢(n arccose(z))(mod p), (6.3)
emquen € N, ¢ € Gl(p)ex € I.

A Equagio (6.3) corresponde ao co-seno de multiplos de um arco. Portanto, como no
caso real, pode-se realizar uma expansao usando a férmula de De Moivre. Esse procedimento
fornece polindomios de grau n em termos de co-senos do respectivo arco [92]. Entretanto,
polinomios de Chebyshev para diferentes valores de n podem ser obtidos a partir de uma

relagdo de recorréncia. Para o caso sobre corpos finitos, essa relagio é derivada a partir da

Defini¢do 6.1, onde se aplica a férmula de adi¢ao de arcos [20]. Como resultado, obtém-se
Toi1(z) =22 T, (x) — Th—1(2z)(mod p), (6.4)
em que z € GF(p),n € N, Ty(z) = 1 e Th(z) = =.

Os polinomios de Chebyshev sobrew GF(p) possuem a seguinte periodicidade.

Proposicao 6.1 Seja ( um elemento ndo-nulo em GI(p) tal que ord(() = N. Se xz € I, entdo
Tintn(z) = Th(2), t € Z
Demonstragdo: A partir da defini¢do 6.1, tem-se
Ty N+n(x) = cos¢((t N £ n) arccos¢(x))(mod p).
Aplicando a formula de adi¢io de arcos, a equag¢do acima € escrita como

T N+n(x) = cos¢(t N arccos¢(z)) cose (n arccose(x))

Fsenc(t N arccose(z)) seng(n arccose(z)).

Uma vez que ord(¢) = N, aplicando a Defini¢ao 2.3, sabe-se que cos¢(t N arccos¢(z)) = 1e

sene(t N arccos¢(z)) = 0. Conseqiientemente, a tltima equagao reduz-se a

T N+n(x) = cos¢(n arccos¢(z)) = Ty ().
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Embora a Defini¢do 6.1 requeira = € I, essa restri¢do pode ser desconsiderada, caso se
deseje simplesmente avaliar T, (x) para valores particulares de n, £ ¢ um nimero primo p.
Para isso, usa-se a Equacido (6.4), a qual ndo depende de ( e, portanto, nio requer o calculo
explicito de valores da func¢do co-seno e de sua inversa.

A propriedade de semi-grupo dos polindomios de Chebyshev também ¢é valida para o caso

sobre corpos finitos [96]:
T, (Ts(x)) = Ts(Tr(x)) = Trs(2). (6.5)

Conforme sera visto, essa propriedade desempenha um importante papel na corretude do

algoritmo de cifragem discutido a seguir.

6.2 Algoritmo de Cifragem de Chave Publica Baseado em Polinémios

de Chebyshev sobre Corpos Finitos

Recentemente, propds-se um algoritmo de cifragem de chave publica baseado em polinémios
de Chebyshev sobre corpos finitos [96]. A seguir, apresenta-se uma breve revisio do algo-
ritmo, o qual é dividido em trés partes: gera¢ao do par de chaves, cifragem da mensagem e
decifragem da mensagem.

Geragao do par de chaves

Para gerar as chaves, Alice realiza o seguinte procedimento:

(1) Seleciona aleatoriamente os nimeros inteiros s € Z, e © € GF(p), s #0,1 ez # 0,1, e

calcula Ts(z).

(2) Sua chave secreta € s e sua chave publica é (z, Ts(x)).

Cifragem da mensagem

Assume-se que Bob deseja enviar a mensagem M € GF(p), M # 0, para Alice. Ele realiza

o seguinte procedimento:
(1) Seleciona aleatoriamente o numero inteiro r € Z,, r # 0, 1.

(2) A partir da chave publica de Alice (z,Ts(z)), calcula T,.(z), Ts(x) = T,.(Ts(z)) e X =
M Ts(z)(mod p).

(3) Envia o texto cifrado C = (T}.(z), X ) para Alice.
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Decifragem da mensagem

Apo6s receber a mensagem cifrada, para que a mesma seja decifrada, Alice realiza o seguinte

procedimento:
(1) Usa sua chave secreta s para calcular Ty, (x) = T5(T,.(x)).
(2) Recupera M calculando M = X (Ty.(z)) " (mod p).
Devido a propriedade de semi-grupo dos polinomios de Chebyshev sobre corpos finitos,

M é recuperado de forma correta [97], [96].

6.2.1 Andlise da seguranca do algoritmo

Num trabalho anterior a este (ver Secdo 3 de [96]), o criptossistema baseado no algoritmo
apresentado foi considerado seguro devido a ndo-existéncia de uma defini¢ao trigonométrica
para polinomios de Chebyshev sobre corpos finitos, necessaria a aplicagiao do ataque descrito
em [98]. Nesta se¢do, o referido ataque é estendido ao contexto de corpos finitos primos.

Demonstra-se que sua aplicagiao envolve o problema do logaritmo discreto.

Recuperacio do texto claro

Dados o texto cifrado (7).(z), X) e a chave publica de Alice (z,Ts(x)), um adversario,

para obter a mensagem M, realiza o seguinte procedimento:
(1) Calcula um namero ' tal que T, (z) = T,.(x).

(2) Avalia T, ¢(x) = T, (Ts(x)).

(3) Recupera M = X (T,5(z)) " (mod p).

Esse procedimento é sempre bem sucedido porque, se T, (z) = T.(z), entdo

O calculo de 7’ € feito com base no seguinte resultado.

Lema 6.1 Para cada par (z,T,(x)), 0 niimero inteiro v’ satisfaz T, (x) = T,.(x) se e somente se
7" = Farccos¢ (T;(z)) (arccos¢ ()~ (mod N), (6.6)

em que N = ord(().
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Demonstragdo: Assumindo que

7' = Farccos¢ (T, (x)) (arccos¢ () ! (mod N),
a partir da Definic¢do 6.1,

T, (x) = cos¢(r’ arccose(z)) = cos¢ (+ arccose (T, (x))) = Tr-(x).
Por outro lado, assumindo que T, (x) = T,(x) para algum namero r’, tem-se,
T,/ (x) = cos¢(r’ arccose(z)) = T, ().

Aplicando a fungido arccos. a ambos os lados da ultima igualdade, obtém-se

arccos¢ (cos¢ (1" arccose (x))) = arccose (T(x)). (6.7)

Seja y = arccos¢(w). Para todo § = 0,...,N — 1, a relacio de simetria cos¢(3) =
cos¢(—fB(mod N)) é valida; devido a periodicidade da funcido cos¢, se cos¢(3) = w, tem-

se § = £y(mod N). Portanto, a Equacio (6.7) é satisfeita se e somente se
" arccos¢ (x) = £ arccos¢ (T, (z))(mod N).
Multiplicando ambos os lados da ultima equagdo por (arccos¢(x)) ! (mod N), obtém-se
7" = Farccos¢ (T, (x)) (arccos¢ () ! (mod N),
e o lema é satisfeito. n

Diferentemente do ataque sobre criptossistemas baseados nos polindmios de Chebyshev
segundo a defini¢do cldssica, no cendrio de corpos finitos, o Lema 6.1 fornece apenas dois
valores de r’. Naturalmente, esses valores sdo inteiros, nao sendo, portanto, necessario con-
siderar aspectos de precisao numérica nem resolver sistemas de equagdes modulares para que
os mesmos sejam obtidos [98].

O célculo de 7’ pela Equagao (6.6) depende da existéncia da func¢do co-seno inversa. Con-
forme previamente discutido, o arccos¢(x) € definido se e somente se z € I.. De acordo com
o passo (1) do procedimento de gera¢do do par de chaves, o pardmetro z pode assumir qual-
quer valor sobre o intervalo [2, p— 1]. Assim, precisa-se utilizar o Teorema 6.1 para especificar
elementos ¢ e (s tais que I, U I, = Z,, . Isso assegura que arccos(z) sempre esta definido
para ¢ = (1 ou ¢ = (2. Além disso, arccos¢(T,(z)) = r arccos¢(z). Assim, o cdlculo de r’ ndo

requer um célculo explicito de (arccos¢(z)) ™! (mod N).
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Uma férmula fechada para a fun¢io co-seno inverso pode ser derivada diretamente da

defini¢do da fungdo co-seno. Ap6s alguma manipulagio de cos¢(z) = (¢* 4+ (~*)/2, obtém-se
arccos¢ (z) = log, (ac + Va2 — 1) ,

a fungdo arccos¢, calculada médulo p, sob a forma de um logaritmo discreto. Aplicando a

formula acima a Equacdo (6.6) e usando algumas propriedades dos logaritmos, tem-se

=4+ [logIer (Tr(ﬂf) + Wﬂ (mod N).

Isso significa que, dado um texto cifrado, a recuperagio do texto claro correspondente através
do célculo de 7’ envolve o problema do logaritmo discreto. Devido a presenca de raizes

quadradas na equagao acima, é possivel que tal problema requeira a consideracao do corpo

Gl(p).

Um exemplo

Dada a chave publica de Alice (z,Ts(x)) e o texto cifrado C' = (T,.(z), X ), em que X =
M T,s(z), neste exemplo, mostra-se como um adversario calcula o valor de T;.4(x) e recupera

M.

Inicialmente, é preciso definir o corpo finito a ser usado na geragio dos parametros das
chaves de Alice. Seja p = 31, z = 26 e s = 15. A partir da Equacdo (6.4), calcula-se Ts(x).
E importante lembrar que esse calculo pode ser feito através de uma relagio de recorréncia.
Dessa forma, para nimero primos grandes, que sdo usados em aplica¢des praticas, algoritmos
rapidos sdo aplicados como forma de prover eficiéncia computacional [94]. Dai, a chave
publica de Alice é dada pelo par (z,7s(z)) = (26,29). Assume-se que Bob escolhe r = 4,
com o objetivo de cifrar a mensagem M. Analogamente a T(x), os parametros T,.(x) = 27 e
T, (Ts(z)) = 4 sdo obtidos.

Conforme anteriormente observado, para usar o Lema 6.1 e calcular 7/, um adversério
deve selecionar um elemento ¢ € GI(31) tal que arccos:(26) exista. Como z = 26 é a parte
real de um elemento unimodular sobre GI(p), sabe-se que 26 € I,, em que ¢; é unimodular
e ord(¢1) = 32. Pode-se escolher (; = 2 + 115, que possui as caracteristicas mencionadas,
e usa-lo para realizar o ataque. Todos os possiveis valores para cos¢, (z) sdao mostrados na

Tabela 6.3.

105



Tabela 6.3: Todos os possiveis valores de cosc, (x), onde (1 = 2 + 115 € um elemento unimodular de GI(31) tal
que ord(¢y) = 32

’ x ‘ cos¢, (z) H x ‘ cos¢, () H x ‘ cosg, (x) ‘
o] 1 6 | 18 12| or
1 2 7 20 13 5
2 7 8 0 14 24
3| 2 9 11 15| 29
4 4 10 13 16 30
) 21 11 10 — —

Usando a Equagio (6.6), tem-se

" = +arccos, (27) (arccose, (26)) " (mod 32) = +4(mod 32),

e o texto claro enviado por Bob é calculado pelo adversirio como M = X (Ty(Ts(x))) "t =

X (Tos(Ti(2)))~H (mod p).

Nota-se que {; = 26+ 107, por exemplo, também poderia ter sido escolhido. Isso tornaria
o calculo de 7" mais ficil, uma vez que se saberia de imediato que arccos:(26) = 1. Se o
parametro x fosse tal que x ¢ I¢,, o procedimento para recuperagdo do texto claro seria
analogo. Nesse caso, de acordo com o Teorema 6.1, dever-se-ia selecionar um elemento (» €
GF(p) tal que ord(¢2) = 30 e usa-lo para realizar o ataque. Necessariamente, ter-se-ia = € I,

e a existéncia de arccosg, (z) estaria assegurada.

6.3 Multiplicacao de Polindmios na Forma de Chebyshev Baseada

no Algoritmo de Karatsuba

Nesta secdo, discute-se a multiplicacdo de polindmios na forma de Chebyshev. De modo
especifico, dados dois polindémios a(z) e b(x) na forma de Chebyshev, obtém-se o polind6mio
c(x) = a(x)-b(x) também escrito na forma de Chebyshev. Em [99], duas abordagens para esse
problema foram apresentadas. A primeira corresponde a uma maneira direta de realizar tal
multiplicacdo, ao passo que a segunda é baseada na transformada discreta do co-seno (DCT).

O método aqui introduzido consiste em aplicar o algoritmo de Karatsuba [95], [100] aos
polindémios a/(x) e b/(z), obtidos a partir de a(z) e b(z). Os coeficientes do produto resul-

tante sdo denotados por ¢,. Dai, mostra-se que os coeficientes de ¢(x), denotados por c¢;,
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podem ser obtidos a partir dos coeficientes ¢;. Embora esse procedimento, que requer ope-
ragoes ariméticas extras, envolva uma complexidade computacional quadratica, o niamero de
multiplicacbes é reduzido pela metade, quando comparado a multiplica¢do direta [99]. Sob
esse aspecto, para polindomios a(x) e b(x) com graus pequenos, o que cobre diversas apli-
cagoes praticas da expansido de Chebyshev [88], [89], [90], 0 método proposto é também mais
eficiente que a abordagem baseada na DCT. Além disso, algumas vantagens relacionadas a
implementagio e a precisiao sio observadas.

Conforme mencionado anteriormente, o método descrito é valido tanto no contexto dos
nameros reais quanto no de corpos finitos. No entanto, como existe uma analogia bastante di-
reta entre os dois casos, apresenta-se um desenvolvimento considerando apenas os polindmios

de Chebyshev sobre os nimeros reais.

6.3.1 Multiplicacao de Polinomios na Forma de Chebyshev

A defini¢io classica de polindmios de Chebyshev do primeiro tipo é
T;(x) := cos(i - arccos x), (6.8)

em que i € N ez € [-1,1]. A partir da Equacao (6.8), obtém-se Ty(z) = 1, T (z) = z, e a
relacdo de recorréncia

Tiv1(z) =22 Ti(z) — Ti-1 (@),

que, de forma simples, permite obter polinémios de Chebyshev para quaisquer valores de i.
Mostra-se que qualquer polindémio real a(z) de grau < N — 1 pode ser escrito como
uma combinagio linear de polindmios de Chebyshev do primeiro tipo [92]. Usualmente, tal

representagao é chamada expansdo de Chebyshev e dada por

N-1
a
a(r) = 3 + Zl a; T;(z), a; € R (6.9)
A partir da relagio
Tpei+ T
T = =2 i eN,

a qual se verifica usando simples identidades trigonométricas, uma regra de multiplicacao

para polindmios na forma de Chebyshev pode ser derivada. A mesma é descrita na seguinte

proposi¢ao [99].
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Proposicao 6.2 Sejam a(x) e b(x) polindémios de grau N — 1 dados na forma de Chebyshev

N-1
i=1

e
b(x) = b + Nzl b; T;(x)
2 I ,
em que a;,b; € R. Entdo, o produto c(x) = a(x) - b(x) tem a forma de Chebyshev
c(z) = “ 4 2§2 ¢ T;(x)
2 =
com
ao-bo+25 01 ay by, i=0;
2e =S S _saiy b+ X0 T b+ aggi b)), i=1,...,N =2 (6.10)
S v aics by, i=N-1,...,2N - 2.
O célculo de todos os coeficientes ¢;, i = 0,...,2N — 2, diretamente pela Equagao (6.10) é

chamado de “método direto” e envolve O(/N?) multiplicagdes reais [99]. Na mesma equagio,
o numero de todos os possiveis produtos a; - b;, i,j = 0,..., N — 1, e o nimero de produtos
por 1/2 é contado. Isso fornece M,4(n), o nimero exato de multiplicagdes para calcular todos

os coeficientes ¢; usando esse método,
My(N)=N?+2N —1. (6.11)

De acordo com a Equacio (6.10), dados os niimeros inteiros i1 e is tais que 1 < i3 < N —2

ei; < iy < 2N — 2, qualquer termo com a forma (a; - by, + a4, - b)), 1 =1,...,N —
. 2 . i N-—1
1 — 41, € computado previamente na soma » .2 a;,—; - by ou na soma D i1 Qi1 b

Conseqiientemente, na segunda linha da referida equacao, as adic¢des (a; - bj1; + a;y; - b;) ndo
precisam ser contadas. Portanto, A4(N), o nimero exato de adi¢cdes para obter todos os

coeficientes ¢; usando o método direto é

Ag(N)=N -1+ i(N—1)+ i (2N —2—i) = (N_D;gN_Q). (6.12)
=1 i=N—1

6.3.2 Multiplicacdo de Polinomios na Forma de Chebyshev Baseada no Algoritmo de
Karatsuba

esta secao, o algoritmo proposto, que, por simplicidade, é chamado de “método de
Nesta secdo, o algoritmo proposto, que, p plicidade, é chamado de “método d

Karatsuba”, é apresentado: usa-se o algoritmo de Karatsuba para calcular o produto de dois
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polindmios cujos coeficientes de Chebyshev sio dados. Os resultados intermediarios do algo-
ritmo de Karatsuba sdo armazenados e, entdo, usados para obter os coeficientes de Cheby-
shev ¢; do polinémio produto. O ponto-chave desse procedimento é aplicar o algoritmo de
Karatsuba para realizar uma multiplicacdo polinomial ordinaria e obter os coeficientes de
Chebyshev através de algumas equagoes.

Mais especificamente, para usar o método de Karatsuba para multiplicar a(x) e b(z), os co-
eficientes a; e b; sdo associados ao termos de grau i,7 = 0, ..., N — 1, na representacdo mono-

mial. Esse procedimento fornece os polindmios a'(z) = Y " a; 2" eV (z) = >0 " by x'. Apli-

cando o algoritmo de Karatsuba, obtém-se os polindmios ¢'(z) = a/(z) - V' (z) = Y20 % ¢, 2.
Por outro lado, esses coeficientes ¢ sio dados por
ao - bo, =0
=19 Si_gaii- b, i=1,...,N—2; (6.13)
N1 @it b, i=N—1,...,2N -2,
Substituindo a Equacdo (6.13) na Equagao (6.10), obtém-se
25 ag by, i=0;
2¢; = C;—{—Zl]\izl_i(al -bl+i+al+i-bl), 1=1,...,N —2; (6.14)
¢, i=N—1,...,2N — 2.

Dados os coeficientes ¢ calculados pelo algoritmo de Karatsuba, os coeficientes ¢; podem
ser obtidos a partir da Equacido (6.14) com o seguinte numero de multiplicagoes extras: 2 N —1
devido ao fator de escala 1/2; N — 1 para calcular os termos a; - b, I = 1,...,N — 1; (N —
2) (N —1)/2 para calcular os termos (a;-bj1i+a;+;-b)) = (a+aii) - (b+bii) —ar-by—ajvi-bii,
i=1,...,N—2,1=1,...,N —1—i. Isso implica um nimero total de multiplicacoes extras
dado por (N2 +3 N —2)/2.

Os nimeros de adi¢oes extras relacionadas a primeira e a segunda linhas da Equacdo (6.14)
¢ N—1e5(N —2)(N —1)/2, respectivamente. Entdo, o numero total de adi¢des extras é
(5 N2 —13 N +8)/2. Mostra-se como esses nimeros de operagdes extras podem ser reduzidos
usando os resultados intermediarios do algoritmo de Karatsuba previamente aplicado.

O método proposto é dado abaixo. Sua corretude é imediata a partir das Equacoes (6.10),

(6.13) e (6.14).
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Algoritmo: Multiplicagdo de polinémios na forma de Chebyshev baseada no algoritmo de

Karatsuba.
Entrada: polinomios a(z) = %4 + Zf\;l a; Ti(z) e b(z) = b + Zf\i_ll b; T;(x) de grau N — 1

na forma de Chebyshev.

Saida: polinomio c(z) = a(x) - b(x) = @ + Z?ivl_z ¢; T;(x) de grau 2N — 2 na forma de

Chebyshev.

Passo : Aplicar o algoritmo de Karatsuba aos polindmios a'(z) = Y " ' a;z' e V/(z) =

S lbi 2ty cujo produto é denotado por ¢(z) = d/(z) - b (z) = Y27

) -.’Ei € armazenar
i=0 (2

todos os calculos intermedidrios.

Passo 2: Usar os termos envolvidos nas férmulas da Equacao (6.14), previamente computados,

para obter ¢(z) = a(x) - b(z) = L + SN2 6 Ti(x).

Detalhes acerca da execucdo do Passo 2 do algoritmo apresentado sdo fornecidos nas

secoes vindouras.

Algoritmo de Karatsuba

Assume-se que se deseja multiplicar dois polindémios, a’(z) e b'(x), com graus N — 1. Esses
polinémios sdo dados na forma monomial e tém coeficientes a; e b;, respectivamente. Neste
trabalho, considera-se a restricaio N = 2", n € IN, embora haja formas eficientes de lidar com

polindmios com graus diferentes de 2 — 1 [100], [101]. Pode-se escrever

a(x) = Ay (z) N% + Ag(x)

b (z) = Bi(z) 2™/* + Bo(a),
onde

=ay_1 VP 4t aN/2,

N/2—1

(z)

Ao(r) = anja—1 N2 4 g,
(z) + o+ by,
(z)
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Na dltima equacio, simplificando a notagdo e omitindo o “(z)”, o termo que multiplica V/2

pode ser reescrito como

Assim, uma multiplica¢do é evitada, porque Ay By e A; By foram previamente calculados.
Portanto, o produto de polindmios com grau N — 1 pode ser computado usando trés produtos
de polinémios com grau (N/2) — 1. Como esse procedimento é recursivo, mostra-se que 0
algoritmo de Karatsuba para multiplicar polinomios de grau N = 2", ou seja, para obter os
coeficientes ¢}, pode ser aplicado com N'°823 multiplicagdes e, no maximo 6 N'°823 —8 N + 2
adicoes [5].

E importante observar que o algoritmo de Karatsuba nio est4 sendo aplicado na forma de
uma caixa preta. Ao invés disso, todos os resultados intermedidrios sio armazenados. Tam-
bém é importante enfatizar que o algoritmo possui uma estrutura de “trés termos” baseada
no cilculo recursivo de Ay By, Ag By e Ag B1+ A1 Bg = (Ao+ A1) (Bo+ B1) — Ag Bo— A1 By.
Ao longo desta secdo, os termos intermediarios envolvidos no célculo de A; By, Ag By e

Ag By + Ay By sio respectivamente associados aos simbolos 11, 00 e 01.

Operagoes Extras para o Algoritmo de Karatsuba

De acordo com a Equacdo (6.14), para que se obtenham os coeficientes de Chebyshev
¢; do polinémio ¢(z) a partir dos coeficientes ¢}, precisa-se considerar os fatores de escala
1/2 e calcular os termos a; - by, I = 1,...,N — 1, e (a; - byys + a5 - by), i = 1,...,N — 2,
l=1,...,N —1—1i. Devido a natureza recursiva do algoritmo de Karatsuba, alguns desses
termos aparecem calculados junto com outros termos. Portanto, operacdes aritméticas extras
sao necessarias para calcula-los separadamente antes de adiciona-los convenientemente aos
coeficientes c,. Esse procedimento é referido como separagdo. De forma resumida, as operagoes

extras para obter os coeficientes ¢; a partir dos coeficientes ¢} estio relacionadas a:

> operagOes para separar os termos originalmente computados junto com outros termos;

> adigdes de termos a; - by € (a; - byy; + a;1; - by) respectivamente na primeira e segunda linhas

da Equagio (6.14);

> multiplica¢oes pelo fator de escala 1/2.

O numero total de operagoes extras requeridas € estabelecido no teorema a seguir.
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Teorema 6.2 Sejam a(x) e b(x) polindmios de grau N — 1 cujos coeficientes de Chebyshev a; e b;,
i =0,...,N — 1, sdo dados. Sejam o'(z) = >\ ‘ta;xt e b (x) = > " bzt polindmios cujo

2N—-2 ¢

produto ¢ denotado por ¢ (x) = Y "7 ¢, ', Se o polindmio ¢ () for computado usando o algoritmo

de Karatsuba, entdo os coeficientes de Chebyshev c;, i = 0, ..., 2N —2, do polinémio c(z) = a(x)-b(x)

sdo obtidos a partir dos coeficientes ¢}, i = 0,...,2N — 2, com
N2 —2N"83 + 5N —2
M,(N) = . + (6.16)

multiplicacoes extras e

A(N) < 5N2%— 6 N3 4+ N (1 —log, N)

< 5 (6.17)

adicoes extras.

Antes de apresentar a prova do Teorema 6.2, algumas notacdes sdo introduzidas e alguns
exemplos sio desenvolvidos, de modo que a derivacio das Equacdes (6.16) e (6.17) é mais
facilmente entendida. O interesse particular é observar os termos intermediarios relacionados
aos simbolos 11, 00 and 01 que sio produzidos juntos. No que segue, os termos com tal

caracteristica sdo escritos entre (-); omite-se essa nota¢ao para termos da forma a; - b;.

Exemplo 6.3 Deseja-se multiplicar os polinémios a(x) e b(x), N = 2, cujos coeficientes de Chebyshev

a; e b; sao dados. Usando o algoritmo de Karatsuba para calcular os coeficientes c,, tem-se

11: ¢y = A1 By = ay - by; (6.18)
00 : ¢y = Ao By = ag - bo; (6.19)
01: ¢} = (A1 + Ap) (By + Bg) — A1 By — Ag By

= (a1 +ag) (b1 + bo) — a1 b1 — ap by

= <(10 . b1 +aq- bo) (6.20)

A partir da Equagcdo (6.14), obtém-se diretamente co = c4/2, c1 = ¢} /2 e ¢y = ¢}y/2 + b, porque nio
hd termos a serem separados. Nesse caso, as operagoes extras estdo relacionadas exclusivamente ao fator

de escala 1/2 e a adigdo c(y/2 + ¢, o que resulta em M.(2) =3 e A.(2) = 1.

Exemplo 6.4 Neste exemplo, deseja-se multiplicar a(x) e b(x) em que N = 4. Como o algoritmo

de Karatsuba ¢ recursivo, nesse caso, os cdlculos de A1 By e Ay By podem ser vistos como repetigoes do
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primeiro exemplo. Portanto, os termos intermedidrios relacionados aos simbolos 11 e 00 sao

126%:(13'1)3, Cg:<a2'b3—|—a3'b2>, a2‘b2; (6.21)

@:al-bl, c’1:<a0‘61+a1~bo>, Cézao'bo. (6.22)

O cdleulo de (A1 + Ao) (B1 + By) — A1 By — Ao By € similar, sendo necessdrio um cuidado especial
com os termos produzidos juntos. Mais especificamente, tem-se (A1 + Ao) = (a3 + a1)x + (a2 +ap) e

(B1 4 By) = (bs + b1)x + (b2 + bo), cujo produto produz os termos
((a3 + al) . (bg + bl)>, <(CL3 + al) . (b2 + bo) + (CLQ + ao) . (bg + b1)> e ((CLQ + ao) . (bg + b0)>

As subtragoes por A1 By e Ag By vém dos termos intermedidrios relacionados aos simbolos 11 e 00,
respectivamente, nas Equagcoes (6.21) e (6.22). Subtraindo a3 - bs e a1 - by de ((az + ay1) - (bs + b1)),
obtém-se (a1 -bs+as-b1); subtraindo as-bs e ag-bo de ((az+ag)-(ba+bp)), 0btém-se (ag-ba+asz-by);
subtraindo (as - by + asz - ba) e (ag - by + ay - bo) de ((asz + a1) - (ba + bp) + (a2 + ao) - (bs + b1)),
obtém-se (ay - ba + az - by + ag - bs + ag - by). Portanto, o resultado final para termos intermedidrios

relacionados ao simbolo 01 é
01: (a1 -bs+as-b), g ="{(a1-ba+as by +ag-bs+as-by), (ap-ba+as-by). (6.23)

E importanto enfatizar que os coeficientes ¢, i = 0, . . ., 6, sdo obtidos executando o algoritmo de Karat-
suba até o final, apds o cdlculo de todos os outros termos intermedidrios. Entretanto, neste momento, o
interesse € apenas verificar que termos sdo produzidos juntos, sendo suficiente realizar o primeiro passo
do algoritmo. Nesse sentido, a partir da Equacdo (6.14), sabe-se particularmente que

c A+ (a1 -ba+ag-by +az-bs+as-b)
1= )

2

Dat, com o objetivo de avaliar c., precisa-se calcular a, - by + as - by, uma vez que esse termo € produzido
originalmente com a - by + as - by, como mostra a Equagdo (6.23). Como se conbece ay - by e as - by,

1ss0 requer uma multiplicacdo e quatro adigoes porque
ap by +az-by = (a1 +ag) - (b1 +b2) —ay - by —ag - bs.

Todos os outros coeficientes c; podem ser obtidos de forma similar. Naturalmente, ainda é preciso contar as

outras operagoes extras menctonadas antes do Teorema 6.2. O resultado final é M.(4) = 8e A.(4) = 1L

Observagao: No Exemplo 6.4, ndo é preciso separar ag - bs + as - by. Entretanto, esse termo

pode ser obtido com mais uma adigio:

ao-bg—i-ag-bo:<a1-bg—i-ag-b1+a0-b3+a3-bo>—<a1-bg+a2-b1>. (6.24)
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O calculo ilustrado na equacdo acima, que representa o ultimo passo do procedimento de

separagdo, é necessario em multiplica¢des envolvendo polindmios de graus maiores.

Exemplo 6.5 Neste exemplo, deseja-se multiplicar a(x) e b(x) para N = 8. Como no Exemplo 6.4, os

cdlculos de Ay By e Ay By podem ser vistos como repetigoes do caso N = 4. Os termos obtidos sdo

11 :C/14 = a7-b7, C/13 = <a6 -b7+a7 ‘b6>, Qg 'b6, <CL5 -b7+a7 : b5>,
¢y = (as - b + ag - bs + aq - by + a7 - by), (6.25)

<a4-b6+a6-b4>, a5-b5, <a4-b5+a5-b4>, a4-b4;

00 :as3-bs, (ag-bs+as-bay), as-ba, {(aj-bs+as-by),
¢y = (ay - by + az - by + ag - by + az - bo), (6.26)
{ag - bg +ag - bo), ay by, ¢ = {ag-by +ay-bo), ¢4 = ag - bo.
O cdlculo de (A1 + Ao) (B1 + Bo) — A1 By — Ao By também € andlogo. O resultado final ¢

01: (a3 -br +ar-bs), (az-br +ar-by+as-bs+ ag - bs),
(ag - bg + ag - ba), (a1-by+ar-b1+as-bs+as-bs),
cr={ay-bg+ag by +as-bs+as-ba+ayg-br+ar-by+az-by+as-bs), (6.27)
(ag - be + ag - b + az - by +ay - bz), (a1 -bs+as-by),
(ag - bs +as-bo+ar - bs+as-b1), (ao-bs+as-by).

Considera-se o termo ¢, = (a1 - bg + ag - b1 + az - bs + a5 - ba +ag - by + a7 - by + as - by + ay - b).
g /
Os termos ay - bg + ag - by, az - bs + as - by e as - by + ay - bs precisam ser separados de ¢/, porque os
' dicionad L, chec leul ' De mod.
mesmos precisam ser adicionados a cs, ¢ e ¢, para que se calcule cs, c3 e c1, respectivamente. De modo
similar ao exemplo anterior, uma multiplicacdo e quatro adicoes sdo necessdrias para calcular cada um
desses termos. A partir do termo (as - by + a7 -ba+as - bg + ag - bs), 0 qual estd associado a ¢, precisa-se
L . ;o
separar as - by 4+ ag - by e ag - bg + ag - bs, e adiciond-los respectivamente a ci e ¢, para calcular c5
e c3. O mesmo procedimento é aplicado a todos os termos que sdo previamente calculados juntos. Apos
1550, outras operagoes extras precisam ser contadas para adicionar os termos separados aos coeficientes c,

e multiplicar por 1/2. Isso resulta em M.(8) =24 e A.(8) = 71

Com os exemplos em mente, pode-se derivar uma férmula para o nimero de operacdes
necessarias para separar os termos produzidos juntos no algoritmo de Karatsuba. Inicia-

se observando os termos intermedidrios produzidos pelo algoritmo, isto é, antes de obter o
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Tabela 6.4: Status de todos os termos no algoritmo de Karatsuba até N = 8. O niimero de multiplicacoes m(n)

necessdrio para separar os termos calculados originalmente juntos com outros termos também € apresentado.
’ N =2" H 11 01 00 H m(n) ‘
1 - 0 - 0
2 0 1 0 0
4 0,1,0 1,2,1 0,1,0 1
8 0,1,0,1,2,1,0,1,0 | 1,2,1, 2,4,2, 1,2,1 | 0,1,0,1,2,1,0,1,0 || 9
m ()T ()01 ()T

resultado final dos coeficientes ¢/ (). Associa-se os termos na forma a;-b; a 0, (a;, -bj, +a;, -b;,)
al, <ai1 ) bjl +aj, - bil + @, bj2 +aj, - bi2> az, <a’i1 ’ bjl +aj, - bil +ag, - bj2 +aj, - bi2 + Qg
bj, + aj, - biy + ai, - bj, + ai, - bj,) a 4 etc. Em geral, um termo com a forma

2t

Z(aik : bjk +aj, - blk) )

k=1

(6.28)

em que t € IN e iy + ji € constante paral < k < 2!, é associado ao nimero ou status s =
2t. Considerando que todos os termos na expressio acima precisam ser separados, s — 1
multiplicacbes extras sdo requeridas. Conseqiientemente, no maximo 4 (s — 1) + 1 adicdes
extras sao necessarias. O limite superior € justificado pela possivel presenca de termos na
forma (ag - b; + a; - by), i # 0, produzido junto com outros termos. Eles ndo precisam ser
separados e, nesses casos, uma adicdo € evitada (ver observagido apos o Exemplo 6.4).

Ap6s aplicar o procedimento de separacdo explicado, todos os termos possuem status no
maximo 1, isto ¢, tém a forma a; - b; ou (a; - b; + a; - b;). Tais termos sdo adicionados aos
coeficientes ¢, de acordo com a Equagdo (6.14) para obter os coeficientes ¢;.

Para N = 1, tem-se apenas ag - by, que tem status 0 e ndo representa qualquer operagio
extra. Como esse caso é uma espécie de “estado inicial”, o mesmo é associado a 01. Para
N = 2, tem-se uma repeti¢ao do caso anterior nos termos associados a 11 e 00; isso € verificado
nas Equacdes (6.18) e (6.19). O simbolo 01 é também uma repeticio do caso anterior, mas
com o status incrementado de 0 para 1; isso se verifica na Equacido (6.20). Devido a natureza
recursiva do algoritmo, um fato analogo ocorre para N = 4,8, .... Isso pode ser verificado
nas Equacoes (6.21)—(6.23) e nas Equacoes (6.25)—(6.27). Isso permite construir a Tabela 6.4,
onde se mostra os status de todos os termos no algoritmo de Karatsuba até N = 8. A dltima
linha enfatiza que m(n), o nimero de multiplicacdes necessarias para separar os termos que
o algoritmo de Karatsuba computa conjuntamente, é obtido somando-se as contribuigoes

dos termos associados a 11, 01 e 00. Essas contribui¢des sdo respectivamente denotadas por
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1’ m(n)ol W'

m(n) e m(n)

Se N = 4, por exemplo, tem-se m(n) = m(n)? = 1 porque apenas o termo com status
2 associado a 01 requer separagio (ver Tabela 6.4). Especificamente, esse termo corresponde
a (a1 - by + az - by + ag - by + ag - bg), apresentado no Exemplo 6.3. Se N = 8, tem-se
m(n)% = 1 (um termo com status 2), m(n)°! = 7 (quatro termos com status 2 ¢ um termo
com status 4) e m(n)* = 1 (um termo com status 2). Esses termos podem ser observados nas
Equacdes (6.25)—(6.27). Nesse caso, m(n) =1+7+1=09.

Além disso, comparando as linhas para N = 4 (n = 2) e N = 8 (n = 3) na Tabela 6.4,

nota-se que m(3)™ = m(3)%0 = m(2); m(3)°" é dado por 2m(2)°! mais a contribui¢io dos

01

termos relacionados a m(2)°!, mas com status incrementados (multiplicados por 2). Devido a

)ﬁ 00 _

recursividade do algoritmo de Karatsuba, essa situagiao é geral, ou seja, m(n)** = m(n)

m(n — 1) e m(n)?! é dado por 2m(n — 1)°F mais a contribui¢do dos termos associados a

m(n — 1)%! com status incrementados.

Prova do Teorema 6.2: Usando as notagoes e as observacdes anteriores, o nimero de mul-
tiplicagdes necessarias para separar os termos que o algoritmo de Karatsuba calcula juntos,
m(n), é dado por

m(n) = m(n)'t +m(n)* + m(n)?. (6.29)
Sabe-se que

m(n)'t = m(n)® =m(n - 1). (6.30)

A partir dos comentarios acima, m(n)°! é dado por 2m(n — 1)L mais a contribuicio dos
termos relacionados a m(n — 1) com status incrementados (multiplicados por 2). Um termo
com status s; = 2", n > 0, contribui com mg, = 2™ — 1 multiplicagdes extras. Consequiente-
mente, Um termo com status s = 2s; = 2" contribui com m,, = 2"t -1 =2(2"—-1)+1 =
2mg, + 1 multiplicagdes extras. Entdo, se um conjunto com ¢ termos contribui com m; mul-
tiplicacbes extras, um novo conjunto, obtido dobrando o status de cada termo no conjunto
anterior, contribui com 2 m; +t multiplicacdes extras. Nota-se que ha 372 termos associados
am(n— 1)071 (ver Tabela 6.4 para os casos n = 1,2, 3). Portanto, dobrando o status de cada
)OT

um desses termos, a nova contribuicdo é 2m(n — 1) + 3772, Isso permite escrever

mmn)% =2mn— 1)+ 2m(n — 1) + 3" 2 = 4m(n— 1) + 372, (6.31)
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Também se nota que m(n — 1)°1 = m(n — 1) — 2m(n — 2). Assim, a equacio 6.31 pode ser

reescrita cComo
m(n)" =4 (m(n —1) —2m(n — 2)) + 372, (6.32)
Substituindo as Equagoes (6.30) e (6.32) na Equagio (6.29), tem-se
m(n) =2mn —1) +4(m(n —1) —2m(n —2)) +3"2
=6m(n—1) —8m(n—2)+3"2 (6.33)

A Equacdo (6.33) é uma relacdo de recorréncia’ e pode ser resolvida utilizando a transformada
z. Denotando por M(z) a transformada z de m(n), a Equacdo (6.33) é reescrita no dominio

da transformada z como

-2

M(z)=6M(z) 2"  —8M(z) 22+ —— .
(2) = 6 M(2) 2 ()= + =5
Na dltima equagio, agrupando os termos em M (z), tem-se
272 1/2 1/2 1

M(z) =

(1-621+822)(1-8z1) 1—4dz1 1-2z1 1-3z1

Aplicando a transformada z inversa, obtém-se

4n 42m —2.3"
m(n) = 5 .

A equacgdo acima pode ser escrita em fun¢do de N como

N? + N — 2 N'og23

m(N) -

Adicionando a m(N) as multiplica¢oes devido ao fator de escala 1/2, computa-se M.(N), o
numero total de multiplicacdes extras para calcular os coeficientes ¢; a partir dos coeficientes

/
cj» por

N2 4 N — 2 Nlog23 N2 —2N©&3 5N —2
M(N) = 2 foN—1= i .
2 2
As adigoes extras vém de duas fontes. A primeira estd relacionada ao procedimento de
separacdo. Ha quatro adi¢bes por produto e no maximo mais uma adi¢do para cada termo

com status > 2; ver comentarios imediatamente apds a Equacdo (6.28). Dado n, o numero

total de termos produzidos no primeiro passo do algoritmo de Karatsuba é 3". Denotando

!Curiosamente, essa relagio de recorréncia produz uma seqiiéncia m(n), n = 0,1,2,..., que coincide com o niimero de
fun¢des Booleanas monotonicas de n varidveis com 2 mincuts. Tal relagio também representa o numero de sistemas de Sperner

com 2 blocos e algumas outras seqiiéncias arquivadas pela “Enciclopédia On-line de Seqiiéncias Inteiras” [102].
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respectivamente por Sy(n) and S1(n) o nimero de termos com status O e 1 para tal n, sabe-se

que S>2(n), o numero de termos com status > 2, ¢ dado por
S>2(n) = 3" — So(n) — S1(n). (6.35)
Nota-se que Sp(n) =2" e
Si(n) =281 (n—1)+ Sp(n—1)=251(n—1)+2""1.

Resolvendo a equagio acima usando a transformada z, obtém-se S;1(n) = n2"~!. Dai, a

Equacio (6.35) pode ser escrita como S>2(n) = 3" — 2" —n 2"~ 1 e, conseqiientemente,

N logy N
S>9(N) = N'°&2% — N — 2 log, N = N'o823 _ N <1+0g§).

Assim, o numero de adi¢des extras relacionado ao procedimento de separa¢iao é no maximo

2 log, 3
2 2
log, N
—oN? _3Nlos3 L N <1 - “22) . (6.36)

A segunda fonte de adi¢oes extras esta relacionada as operagoes necessdrias para adicionar os
termos a; - b, l=1,....N—1,ea; - by4i+aj+;-b,i=1,.... N—2,1=1,...,N—1—4i,na
Equagio (6.14), o que fornece

N(N-1)

5 (6.37)

N-2
N-1+> (N-1-i)=
=1

Assim, somando as Equagoes (6.36) e (6.37), calcula-se A.(N), o nimero total de adigdes

extras para calcular os coeficientes ¢; a partir dos coeficientes ¢;. Obtém-se

A, (N) < 2N? — 3N™823 1 N (1_ logzN) NN -1

2 2
5N? — 6N™223 + N(1 —log, N)
5 :

Complexidade aritmética total

Usando o método de Karatsuba, a complexidade aritmética total para calcular os coefi-
cientes de Chebyshev do produto de dois polinomios na forma de Chebyshev é dada pelo

seguinte teorema.
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Teorema 6.3 Sejam a(x) e b(x) polindmios de graus N — 1 cujos coeficientes de Chebyshev a; e b;,
i = 0,...,N — 1, sdo dados. Usando o método proposto, baseado no algoritmo de Karatsuba, os

coeficientes de Chebyshev c;, i = 0,...,2N — 2, do polinémio c(x) = a(x) - b(x) sdo obtidos com

N? 45N —2
My(N) = S22 (6:38)
multiplicacoes e
5N2 +6N"823 — N (15 + logy, N) + 4
AN < 15+ Tog, ) (6.39)

- 2
adigoes.

A prova é imediata. As Equacoes (6.38) e (6.39) sdo obtidas adicionando o numero de
operagdes necessarias para calcular os coeficientes ¢, apresentados na Se¢do 6.3.2, a0 nimero
de operagoes extras derivadas na ultima subsecao.

Observa-se que a aplicacdo convencional do algoritmo de Karatsuba para multiplicar
polinémios envolve O(N'°823) operacdes aritméticas. Aqui, devido as operacdes extras, o

método proposto possui o custo total de O(N?).

6.3.3 Discussao

A partir das Equagoes (6.11), (6.12), (6.38) e (6.39), constroi-se a Tabela 6.5, na qual
o numero total de multiplicacées e o de adi¢cdes para multiplicar polinémios na forma de
Chebyshev pelo método direto (resp. My e Ay) e pelo método de Karatsuba (resp. My e Ay)
sao apresentados. Todos os valores da Tabela 6.5 foram verificados através de uma si-mulacao
computacional implementada em MATLABR. O programa desenvovido conta o niimero de
operagoes aritméticas requeridas pelos métodos mencionados.

Embora o método direto e o de Karatsuba envolvam O(N?) multiplicagdes, a divisao por 2
na Equagao (6.38) representa uma consideravel diferenga. Avaliando assintoticamente a razao
My (N)/My(N), conclui-se que metade das multiplicacoes requeridas pelo método direto sdo
economizadas quando se aplica o algoritmo de Karatsuba. Essa tendéncia é observada na
Tabela 6.5.

Uma vez que a estratégia fundamental do algoritmo de Karatsuba é trocar multiplicacoes
por adicdes, conforme esperado, o nimero de adigdes Ay (V) é maior que Ay(N). Mais pre-
cisamente, a razdo Ax(N)/A4(N) aproxima-se de 5/3 a medida que N aumenta. Assim, uma

comparagao coe-rente entre o método direto e o proposto depende fortemente do custo com-
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Tabela 6.5: Numero total de multiplicacoes e adicoes para a multiplicacio de polindémios na base de Chebyshev

pelo método direto (resp. Mg e Ag) e pelo método de Karatsuba (resp. My, e Ag).

(v Ma [0 ] A [ A

1 2 0 0

2 7 6

4 23 17 15 35

8 79 51 7 171
16 287 167 345 733
32 1087 | 591 1457 | 2971
64 4223 | 2207 || 5985 | 11757
128 16639 | 8511 || 24257 | 46115

putacional de uma multiplicagdo em termos de adi¢des. Considerando que uma multiplicagao
custa r adigOes, a seguinte analise é realizada.
Com N = 2", o custo computacional total T;(N) para multiplicar dois polinomios de

grau N — 1, na forma de Chebyshev, pelo método direto é medido por
Ta(N) =1 Ma(N) + Aa(N).

O custo total Tx(n) usando o método de Karatsuba é
Tp(N) =71 Mi(N) + Ar(N).

Uma nocdo geral a respeito da razdo Ty(N)/Ti(N) é obtida pelo seguinte calculo:

‘m |:Td(N):| . |:TMd(N)+Ad(N)

lim

_N—>oo

Para encontrar a faixa de valores de r para os quais o método de Karatsuba é mais eficiente

que o direto, na equacdo acima, substitui-se as formulas previamente derivadas e se obtém

2r+3

>1.:.r>2.
r+5 "

Dai, conclui-se que o método de Karatsuba é mais “econdmico” que o método direto, caso
uma multiplica¢do custe mais que duas adi¢oes. Na maioria das aplicacoes, essa condicdo é
facilmente atendida [100].

Outra alternativa para realizar a operacdo descrita nesta se¢ao é considerar os polinémios
dados na forma de Chebyshev e expandi-los, reescrevendo-os na forma monomial. O produto

seria, entao, computado pela aplicacdo convencional do algoritmo de Karatsuba. O ultimo
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passo seria retornar o polindmio obtido a forma de Chebyshev. Nesse caso, a conversdo dos
polinémios da forma de Chebyshev para a forma monomial e vice-vesa, além de requerer
operagoes aritméticas extras, necessitaria, no caso de polinémios sobre os reais, uma cautela
adicional acerca dos aspectos de precisao numérica.

Também é pertinente comparar o método proposto com aquele proposto em [99], onde
a multiplicacdo polinomial na forma de Chebyshev é calculada no dominio da transformada
discreta do co-seno (DCT). Nesse caso, o produto de dois polindmios de grau N —1 é realizado
a partir do calculo de DCT de comprimento 2N. Embora os autores de [99] discutam apenas
aspectos assintoticos da complexidade aritmética envolvida nesse método, é possivel usar
formulas gerais e obter, de forma mais precisa, o numero de multiplicagcdes e o de adigoes
requeridos pelo método da DCT. Tais valores sdo respectivamente denotados por Mpcr(N)

e Apcr(N) e dados em [87] por

Mper(N) = 3Nlog, 2N — 4N + 3

Aper(N) = (9N + 3)logy 2N — 4N + 12.

Observando a Tabela 6.6, em que se compara o método da DCT e o de Karatsuba, nota-se
que O primeiro usa menos operagoes aritméticas para N > 32. Para N = 16, uma com-
paragdo coerente depende do custo r de uma multiplicacdo em termos de adi¢cbes. Uma vez
que a implementa¢iao da DCT requer multiplicacdes por co-senos de arcos, restrigdes de pre-
cisdo devem ser também consideradas. Por outro lado, o método de Karatsuba requer, além
de produtos entre os coeficientes a; e b;, apenas produtos por 1/2, o que torna o aspecto
mencionado menos critico. Dai, para N < 16, o que cobre diversas aplicagdes praticas que
empregam expansOes de Chebyshev, o uso do método de Karatsuba é menos complexo. Por
exemplo, em [88], [89] e [90], expansdes de Chebyshev com 4 < N < 6,5 < N < 13 e
3 < N < 5 sdo usadas, respectivamente. Para valores de N mais elevados, caso a precisdo
ndo seja um problema, a DCT constitui uma melhor proposta.

Embora nio se tenha focalizado implementagdes em hardware do método proposto, uma
observacdo relevante acerca desse ponto pode ser feita. Exceto por algumas multiplicacdes
por 1/2, todas as operagdes extras necessarias para calcular os coeficientes ¢; a partir dos
coeficientes ¢, podem ser implementadas em paralelo ao algoritmo de Karatsuba. Usando esse

fato, a velocidade do método proposto pode ser consideravelmente aumentada.
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Tabela 6.6: Nimero total de multiplicacoes e adigoes para multiplicar polinomios na base de Chebyshev pelo
método da DCT (resp. Mpcer e Apor) e pelo método de Karatsuba (resp. My, e Ay).

| N=2"| Mper | My | Aper | A |

1 2 2 12 0

2 7 6 30

4 23 17 81 35

8 67 o1 216 171
16 179 167 555 733
32 451 991 1374 2971
64 1091 | 2207 || 3297 | 11757
128 2563 | 8511 7716 | 46115
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CAPITULO

CONCLUSOES

INTRODUGAO das transformadas trigonométricas sobre corpos finitos, que serviu como

ponto de partida para o desenvolvimento deste trabalho, representou o preenchimento

de uma lacuna que existia na teoria das transformadas sobre corpos finitos, as chamadas

transformadas digitais. Aliadas, particularmente, a transformada de Fourier, a de Hartley e

a Wavelet sobre corpos finitos, as FFTT passam a fazer parte de um conjunto de ferramentas

cujo potencial de aplicagdes tem-se revelado cada vez mais atrativo em diversas areas da

Engenharia. Para isso, conforme enfatizado em alguns trechos desse trabalho, contribui de

forma decisiva a simplicidade das operagdes aritméticas requeridas na implementagio de tais
ferramentas e a auséncia de erros de arredondamento.

O estudo das principais propriedades das FFTT atuou de maneira direcionadora, apon-
tando cendrios em que essas transformadas sdo candidatas em potencial a fazer parte de téc-
nicas que proporcionem vantagem quando comparadas a procedimentos convencionais para
realizagao de tarefas semelhantes. Devido a grande diversidade de tipos de FFTT, certamente,
seria tedioso ao leitor verificar, para todos esses casos, o funcionamento das propriedades es-
tudadas. No entanto, ao se investigar tais propriedades para os tipos de FFTT mais usuais,
foi possivel vislumbrar, inicialmente, duas interessantes aplicagdes.

Para a primeira delas, em que foi proposta uma técnica de marca d’agua fragil no dominio
da FFCT, pode-se concluir que o uso dessas transformadas nesse contexto constitui uma boa
alternativa para localizar regides em que uma imagem digital tenha sido alterada. Adicional-

mente, conforme sugerido através de simulagoes, o0 método desenvolvido é robusto a alguns



tipos de manipulagdo, o que permite a extracdo da marca ap6s alteragoes no brilho e destru-
icoes de regides da imagem.

Na segunda aplicagao estudada, foram realizados procedimentos basicos de filtragem de
imagens digitais baseados na convolu¢do simétrica das FFTT, como o de suavizagio e o de
realce de linhas (equivalentes a filtragem passa-baixas e passa-altas). Nesse caso, destaca-se a
imunidade a erros de arrendondamento, o que é necessario, por exemplo, no processamento
de imagens médicas, e que ndo se consegue quando se usam transformadas sobre os nimeros
reais. O emprego das FFTT é particularmente interessante quando se considera um cendrio
em que filtragens sucessivas precisam ser realizadas. Ainda assim, ndo ha acimulo de erro e,
adicionalmente, o efeito de “blocagem” na imagem filtrada apresenta-se diminuido quando
comparado aos resultados obtidos via transformadas de Fourier [57].

A investiga¢do das auto-estruturas das FFTT também constituiu um importante avango
no conhecimento dessas transformadas. A respeito desse ponto, foram enunciadas diversas
proposicoes e demonstragdes que permitiram esclarecer a maioria dos detalhes que caracteri-
zam os autovalores e os autovetores das matrizes de transformac¢do em questio. Assim como
em outros aspectos, concluiu-se que existe uma forte relagdo entre a auto-estrutura de cada
tipo de FFTT e sua transformada trigonométrica discreta equivalente. De imediato, isso per-
mitiu descrever o comportamento das FFTT na formatagao de distribui¢des de probabilidade
sobre os inteiros e sugerir formas de como essa operagiao pode ser incorporada a criptossis-
temas.

O conhecimento das auto-estruturas das FFTT também fundamentou uma técnica para
separacdo cega de sequéncias, o que pode ser considerada a mais relevante aplicacdo tratada
nesse trabalho. Conforme se demonstrou, é possivel associar a referida separagao ao proce-
dimento de recuperacgio de sequéncias de usudrios que interfiram de forma aditiva num canal
de comunicacio sincrono. Uma vez que tal procedimento possui importancia basica em diver-
sos sistemas de comunicacao reais, além da abordagem predominantemente tedrica realizada
nessa tese, o estudo de detalhes praticos do mesmo é de grande interesse, devendo, como se
comenta adiante, ser objeto de pesquisas futuras.

No Capitulo 6, introduziu-se, pela primeira vez na literatura, uma defini¢do para polindémios
de Chebyshev sobre GF(p) baseada na trigonometria sobre corpos finitos. Como conclusio
acerca desse ponto, pode-se afirmar que a defini¢ao proposta facilita o estudo das propriedades

desses polindomios e, conseqiientemente, o de suas aplicagdes. Como exemplo disso, demonstrou-
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se a seguranca de criptossistemas em que se usa um algoritmo de cifragem de chave publica
baseado nos polindmios mencionados. Finalmente, destaca-se o desenvolvimento de um algo-
ritmo rapido para multiplicacdo de polinomios na forma de Chebyshev baseado no algoritmo
de Karatsuba (aplicdvel tanto no contexto dos numeros reais quanto no de corpos finitos).
Os resultados obtidos possibilitaram determinar as condig¢des sob as quais o uso do algo-
ritmo proposto é vantajoso, quando comparado ao de outras alternativas que desempenham

o mesmo papel.

7.1 Trabalhos futuros

Um aspecto de grande importancia desta tese é a quantidade de areas de pesquisa con-
templadas pela mesma, o que pode ser enxergado como uma conseqiiéncia da criagiao de
ferramentas matemadticas nunca anteriormente exploradas. Naturalmente, a partir da con-
sisténcia da teoria introduzida nos capitulos iniciais deste trabalho, inimeras possibilidades
surgiram, o que pode ser comprovado pela diversidade de topicos abordados. Em funcdo
disso, para que os resultados obtidos sejam ainda mais refinados e para que novos resulta-
dos sejam alcancados, é fundamental que se dé continuidade a exploracdo desses topicos e
que novos temas relacionados a pesquisa desenvolvida sejam investigados. A seguir, diversos

pontos para a realizagdo de trabalhos futuros sdo colocados.

> Transformadas trigonométricas sobre corpos de extensao: O estudo das FFTT sobre GF(g),
onde ¢ é a poténcia de um numero primo, é de grande interesse, particularemente, para a
area de codigos corretores de erro. Lidar com essas transformadas em corpos de extensio
e, principalmente, buscar meios para definir FFTT sobre corpos de caracteristica 2 pode
permitir descrigdes alternativas de familias importantes de c6digos, revelando importantes

propriedades das mesmas, bem como a concepc¢io de novos algoritmo de decodificagio.

> Algoritmos rdpidos para as FFTT: Conforme se comentou em alguns pontos do texto, as
matrizes de transformacdo das FFTT possuem os mesmos tipos de simetria que suas equi-
valentes transformadas trigonométricas discretas (DTT). Por conta disso, a maior parte dos
algoritmos rapidos para o calculo das DTT pode ser utilizada para calcular as FFFT. En-
tretanto, é provavel que se possa desenvolver algoritmos aplicaveis apenas ao contexto de
corpos finitos, a partir da obten¢io de vantagens computacionais baseadas em particulari-

dades dessas estruturas (além dos aspectos de precisdo e aritmética de ponto fixo).
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> Marca d’dgua no dominio das FFTT: Na literatura, existe uma grande quantidade de técni-
cas de marca d’agua no dominio de transformadas. Em trabalhos futuros, é interessante que
se realize uma comparag¢do mais completa entre o esquema proposto nesta tese e métodos
usuais. Além disso, poder-se-ia integrar algoritmos criptograficos a técnica proposta, o que
traria beneficios relacionados a seguranga e evitaria, na extracdo da marca, a necessidade

de conhecimento explicito de informacdo acerca da imagem desmarcada.

> FFTT e Criptografia: Em trabalhos futuros, ¢ importante utilizar as FFTT em criptossitemas
especificos, explorando a sua capacidade de formatagio de distribuicdes de probabilidade
e mensurando as vantagens que as mesmas proporcionariam. Além disso, estudar a capaci-
dade das FFTT na promocao de difusdo em criptossistemas como o SAFER ou Idea [103]

também é relevante.

> Auto-estrutura das FFTT: O problema que continua em aberto acerca deste ponto diz re-
speito a auto-estrutura das transformadas dos tipos 2 e 3. Uma demonstra¢do para a con-
jectura de que a essas transformadas estao associadas matrizes cujos autovalores sio todos
distintos é de grande interesse. Outro tema relacionado a este ponto é a possibilidade
de se introduzir transformadas fracionais sobre corpos finitos. As transformadas discre-
tas fracionais (sobre os nimero reais), que sdo definidas a partir dos autovetores de suas
respectivas transformadas discretas usuais, tém sido objeto de estudos recentes, particular-
mente, porque possibilitam analise tempo-frequéncia [72], [104], [71]. Aplicacoes dessas
transformadas em processamento de imagem, Criptografia e diversas outras areas tém sido
propostas [105], [75]. A investiga¢do de técnicas de marca d’agua de chave publica baseadas

nos autovetores das FFTT constitui outro assunto com potencial de desenvolvimento [106].

> Sistemas de comunica¢ao multiusudrio: A aplicacio dos esquemas de separacdo de se-
quiéncias baseada na auto-estrutura das FFTT em sistemas multiusudrio constitui um tépico
de grande importancia para investigacoes futuras. A respeito disso, enfatiza-se a necessi-
dade de se adequar as idéias desenvolvidas a cendrios em que consideragdes praticas sejam
feitas. Isso inclui aspectos relacionados a energia maxima e capacidade de um canal de
comunicagio, falta de sincronismo no mesmo e, principalmente, desempenho na presenga
de ruido. A este ultimo item, atrela-se a interpretacdo dos autovetores (ou da soma de au-
tovetores) de uma transformada como palavras de um cédigo e a avalia¢do das capacidades
de detec¢do e de corre¢ao de erros do mesmo, o que tem sido feito por trabalhos que estido

em desenvolvimento atualmente.
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> Polinémios de Chebyshev sobre corpos finitos: A teoria dos polinémios de Chebyshev so-
bre os reais ¢ muito bem estabelecida. Nesse sentido, o contetido inédito apresentado nesta
tese representa um ponto inicial para o desenvolvimento mais consistente dessa ferramenta
sobre corpos finitos. Polinomios de Chebyshev sobre GF(q) foram estudados de maneira
preliminar num trabalho que se encontra em fase de finaliza¢io. Defini¢des de polindmios
dos tipos 2, 3 e 4 sobre corpos finitos e a investigacdo de suas propriedades ainda estdo em
aberto. Em paralelo ao progresso tedrico, possibilidades de aplicagio em contextos dife-
rentes da Criptografia devem surgir. Quanto a isso, ha um interesse particular em estudar

filtros de Chebyshev sobre corpos finitos.
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APENDICE

Provas Dos TEOREMAS 2.1
A2.16

P ‘ EsTE apéndice, sdo apresentadas as demonstracdes dos teoremas 2.1 a 2.16, que cor-
respondem as formulas de inversio das transformadas trigonométricas de corpo

finito.

A1 Demonstragao do Teorema 2.1 (FFCT-1e 1)

Substituindo a Equacdo 2.5 na Equagido 2.6 (onde se troca o indice i por r e ¢ por ¢),

obtém-se a expressio

N N
1
Cr = N E Br g 20;¢; cose (ki) cos¢ (kr).
k=0

i=0
Trocando a posi¢ao dos somatorios e expandido o produto entre os dois co-senos, a equagao

acima pode ser reescrita como
~ Z Bici Z Br {cos¢(k(i + 1)) + cos¢(k(i — 7))} -
=0
Retirando do segundo somatoério os termos em que k = 0 e k = N, obtém-se

Zﬁzcl{1+ 1)+ + ZCOSC (i+71)) ZCOSC z—r)} (A.1)

A prova consiste em mostrar que, no primeiro somatorio da expressido A.1, todos os termos

se anulam, com exce¢do daquele em que i = r, o que faz com que ¢, = ¢, Vr. Cada um



desses termos é calculado utilizando um dos dois casos a seguir, em que se recorre ao lema 2.2

para avaliar os somatorios sobre o indice k.

a)

1 = r: devido a presenca da func¢io peso (3; na Equacdo A.1, trés subcasos sao considerados

separadamente.

e i = (: no somatério sobre i, 0 termo correspondente a este subcaso resume-se a
Co
FUHIHN 14N -1} = aN.

e i = N: o termo correspondente a este subcaso resume-se a
%{1+1+N—1+N—1}ZCNN.

e i # 0, N: o termo correspondente a este subcaso resume-se a

¢{l1+1—-1+N—-1} =¢,N.
i # r: neste caso, dois outros subcasos precisam ser considerados.

e Se os termos (i + r) e (i — r) forem ambos pares, no somatério sobre i, o termo cor-

respondente a este subcaso resume-se a
ﬁzcl{l—kl—l—l}:()

e Se os termos (i+71) e (i —r) forem ambos impares, o termo correspondente a este subcaso
resume-se a

Bici{l =14+0+0} =0.

Observando a presenga do termo 1/N externo ao somatorio sobre i na Equacdo A.1, e verifi-

cando o resultado obtido em cada subcaso considerado, conclui-se que ¢, = ¢, V.

As demonstracoes dos demais teoremas relacionados ao calculo das FFTTs inversas seguem

passos semelhantes aos apresentados nesta primeira prova. Portanto, para tornar a leitura

mais agradavel, as demonstragdes a seguir sdo descritas de maneira mais sucinta.
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A.2 Demonstracao do Teorema 2.2 (FFCT-2¢71)

Substituindo a Equa¢do 3.3 na Equagdo 2.8 (onde se troca o indice ¢ por r e ¢ por é),

obtém-se a expressdo

N-1 N—

=

6 = % B S 2i cose (ki + 1/2)) cosc (k(r +1/2))
v e
= ci B {cos¢(k(i +1+ 1))+ cosc(k(i —1))}. (A.2)
=0 k=0

Retirando do segundo somatorio o termo em que k = 0, obtém-se:

N N-1
&= o Zcz{l—i—ZcosC z—i—r%—l))—l—Zcosdk(i—r))}. (A.3)
De maneira anidloga a demonstracdo A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre
ao lema 2.2 para avaliar os somatérios sobre o indice k.
a) i=r:
cr{l+0+N -1} =¢.N
b) i # r: neste caso, se (i — r) for par, entdo (i +r + 1) serd impar, e vice-versa, logo

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equacao A.3, conclui-

se que ¢ = ¢, V7.

A.3 Demonstra¢ao do Teorema 2.3 (FFCT-3¢71)

Substituindo a Equagdo 2.9 na Equacdo 2.10 (onde se troca o indice i por r e ¢ por ¢),

obtém-se a expressao

N—-1N-1

Z Z 20;c; cose ((k +1/2)i) cose (k(r +1/2))

k=0
N-1

Z\H

N-1

Bici Z {cosc((k+1/2)(i +7)) + cosc((k 4+ 1/2)(i — 7))} . (A.4)
k=

Z\H

1=

o

Retirando do segundo somatorio o termo em que k = 0, obtém-se:
N-1 N-1

z ﬁlcz{ cos¢(1/2(i+ 1)) + cosc(1/2(i — 7)) + Z cos¢((k+1/2)(i+1))

k=1

=

—1

+ COSC((k+1/2)(i—r))}. (A.s)

k=1
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Deve-se considerar os dois casos a seguir, onde se recorre ao lema 2.3 para avaliar os so-

matorios sobre o indice k.

a) ¢ = r: devido a presenca da funcdo peso 3; na Equagao A.23, dois subcasos sao considerados

separadamente.
o i =0:
62—0{1+1+N—1+N—1}:coN.
e i #£0:
cr{cosc(r) +1—cos¢(r) + N —1} =¢. N
b) i #r:

Bici{cosc(1/2(i + 1)) 4+ cos¢(1/2(i — 1)) — cosc(1/2(i + 7)) — cos¢(1/2(i — 7))} = 0.

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equag¢io A.23, conclui-

se que ¢, = ¢, V1.

A.4 Demonstragio do Teorema 2.4 (FFCT-4¢ 1)

Substituindo a Equacdo 2.11 na Equacdo 2.12 (onde se troca o indice i por r e ¢ por ¢),

obtém-se a expressio

N-1N—
% Z cicose((k+1/2)(i +1/2)) cos¢((k+1/2)(r +1/2))
k=0 =0
N-1 N-1
% ¢ Z {cos¢((k+1/2)(i+7r+1)) +cosc((k+1/2)(i—r))}. (A.6)
i=0 k=0

Retirando do segundo somatorio o termo em que k = 0, obtém-se:

N-1 N—-1

Cr = % Z ci{ cos¢(1/2(i+r+1)) 4+ cosc(1/2(i —r)) + ; cosc((k+1/2)(i +r+1))
Z cose ( k+1/2)(z—r))} (A.7)

Deve-se considerar os dois casos a seguir, onde se recorre ao lema 2.3 para avaliar os so-

matérios sobre o indice k.

a) i=nr:

cr{cos¢c(1/2(2r +1)) +1 —cos¢(1/2(2r+1)) + N — 1} = ¢, N
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b) i # r:

ci{cosc(1/2(i+r+1)) 4+ cos¢(1/2(i — 7)) — cos¢(1/2(i +r + 1)) — cos¢(1/2(i — 1))} = 0.

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equagao A.7, conclui-

se que ¢, = ¢, V1.

A.s Demonstracao do Teorema 2.5 (FFCT-101)

Substituindo a Equag¢ido 2.13 na Equacdo 2.14 (onde se troca o indice i por 7 e ¢ por ¢),
obtém-se a expressdao

N-1 N-1

. 2 .
=51 kzo Br Z 20;¢; cos¢ (ki) cos¢ (kr)

—0

5 N1 N-1
“ON -1 Z Bic; Z Br {cos¢(k(i + 1)) + cosc(k(i —1))} . (A.8)
i=0 k=0

Retirando do segundo somatério os termos em que k = 0 e k = N, obtém-se:

9 N-1 N-1 N—-1
Cr = ON — 1 Z Bici {1 + Z cos¢(k(i+ 1)) + Z cos¢(k(i — r))} . (A.9)
1=0 k=1

k=1

De maneira aniloga a demonstragao A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre

ao lema 2.4 para avaliar os somatérios sobre o indice k.

a) i = r: devido a presenga da fun¢do peso 3; na Equacdo A.9, dois subcasos sdo considerados

separadamente.
o ;=0:
%0{1+N—1+N—1}:co(2N—1)/2.
e i #£0:
({1-=1/24+ N -1} =¢,(2N - 1)/2.
b) i # r:

Bic;{1—1/2—1/2} =0.

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equagio A.9, conclui-

se que ¢, = ¢, V.
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A.6 Demonstracao do Teorema 2.6 (FFCT-2071)

Substituindo a Equag¢io 2.15 na Equacdo 2.16 (onde se troca o indice i por 7 e ¢ por ¢),

obtém-se a expressdao

N-1 N-1
2N 1 Z B Z 2v;¢i cos¢(k(i + 1/2)) cos¢ (k(r +1/2))
v e
IZ%CZ B {cosc(k(i + 7+ 1)) + cosc(k(i—1))}. (A.10)
=0 k=0

Retirando do segundo somatoério o termo em que k = 0, obtém-se

N-1 N-1
Ci {1 + Z cos¢(k(i+r+1))+ Z cos¢ (k(i — r))} . (A.11)
k=1

k=1

Cpr =

De maneira andloga a demonstragdo A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre

ao lema 2.4 para avaliar os somatérios sobre o indice k.

a) ¢ = r: devido a presenca da funcdo peso ~; na Equagio A.11, dois subcasos sao considerados

separadamente.
e =N—1:
N HLEN -1+ N -1} =y 12N - 1)/2.
e £~ N—1:
{1 —1/2+ N —1} = ¢, (2N — 1)/2.
b) i # r:

vici{l —1/2-1/2} =0.

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equagao A.r11, conclui-

se que ¢, = ¢, V7.

A.7 Demonstracao do Teorema 2.7 (F FCT-30~1)

Substituindo a Equagido 2.17 na Equacdo 2.18 (onde se troca o indice i por r e ¢ por ¢),

obtém-se a expressdo

N-1 N-1
2

ér = SN Zyk 22&01(:054((]@—1—1/2) ) cos¢((k+1/2)r)
= 2N2 Zﬁzcz Z’Yk {cos¢((k+1/2)(i+ 7)) +cosc((k+1/2)(i —r))}.  (A.12)
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Retirando do segundo somatoério os termos em que k = 0 e k = N — 1, obtém-se

Cr 2 i /Bici{(_l)i+7“ —+ COSC(I/Q(Z' + 7«)) + 0084(1/2(2. B r))

TAN -1 &

+ Z_: cosc((k+1/2)(i+7))+ Z—: cos¢((k+1/2)(i — r))} (A.13)

k=1 k=1
Deve-se considerar os dois casos a seguir, onde se recorre ao lema 2.5 para avaliar os so-

matérios sobre o indice k.

a) i = r: devido a presenca da funcdo peso 3; na Equacdo A.13, dois subcasos sdo considerados

separadamente.

e i —=0:

62—0{1+1—|—1/2+1/2+N—2+N—2}:co(QN—l)/Q.
e i #£0:
cp{cosc(r) +1+1/2+1/2—1/2 —cos¢(r) + N —2} = ¢,.(2N — 1)/2.

b) i # r: neste caso, dois outros subcasos precisam ser considerados.

e Se os termos (i + ) e (i — r) forem ambos pares, no somatoério sobre i, o termo cor-

respondente a este subcaso resume-se a

Bici{cosc(1/2(i+ 1)) + cos¢(1/2(i — 7)) +1 —1/2 — cos¢(1/2(i + 1)) — 1/2

—cos¢(1/2(i— 1))} = 0. (A.14)

e Se os termos (i+71) e (i —r) forem ambos impares, o termo correspondente a este subcaso

resume-se a

Bici{cos¢(1/2(i + 1)) + cosc(1/2(i —r)) =14+ 1/2 — cos¢(1/2(i + 1)) + 1/2
—cos¢(1/2(t — 7))} =0. (A.15)

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equag¢ao A.13, conclui-

se que ¢, = ¢, V7.
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A.8 Demonstracao do Teorema 2.8 (FFCT-4071)

Substituindo a Equag¢ido 2.19 na Equacdo 2.20 (onde se troca o indice i por 7 e ¢ por ¢),
obtém-se a expressiao

5 N-2N-2
ép = SN T Z Z 2¢; cosc((k+1/2)(i + 1/2)) cos¢((k+1/2)(r +1/2))
0 =0
-2 N-—

= o 1 iy {cosc((k+1/2)(i+r+1))+cosc((k+1/2)(i—r)}.  (Ax6)
% k=0

[\V]

I
<)

Retirando do segundo somatério o termo em que k = 0, obtém-se

= N-2
Cr = 2N2_ . Z ci{ cos¢(1/2(i +r+1)) 4+ cos¢(1/2(i — 7)) + Z cosc((k+1/2)(i+r+1))
Neo =0 k=1
+ > cosc((k+1/2)(i —r))}. (Ar)
k=1

Deve-se considerar os dois casos a seguir, onde se recorre ao lema 2.5 para avaliar os so-

matorios sobre o indice k.
a) i=r:
cr{cosc(1/2(2r +1)) +1+1/2 —cos¢(1/2(2r +1)) + N — 2} = ¢, (2N —1)/2.
b) i #r:

ci{cos¢(1/2(i+r+1)) +cosc(1/2(: —r)) —1/2 —cos¢(1/2(: +r+ 1)) + 1/2

—cos¢(1/2(i—r))} =0. (A.18)

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equacdo A.17, conclui-

se que ¢, = ¢, V1.

A.9 Demonstracao do Teorema 2.9 (FFST-1¢7 1)

Substituindo a Equagio 2.21 na Equacdo 2.22 (onde se troca o indice i por r e s por §),

obtém-se a expressdo

| N-IN-1

=~ Z 2s; sin¢ (ki) sing (kr)
k=1 i=1

| N1 N-1 N—1

= S; cos¢(k(i — 1) Z cos¢(k(i+ 1) } (A.19)
i=1 k=1 k=1
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De maneira andloga a demonstragdo A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre

ao lema 2.2 para avaliar os somatérios sobre o indice k.

a) i =r:

sp{N —-1+1} =s,N.
b) i # r: neste caso, os termos (i — r) e (i + r) serdo ambos pares ou impares, logo

Si{l — 1} =0.

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equacdo A.19, conclui-

se que §, = Sy, V7.

Ao Demonstracao do Teorema 2.10 (FFST-2¢71)

Substituindo a Equagio 2.23 na Equacdo 2.24 (onde se troca o indice ¢ por r e s por §),

obtém-se a expressio

N
si Y Br{cosc(k(i — ) — cos¢(k(i + 1+ 1))} (A.20)

N-1 ' N-1 N-1
g = o Z 55 {(_l)z—r + Z cosc(k(i —1)) — Z cos¢ (k(i + 17+ 1))} . (A.21)

i=0
De maneira andloga a demonstragao A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre

ao lema 2.2 para avaliar os somatérios sobre o indice k.

a) i=nr:

sp {1+ N—-1-0}=s,N.
b) i # r: neste caso, se (i — r) for par, entdo (i + r + 1) serd impar, e vice-versa, logo

si{l+0—1}=0.

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equagao A.21, conclui-

se que §, = S,, V1.
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A1 Demonstracao do Teorema 2.11 (FFST-3¢~ 1)

Substituindo a Equag¢io 2.25 na Equacdo 2.26 (onde se troca o indice i por r e s por §),
obtém-se a expressiao

1 -1 N

8 = NZZ 2835 sing ((k + 1/2)i) sing ((k + 1/2)(r + 1/2))

2\“
'MZ i

I
_

Z {cos¢((k+1/2)(t — 7)) —cosc((k+1/2)(i+71))}. (A.22)

(2

Retirando do segundo somatoério o termo em que k = 0, obtém-se

N—1
Zﬂzsl{COSC(l/Q(Z—T‘))—COS<(1/2(Z+T +ZCOSC (k+1/2)(i—r))

=1 k=1

N—-1
-y cos<(<k+1/2)(i+r))}. (A.23)

k=1
De maneira anidloga a demonstragao A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre

ao lema 2.3 para avaliar os somatorios sobre o indice k.

a) i = r: devido a presenca da funcdo peso 3; na Equacdo A.23, dois subcasos sdo considerados

separadamente.
e ;=N:
SN
THI+1+N =14+ N —1} = syN.
o i #£N
sp{1 —cos¢(r) + N — 1+ cos¢(r)} = s, N.
b) i # r:

Bisi{cos¢(1/2(i —r)) — cosc(1/2(i + 1)) — cos¢(1/2(i — 7)) + cos¢(1/2(2 + 7))} = 0.

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equacdo A.23, conclui-

se que S5, = S, V1.
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A2 Demonstragao do Teorema 2.12 (FFST-4e™ 1)

Substituindo a Equag¢io 2.27 na Equacdo 2.28 (onde se troca o indice i por r e s por §),

obtém-se a expressdao

Jifz > QSZCOSC (k+1/2)(i+1/2))cos¢((k+1/2)(r+1/2))
% 50 3 feosc((k+1/2)(i 1) — cosc(k+ 1/2)( +r+ 1)}, (Ag)
=0 k=0

Retirando do segundo somatoério o termo em que k = 0, obtém-se

1 N—-1 N—-1
= Z i{COS§(1/2(z’ — 7)) = cosc(1/2(i +r + 1)) + Y _ cosc((k+1/2)(i — 1))
=0 k=1
-~y cosC((k+1/2)(i+7"+1))}. (A.25)

i

1

De maneira andloga a demonstragdo A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre

ao lema 2.3 para avaliar os somatérios sobre o indice k.

a) i=r:

sp{1 —cos¢(1/2(2r + 1)) + N — 1+ cos¢(1/2(2r + 1))} = s, N.
b) i # r:
sifcosc(1/2(i — ) — cosc(1/2(i + 7+ 1)) — cosg (1/2(i — 1)) + cosc(1/2(i +7 + 1))} = 0.
Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equagao A.25, conclui-

se que §, = Sp, V1.

A.13 Demonstraciao do Teorema 2.13 (FEST-1071)

Substituindo a Equagio 2.29 na Equacgido 2.30 (onde se troca o indice i por r e s por §),

obtém-se a expressdo

N—1N-1
S = 2N 1 Z Z 2s; sing (ki) sing (kr)
k=1 i=1
= ov 1 ZSZ{ZCOS( i—r) Zcosc(k(ﬂ—r))}. (A.26)
i=1 k=1

De maneira andloga a demonstragdo A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre

ao lema 2.4 para avaliar os somatoérios sobre o indice k.
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sp{N —1+4+1/2} =s,.(2N —1)/2.

si{—-1/2+1/2} =0.
Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equag¢ao A.26, conclui-
se que 8, = S, V7.
A.i4 Demonstrag¢io do Teorema 2.14 (FFST-20!)

Substituindo a Equag¢ao 2.31 na Equacdo 2.32 (onde se troca o indice ¢ por r e s por §),

obtém-se a expressdao

N—1N-2
S =g - 1k:l;2 ising (k(i 4 1/2)) sing (k(r + 1/2))
N—-2 N—-1
2N P> S 2 {cos¢(k(i —r)) —cos¢(k(i +7+1))}. (A.27)

De maneira andloga a demonstragdo A.1, considera-se os dois casos a seguir, onde se recorre

ao lema 2.4 para avaliar os somatérios sobre o indice k.

a) i =r:

s {N —1+1/2} = 5,(2N — 1)/2.

b) i # r:
si{—1/2+1/2} =0.

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equag¢io A.27, conclui-
se que §, = S, V1.
A.i5 Demonstra¢io do Teorema 2.15 (FFST-301)

Substituindo a Equagio 2.33 na Equacdo 2.34 (onde se troca o indice i por r e s por §),

obtém-se a expressio

9 N-2N-1
=T > 2sising((k + 1/2)i) sing((k + 1/2)r)
, v v
= oN 1 3, {cosc((k+1/2)(i —r)) —cosc((k+1/2)(i+71))}. (A.28)
i=1 =0
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Retirando do segundo somatério o termo em que k = 0, obtém-se

N-1 N—-2

§p = 2]\72— : Z Si{ cos¢(1/2(i —r)) — cosc(1/2(i + 1)) + Z cos¢((k+1/2)(i — 1))
_ Z_: cosc((k+1/2)(i + T))} (A.20)

k=1
Deve-se considerar os dois casos a seguir, onde se recorre ao lema 2.5 para avaliar os so-

matdérios sobre o indice k.

a) i=nr:

sp{l —cos¢(r) + N —2+1/2 + cos¢(r)} = s,(2N — 1) /2.
b) i # r: neste caso, dois outros subcasos precisam ser considerados.

e Se os termos (i + ) e (i — r) forem ambos pares, no somatorio sobre i, o termo cor-

respondente a este subcaso resume-se a

si{cos¢(1/2(2 — 1)) —cos¢(1/2(i+ 1)) —1/2 — cos¢(1/2(i — 1)) +1/2

+cos¢(1/2(i +7))} =0. (A.30)

e Se os termos (i+1) e (i —r) forem ambos impares, o termo correspondente a este subcaso

resume-se a

si{cos¢(1/2(i — 1)) — cos¢(1/2(i + 7)) + 1/2 — cos¢(1/2(i — 7)) — 1/2

+cosc(1/2(i + 7))} = 0. (A.31)

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equag¢io A.29, conclui-

se que §, = S,, V1.

A.16 Demonstra¢io do Teorema 2.16 (FFST-40 1)

Substituindo a Equagdo 2.35 na Equagiao 2.36 (onde se troca o indice i por r e s por §),

obtém-se a expressio

9 N-1 N—-1
S = g 2o W 2 2vsising(k+ 1/2)(i + 1/2)) sing((k + 1/2)(r + 1/2))
, v o
ToN 7 2 s > Ak {cosc((k +1/2)(i — 1)) — cosc((k+1/2)(i + 7+ 1))} . (A.32)
1=0 k=0
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Retirando do segundo somatoério os termos em que k = 0 e k = N — 1, obtém-se

5 = 2N_1Z%Sz{ 1) + cose(1/2(i — 7)) — cos¢(1/2(i + 7 + 1))
N-2 Noo
+Zcosg (k+1/2)(i—r) ZcosC k+1/2)(1+r+1))} (A33)
k=1 pt

Deve-se considerar os dois casos a seguir, onde se recorre ao lema 2.5 para avaliar os so-

matérios sobre o indice k.

a) i = r: devido a presenca da funcdo peso y; na Equagao A.33, dois subcasos sdo considerados

separadamente.

e i = N — 1: no somatério sobre i, o termo correspondente a este subcaso resume-se a

SN1

{1+1+1+N—-24+N-2}=sy_1(2N —1)/2.
e i # N — 1: o termo correspondente a este subcaso resume-se a
sp{1+1—cos¢c(1/2(2r +1)) + N —2—1/2+cos¢(1/2(2r + 1))} = s,(2N — 1) /2.
b) i # r: neste caso, se (i — r) for par, entdo (i + r + 1) serd impar, e vice-versa, logo

Yi85:{(=1)"" 4+ cos ((1/2(i — 7)) — cos¢(1/2(i + 7+ 1)) + (—=1)" " — cos (1/2(i — 1))

+cos¢(1/2(i +r+1))} =0. (A.34)

Verificando o resultado obtido em cada caso considerado, com base na Equacdo A.33, conclui-

se que §, = S, V7.
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APENDICE

PrOvAS DAS PROPOSICOES 4.4
E 4.9

P ‘ EsTE apéndice sio apresentadas as demonstragdes das Proposicoes 4.4 € 4.9, que fazem
parte do estudo da autoestrutura das transformadas trigonométricas sobre corpos

finitos.

B.1 Demonstracao da Proposicao 4.4

No que segue, todos os calculos sdo realizados modulo p, o nimero primo que caracteriza
o corpo finito sobre o qual as transformadas sio implementadas. Conforme enunciado na
Proposicdo 4.4, considera-se o autovetor x da matriz FFoy_o associado ao autovalor A = 1

ou A = —1. Equivalentemente, tem-se

FFon_o-x! = \-x".



Usando a Equagio (4.2), que define a matriz de transformagio da FFFT, reescreve-se a tltima
equagio da seguinte forma:

1 1 1 Zo Zo
1 ol a?N-3 1 1
N-2 . .. (2N=3)-(N-2)
en 1. | ° “ N N
1 aN_l .. a(2N—3)'(N_1) fol fol
1 aN_2 e a(2N—3)'(N_2) ITN—-2 ITN—-2
1 a2N—3 e . e a(2N—3)2 T T

Efetuando a multiplicagio matricial no lado esquerdo da equagdo acima, cada componente
do vetor \ - xT é dada por

N—-2

N-2
ATy =+ (2N —=2)"1. (:rg + Z oF N ey 4 Z o (2N=2-k) xk>
k=1

k=1

N-2
2N —2)-1.

zo + o™ V=D

k=1
N-2
=+v(2N-2)"1. (mo + (=)™ xny_1+ 2. cosa(km)> - T,

k=1
param =0,1,...,N — 1. Observa-se que a fungio co-seno que aparece acima é calculada em

xN_1+ (ak-m _|_Oém-(2N727k)) xk]

relagdo ao proprio elemento «, o qual possui ordem multiplicativa ord(«) = 2N — 2 no corpo
finito GI(p) considerado. Portanto,

N-2
1 1
Ay =+ (2N —-2)"1. [2 - T + 3 (=)™ -xn_1+ ; Ty - cosa(k:m)] . (B.1)
O ponto-chave para finalizar a prova é observar que a Equacdo (B.1) também pode ser obtida
a partir da equagao matricial
S
V2-a
A :
V2-zN_2
L onv-r
[ 1 1 1 1 1 r .
2 7 ' s 2 7o
5 % cosq (1) e cosa (N —2) 5 - cosa(N —1) V213
N_1| : : : : :
% cosq (N —2) cosa (N — 2)(N —2)) % -cosa((N —2)(N —1)) V2 xN_2
i 1 % -cosq(N —1) % cosa((N —1)(N=2)) 1-cosa((N—1)(N-1)) L oev—
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a qual equivale a A - X = FCy 1. - X. Portanto, A é também um autovalor da matriz de trans-
formag¢ao da FFCT-le e x = [370, V2 - T1,..., V2 TN_2, xN,l} 0 seu respectivo autovetor.
Para o caso da FFST-1e, considera-se o autovetor x da matriz FF5y 5 associado ao auto-

valor A = j ou A = —j. Equivalentemente, tem-se

FF2N+2 . XT =\ XT.

Usando a Equagio (4.2), que define a matriz de transformagio da FFFT, reescreve-se a tltima

equagio da seguinte forma:

1 1 e e 1 0 o
1 al [P “ee a2N+l xl xl
(2N +2)-1. N A O
1 aN+2 a(2N+1)'(N+2) —TN —TN
1 a2N+2 ... L. a(2N+1)? 2y —x,

Efetuando a multiplicagio matricial no lado esquerdo da equagdo acima, cada componente

do vetor \ - xT é dada por

N
A2 = /(2N +2)- ( Dk gy =y amENTEER) :m;)

=1 k=1

/ 2N—|— 2 (akm _ am‘(2N+2—k)) Tk

k=1

N
=+ (2N +2)~ 22 J- sena(km)>- Tk,

k=1
param =1,..., N. A funcdo seno de corpo finito que aparece acima € calculada em relacdao
ao proprio elemento «, o qual possui ordem multiplicativa ord(«) = 2N 4 2 no corpo finito

GI(p) considerado. Portanto,

N Ty = \/(QNT [Z Tk - SeNgy km)] . (B.2)

O ponto-chave para finalizar a prova é observar que a Equacdo (B.2) também pode ser obtida
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a partir da equagao matricial

V2-m
V2o
V2 xn
V2N
[ sena(1) senq (2) sena (N — 1) senqg (V) 1T vV2oz ]
5 senq(2) senq (2 - 2) e sena (2(N — 1)) senq (2N) V2 -z
Ni1 : : . : : :
seng (N —1) sena((N —1)2) -+ sena((N —1)(N —1)) sena((N —1)N) V2 TN
senq (N) senq (2N) seng (N(N — 1)) seng(N-N) | | V2-a2n |

a qual equivale a j - A - X = FSy 1. - X. Portanto, A é também um autovalor da matriz de

transformacio da FFST-le e x = /2 [€1,T2,...,2N_1,ZN] O seu respectivo autovetor.

B.2 Demonstra¢ao da Proposicao 4.9

Considerando a expressio Ax = FFyy ¢x e observando que o vetor x possui simetria

impar, pode-se escrever
N1
l 1
Az = /(2N)-1 E l“a“r E ToN-1— zOé i+3) (k+3) ;

para 0 < k < N — 1. Usando o fato de que 042N(k+%) = —1, o segundo termo no lado direto

da tultima equagdo pode ser reescrito como

2N -1 N-1
z+
$2N 1—i ¥ T

=0

+3),

k\)\»—-

Substituindo o resultado acima na equacio original, tem-se

N = VENTT Y s (alrH)64) 4 qo(r2)600))
=0
:W]ilxicosa <<Z+;> (kr—l—;)), 0<kE<N-1.

A partir da igualdade acima, conclui-se que o vetor X, cuja forma é apresentada na Proposi¢ao 4.9,
¢ um autovetor da matriz da FFCT-4e (A = 1, —1).
No caso em que o vetor x possui simetria par, considerando a expressao \x = FFay ¢x,

escreve-se

Axy = <Z T (i+2 2%:1 ToN_1—iCx +3) (k+3 )) ,
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para0 < k < N —1. Usando o fato de que o?N(k+3) = —1, a ultima equagdo é reescrita como

e = VENTT Y (al+ D) 4 o= (+0)E+)
1=0
:jmgxisena ((H—;) <k+;>), 0<k<N-1.

A partir da igualdade acima, conclui-se que o vetor X, cuja forma é apresentada na Proposi¢ao 4.9,

¢ um autovetor da matriz da FFST-4e (A = 7, —7).
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