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RESUMO: A transformada de wavelets associada à teoria de análise multirresolução de sinais tem 

se revelado uma ferramenta eficiente na análise de sinais não-estacionários em diversas áreas do 

conhecimento. O desenvolvimento de novas “funções base” para a implementação destas técnicas 

tem como objetivo aumentar o leque de opções de funções que mais se adeque a um tipo particular 

de aplicação. Esta Tese apresenta novas famílias de funções escala e wavelet, tanto no domínio do 

tempo contínuo quanto discreto, algoritmos para promover a implementação computacional das 

mesmas e destaca potenciais aplicações na análise de sinais do sistema elétrico. Particularmente, 

propõem-se: as wavelets de Gabor-Schrödinger, derivadas com base nas autofunções da 

transformada de Fourier; as funções escala e wavelet “de Oliveira”, construídas a partir de uma 

generalização da função escala de Shannon; as wavelets de Fourier e de Hartley, propostas através 

de uma analogia entre os núcleos das transformadas de Fourier e de Hartley e da transformada de 

wavelets, usando a transformada de Hilbert na definição das funções base destas transformadas, e 

os bancos de filtros de Gegenbauer, partindo de um relacionamento entre os polinômios de 

Gegenbauer e os filtros da análise multirresolução, definindo como casos particulares os bancos de 

filtros de Haar, Legendre e Chebyshev. Dentre potenciais aplicações no contexto do sistema 

elétrico, destacam-se a análise de faltas, a análise de harmônicas, a detecção de eventos múltiplos, a 

estratificação das potências ativa e reativa e ainda o processamento de imagens para a monitoração 

de instalações desassistidas. 
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ABSTRACT: The wavelet transform equipped with the multiresolution analysis has been offered 

as an efficient tool in the investigation of non stationary signals derived from a plenty of areas. The 

development of new “basis” so as to implement such techniques has the aim of enlarging the span 

of suitable choices for a particular purpose. This thesis introduces new families of wavelets and 

scale functions, in both the continuous and discrete time domain, algorithms to perform their 

computational implementation, focusing on prospective applications to electrical power systems. In 

particular, we have proposed: the Gabor-Schrödinger wavelets derived from Fourier 

eigenfunctions; “de Oliveira” scale and wavelet functions built from a generalization of Shannon 

wavelets; Fourier and Hartley-like wavelets assisted by the Hilbert transform and conceived from 

an analogy between the kernels of the Fourier and Hartley transforms; and Gegenbauer filter banks 

derived from relating Gegenbauer polynomials and multiresolution filters, which encompass Haar, 

Legendre and Chebyshev filters. Among potential applications in the electrical power systems 

framework, the following matter are stressed: fault analysis, harmonic analysis, multiple event 

detecting, active and reactive power stratification and imaging processing techniques for 

monitoring unassisted plants. 
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CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

1.1. MOTIVAÇÃO 

A transformada de wavelets, no decorrer dos últimos anos, tem provado ser uma 

ferramenta prática e eficiente para a extração de características de sinais, com aplicações em 

diversas áreas do conhecimento [Meyer, 1993; Percival & Walden, 2000; de Oliveira, 2006]. Nesta 

transformada, as funções base são obtidas através de dilatações e translações de uma única função, 

denominada wavelet-mãe, que, ao contrário das bases da transformada de Fourier, são funções de 

energia finita e permitem realizar uma análise conjunta nos domínios do tempo e da freqüência. 

Outra ferramenta poderosa é a análise multirresolução de sinais (MRA – Multiresolution 

Analysis), que permite visualizar um sinal em diferentes níveis de resolução, onde em cada 

resolução (ou escala) é possível obter uma aproximação do sinal original com possível redução de 

dimensionalidade. Assim como na transformada de wavelets, as funções base de uma MRA 

também são obtidas através de dilatações e translações de uma única função, a função escala. 

Em 1989, Stéphane Mallat observou que a diferença na informação entre as aproximações 

de um sinal em duas resoluções (ou escalas) sucessivas poderia ser obtida através da decomposição 

deste “sinal diferença” em uma base de wavelets ortonormal [Mallat, 1989]. Dessa forma, Mallat 

uniu estas duas teorias e definiu uma representação multirresolução completa e ortogonal, 

denominada “a representação wavelet”. 

Desde sua introdução, “a representação wavelet” tem se mostrado uma técnica muito 

atrativa no processamento de sinais, pois possibilita uma análise local de características 

importantes de um sinal em diferentes faixas de freqüência [Meyer, 1990; Mallat, 1999; Percival & 
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Walden, 2000]. No contexto do sistema elétrico, as aplicações mais freqüentes estão associadas à 

elaboração de algoritmos para a análise de faltas e de transitórios em sistemas de potência, a 

classificação de eventos para avaliação da qualidade da energia elétrica e a compressão de sinais 

[Kim & Aggarwal, 2001; Fernández & Rojas, 2002]. 

A representação não redundante e a perfeita reconstrução do sinal original são somente 

obtidas através de wavelets discretas, ortogonais e de suporte compacto [Kim & Aggarwal, 2001], 

como as wavelets de Haar, de Daubechies, Coiflets e Symlets. Com exceção das wavelets de Haar, 

todas as bases ortonormais reais que têm suporte compacto são assimétricas [Daubechies, 1992] e 

estas têm sido das mais utilizadas na análise de sinais em sistemas de potência [Santoso et al., 

1994; Santoso et al., 1996; Wilkinson & Cox, 1996]. Entretanto, ressalta-se que quando uma 

determinada aplicação não requer a reconstrução dos sinais em análise, como nos casos de 

estratégias de detecção e classificação de eventos em sistemas de potência, não é estritamente 

necessário que a propriedade de ortogonalidade entre tais funções mantenha-se satisfeita. 

Recentemente, o uso de wavelets contínuas tem recebido maior destaque na análise de 

sinais em sistemas de potência [Huang & Hsieh, 2000; Huang & Hsieh, 2000-b; Driesen & 

Belmans, 2002; Zhang et al., 2003; Huang & Lu, 2004]. Nestes casos, tem-se dado prioridade ao 

emprego de wavelets-mãe que não têm uma função escala associada e conseqüentemente não é 

possível realizar uma análise multirresolução completa, através da qual seria possível visualizar 

todo o espectro de freqüências do sinal em análise. Além deste fato, verifica-se ainda que a maioria 

das wavelets contínuas [Misiti et al., 2002] não apresenta resposta em freqüência plana em alguma 

parte de seu espectro de freqüências, o que poderia resultar em inaptidão de uma dada wavelet-mãe 

contínua para alguma aplicação. 

A escolha apropriada da wavelet-mãe é o primeiro passo para que seja possível promover 

uma análise adequada dos sinais. Embora não exista um critério definido para a seleção de uma 

wavelet-mãe para uma dada aplicação, sugere-se que a escolha deva recair sobre uma wavelet-mãe 

que mais fielmente represente o fenômeno que se deseja investigar, pois as características 

associadas a determinadas wavelets-mãe podem permitir a análise mais apropriada do mesmo 

[Coifman & Wickerhauser, 1992; Kim & Aggarwal, 2001; Arruda et al., 2002; Mokhtari & 

Aghatehrani, 2005]. 

Dependendo dos objetivos da análise e dos critérios da pesquisa, o mesmo conjunto de 

sinais pode ser melhor representado por diferentes wavelets-mãe. E embora exista uma grande 

quantidade de wavelets-mãe disponível, o desenvolvimento de novas famílias de wavelets é objeto 

contínuo de pesquisa [Herley & Vetterli, 1991; Soltis, 1994; Kilgore & Prestin, 1996; Marar et al., 

1996; Fischer & Prestin, 1997; Huang & Hsieh, 2000; Cintra et al., 2003; Lira et al., 2003; Liu et 
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al., 2003; Lira et al., 2004] e tem como objetivo buscar um relacionamento entre uma dada 

wavelet-mãe e uma aplicação. 

O principal objetivo desta pesquisa é o desenvolvimento de novas “funções base”, ou 

sistemas-wavelet, capazes de gerar novas famílias de funções escala e wavelet aplicáveis à análise 

de sinais do sistema elétrico. Isto se traduz não apenas na análise destes sinais, mas também no 

enriquecimento do conjunto de “funções base” disponíveis para que um usuário possa eleger uma 

wavelet-mãe que mais se adeqüe a seu tipo de aplicação. 

 

1.2. CONTRIBUIÇÃO DA TESE 

As investigações desenvolvidas no decorrer desta pesquisa resultaram em contribuições 

originais que foram apresentadas através de artigos técnico-científicos em eventos nacionais e 

internacionais, revista e capítulo de livro em duas das principais áreas de interesse relacionadas a 

esta pesquisa: processamento de sinais e análise de eventos do sistema elétrico. Tais publicações 

estão listadas no Apêndice A. 

Essas contribuições podem ser classificadas em três etapas bem definidas: 

 O desenvolvimento de novas funções capazes de gerar novas famílias de funções escala e 

wavelet, para aplicações da análise multirresolução de sinais e da transformada de wavelets, 

tanto no domínio do tempo contínuo quanto do tempo discreto; 

 A implementação computacional destas novas funções base, apresentada no Apêndice B, de 

modo que estas possam ser integradas a ambientes de simulação como o Wavelet Toolbox do 

MATLAB® [Misiti et al., 2002]; 

 A identificação de potenciais aplicações para estas novas funções na análise de sinais em 

sistemas de potência. 

 

Particularmente, propõe-se uma nova família de wavelets contínuas, capaz de realizar uma 

análise multirresolução completa, denominada WMRA (Wavelet-based Multiresolution Analysis) 

“de Oliveira”. Ao contrário do que ocorre com a maioria das wavelets-mãe contínuas [Misiti et al., 

2002], a família “de Oliveira” é composta por funções escala e wavelet ortogonais que apresentam 

magnitude de suas respostas em freqüência plana, a depender de um parâmetro. 

Partindo de uma investigação de autofunções da transformada de Fourier, tendo como 

objetivo definir uma nova classe de funções invariantes à transformada de Fourier, ou seja, com 
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mesmo formato nos domínios do tempo e da freqüência, foi possível definir uma nova família de 

wavelets: as wavelets de Gabor-Schrödinger. 

Fazendo uso da transformada de Hilbert como ferramenta para o desenvolvimento de novas 

famílias de wavelets são propostas as wavelets de Fourier e de Hartley, através de uma analogia 

dos núcleos das transformadas de Fourier e de Hartley com os núcleos de uma WMRA. 

Propõe-se também uma nova família WMRA discreta derivada dos polinômios ortogonais 

de Gegenbauer. As “funções base” de Gegenbauer podem ser divididas em duas famílias: àquela 

que desempenha uma análise com perdas, devido à seletividade de seus filtros escala e wavelet; e 

àquela que desempenha uma análise redundante, devido à ampla faixa de freqüências de seus filtros 

escala e wavelet. Alguns casos especiais das wavelets de Gegenbauer incluem as wavelets de 

Legendre [Lira et al., 2003], Chebyshev [Cintra et al., 2003] e Haar [Burrus et al., 1998]. 

Exemplos de aplicação das “funções base” propostas são apresentados para a análise de 

sinais de faltas simuladas em uma linha de transmissão e de sinais reais oriundos de registradores 

digitais de perturbação do sistema elétrico, mostrando que o emprego das funções propostas pode 

ter potencial aplicação na análise de sinais do sistema elétrico. 

 

1.3. ESTRUTURA GERAL DA TESE 

O conteúdo desta Tese está distribuído em 9 capítulos e pode ser subdividido em duas 

partes. A primeira parte da pesquisa, relacionada ao desenvolvimento de novas funções base, está 

distribuída nos capítulos 3 a 6, enquanto que a segunda parte, relacionada à aplicação destas 

funções na análise de sinais do sistema elétrico, está distribuída nos capítulos 7 e 8. 

Um breve resumo do que está exposto em cada capítulo é apresentado: 

 No Capítulo 2, Wavelets e a Representação Multirresolução de Sinais, são apresentadas 

sucintamente a teoria de wavelets e a técnica de análise multirresolução de sinais. Juntas, estas 

técnicas podem definir uma representação multirresolução completa e ortogonal, que tem sido 

apontada como uma das técnicas mais adequadas para a análise de sinais não-estacionários; 

 No Capítulo 3, Autofunções da Transformada de Fourier e as Wavelets de Gabor-

Schrödinger, são apresentadas novas classes de funções invariantes à transformada de Fourier, 

funções que têm o mesmo formato nos domínios do tempo e da freqüência e que desempenham 

uma análise em isorresolução, na qual a resolução nos domínios do tempo e da freqüência é 

igual. Uma destas classes de funções define uma nova família de wavelets: as wavelets de 

Gabor-Schrödinger, derivadas a partir da equação de Schrödinger para o oscilador harmônico; 
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 No Capítulo 4, Uma Nova Análise Multirresolução Completa e Ortogonal Baseada no 

Critério de Nyquist, é apresentada uma nova família de wavelets, baseando-se em uma 

generalização da função escala de Shannon, relacionando-a a resposta ao impulso do filtro 

cosseno-levantado para a eliminação da interferência intersimbólica em sistemas de 

comunicação digital. Através do processo de ortogonalização de Meyer são definidas as 

funções escala e wavelet “de Oliveira”, que desempenham uma análise em multirresolução 

completa e ortogonal; 

 No Capítulo 5, Construção das Wavelets de Fourier e de Hartley Baseada em 

Transformadas de Hilbert, a transformada de Hilbert é apresentada como ferramenta para o 

desenvolvimento de novas famílias de wavelets: as wavelets de Fourier e as wavelets de 

Hartley, baseando-se em uma analogia entre as transformadas de Fourier e de Hartley e a 

WMRA. No caso discreto, são apresentadas propostas em bancos de filtros para a 

implementação computacional destas wavelets; 

 No Capítulo 6, Famílias de Wavelets Derivadas de Polinômios Ortogonais, é apresentada a 

WMRA derivada dos polinômios de Legendre, Chebyshev e Gegenbauer. Estes polinômios são 

comparados à resposta em freqüência dos filtros de uma MRA e são então definidas as funções 

escala. Através de um deslocamento em freqüência, as funções wavelet são definidas e uma 

WMRA pode ser implementada. De modo geral, as WMRAs de Legendre e de Chebyshev 

desempenham análises com perdas, enquanto que a WMRA de Gegenbauer, baseando-se em 

um parâmetro do polinômio, pode definir uma análise com perdas ou com redundância; 

 No Capítulo 7, Aplicação de Bancos de Filtros de Gegenbauer na Análise de Faltas em 

Linhas de Transmissão, é apresentada uma proposta, baseada na WMRA, para a detecção, 

classificação e localização de faltas simuladas em uma linha de transmissão. Bancos de filtros 

de Daubechies e de Gegenbauer são utilizados para a implementação da “representação 

wavelet” e os resultados obtidos são comentados; 

 No Capítulo 8, Aplicação de “Funções Base” Contínuas no Processamento de Sinais do 

Sistema Elétrico, são apresentados exemplos de aplicação de “funções base” propostas na 

análise de sinais de faltas simuladas em uma linha de transmissão e de sinais reais oriundos de 

registradores digitais de perturbação do sistema elétrico; 

 E finalmente, no Capítulo 9, Conclusões e Sugestões para Pesquisas Futuras, são 

apresentadas as principais conclusões baseadas nas pesquisas realizadas, ressaltadas ao final de 

cada capítulo, e citadas algumas sugestões para pesquisas futuras. 
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São ainda apresentados 3 apêndices: 

 No Apêndice A, Publicações, são listadas as publicações resultantes das pesquisas 

relacionadas a esta Tese, que incluem publicações em periódico, capítulo de livro e 

conferências; 

 No Apêndice B, Implementação das “Funções Base” Propostas no MATLAB, são 

apresentados os arquivos MATLAB M-file para algumas das “funções base” propostas nesta 

Tese e o procedimento para a implementação destas funções no Wavelet Toolbox do 

MATLAB; 

 No Apêndice C, Notação, é apresentada a notação para números, símbolos e funções utilizados 

nesta Tese, porém não definidos nos capítulos. 
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CAPÍTULO 2 

WAVELETS E A REPRESENTAÇÃO 
MULTIRRESOLUÇÃO DE SINAIS 

Este capítulo apresenta uma introdução à teoria de wavelets e à representação 

multirresolução de sinais. Uma representação wavelet baseada em multirresolução é apresentada e 

com ela os fundamentos para o desenvolvimento de algoritmos baseados no processo de 

codificação por sub-bandas. 

2.1. INTRODUÇÃO 

Um dos principais objetivos da análise de sinais é extrair informações relevantes sobre o 

processo ao qual o sinal está associado. Geralmente, a análise está ligada a uma transformação, a 

qual está fundamentada no método de representação e reconstrução de sinais. Uma representação 

permite que um sinal possa ser analisado em “outro domínio”, através de uma transformação, 

usualmente linear. Já a reconstrução está associada à transformação inversa, de modo que o sinal 

original possa ser obtido a partir de sua representação. 

Em sistemas de potência, a teoria de Fourier é um dos métodos de representação e 

reconstrução de sinais mais utilizados, permitindo que um sinal no domínio do tempo seja 

representado no domínio da freqüência, através de sua transformada. Alternativamente, permite 

que, partindo de uma representação no domínio da freqüência, seja obtida a reconstrução do sinal 

através de sua transformada inversa. Porém, a teoria de Fourier restringe-se, em um sentido estrito, 

à análise de sinais periódicos e, portanto, não é o método mais indicado para a análise de sinais 

transitórios, apesar de ser utilizado com sucesso em alguns casos. 
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A teoria de wavelets, que se constitui em um método alternativo para a representação e 

reconstrução de sinais, cobre as limitações da teoria de Fourier ao empregar “funções base”, 

denominadas wavelets, que são funções locais nos domínios do tempo e da freqüência [Kim & 

Aggarwal, 2000]. Com isso, a transformada de wavelets permite que um sinal seja representado, 

simultaneamente, nos domínios do tempo e da freqüência. Além disto, a reconstrução de um sinal 

através da teoria de wavelets permite que seja obtida a informação de localização no tempo de um 

sinal transitório, o que não ocorre quando do emprego da teoria de Fourier, onde esta informação 

estará invariavelmente perdida. 

Enquanto a transformada de Fourier representa um sinal como uma superposição de 

senoides de diferentes freqüências, cujos coeficientes representam a contribuição de cada uma 

destas freqüências, a transformada de wavelets representa um sinal como uma soma de wavelets 

em diferentes escalas e localizações, cujos coeficientes representam as contribuições destas 

wavelets em cada uma destas escalas e localizações. 

Computacionalmente, a teoria de wavelets mostra sua eficiência na velocidade de 

processamento de um algoritmo baseado na representação multirresolução de sinais e no processo 

de codificação por sub-bandas. Este algoritmo tem sido dos mais utilizados para a implementação 

dos processos de representação e reconstrução de sinais através da teoria de wavelets e teve sua 

origem no processamento de imagem, desenvolvido por Stéphanie Mallat e Yves Meyer [Bruce et 

al., 1996]. 

 

2.2. A WAVELET-MÃE E AS WAVELETS FILHAS 

Na teoria de wavelets, as funções base que constituem os processos de representação e 

reconstrução são obtidas através de translações e dilatações de uma única wavelet, denominada 

wavelet-mãe, e são chamadas de wavelets filhas. Ao contrário da teoria de Fourier, onde as funções 

base são senoides “infinitas”, na teoria de wavelets, as funções base podem assumir formas e 

tamanhos distintos. 

Um sinal ψ(t), de tempo contínuo ou discreto, define uma wavelet-mãe, se e somente se: 

 Pertence ao espaço de sinais de energia finita: 

( ) ( ){ }∞<⋅→= ∫R dttfRRfRL 22 ;: , se sinal de tempo contínuo, ou 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞<= ∑
+∞

−∞=
∈

i
iZii xx 22 ;l , se sinal de tempo discreto; 
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 Satisfaz a condição de admissibilidade: 
( )

∞<⋅
Ψ

= ∫
∞+

∞−
ω

ω
ω

ψ dC
2

, onde Ψ(ω) é a transformada 

de Fourier de ψ(t) e Cψ é a constante, ou coeficiente, de admissibilidade de ψ(t). 

 

Observa-se, da condição de admissibilidade, que a transformada de Fourier de ψ(t) deve 

anular-se à freqüência zero de modo que Cψ seja finita. Além disso, sendo ψ(t) um sinal de energia 

finita, sua transformada de Fourier também deve anular-se quando a freqüência tende ao infinito, 

uma vez que o teorema de Parseval [Poularikas, 1996] estabelece que um sinal de energia finita 

apresenta mesma energia em quaisquer dos domínios, tempo ou freqüência. Logo, as condições 

impostas à ψ(t), no domínio da freqüência, são: 

( ) 0| 0
2 =Ψ =ωω   e ( ) 0|2 =Ψ ±∞=ωω .   (2.1) 

Estas condições correspondem à definição de filtros passa-faixa na teoria de processamento 

digital de sinais [Oppenheim et al., 1999]. Logo, pode-se afirmar que ψ(t) corresponde a um filtro 

passa-faixa. A figura 2.1 ilustra o comportamento típico da transformada de Fourier de uma 

wavelet-mãe ψ(t). 
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Figura 2.1: A wavelet-mãe como um filtro passa-faixa. 

 

No domínio do tempo, as condições expressas em (2.1) correspondem a afirmar que ψ(t) 

um sinal de energia finita, deve ser um sinal oscilatório, ter rápido decaimento e valor médio nulo: 

( ) 0=⋅∫
+∞

∞−
dttψ .     (2.2) 

É importante ressaltar que apesar da condição de admissibilidade impor que ψ(t) seja um 

sinal oscilatório e tenha valor médio nulo, nem todo sinal que oscila, tem energia finita e valor 

médio nulo pode ser considerado uma wavelet-mãe. A condição de admissibilidade deve sempre 
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ser mencionada e satisfeita, em todo o espectro de freqüências, quando se deseja obter uma 

wavelet-mãe. 

A wavelet-mãe, quando escalonada e transladada no tempo, dá origem às wavelets filhas: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

a
bttba ψψ , ,     (2.3) 

onde as constantes a e b (a, b ∈ R, a ≠ 0) são, respectivamente, os parâmetros escala e translação. 

Como a representação de uma função no domínio wavelet é realizada em escalas, as quais 

são definidas por cada um dos parâmetros escala utilizados para a construção das wavelets filhas, é 

conveniente que as wavelets filhas apresentem mesma energia que a wavelet-mãe. Desta forma é 

possível comparar a representação de sinais em quaisquer escalas. As wavelets filhas, com energia 

normalizada à wavelet-mãe, passam a ser dadas por [Poularikas, 1996]: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

a
bt

a
tba ψψ 1

, ,    (2.4) 

onde a, b ∈ R, a ≠ 0. 

O escalonamento de uma função por 1/a no domínio do tempo corresponde a um 

escalonamento por a no domínio da freqüência [Bracewell, 1978]. Isto implica que a faixa de 

freqüências de sua resposta em freqüência desloca-se de ω para a·ω, com um escalonamento 

semelhante nas freqüências central e de corte. O deslocamento de uma função por b no domínio do 

tempo corresponde a um defasamento linear de –b·ω no domínio da freqüência [Bracewell, 1978]. 

Portanto, como conseqüência do escalonamento e deslocamento no tempo, as wavelets filhas, no 

domínio da freqüência, são expressas por [Poularikas, 1996]: 

( ) ( ) bj
ba eaa ⋅⋅−⋅⋅Ψ⋅=Ψ ωωω, ,    (2.5) 

de modo que o parâmetro a influencia nas magnitudes e larguras das faixas de freqüência e o 

parâmetro b reflete apenas em um deslocamento de fase. 

Wavelets-mãe podem ser definidas por funções contínuas, reais ou complexas, geralmente 

designadas por expressões analíticas, ou por funções discretas, geralmente reais e expressas por 

filtros digitais. Neste último caso, a representação de uma wavelet-mãe discreta no domínio do 

tempo pode ser obtida a partir de um processo iterativo, descrito no item 2.5.1.3. 

Alguns exemplos de famílias de wavelets contínuas [Misiti et al., 2002] estão apresentados 

nas figuras 2.2 e 2.3. No domínio do tempo, a abscissa é definida no tempo contínuo, sendo dada 

em segundos. No domínio da freqüência, a mesma é definida na freqüência contínua, sendo 

expressa em rad/s. 
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Observa-se destas figuras 2.2 e 2.3 que a wavelet-mãe de Meyer apresenta magnitude plana 

em uma região de seu espectro de freqüências. Isto não ocorre para as outras wavelets-mãe 

contínuas apresentadas. Além disto, a wavelet-mãe de Meyer gera uma base de wavelets 

ortonormais. 
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Figura 2.2: Exemplos de wavelets-mãe contínuas reais: (a) domínio do tempo: a abscissa é definida 

no tempo contínuo, sendo expressa em segundos; (b) domínio da freqüência (normalizada): a 

abscissa é definida na freqüência contínua, sendo expressa em rad/s. 

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
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Figura 2.3: Exemplos de wavelets-mãe contínuas complexas: (a) domínio do tempo: a abscissa é 

definida no tempo contínuo, sendo expressa em segundos; (b) domínio da freqüência 

(normalizada): a abscissa é definida na freqüência contínua, sendo expressa em rad/s. 

 

Uma grande variedade de wavelets-mãe discretas foi desenvolvida por alguns 

pesquisadores que, em função da compacticidade e da suavidade em suas formas de onda, criaram 

famílias de wavelets [de Oliveira, 2006]. Dentre as famílias mais usuais, pode-se citar as famílias 

de wavelets de Haar, Daubechies, Coiflets e Symlets (todas ortonormais).  

A figura 2.4 ilustra, como exemplo, uma wavelet-mãe pertencente a cada uma das famílias 

citadas [Misiti et al., 2002]. No domínio do tempo, a abscissa dos gráficos é definida de acordo 

com o suporte da função, dado por N-1, onde N é o comprimento do filtro wavelet. No domínio da 

freqüência, a mesma é definida na freqüência discreta, sendo 2·π periódica e expressa em 

rad/amostra. 

 

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
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Figura 2.4: Exemplos de wavelets-mãe discretas: (a) domínio do tempo: a abscissa é definida de 

acordo com o suporte da função, sendo dada por N-1, onde N é o comprimento do filtro wavelet; 

(b) domínio da freqüência: a abscissa é definida na freqüência discreta, sendo expressa em 

rad/amostra. 

 

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
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A figura 2.5 ilustra a wavelet-mãe Gaussian-4 em diferentes escalas e localizações e a 

figura 2.6 a magnitude de suas respostas em freqüência. Usualmente são considerados apenas os 

parâmetros escala positivos (a > 0), e assim, diz-se que as wavelets filhas são comprimidas se a < 1 

ou dilatadas se a > 1. 
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Figura 2.5: A wavelet-mãe Gaussian-4 em diferentes escalas e localizações: (a) a = 0.5 e b = −3, 0; 

(b) a = 1 e b = −2, −1; (c) a = 1.5 e b = −1, 2; (d) a = 2 e b = 1, 4. 
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Figura 2.6: Magnitude da resposta em freqüência da wavelet-mãe Gaussian-4 em diferentes 

escalas: (a) a = 0.5; (b) a = 1; (c) a = 1.5; (d) a = 2. 
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Como as wavelets filhas são as funções base na teoria de wavelets, a wavelet-mãe deve 

sempre ser mencionada, pois a representação de um sinal no domínio wavelet é função da wavelet-

mãe escolhida. Portanto, as considerações estabelecidas para uma representação podem ser 

totalmente inválidas para outra se as wavelets-mãe forem distintas. 

 

2.3. A TRANSFORMADA DE WAVELETS 

A transformada de wavelets permite representar um sinal em diferentes escalas, onde para 

cada escala é definido um parâmetro escala, a, e todas as translações possíveis no tempo para varrer 

o sinal em análise, os parâmetros translação, b. 

O parâmetro escala está relacionado ao processo de compressão e dilatação da wavelet-

mãe, ou seja, à criação de uma wavelet filha, e o parâmetro translação ao deslocamento desta 

wavelet filha de modo a varrer cada trecho do sinal em análise. 

Uma mudança no parâmetro escala permite criar uma nova wavelet filha e obter, em uma 

escala maior, uma visão mais global do sinal em análise, porém com menor precisão. Em uma 

escala menor pode-se observar os detalhes do sinal, mas perde-se em estudar o comportamento 

global [de Oliveira, 2006]. 

Freqüentemente, os parâmetros escala são definidos em uma seqüência crescente de 

valores. Nas primeiras escalas, ou seja, nas escalas menores, a wavelet filha é mais localizada no 

tempo e oscila mais rapidamente dentro de um curto período de tempo. À medida que a wavelet-

mãe é expandida para escalas maiores, as wavelets filhas tornam-se menos localizadas no tempo e 

oscilam lentamente, devido à dilatação do sinal. Como resultado da decomposição do sinal em 

escalas, os distúrbios curtos e rápidos presentes no sinal em análise podem ser detectados nas 

escalas menores, enquanto que os distúrbios lentos e longos serão detectados nas escalas maiores 

[Santoso et al., 1996]. 

A transformada de wavelets tem como uma de suas principais vantagens a capacidade de 

representar localmente as características de um sinal, conjuntamente, nos domínios do tempo e da 

freqüência. Esta forma de representação está relacionada ao fato de que a wavelet-mãe apresenta a 

maior parte de sua energia concentrada em um intervalo finito, seja no domínio do tempo ou da 

freqüência. Devido a estas propriedades da wavelet-mãe diz-se que a transformada de wavelets é 

bem localizada no tempo e na freqüência [Sweldens, 1996]. 

Há, basicamente, dois tipos de transformadas de wavelets [Daubechies, 1992]: a 

transformada de wavelets contínua (CWT – Continuous Wavelet Transform), definida no tempo 



 

L. R. SOARES, 2006 16

contínuo; e a transformada de wavelets discreta (DWT – Discrete Wavelet Transform), definida no 

tempo contínuo e no tempo discreto. O termo discreto, relativo à transformada, refere-se a 

discretização dos parâmetros das wavelets filhas e não a discretização do tempo. Dependendo da 

escolha destes parâmetros, tal transformada pode ser realizada através de bases de wavelets 

redundantes (frames) ou ortogonais. 

Além da transformada direta, a transformada inversa também desempenha um papel muito 

importante na análise de sinais, permitindo que seja obtida a reconstrução do sinal original através 

de sua representação em escalas. Apesar de algumas aplicações não requerer a reconstrução do 

sinal em análise, sua existência garante que a representação deste sinal em uma base de wavelets 

ocorre sem perda de informação [Poularikas, 1996]. 

 

2.3.1. A TRANSFORMADA DE WAVELETS CONTÍNUA 

A transformada de wavelets contínua, ou os coeficientes wavelet ca,b, de um sinal f(t) 

contínuo no tempo, com relação à wavelet-mãe ψ(t), é dada por: 

( ) ( )∫
+∞

∞−
⋅⋅= dtttfc baba

*
,, ψ ,     (2.6) 

em que ( )tba
*

,ψ  é o conjugado complexo de ( )tba,ψ , para a e b ∈ R, a ≠ 0. 

O conjunto de todos os coeficientes wavelet, em diferentes escalas e localizações, além de 

constituir a representação do sinal f(t) no domínio wavelet, permite que a reconstrução de f(t) possa 

ser obtida como uma decomposição em wavelets. 

Porém, para que esta reconstrução seja válida, ou seja, para que f(t) possa ser reconstruído a 

partir de seus coeficientes wavelet, é necessário que exista a transformada de wavelets inversa, a 

qual é definida por: 

( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

⋅⋅⋅⋅= 2,,
1

a
dbdatc

C
tf baba ψ

ψ
,    (2.7) 

onde Cψ é a constante de admissibilidade da wavelet-mãe ψ(t) e caracteriza a existência da 

transformada de wavelets inversa. 

Logo, a condição de admissibilidade da wavelet-mãe ψ(t), não apenas comprova a 

existência de ψ(t) como uma wavelet mãe, se ψ(t) tem energia finita, como também assegura a 

existência da transformada de wavelets contínua inversa. 
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Portanto, se ( ) ( )RLt 2∈ψ  e satisfaz a condição de admissibilidade, então ψ(t) pode ser 

usada como uma wavelet-mãe e f(t) pode ser reconstruído a partir de seus coeficientes wavelet 

através da transformada de wavelets contínua inversa. 

Vale ressaltar que, apesar de não haver perda de informação quando da representação de 

um sinal no domínio wavelet, a mesma é altamente redundante [Poularikas, 1996]. Esta 

redundância está relacionada ao processo de construção das wavelets filhas ( )tba,ψ , com a e b ∈ R 

[Rioul & Vetterli, 1991]. 

 

2.3.2. A TRANSFORMADA DE WAVELETS DISCRETA DE TEMPO CONTÍNUO 

Como forma de reduzir a redundância nos processos de representação e reconstrução de 

sinais de tempo contínuo deve-se promover a discretização dos parâmetros escala e translação das 

wavelets filhas, a e b. 

Uma discretização típica é expressa por maa 0=  e 00 banb m ⋅⋅= , onde m e n ∈ Z, a0 > 1 e 

b0 ≠ 0 [Daubechies, 1992]. Com esta discretização, as wavelets filhas tornam-se: 

( ) ( )00
2

0, bntaat mm
nm ⋅−⋅⋅= −− ψψ .    (2.8) 

Conseqüentemente, a transformada de wavelets discreta, ou os coeficientes wavelet 

discretos cm,n, de um sinal f(t), contínuo no tempo, com relação à wavelet-mãe ψ(t), passa a ser 

dada por: 

( ) ( ) dtbntatfac mm
nm ⋅⋅−⋅⋅⋅= −+∞

∞−

− ∫ 00
*2

0, ψ ,   (2.9) 

onde m e n ∈ Z, a0 > 1 e b0 ≠ 0. 

Porém, desde que as wavelets filhas foram discretizadas, o processo de reconstrução de f(t), 

a partir de seus coeficientes wavelet, pode não convergir para f(t). Neste caso, a reconstrução 

depende da escolha da wavelet-mãe ψ(t) e do processo de discretização realizado [Daubechies, 

1992]. 

Além de obediência à condição de admissibilidade para a wavelet-mãe ψ(t), a condição de 

estabilidade também deve ser considerada. Esta última condição corresponde à reconstrução estável 

de f(t) e determina que a energia de f(t) no domínio wavelet deve ser proporcional à sua energia no 

domínio do tempo, desde que limitada por duas constantes positivas A e B, tais que 

+∞<≤< BA0  [Poularikas, 1996]: 
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( ) ( ) ( ) ( ) 2

,

2
,

2 , tfBttftfA
nm

nm ⋅≤≤⋅ ∑ ψ .   (2.10) 

A condição de estabilidade corresponde à definição de frames, ou sistemas discretos 

redundantes, e as constantes A e B são chamadas de limite inferior e superior do frame, 

respectivamente. 

Se a condição de estabilidade for satisfeita, ou seja, se as wavelets filhas ψm,n(t) constituem 

um frame, então f(t) pode ser reconstruído a partir de seus coeficientes wavelet discretos de forma 

estável através da transformada de wavelets discreta inversa, a qual é dada por [Rioul & Vetterli, 

1991]: 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

⋅⋅
+

≅
0 0

,,
2

m n
nmnm tc

BA
tf ψ .   (2.11) 

A exatidão da reconstrução de f(t) depende dos limites do frame, A e B. Quanto mais 

próximos, mais exata será a reconstrução. Quando os limites do frame são iguais, A = B, o frame é 

dito ser compacto e a energia de f(t) no domínio wavelet pode ser particionada de forma exata por: 

( ) ( ) ( )∑=⋅
nm

nm ttftfA
,

2
,

2 ,ψ ,   (2.12) 

onde a constante A, além de ser o limite inferior do frame, é considerada uma medida de 

redundância no conjunto de expansão [Burrus et al., 1998]. Neste caso, a transformada de wavelets 

discreta inversa passa a ser expressa por: 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

⋅⋅=
0 0

,,
1

m n
nmnm tc

A
tf ψ .    (2.13) 

Em alguns casos, a manutenção da redundância é desejável para dar robustez à 

representação, principalmente quando se deseja reduzir a sensibilidade dos sinais ao ruído 

[Poularikas, 1996; Burrus et al., 1998]. 

Mas quando A = B = 1, as wavelets filhas ψm,n(t) constituem-se em uma base ortonormal. 

Neste caso, toda a redundância é removida dos processos de representação e reconstrução de sinais 

e f(t) pode ser reconstruído de forma exata por: 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

⋅=
0 0

,,
m n

nmnm tctf ψ .    (2.14) 
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2.3.3. A TRANSFORMADA DE WAVELETS DISCRETA DE TEMPO DISCRETO 

Quando f(k) é um sinal discreto no tempo, k ∈ Z, as wavelets filhas serão apenas definidas 

em argumentos inteiros e expressas por [Daubechies, 1992]: 

( ) ( )00
2

0, bnkaak mm
nm ⋅−⋅⋅= −− ψψ ,    (2.15) 

onde k, m, n, a0 e b0 ∈ Z, a0 > 1 e b0 ≠ 0. 

Dessa forma, a transformada de wavelets discreta, ou coeficientes wavelet discretos cm,n, de 

um sinal f(k) de tempo discreto passa a ser dada por: 

( ) ( )∑
∞

−∞=

−− ⋅−⋅⋅⋅=
k

mm
nm bnkakfac 00

*2
0, ψ ,   (2.16) 

onde k, m, n, a0 e b0 ∈ Z, a0 > 1 e b0 ≠ 0. 

E assim como para o caso anterior, fazendo todas aquelas considerações sobre a 

estabilidade do processo de reconstrução, f(k) pode ser reconstruído de forma exata por: 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

⋅=
0 0

,,
m n

nmnm kckf ψ ,    (2.17) 

quando ψm,n(k) constitui-se em uma base de wavelets ortonormal. 

 

2.3.4. A TRANSFORMADA DE WAVELETS DIÁDICA ORTONORMAL 

Para algumas escolhas especiais da wavelet-mãe ψ(t) e dos parâmetros do processo de 

discretização, a0 e b0, as wavelets filhas irão constituir uma base ortonormal no L2(R), se funções de 

tempo contínuo, ou no 2l , se funções de tempo discreto. Nestes casos, não haverá informação 

redundante quando da reconstrução do sinal, devido às propriedades de ortonormalidade. 

Porém, apesar da construção de bases ortonormais poder ser obtida através da escolha de 

qualquer número inteiro para a0, desde que a0 > 1 [Poularikas, 1996], a escolha de a0 = 2 e b0 = 1 

permite que seja obtida a mais simples das construções [Daubechies, 1992]. Neste caso, a 

transformada de wavelets discreta é referida como transformada de wavelets diádica ortonormal. 

Os coeficientes wavelet discretos correspondem a pontos em uma grade reticulada 

bidimensional no plano escala-translação. A grade é indexada por dois inteiros, m e n, onde m está 

associado aos passos no parâmetro escala (a) e n, aos passos no parâmetro translação (b). O 
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reticulado é expresso por ( ){ } Znm
mm

ba bana ∈⋅⋅=Δ ,000, ,
00

 e definido pelos parâmetros a0 e b0 [de 

Oliveira, 2006]. No caso diádico, o reticulado estará definido por ( ){ } Znm
mm n ∈⋅=Δ ,1,2 2,2  e o 

mapeamento dos coeficientes wavelet, em função dos parâmetros escala e translação, está ilustrado 

na figura 2.7. Nesta figura, considere a representação do sinal original em a = 0. 
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Figura 2.7: Mapeamento diádico dos coeficientes wavelet no plano escala-translação. 

 

O mapeamento permite observar que à medida que a escala aumenta, a quantidade de 

coeficientes wavelet para representar o sinal naquela escala é reduzida à metade em relação à 

escala anterior. Com isso pode-se afirmar que à medida que o parâmetro escala aumenta, o 

intervalo de amostragem aumenta por um fator de 2. Conseqüentemente, a freqüência com que o 

sinal é amostrado diminui à metade, em relação à que foi utilizada na escala anterior. 

Como uma wavelet-mãe comporta-se, no domínio da freqüência, como um filtro passa-

faixa, a faixa de freqüências contemplada por uma escala maior apresenta uma largura mais 

estreita, em relação a uma escala menor. Ao considerar escalas sucessivas, a largura da faixa de 

freqüências à escala m + 1 corresponde à metade da largura da faixa à escala m. Portanto, o 

espectro de freqüências das wavelets filhas que se constituem em uma base ortonormal tem uma 

forma típica, como mostrada na figura 2.8. 

A implementação computacional da transformada de wavelets diádica ortonormal pode ser 

obtida ao fazer uso de um algoritmo baseado na representação multirresolução de sinais que, assim 

como a transformada de wavelets, decompõe o sinal em escalas com diferentes resoluções no 

tempo e na freqüência. 
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Figura 2.8: Espectro de freqüências das wavelets filhas, que se constituem em uma base 

ortonormal, em três diferentes escalas de representação. 

 

2.4. A ANÁLISE MULTIRRESOLUÇÃO DE SINAIS 

A análise multirresolução (MRA – Multiresolution Analysis) é um modelo matemático para 

formalizar a representação de sinais em escalas. Dessa forma, a análise multirresolução de sinais 

permite decompor um sinal f(t) ∈ L2(R) em escalas, onde em cada escala j é possível obter uma 

aproximação do sinal original, a qual é obtida a uma freqüência de amostragem dada por j2  

[Gomes & Velho, 1998]. 

Particularmente, as funções do L2(R) são bem representadas quando amostradas à j2 , e 

portanto, o conjunto de todas as aproximações possíveis à escala j, de funções que pertencem ao 

L2(R), constitui o subespaço escala jV , ( )RLV j
2⊂  [Mallat, 1989]. Como a representação do sinal 

original em cada escala é realizada de forma aproximada, as versões aproximadas do sinal original 

f(t), pertencentes aos subespaços jV , podem ser obtidas através do uso de filtros passa-baixa 

[Mallat, 1989]. 

A representação multirresolução no L2(R) é definida como uma seqüência de subespaços 

fechados ZjV j ∈, , do L2(R), que satisfazem às seguintes propriedades [Gomes & Velho, 1998]: 

 1−⊂ jj VV : os detalhes do sinal que aparecem na escala j2  estão presentes na escala 12 −j ; 

 ( ) ( ) Ζ∈∈⋅⇔∈ − jVtfVtf jj ,2 1 ; 
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 ( )RLV jj
2=Ζ∈U : o L2(R) é composto por todas as escalas possíveis, ou seja, por todas as 

aproximações possíveis; 

 { }0=Ζ∈ jj VI : a função nula é a única função do L2(R) que é bem representada em qualquer 

escala, ou seja, em quaisquer dos subespaços ZjV j ∈, ; 

 Existe uma função ( ) 0Vt ∈φ , chamada função escala da representação multirresolução, tal que 

o conjunto ( ) ( )ktt j
j

kj −⋅⋅= −− 22 2
, φφ  constitui uma base ortonormal de jV . 

 

O subespaço 0V  é chamado de subespaço referência, e desde que 10 −⊂ VV , qualquer 

função em 0V  pode ser escrita como uma combinação linear das funções base de 1−V , ( )tk,1−φ . 

Como ( ) 0Vt ∈φ  tem-se então que: 

( ) ( ) ( )
( )

∑
−

−⋅⋅⋅=
k

tk

ktkht
44 844 76 ,1

22

φ

φφ ,    (2.18) 

onde ( )kh  são os coeficientes da função escala ( )tφ , definidos por ( ) ( ) ( )〉〈= − ttkh k,1,φφ , 

( ){ } 2l∈kh , Ζ∈k . 

Assim como na teoria de wavelets, as funções base ( )tkj ,φ  dos subespaços escala jV  em 

uma MRA são obtidas através de escalonamentos e translações de uma única função, a função 

escala φ(t). Como os subespaços jV  podem ser obtidos através do uso de filtros passa-baixa, a 

função escala φ(t) também é conhecida como filtro escala. 

A exemplo do que ocorre com as wavelets-mãe ψ(t), as funções escala φ(t) também podem 

ser definidas por funções contínuas, reais ou complexas, ou por funções discretas, expressas por 

filtros digitais. Neste último caso, a representação de uma função escala discreta no domínio do 

tempo pode ser obtida a partir de um processo iterativo, descrito no item 2.5.1.3. 

Algumas funções escala contínuas e discretas, que geram bases de funções escala 

ortonormais [Gomes & Velho, 1998; Misiti et al., 2002], estão apresentadas, respectivamente, nas 

figuras 2.9 e 2.10. Para o caso contínuo tem-se que: no domínio do tempo, a abscissa dos gráficos é 

dada em segundos; no domínio da freqüência, a abscissa é definida na freqüência contínua, sendo 

expressa em rad/s. Para o caso discreto tem-se que: no domínio do tempo, a abscissa dos gráficos é 

definida de acordo com o suporte da função, dado por N-1, onde N é o comprimento do filtro 
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escala; no domínio da freqüência, a mesma é definida na freqüência discreta, sendo 2·π periódica e 

expressa em rad/amostra. 

Fazendo uma analogia com a transformada de wavelets discreta de tempo contínuo (item 

2.3.2), a MRA, que corresponde à obtenção dos coeficientes escala discretos cj,k, de um sinal f(t) 

contínuo no tempo, com relação à função escala φ(t), pode ser expressa por: 

( ) ( ) dtkttfc j
j

kj ⋅−⋅⋅⋅= −+∞

∞−

−

∫ 22 *2
, φ ,    (2.19) 

para j e k ∈ Z. 

A MRA é naturalmente diádica e portanto ao considerar escalas sucessivas, o mapeamento 

dos coeficientes escala no plano escala-translação também ocorre conforme apresentado na figura 

2.7 e o espectro de freqüências das funções escala que se constituem em uma base ortonormal tem 

uma forma típica, como mostrada na figura 2.11. 

A implementação computacional da MRA pode ser obtida ao fazer uso de um algoritmo 

baseado na representação multirresolução de sinais associada à teoria de wavelets, permitindo 

decompor o sinal em análise em escalas com diferentes resoluções no tempo e na freqüência. 
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Figura 2.9: Exemplos de funções escala contínuas: (a) domínio do tempo: a abscissa é definida no 

tempo contínuo, sendo expressa em segundos; (b) domínio da freqüência (normalizada): a abscissa 

é definida na freqüência contínua, sendo expressa em rad/s. 

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
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Figura 2.10: Exemplos de funções escala discretas: (a) domínio do tempo: a abscissa é definida de 

acordo com o suporte da função, sendo dada por N-1, onde N é o comprimento do filtro escala; 

(b) domínio da freqüência: a abscissa é definida na freqüência discreta, sendo expressa em 

rad/amostra. 
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(b) 
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Figura 2.11: Espectro de freqüências das funções escala, que se constituem em uma base 

ortonormal, em três diferentes escalas de representação. 

 

2.5. UMA REPRESENTAÇÃO WAVELET BASEADA EM 
MULTIRRESOLUÇÃO 

Em 1989, Stéphane Mallat observou que a diferença na informação entre as aproximações 

de um sinal às escalas j2  e 12 −j  poderia ser obtida através da decomposição deste “sinal 

diferença” em uma base de wavelets ortonormal do L2(R) [Mallat, 1989]. Segundo Mallat, esta 

decomposição define uma representação multirresolução completa e ortogonal, a qual é 

denominada “a representação wavelet”. 

Portanto, em uma representação wavelet baseada em multirresolução, denominada daqui 

em diante por WMRA (Wavelet-based Multiresolution Analysis), a teoria de wavelets e a teoria de 

análise multirresolução de sinais se combinam, permitindo que qualquer sinal do L2(R), ou do 2l , 

possa ser decomposto em suas versões aproximada e detalhada, através do uso de filtros escala e 

wavelet, que constituem-se, respectivamente, em filtros passa-baixa e passa-faixa. 

As diferenças entre as escalas j2  e 12 −j  constituem o subespaço jW , definido como o 

complemento ortogonal de jV  em 1−jV  [Gomes & Velho, 1998]: 

jjj WVV ⊕=−1 ,     (2.20) 

onde o símbolo ⊕  representa a soma ortogonal. 
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Das propriedades da representação multirresolução no L2(R), sabe-se que os subespaços jV  

são constituídos por aproximações de funções do L2(R) amostradas à j2 . Conseqüentemente, pode-

se afirmar que os subespaços jW  são constituídos pelos detalhes perdidos destas funções, quando 

da realização de sua amostragem a esta freqüência. 

Logo, assim como os subespaços jV  podem ser obtidos através do uso de filtros passa-

baixa, quando da amostragem do sinal à j2 , os subespaços jW  podem ser obtidos através do uso 

de filtros passa-faixa, quando da amostragem do mesmo sinal. 

De forma geral, pode-se representar o subespaço jV  como a soma dos sinais com faixa de 

freqüência em qV  com os sinais com faixa de freqüência em 11,...,, +− jqq WWW , para qualquer q > j, 

tal que Ζ∈q  [Gomes & Velho, 1998]: 

kq

jq

k
qj WVV −

−−

=
⊕⊕=

1

0
,     (2.21) 

ou seja, a partir de um subespaço escala qualquer, qV , ao somar-se os (q – j) detalhes perdidos, 

pode-se obter a aproximação de um sinal a escala j. 

Quando ±∞→q  e ∞→k , o espaço L2(R) pode ser decomposto como uma soma de 

subespaços jW  ortogonais [Chui, 1992]: 

( ) j
j

WRL ⊕
Ζ∈

=2 .      (2.22) 

Com isso, qualquer sinal ( ) ( )RLtf 2∈  pode ser unicamente representado no L2(R) através 

de sua decomposição em sinais mutuamente ortogonais ( ) jj Wtw ∈ , Ζ∈j  [Chui, 1992]: 

( ) ( )twtf j
j
⊕

Ζ∈
= .     (2.23) 

E desde que ( )tw j  correspondem a filtros passa-faixa, pode-se definir ( )tw j  como 

wavelets, e conseqüentemente, os subespaços jW  como subespaços wavelet. 

Os subespaços wavelet jW  herdam as propriedades de escalonamento dos subespaços 

escala jV , logo pode-se afirmar que também existe uma função ( ) 0Wt ∈ψ  que gera uma base 

ortonormal de 0W . Como 10 −⊂ VW , ( )tψ  pode ser escrita como uma combinação linear das 

funções base de 1−V , ( )tk,1−φ , de modo que: 



 

L. R. SOARES, 2006 27

( ) ( ) ( )
( )

∑
−

−⋅⋅⋅=
k

tk

ktkgt
44 844 76 ,1

22

φ

φψ ,    (2.24) 

onde ( )tψ  é a wavelet-mãe, também chamada de filtro wavelet, e ( )kg  são seus coeficientes, 

definidos por ( ) ( ) ( )〉〈= − ttkg k,1,φψ , ( ){ } 2l∈kg , Ζ∈k . 

A expressão (2.24) indica que a wavelet-mãe ( )tψ  pode ser obtida através de uma versão 

escalonada e transladada da função escala ( )tφ . Portanto, ao definir-se a função escala ( )tφ , a 

wavelet-mãe ( )tψ  estará automaticamente definida. Por este motivo, algumas condições devem ser 

impostas aos filtros escala e wavelet de modo que a ortonormalidade entre os subespaços escala jV  

e wavelet jW  seja mantida. Estas condições incluem [Fournier, 1994; Burrus et al., 1998]: 

 A condição de normalidade para as funções escala: 

( ) 1=⋅∫
+∞

∞−
dttφ   ou ( ) 2=∑

Ζ∈k

kh ; 

 A condição de normalidade para as funções wavelet: 

( ) 0=⋅∫
+∞

∞−
dttψ   ou ( ) 0=∑

Ζ∈k

kg ; 

 A condição de ortogonalidade entre os filtros escala: 

( ) ( ) m
k

mkhkh ,02 δ=⋅+⋅∑
Ζ∈

; 

 A condição de ortogonalidade entre os filtros escala e wavelet: 

( ) ( ) ( )khkg k −⋅−= 11 . 

 

Em alguns casos, o filtro wavelet ( )tψ  é chamado de filtro espelho do filtro escala ( )tφ , 

em decorrência da dependência de seus coeficientes aos coeficientes de ( )tφ , expressos pela 

condição de ortogonalidade entre tais filtros. Nestes casos, quando o sinal f(t) a ser analisado tem 

duração finita, os filtros ( )tφ  e ( )tψ  são chamados de par de filtros espelhados em quadratura 

(QMF – Quadrature Mirror Filters) e uma implementação computacional bastante eficiente da 

transformada de wavelets diádica ortonormal, associada ou não à MRA, pode ser obtida através do 

uso de um banco de filtros, constituído por filtros passa-baixa e passa-faixa. 
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2.5.1. O PROCESSO DE CODIFICAÇÃO POR SUB-BANDAS 

O processo de codificação por sub-bandas é uma técnica de processamento de sinais que 

tem como objetivo dividir o espectro de um sinal em sub-bandas através do uso de um banco de 

filtros. Estas sub-bandas são independentes quando são utilizados filtros QMF, como é o caso da 

“representação wavelet” [Mallat, 1989]. 

Os algoritmos baseados na codificação por sub-bandas têm sido dos mais utilizados para a 

implementação computacional dos processos de representação e reconstrução de sinais através da 

teoria de wavelets diádica ortonormal. 

Estes algoritmos são constituídos por dois processos: o processo de representação, do qual 

obtém-se, especialmente, os coeficientes wavelet do sinal analisado, sendo, portanto, equivalente à 

implementação da transformada de wavelets; e o processo de reconstrução, do qual obtém-se o 

sinal original, e portanto, equivalente à implementação da transformada de wavelets inversa. 

Ambos os processos estão fundamentados nas expressões que geram as bases ortonormais 

dos subespaços referência escala, 0V , e wavelet, 0W . Ou seja, estão fundamentados nas expressões 

dos filtros escala ( )tφ  e wavelet ( )tψ , que se constituem nas relações de escala dupla entre os 

filtros escala e entre os filtros escala e wavelet dadas, respectivamente, por: 

( ) ( ) ( )∑ −⋅⋅⋅=
k

ktkht 22 φφ      (2.25) 

e 

( ) ( ) ( ) ( )∑ −⋅⋅⋅−⋅−=
k

k ktkht 2211 φψ .   (2.26) 

Estas expressões definem as bases dos subespaços escala jV , ( )tkj ,φ , e wavelet jW , 

( )tkj ,ψ , para qualquer escala j, as quais são representadas, respectivamente, por: 

( ) ( )ktt j
j

kj −⋅⋅= −− 22 2
, φφ      (2.27) 

e 

( ) ( )ktt j
j

kj −⋅⋅= −− 22 2
, ψψ .     (2.28) 
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2.5.1.1. O Processo de Representação 

Sabe-se, das propriedades da multirresolução, que o conjunto de funções ( )tkj ,φ  e ( )tkj ,ψ  

cobre todo o espaço de funções do L2(R). Com isto, a decomposição de qualquer sinal ( ) jVtf ∈  em 

suas versões aproximada, pertencente ao subespaço escala, e detalhada, pertencente ao subespaço 

wavelet, pode ser obtida por [Burrus et al., 1998]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ++++ ⋅+⋅=
k

kjj
k

kjj tkdtkctf ,11,11 ψφ ,  (2.29) 

onde ( )kc j 1+  e ( )kd j 1+  são os coeficientes escala e wavelet, respectivamente, referentes à 

representação de f(t) nos subespaços 1+jV  e 1+jW . 

Como ( )tkj ,1+φ  e ( )tkj ,1+ψ  são ortonormais, os coeficientes escala e wavelet são obtidos, 

respectivamente, por [Burrus et al., 1998]: 

( ) ( ) ( )〉〈= ++ ttfkc kjj ,11 ,φ     (2.30) 

e 

( ) ( ) ( )〉〈= ++ ttfkd kjj ,11 ,ψ .    (2.31) 

Considerando inicialmente a expressão (2.30), para os coeficientes escala, tem-se que: 

( ) ( )
( ) ( )( )∫

∞

∞−

+−
+−

+ ⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⋅⋅⋅= dtkttfkc j

j

j
12

1

1 22 φ .   (2.32) 

Donde obtém-se: 

( ) ( ) ( ) ( )∫∑
∞

∞−

−−
+ ⋅−⋅⋅⋅⋅⋅−= dtnttfknhkc j

j

n
j 222 2

1 φ .  (2.33) 

E desde que: 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−− ⋅−⋅⋅⋅= dtnttfnc j
j

j 22 2 φ ,   (2.34) 

os coeficientes escala são obtidos por: 

( ) ( ) ( )∑ ⋅⋅−=+
n

jj ncknhkc 21 .    (2.35) 

Seguindo o mesmo desenvolvimento para a obtenção dos coeficientes wavelet, a partir da 

expressão (2.31), obtém-se: 
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( ) ( ) ( )∑ ⋅⋅−=+
n

jj nckngkd 21 .    (2.36) 

A expressão (2.35) descreve uma correlação entre ( )nc j  e ( )nh  seguida por um processo 

de subamostragem por 2, também chamado dizimação. O deslocamento por 2 em ( )nc j  resulta em 

um deslocamento por 1 em ( )kc j 1+ . Logo, o intervalo de amostragem na escala j + 1 é o dobro que 

na escala anterior, j. Com isso, o comprimento da seqüência ( )kc j 1+  é metade de ( )nc j . O mesmo 

ocorre com a expressão (2.36). 

De acordo com as expressões (2.35) e (2.36), os coeficientes escala ( )kc j 1+  e wavelet 

( )kd j 1+  são obtidos através da decomposição de um único sinal ( )nc j . Conseqüentemente, a escala 

j do processo de representação do algoritmo de codificação por sub-bandas baseado na WMRA é 

da forma como ilustrada na figura 2.12. 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.12: Escala j do processo de representação do algoritmo de codificação por sub-bandas 

baseado na WMRA. 

 

A decomposição do sinal ( )nc j  em ( )kc j 1+ , a versão aproximada de ( )nc j , e em ( )kd j 1+ , a 

versão detalhada de ( )nc j , é realizada através de operações de convolução com os filtros escala e 

wavelet, respectivamente, e de subamostragem por 2. 

A freqüência de corte fc de ambos os filtros, em cada escala, é definida por: 

( )12 += j
s

c
f

f ,     (2.37) 

onde fs é a freqüência de amostragem que foi utilizada para amostrar o sinal original. Deste modo, o 

espectro de freqüências do sinal proveniente do filtro escala, ( )kc j 1+ , compreende a faixa de 

freqüências de 0 a fc Hz, e o espectro do sinal proveniente do filtro wavelet, ( )kd j 1+ , a faixa de 

freqüências de fc a 2·fc Hz. 

h(n) 

g(n) 
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cj+1(k) 
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cj(n) 
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O número de escalas possíveis, jMax, para promover a representação do sinal original 

depende de seu número de amostras, N, e pode ser obtido por MaxjN 2= . Dessa forma, as 

freqüências de corte utilizadas em todo o processo de representação são obtidas ao se fazer 

Maxjj ,,2 ,1 L= . 

O processo de representação inicia-se com o sinal que deseja-se analisar, ( )nc0 , para 

Nn ,,2 ,1 L= , cujo espectro de freqüências compreende a faixa de 0 a fs/2 Hz. Ao final da primeira 

escala do algoritmo, o sinal original ( )nc0  decompõe-se em dois sinais que representam: sua versão 

aproximada ( )kc1  e sua versão detalhada ( )kd1 , para Kk ,,2 ,1 L= , onde 2NK = , devido ao 

processo de dizimação. O espectro de freqüências dos sinais ( )kc1  e ( )kd1  compreende, 

respectivamente, as faixas de 0 a fs/4 Hz e fs/4 a fs/2 Hz. A versão aproximada da primeira escala, 

( )kc1 , é utilizada como entrada para a segunda escala do algoritmo, de modo que obtém-se: sua 

versão aproximada ( )mc2  e sua versão detalhada ( )md2 , para Mm ,,2 ,1 L= , onde 2KM = . 

Neste caso, o espectro de freqüências dos sinais ( )mc2  e ( )md2  compreende, respectivamente, as 

faixas de 0 a fs/8 Hz e fs/8 a fs/4 Hz. 

Este processo repete-se sucessivamente até que seja atingida a escala desejada, ou ainda, a 

última escala para a representação do sinal original, que consistiria nas versões aproximada e 

detalhada com apenas 2 amostras. 

A figura 2.13 ilustra o processo de representação do algoritmo de codificação por sub-

bandas baseado na WMRA, considerando três escalas de decomposição. Nesta figura, também é 

apresentado o espectro de freqüências das versões aproximada e detalhada, em cada escala de 

decomposição do sinal original. 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.13: Decomposição do sinal ( )nc0  em três escalas e faixas de freqüências associadas aos 

coeficientes escala e wavelet em cada escala. ( ).jc  e ( ).jd  representam, respectivamente, as 

versões aproximada e detalhada de ( )nc0  na escala j. 
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Portanto, o processo de representação do algoritmo baseia-se em operações de convolução 

e dizimação em cada escala, cujo objetivo é decompor a versão aproximada do sinal, à escala j, em 

suas versões aproximada e detalhada, à escala j + 1. 

 

2.5.1.2. O Processo de Reconstrução 

O algoritmo de reconstrução do sinal original pode ser obtido de modo similar ao de 

representação. A expressão para a reconstrução do sinal em função dos coeficientes e dos filtros 

escala e wavelet é dada por: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ++ ⋅⋅−+⋅⋅−=
k

j
k

jj kdkngkcknhnc 11
' 22 .   (2.38) 

Neste processo, as operações de dizimação são substituídas por operações de expansão, 

também chamadas superamostragem por 2, que consistem na adição de zeros entre amostras dos 

coeficientes escala e wavelet à escala j + 1. Dessa forma, neste algoritmo, os coeficientes escala e 

wavelet são primeiramente expandidos e então convoluídos, respectivamente, com os filtros escala 

e wavelet. 

Dessa forma, a expressão (2.38) permite representar a escala j do processo de reconstrução 

do algoritmo de codificação por sub-bandas baseado na WMRA como ilustrada na figura 2.14. 

 

 

 

 

Figura 2.14: Escala j do processo de reconstrução do algoritmo de codificação por sub-bandas 

baseado na WMRA. 

 

A figura 2.15 ilustra o processo de reconstrução do algoritmo de codificação por sub-

bandas baseado na WMRA, considerando três escalas de decomposição. Neste processo, o sinal 

reconstruído ( )nc '
0  será idêntico ao sinal original ( )nc0  se os filtros de reconstrução são iguais aos 

filtros empregados durante o processo de representação deste sinal. Isso ocorre quando em cada 

uma destas etapas é utilizado o mesmo conjunto de filtros QMF ou quando são utilizados filtros 

biortogonais [Chui, 1992; Burrus et al., 1998]. Nestes casos, ocorre a reconstrução perfeita do sinal 

original. 
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Figura 2.15: Reconstrução do sinal ( )nc0  a partir de sua versão aproximada de terceira escala, 

( ).3c , e de suas versões detalhadas em três escalas: ( ).1d , ( ).2d  e ( ).3d . 

 

Portanto, o processo de reconstrução do algoritmo baseia-se em operações de 

superamostragem e convolução em cada escala, cujo objetivo é recompor a versão aproximada do 

sinal, à escala j + 1, a partir de suas versões aproximada e detalhada, à escala j. 

 

2.5.1.3. A Reconstrução de Funções Escala e Wavelet Discretas 

O processo de reconstrução do algoritmo de codificação por sub-bandas baseado na 

WMRA também desempenha um papel muito importante para a reconstrução de funções escala e 

wavelet discretas, quando estas não são expressas na forma analítica, mas na forma de coeficientes 

de filtros digitais. Alguns destes exemplos são as funções de Haar, Daubechies, Coiflets e Symlets. 

Em um dos métodos para permitir a visualização destas funções no domínio do tempo 

[Burrus et al., 1998] faz-se uso dos coeficientes dos filtros escala e wavelet, do ramo superior do 

processo de reconstrução e de algumas escalas de reconstrução. À medida que o processo evolui, 

ou seja, à medida que a quantidade de escalas de reconstrução aumenta, a função resultante dos 

processos sucessivos de superamostragem e convolução converge para a representação das 

respostas ao impulso de tais filtros no domínio do tempo [Burrus et al., 1998]. Para a obtenção das 

funções escala e wavelet considera-se, respectivamente, ( ) ( )nhnc j =+1  e ( ) ( )ngnc j =+1 . Após 

algumas escalas de reconstrução, obtém-se, respectivamente, ( ) ( )tnc j φ='  e ( ) ( )tnc j ψ=' . 

As figuras 2.16, 2.17 e 2.18 ilustram, respectivamente, algumas funções escala e wavelet 

das famílias Daubechies, Coiflets e Symlets. 
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Figura 2.16: Família de funções de Daubechies: (a) escala; (b) wavelet-mãe. 
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Figura 2.17: Família de funções Coiflets: (a) escala; (b) wavelet-mãe. 
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Figura 2.18: Família de funções Symlets: (a) escala; (b) wavelet-mãe. 

 

Estas três famílias de funções são ortogonais, das mais utilizadas na análise de sinais e 

foram propostas por Ingrid Daubechies [Daubechies, 1992]. A família Coiflets foi proposta através 

de sugestão do pesquisador Coifman, e a família Symlets é obtida através de uma modificação em 

um dos parâmetros das funções escala de Daubechies, tornando-as quase simétricas [Daubechies, 

1992]. 

Das figuras 2.16 e 2.18 observa-se que as três primeiras funções das famílias Daubechies e 

Symlets são idênticas, a menos de uma inversão de sinal nas funções wavelet. As funções escala e 

wavelet Daub-2 e Sym-2 correspondem às funções de Haar. 

A diferença entre as várias wavelets-mãe de uma família é decorrente da quantidade de 

coeficientes nos filtros que definem as funções escala e wavelet-mãe. Por exemplo, as wavelets-

mãe Daub-4 e Daub-12 têm, respectivamente, 4 e 12 coeficientes. Quanto mais coeficientes no 

(a) 
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filtro, mais amortecida é a wavelet-mãe. Portanto, os filtros com menor quantidade de coeficientes 

são geralmente empregados para a detecção de distúrbios e localização no tempo. 

Apesar de algumas aplicações apresentarem a implementação computacional da WMRA 

considerando o uso destas funções no domínio do tempo [Ozturk et al., 2000], a forma mais usual 

de implementação é realizada através de seus filtros digitais. 

 

2.5.2. O PROCESSO DE CODIFICAÇÃO POR SUB-BANDAS DE TEMPO 

INVARIANTE 

Uma desvantagem do processo de codificação por sub-bandas é sua sensibilidade a 

translações no sinal de entrada. Isto significa que os coeficientes wavelet podem ser bastante 

diferentes dependendo do ângulo de fase inicial do sinal em análise e da posição da ocorrência do 

distúrbio em sua forma de onda [Robertson et al., 1996]. 

Quando se considera a análise de um sinal onde se pode tolerar não unicidade em sua 

resposta, como nos casos de estratégias de detecção, os processos de subamostragem por 2 podem 

ser omitidos e a resposta em freqüência dos filtros escala e wavelet é modificada, respectivamente, 

para ( )ω⋅jH 2  e ( )ω⋅jG 2 , de modo a manter as propriedades da representação multirresolução 

[Yibin et al., 1997]. Evitar a dizimação corresponde a considerar todos os deslocamentos inteiros 

no sinal de entrada; e modificar a resposta em freqüência dos filtros implica em escalonar por 2 o 

comprimento do filtro a cada escala. Estas alterações permitem tornar o algoritmo de codificação 

por sub-bandas invariante com o tempo, sendo denominado algorithme à trous, ou ainda algoritmo 

com buracos, devido aos zeros incluídos entre os coeficientes dos filtros [Cohen & Kovacevic, 

1996]. 

Além de tornar os filtros wavelet insensíveis às translações, o comprimento do sinal será o 

mesmo durante todo o processo de decomposição em escalas, conseqüentemente, pode-se obter 

uma melhor resolução na visualização das componentes de baixa freqüência do sinal em análise 

[Yibin et al., 1997]. 

A figura 2.19 ilustra, como exemplo, o processo de representação do algoritmo de 

codificação por sub-bandas de tempo invariante baseado na WMRA, em três escalas de 

decomposição. 
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Figura 2.19: Decomposição do sinal ( )nc0  em três escalas através do algoritmo de codificação por 

sub-bandas de tempo invariante baseado na WMRA. 

 

2.6. CONSIDERAÇÕES ADICIONAIS 

A CWT é freqüentemente empregada considerando todas as translações possíveis, não 

sendo, portanto, consideradas as operações de dizimação. Dessa forma, a CWT pode ser vista 

apenas como uma convolução entre uma função wavelet e o sinal em análise. O mesmo é válido 

para a MRA, quando de seu emprego através da função escala. 

Como uma característica do processo de convolução, o sinal resultante tem maior 

comprimento, ou duração, que o sinal sob análise [Oppenheim et al., 1999; Misiti et al., 2002] e o 

tratamento de suas extremidades faz-se necessário de modo a manter o sinal resultante com mesmo 

comprimento do sinal sob análise [Misiti et al., 2002]. Para os exemplos de aplicação das “funções 

base” contínuas apresentados no decorrer desta Tese, considera-se a eliminação de metade da 

diferença entre os comprimentos dos sinais resultante e sob análise em cada extremidade. Apesar 

disto, é possível que as extremidades do sinal resultante não sejam bem representadas, 

especialmente quando este é resultado da convolução do sinal sob análise com funções wavelet. 

A escolha apropriada da wavelet-mãe é o primeiro passo para que seja possível promover 

uma análise adequada dos sinais. Embora não exista um critério definitivo para a seleção de uma 

wavelet-mãe para uma dada aplicação, sugere-se que a escolha recaia sobre uma wavelet-mãe que 

mais fielmente represente o fenômeno que se deseja investigar, pois as características associadas a 

determinadas wavelets-mãe podem permitir a análise mais apropriada do mesmo [Kim & 

Aggarwal, 2001]. 

Ressalta-se que na implementação da CWT, a escolha dos fatores de escalonamento (a) é 

geralmente realizada de modo que determinadas características de um sinal possam ser obtidas nas 

faixas de freqüências desejadas. Portanto, tem-se um grau de liberdade muito grande quando do 
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emprego da CWT. Isto não ocorre no caso da implementação da DWT, onde geralmente fica-se 

restrito às características diádicas das bandas de passagens dos filtros digitais, especialmente 

quando são utilizados bancos de filtros ortogonais. 

 

2.7. CONCLUSÕES 

Neste capítulo foi apresentada uma introdução à teoria de wavelets e à análise 

multirresolução de sinais. Uma representação wavelet baseada em multirresolução (WMRA) foi 

apresentada e com ela os fundamentos para o desenvolvimento de algoritmos eficientes baseados 

no processo de codificação por sub-bandas, um dos algoritmos mais utilizados para a representação 

e reconstrução de sinais através da teoria de wavelets. 

Algumas wavelets-mãe e funções escala foram apresentadas. No caso contínuo, destaca-se 

a existência de apenas uma função wavelet-mãe contínua com magnitude plana em alguma parte de 

sua resposta em freqüência: a wavelet-mãe de Meyer. No caso discreto, destacam-se os bancos de 

filtros ortogonais de Daubechies, que são os bancos de filtros mais utilizados na análise de sinais, 

mesmo naquelas aplicações onde a característica de ortogonalidade não é estritamente necessária. 

O desenvolvimento de novas famílias de wavelets tem sido objeto contínuo de pesquisa 

[Herley & Vetterli, 1991; Soltis, 1994; Kilgore & Prestin, 1996; Marar et al., 1996; Fischer & 

Prestin, 1997; Huang & Hsieh, 2000; Cintra et al., 2003; Lira et al., 2003; Liu et al., 2003; Lira et 

al., 2004]. Além de definir uma nova família de wavelets, algumas destas pesquisas têm como 

objetivo estabelecer um relacionamento entre uma dada wavelet-mãe e uma aplicação. 

Outras pesquisas [Kim & Aggarwal, 2001; Fernández & Rojas, 2002] comprovam, por 

exemplo, que a teoria de wavelets, associada ou não a MRA, pode ser considerada como o método 

mais indicado para a análise de sinais transitórios em sistemas de potência. Nas diversas aplicações, 

ressalta-se o uso de wavelets-mãe contínuas complexas, no caso contínuo, e de bancos de filtros 

ortogonais, no caso discreto. 

Nos próximos quatro capítulos são propostas novas famílias de “funções base”, ou 

sistemas-wavelet, para a análise de sinais através da implementação da MRA, CWT, DWT ou 

WMRA: as wavelets de Gabor-Schrödinger, as funções escala e wavelet “de Oliveira”, as wavelets 

de Fourier e de Hartley e os bancos de filtros digitais de Gegenbauer. Nos dois capítulos 

subseqüentes são apresentados exemplos de aplicação de algumas destas funções base na análise de 

sinais do sistema elétrico. 
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CAPÍTULO 3 

AUTOFUNÇÕES DA TRANSFORMADA DE 
FOURIER E AS WAVELETS DE GABOR-

SCHRÖDINGER 

Neste capítulo são apresentadas novas autofunções da transformada de Fourier, funções 

que apresentam mesmo formato nos domínios do tempo e da freqüência, e as wavelets de Gabor-

Schrödinger, derivadas da equação de Schrödinger para o oscilador harmônico. 

3.1. INTRODUÇÃO 

A transformada de Fourier pode ser interpretada como um operador linear, {}.F , quando se 

objetiva encontrar as autofunções fazendo uso da “linguagem” dos operadores vetoriais [Herstein, 

1964; Sokolnikoff & Redheffer, 1966; Pei & Ding, 2002]. 

Em um domínio vetorial, onde considera-se V um espaço munido de uma transformada 

linear T, VVT →: , cujos vetores v, Vv ∈ , satisfazem à expressão: 

{ } vvT ⋅= λ ,       (3.1) 

diz-se que λ é um escalar, denominado autovalor, e v é um autovetor da transformada linear 

( )vTvT →: . 

Fazendo uma analogia entre os domínios vetorial e frequencial, pode-se definir que as 

funções ( ) ( )RLtf 2∈  que satisfazem (3.1), ou seja: 
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( ){ } ( )ωλ ftfF ⋅= ,      (3.2) 

são denominadas autofunções da transformada de Fourier, cujos λ correspondentes são chamados 

de autovalores da transformada de Fourier. 

Esta é uma interessante classe de funções que preserva sua forma sobre a transformada de 

Fourier, ou seja, o sinal e sua resposta em freqüência (representações no tempo e na freqüência) 

têm a mesma forma. Na representação conjunta tempo-freqüência [Cohen, 1995; Qian & Chen, 

1999] isto pode representar um bom compromisso de resolução entre os dois domínios. 

Para a grande maioria das funções com transformada de Fourier definida, ocorre que 

quanto mais concentrada é esta função no domínio do tempo, mais espalhada é sua representação 

no domínio da freqüência, e vice-versa. Portanto, uma função, que tem o mesmo formato em 

ambos os domínios, atinge um “limiar de igualdade” entre a concentração, em um domínio, e o 

espalhamento, em outro. 

Há alguns exemplos clássicos de funções que preservam sua forma sobre a transformada de 

Fourier. O mais conhecido deles é a função Gaussiana [Bracewell, 1978]. 

Neste capítulo são propostas novas classes de autofunções da transformada de Fourier, 

através da investigação de duas das propriedades da transformada de Fourier: dualidade e 

diferenciação. O princípio da incerteza de Gabor é revisitado para investigar o plano tempo-

freqüência definido para tais classes de funções, introduzindo o conceito de análise em 

isorresolução. 

Uma das novas classes de autofunções da transformada de Fourier são as soluções da 

equação de Schrödinger para o oscilador harmônico. No contexto da teoria de wavelets, definem-se 

as wavelets-mãe de Gabor-Schrödinger, uma classe de wavelets invariantes à transformada de 

Fourier.  

 

3.2. AUTOFUNÇÕES DA TRANSFORMADA DE FOURIER 

A função Gaussiana é um caso clássico de função que preserva sua forma sobre a 

transformada de Fourier. 

Considerando que a transformada de Fourier de uma função f(t) é dada por [Poularikas, 

1996]: 

( ) ( )∫
+∞

∞−

⋅⋅− ⋅⋅= dtetfF tj ωω ,    (3.3) 
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e sua inversa por: 

( ) ( )∫
+∞

∞−

⋅⋅ ⋅⋅⋅
⋅

= dteFtf tj ωω
π2

1 ,    (3.4) 

o par transformada de Fourier f(t) ↔ F(ω) para a função Gaussiana é expresso por: 

22 22
π2 ω−− ⋅⋅↔ ee t .     (3.5) 

Fazendo uma associação entre as expressões (3.5) e (3.2), pode-se afirmar que a função 

Gaussiana é uma autofunção da transformada de Fourier, cujo autovalor é dado por π2 ⋅=λ . 

Este e outros exemplos de autofunções da transformada de Fourier, e respectivos 

autovalores, são apresentados na tabela 3.1 e, graficamente, na tabela 3.2. 

 

Tabela 3.1: Algumas autofunções, e respectivos autovalores, da transformada de Fourier. 

Função Autovalor 

( ) 2
1

2tetf −=  π21 ⋅=λ  

( )
t

tf
⋅⋅

=
π2
4

2  π22 ⋅=λ  

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅= ttf

2
πsech3  π23 ⋅=λ  

( ) 2
4

2tettf −⋅=  π24 ⋅⋅−= jλ  

 

Tendo como objetivo investigar a existência de outras funções pertencentes a esta classe de 

funções, “funções invariantes à transformada de Fourier”, é investigada a aplicabilidade de duas 

das propriedades da transformada de Fourier (dualidade e diferenciação) para a geração de novas 

funções pertencentes a tal classe. 
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Tabela 3.2: Algumas funções invariantes à transformada de Fourier. 

Função Gráfico 
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( ) 2
4
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3.2.1. AUTOFUNÇÕES DA TRANSFORMADA DE FOURIER E A PROPRIEDADE 

DA DUALIDADE DA TRANSFORMADA DE FOURIER 

A propriedade da dualidade da transformada de Fourier [Poularikas, 1996] estabelece que 

se f(t) ↔ F(ω) é um par transformada de Fourier, então o par correspondente à inversão dos planos 

tempo e freqüência pode ser definido por ( ) ( )ω−⋅⋅↔ ftF π2 . 
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Denotando por ( ){}.nF  o operador correspondente a iteragir n vezes o operador {}.F  e 

fazendo uso de tal propriedade, obtém-se para uma função f(t) que: 

( ) ( ){ } ( )ωFtfF =1 ,       (3.6) 

( ) ( ){ } ( )ω−⋅⋅= ftfF π22 ,      (3.7) 

( ) ( ){ } ( )ω−⋅⋅= FtfF π23 ,       (3.8) 

( ) ( ){ } ( ) ( )ωftfF ⋅⋅= 24 π2 .      (3.9) 

Se f(t) é uma autofunção da transformada de Fourier, estas iterações resultam em: 

( ) ( ){ } ( )ωλ ftfF ⋅=1 ,     (3.10) 

( ) ( ){ } ( )ωλ ftfF ⋅= 22 ,     (3.11) 

( ) ( ){ } ( )ωλ ftfF ⋅= 33 ,      (3.12) 

( ) ( ){ } ( )ωλ ftfF ⋅= 44 .     (3.13) 

Observa-se das expressões (3.9) e (3.6) que a transformada de Fourier tem período 4, ou 

seja, que a quarta iteração do operador transformada de Fourier de uma função f(t) corresponde a 

ela mesma, a menos de um fator escalar γ: 

( ) ( ){ } ( )ωγ ftfF ⋅=4 ,     (3.14) 

conseqüentemente, uma comparação entre as expressões (3.9) e (3.13) permite determinar que os 

possíveis autovalores da transformada de Fourier são dados por: 

( )n
n j−⋅⋅= π2λ , 4 ,3 ,2 ,1=n .   (3.15) 

Portanto, os autovalores da transformada de Fourier, λn, são as quatro raízes da unidade 

(± 1, ± j) multiplicadas por π2 ⋅ . 

A definição de novas autofunções de Fourier é realizada através das partes par e ímpar de 

um sinal, portanto considere E{.} e O{.} os funcionais que extraem, respectivamente, as partes par 

e ímpar deste sinal. 

 

Proposição 3.1. O sinal ( ) ( ){ } ( ){ }tFEtfEth ±⋅⋅= π2  é uma autofunção da transformada de 

Fourier, cujo autovalor é dado por π2 ⋅±=λ . 
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Demonstração: Se ( ) ( ){ } ( ){ }tFEtfEth ±⋅⋅= π2 , tem-se então que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+±⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+⋅⋅=

22
π2 tFtFtftfth ,    (3.16) 

e sua transformada de Fourier é dada por: 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅+−⋅⋅±⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+⋅⋅=

2
π2π2

2
π2 ωωωω ffFFthF . (3.17) 

Logo, obtém-se que ( ){ } ( )ωhthF ⋅⋅±= π2 . 

 

 

Corolário 3.1. Toda função par f(t) ↔ F(ω) induz uma autofunção da transformada de Fourier, 

dada por ( ) ( ) ( )tFtfth ±⋅⋅= π2 , tal que ( ){ } ( )ωhthF ⋅⋅±= π2 . 

 

Proposição 3.2. O sinal ( ) ( ){ } ( ){ }tFOjtfOth ⋅±⋅⋅= π2  é uma autofunção da transformada de 

Fourier, cujo autovalor é dado por π2 ⋅⋅= jmλ . 

Demonstração: Se ( ) ( ){ } ( ){ }tFOjtfOth ⋅±⋅⋅= π2 , tem-se então que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−⋅±⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−⋅⋅=

22
π2 tFtFjtftfth ,   (3.18) 

e sua transformada de Fourier é dada por: 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅−−⋅⋅⋅±⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−⋅⋅=

2
π2π2

2
π2 ωωωω ffjFFthF . (3.19) 

Logo, obtém-se que ( ){ } ( )ωhjthF ⋅⋅⋅= π2m . 

 

Corolário 3.2. Toda função ímpar f(t) ↔ F(ω) induz uma autofunção da transformada de Fourier, 

dada por ( ) ( ) ( )tFjtfth ⋅±⋅⋅= π2 , tal que ( ){ } ( )ωhjthF ⋅⋅⋅= π2m . 

 

Alguns exemplos de funções não triviais e invariantes à transformada de Fourier, e seus 

respectivos autovalores, estão apresentados na tabela 3.3 e, graficamente, na tabela 3.4. As funções 
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retangular, ( )trect , triangular unitária, ( )tΔ , amostral, ou interpoladora, ( )tSinc , e sinal, ( )tsgn , 

são definidas por: 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
=
>

=
211
2121
210

t
t
t

trect  ,     (3.20) 

( )
⎩
⎨
⎧

<⋅−
>

=Δ
2121
210

tt
t

t ,     (3.21) 

( ) ( )
t

ttSinc
⋅

⋅=
π
πsen ,      (3.22) 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=
>+

=
0  ,1
0  ,0  
0  ,1

sgn
t
t
t

t ,      (3.23) 

e as versões escalonadas, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
τ
trect , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ
τ
t  e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

2
τtSinc , por exemplo, são obtidas a partir do 

escalonamento do eixo das abscissas. 

 

Tabela 3.3: Algumas autofunções, e respectivos autovalores, não triviais da transformada de 

Fourier. 

Função Autovalor 

( ) 21 1
2π2
t

eth t

+
+⋅⋅= −  π21 ⋅=λ                    (função real e par) 

( ) 22
2π2
t

tth −⋅⋅=  π22 ⋅=λ                   (função real e par) 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=

2
π23

ττ
τ

tSinctrectth  π23 ⋅=λ                   (função real e par) 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ⋅⋅=

42
π2 2

4
ττ

τ
tSinctth  π24 ⋅=λ                   (função real e par) 

( ) ( )t
t

th sgnπ1π25 ⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=  π25 ⋅⋅= jλ               (função real e ímpar) 
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Tabela 3.4: Algumas funções não triviais invariantes à transformada de Fourier. 
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( ) 21 1
2π2
t

eth t

+
+⋅⋅= −  

-6 -4 -2 0 2 4 6

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

Tempo (s)

A
m

pl
itu

de

 

( ) 22
2π2
t

tth −⋅⋅=  

-6 -4 -2 0 2 4 6

-15

-10

-5

0

5

10

15

Tempo (s)

A
m

pl
itu

de

 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=

2
π23

ττ
τ

tSinctrectth  

1=τ  

-6 -4 -2 0 2 4 6
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Tempo (s)

A
m

pl
itu

de

 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ⋅⋅=

42
π2 2

4
ττ

τ
tSinctth  

2=τ  

-6 -4 -2 0 2 4 6
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

Tempo (s)

A
m

pl
itu

de

 

( ) ( )t
t

th sgnπ1π25 ⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=  

-6 -4 -2 0 2 4 6

-6

-4

-2

0

2

4

6

Tempo (s)

A
m

pl
itu

de

 



 

L. R. SOARES, 2006 47

3.2.2. AUTOFUNÇÕES DA TRANSFORMADA DE FOURIER E A PROPRIEDADE 

DA DIFERENCIAÇÃO DA TRANSFORMADA DE FOURIER 

Fazendo uso da propriedade da dualidade da transformada de Fourier, foram obtidos os 

possíveis autovalores associados às funções invariantes à transformada de Fourier, ou seja, às 

autofunções da transformada de Fourier. Além disto, foi possível definir funções invariantes à 

transformada de Fourier a partir de pares transformada de Fourier conhecidos. 

Através da propriedade da diferenciação no tempo e na freqüência, mostra-se que uma 

importante classe de sinais invariantes à transformada de Fourier pode ser obtida. 

A propriedade da diferenciação da transformada de Fourier [Poularikas, 1996] estabelece 

que se ( ) ( )ωFtf ↔  é um par transformada de Fourier, então a diferenciação da função no 

domínio do tempo resulta no par transformada de Fourier ( ) ( ){ }tfFj
dt

tdf ⋅⋅↔ ω  e a diferenciação 

da função no domínio da freqüência resulta em ( ) ( ){ }
ωd

tfdFtftj ↔⋅⋅− . 

Aplicando duas vezes as propriedades de diferenciação no tempo e na freqüência da 

transformada de Fourier para uma função f(t) obtém-se: 

( ) ( ) ( ){ }tfFj
dt

tfd ⋅⋅↔ 2
2

2

ω ,    (3.24) 

( ) ( ) ( ){ }
2

2
2

ωd
tfFdtftj ↔⋅⋅− .              (3.25) 

Adicionando ambos os membros, tem-se que: 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }tfF
d

tfFdtft
dt

tfd ⋅−↔⋅− 2
2

2
2

2

2

ω
ω

.   (3.26) 

Se f(t) é uma autofunção da transformada de Fourier, ( ) ( )ωλ ftf ⋅↔ , a expressão (3.26) 

reduz-se a: 

( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅−⋅↔⋅− ωω

ω
ωλ f

d
fdtft

dt
tfd 2

2

2
2

2

2

.   (3.27) 

Assim como ocorre com f(t), observa-se que ( ) ( )tft
dt

tfd ⋅− 2
2

2

 também tem sua forma 

preservada sobre a transformada de Fourier. 
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Portanto, funções f(t) que sejam soluções da equação diferencial: 

( ) ( ) ( )tftft
dt

tfd ⋅=⋅− κ2
2

2

,    (3.28) 

para algum escalar κ ∈ C, têm o mesmo formato nos domínios do tempo e da freqüência, além de 

mesmos autovalores, sendo portanto, autofunções da transformada de Fourier. 

Considerando soluções da forma: 

( ) ( ) 22tetptf −⋅= ,     (3.29) 

obtém-se: 

( )[ ] ( ) ( ) 2222 222 ttt etpetptetp −−− ⋅⋅=⋅⋅−⋅ κ .   (3.30) 

Após alguma manipulação algébrica, obtém-se que: 

( ) ( ) [ ] ( ) 012
2

=⋅+−⋅⋅− tp
dt

tdpt
dt

tpd κ .   (3.31) 

Uma equação diferencial semelhante à equação anterior é dada por [Abramowitz & Stegun, 

1968]: 

( ) ( ) ( ) 022
2

=⋅⋅+⋅⋅− tpn
dt

tdpt
dt

tpd , n inteiro.   (3.32) 

Para o caso em que )12( +−= nκ , n inteiro, as soluções da equação (3.31), p(t), são 

exatamente os polinômios de Hermite [Abramowitz & Stegun, 1968], ( ) ( )tHtp n= . 

Conclui-se então que o conjunto de funções ( ) ( ){ }+∞

=
−⋅= 0

22
: n

t
nn etHtf  são sinais de forma 

invariante à transformada de Fourier, associados aos autovalores ( ) π2 ⋅⋅−= n
n jλ . 

Conseqüentemente, pode-se estabelecer o seguinte par transformada de Fourier: 

( ) ( ) ( ) 22 22
π2 ωω −− ⋅⋅⋅⋅−↔⋅ eHjetH n

nt
n .   (3.33) 

A equação diferencial de 2º grau associada a ( ) ( ) 22t
nn etHtf −⋅=  é dada por [Abramowitz 

& Stegun, 1968]: 

( ) ( ) ( ) 012 2
2

2

=⋅−+⋅+ tftn
dt

tfd ,    (3.34) 

que é exatamente a equação de Schrödinger para o oscilador harmônico [Beiser, 1994]. Portanto, as 

funções definidas por (3.28) podem receber o nome de funções de Schrödinger. 
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Alguns exemplos das funções de Schrödinger, com seus respectivos autovalores, são 

apresentados na tabela 3.5. A tabela 3.6 apresenta a representação gráfica destas funções. 

 

Tabela 3.5: Algumas autofunções, e respectivos autovalores, não triviais da transformada de 

Fourier derivadas da equação de Schrödinger para o oscilador harmônico. 

Função Autovalor 

( ) 2
0

2tetf −=  π20 ⋅=λ                   (função real e par) 

( ) 2
1

2
2 tettf −⋅⋅=  π21 ⋅⋅−= jλ             (função real e ímpar) 

( ) ( ) 22
2

2
42 tettf −⋅⋅+−=  π22 ⋅−=λ                (função real e par) 

( ) ( ) 23
3

2
812 tetttf −⋅⋅+⋅−=  π23 ⋅⋅= jλ               (função real e ímpar) 

( ) ( ) 242
4

2
164812 tetttf −⋅⋅+⋅−=  π24 ⋅=λ                  (função real e par) 

( ) ( ) 253
5

2
32160120 tettttf −⋅⋅+⋅−⋅=  π25 ⋅⋅−= jλ            (função real e ímpar) 

 

3.2.3. EXPANSÃO DE FUNÇÕES EM AUTOFUNÇÕES DA TRANSFORMADA DE 

FOURIER 

Se f1(t) e f2(t) são autofunções da transformada de Fourier, então a função formada pela 

soma ou subtração destas duas funções, f3(t) = f1(t) ± f2(t), tem como transformada de Fourier: 

( ){ } ( ) ( )ωλωλ 22113 fftfF ⋅±⋅= .   (3.35) 

Se estas funções têm mesmos autovalores, λλλ == 21 , obtém-se: 

( ){ } ( ) ( )[ ]ωωλ 213 fftfF ±⋅= .    (3.36) 

Conseqüentemente, f3(t) também é uma autofunção da transformada de Fourier, com 

autovalor λ. 

Portanto, através da soma ou subtração de autofunções da transformada de Fourier, com 

mesmos autovalores, é possível obter novas autofunções. Alguns exemplos são apresentados na 

tabela 3.7. Nesta tabela, considere que ( )tf0 , ( )tf1 , ( )tf4  e ( )tf5  são as funções de Schrödinger 

apresentadas na tabela 3.5. 

Outra questão que pode ser avaliada é a expansão de uma função f(t) em uma base de 

wavelets, cuja wavelet-mãe seja uma autofunção da transformada de Fourier. 



 

L. R. SOARES, 2006 50

Tabela 3.6: Algumas funções não triviais invariantes à transformada de Fourier derivadas da 

equação de Schrödinger para o oscilador harmônico. 

Função Gráfico 
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Tabela 3.7: Algumas funções não triviais invariantes à transformada de Fourier obtidas a partir da 

soma ou da diferença de autofunções com mesmos autovalores. 

Função Gráfico 
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3.3. O PRINCÍPIO DA INCERTEZA DE GABOR 

Se f(t) é um sinal de energia finita E, ( ) ∞<⋅= ∫
+∞

∞−
dttfE 2

, com transformada de Fourier 

F(ω), seus momentos nos domínios do tempo e da freqüência são definidos, respectivamente, por 

[Gabor, 1946]: 

( )∫
∞+

∞−
⋅⋅⋅= dttft

E
t nn 2
___ 1 ,    (3.37) 

( )∫
∞+

∞−
⋅⋅⋅

⋅⋅
= ωωωω dF

E
nn 2

___

π2
1 .   (3.38) 

O termo ( ) Etf 2  denota a densidade de energia do sinal no domínio do tempo. É comum 

se usar a densidade espectral de energia ( ) 2ωF , cuja integral sobre a faixa de freqüências fornece 

a energia do sinal dentro da faixa. Considere, a partir de agora, que E = 1 (sinais de energia 

normalizada). 

A “duração efetiva” de um sinal f(t) e a “largura de banda efetiva” de sua transformada de 

Fourier F(ω) são definidas por [Gabor, 1946]: 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⋅⋅=Δ

2
π2 ttt ,     (3.39) 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⋅⋅=Δ

2
π2 fff ,    (3.40) 

onde Δt e Δf correspondem, respectivamente, a uma duração RMS e a um desvio padrão de largura 

de banda, ou seja, Δt e Δf são medidas de dispersão. Entretanto, há outra forma de apresentar estes 

conceitos. Como ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⋅⋅⋅⋅=−

22 π2π2)( ffωω , implica que 22 π2)( fΔ⋅⋅=− ωω . Definindo 

π2 ⋅Δ=Δ tt  e π2 ⋅⋅Δ=Δ fω , finalmente obtém-se que 22)( ωωω Δ=− . Consequentemente, 

( )2
ttt −=Δ ,      (3.41) 

( )2ωωω −=Δ .     (3.42) 

Fazendo uso de argumentos da mecânica quântica [Beiser, 1994], Gabor [Gabor, 1946; 

Gabor, 1953] apresentou a relação da incerteza: 21≥Δ⋅Δ ft , hoje chamada de princípio de Gabor-

Heisenberg para sinais, baseando-se na informação de que a duração efetiva, tΔ , e a largura de 
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banda efetiva, fΔ , não podem ser arbitrárias. Deste modo, o princípio da incerteza de Gabor-

Heisenberg estima um limite inferior sobre o produto ft Δ⋅Δ , ou ωΔ⋅Δ t , dado por: 

21≥Δ⋅Δ ft ,      (3.43) 

2
1≥Δ⋅Δ ωt .      (3.44) 

 

3.3.1. O PLANO TEMPO-FREQÜÊNCIA PARA AS AUTOFUNÇÕES DA 

TRANSFORMADA DE FOURIER 

De acordo com o princípio da incerteza de Gabor-Heisenberg, se a resolução em um 

domínio aumenta, a resolução no outro domínio deve diminuir de modo a garantir o limite inferior 

dado pela equação (3.43), ou (3.44). 

Quando se faz a análise de sinais no plano conjunto tempo-freqüência, freqüentemente, não 

se pode assegurar que é possível obter uma melhor resolução em um domínio do que em outro. 

Como uma propriedade interessante das autofunções da transformada de Fourier, qualquer 

autofunção de Fourier encontra isorresolução, ou seja, apresenta mesma resolução nos domínios do 

tempo e da freqüência (Proposições 3.3 e 3.4). Esta é uma propriedade interessante sobre o plano 

conjunto tempo-freqüência.  

Quanto às autofunções derivadas da equação de Gabor-Schrödinger, apenas a primeira 

delas (n = 0), que é justamente a função Gaussiana, atinge o limite inferior da incerteza de Gabor-

Heisenberg. As outras autofunções atingem valores quantizados (Proposição 3.5). 

 

Proposição 3.3. Qualquer sinal real f(t) ↔ F(ω), tal que f(t), f'(t), F(ω), F'(ω) ∈ L2(R), tem 

incertezas finitas nos domínios do tempo e da freqüência: 2
tΔ , +∞<Δ2

ω . 

Demonstração: A incerteza desta função f(t) no domínio do tempo é dada por: 

( )

( )∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

⋅

⋅⋅
=Δ

dttf

dttft
t 2

22
2 ,     (3.45) 

que pode ser reescrita como: 
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( )[ ] ( )[ ]
( )∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
=Δ

dttf

dttftjtftj
t 2

*

2 .   (3.46) 

Aplicando os teoremas da diferenciação no tempo e de Parseval obtém-se: 

( )[ ] ( )[ ]
( )∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

⋅

⋅′−⋅′−
=Δ

ωω

ωωω

dF

dFF
t 2

*

2 ,    (3.47) 

( )

( )
+∞<

⋅

⋅′
=Δ
∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

ωω

ωω

dF

dF
t 2

2

2 .    (3.48) 

Analogamente, mostra-se que: 

( )

( )
+∞<

⋅

⋅′
=Δ
∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

dttf

dttf
2

2

2
ω

.     (3.49) 

 

 

Proposição 3.4. As autofunções da transformada de Fourier têm idênticas incertezas nos domínios 

do tempo e da freqüência, e portanto, fazem uma isorresolução: ωΔ=Δ t . 

Demonstração: Se f(t) é uma autofunção da transformada de Fourier então ( ) ( )ωλω fF ⋅=  e sua 

incerteza no domínio da freqüência é dada por: 

( )

( )∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

⋅

⋅⋅
=Δ

ωω

ωωω
ω

dF

dF
2

22
2 ,    (3.50) 

( )

( )∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

⋅⋅

⋅⋅⋅
=Δ

ωωλ

ωωλω
ω

df

df
2

22
2 ,    (3.51) 

( )

( )∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

⋅

⋅⋅
=Δ

ωω

ωωω
ω

df

df
2

22
2 .     (3.52) 

Conseqüentemente, obtém-se que: 

tΔ=Δω .      (3.53) 
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Proposição 3.5. [Gabor, 1946]. A incerteza tempo-freqüência das autofunções de Fourier ( ){ }tf n , 

( ) ( ) 22t
nn etHtf −⋅= , é dada por valores quantizados do limite inferior de Gabor-Heisenberg, isto é, 

( )12
2
1 +⋅⋅=Δ⋅Δ nft ,     (3.54) 

( )12
2
1 +⋅⋅=Δ⋅Δ nt ω ,     (3.55) 

e o limite inferior de Gabor é atingido apenas pela função Gaussiana, ou seja, para n = 0. 

 

3.4. WAVELETS INVARIANTES À TRANSFORMADA DE FOURIER 

As wavelets contínuas são, geralmente, funções pares ou ímpares [Misiti et al., 2002]. 

Portanto, é de fato simples, definir novas funções invariantes à transformada de Fourier, a partir 

dos Corolários 3.1 e 3.2. Como conseqüência, estas funções modificadas podem atingir 

isorresolução. Uma questão a ser avaliada é se esta função invariante à transformada de Fourier 

obtida a partir de uma wavelet também pode ser considerada uma wavelet. 

Além disto, investigam-se as autofunções da transformada de Fourier derivadas da equação 

de Gabor-Schrödinger para o oscilador harmônico, ( ){ }tf n . Estas funções parecem ser uma boa 

escolha para a definição de uma nova família de wavelets. 

Para estes casos, as funções wavelet poderiam ser denominadas wavelets invariantes à 

transformada de Fourier, apresentando mesmo formato em ambos os domínios: tempo e freqüência, 

que definiriam a expansão de uma função f(t) em uma base de wavelets, cuja wavelet-mãe é uma 

autofunção da transformada de Fourier. 

 

3.4.1. AUTOFUNÇÕES DA TRANSFORMADA DE FOURIER DERIVADAS DE 

WAVELETS CONTÍNUAS 

A tabela 3.8 apresenta as resoluções nos domínios do tempo e da freqüência para algumas 

wavelets-mãe contínuas [Misiti et al., 2002], baseando-se na Proposição 3.3. 

Ressalta-se que wavelets-mãe discretas, designadas por filtros de suporte compacto, não 

podem atingir isorresolução, uma vez que nenhum sinal pode ser simultaneamente limitado nos 

domínios do tempo e da freqüência [Wozencraft & Jacobs, 1967]. 
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Tabela 3.8: Resolução no tempo e na freqüência para algumas wavelets-mãe contínuas. 

Wavelet-mãe Resolução no Tempo (Δt) Resolução na Freqüência (Δω) 
Gaussian-1 1.500000 1.500000 
Mexican Hat 1.166667 2.500000 
Morlet 0.500002 25.499997 
Fbsp 2-1-0.5 ∞ 14.475133 
Shannon 1-0.5 ∞ 13.159733 
Haar 0.333333 ∞ 
 

A tabela 3.9 apresenta os pares transformada de Fourier [Misiti et al., 2002] para as 

wavelets-mãe contínuas com resoluções finitas nos domínios do tempo e da freqüência: Gaussian-

1, Mexican Hat e Morlet. Tais funções podem ser visualizadas na figura 3.1. 

 

Tabela 3.9: Par transformada de Fourier para as wavelets-mãe contínuas com resoluções finitas nos 

domínios do tempo e da freqüência. 

Wavelet-mãe Par transformada de Fourier 

Gaussian-1              22 22
π2 ωω −− ⋅⋅⋅⋅−↔⋅ ejet t  

Mexican Hat ( ) 2222 22
π21 ωω −− ⋅⋅⋅↔⋅− eet t  

Morlet                  ( ) ( ) 22522 22
5coshπ25cos −−− ⋅⋅⋅⋅↔⋅⋅ ωω ete t  

 

Da tabela 3.9 observa-se que a wavelet-mãe Gaussian-1 é naturalmente uma wavelet 

invariante à transformada de Fourier, cujo autovalor é dado por π2 ⋅⋅−= jλ . Como uma 

conseqüência da Proposição 3.4, tal wavelet-mãe faz uma isorresolução, conforme verificado na 

tabela 3.8. 

A tabela 3.10 apresenta as funções invariantes à transformada de Fourier obtidas a partir de 

duas wavelets contínuas que apresentam resoluções finitas em ambos os domínios (tempo e 

freqüência). Por se tratarem de funções pares, faz-se uso do Corolário 3.1. 

Como as funções resultantes têm valor médio não nulo, conclui-se que as funções 

derivadas de wavelets com resoluções finitas em ambos os domínios definem funções invariantes à 

transformada de Fourier, mas não definem novas funções wavelet. 
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Figura 3.1: Wavelets-mãe contínuas com resoluções finitas nos domínios do tempo e da freqüência: 

(a) Gaussian-1; (b) Mexican Hat; (c) Morlet. 

 



 

L. R. SOARES, 2006 58

Tabela 3.10: Funções invariantes à transformada de Fourier obtidas a partir de wavelets-mãe 

contínuas com resoluções finitas nos domínios do tempo e da freqüência. 

Função Gráfico 

( ) ( ) 22
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2
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3.4.2. AS WAVELETS DE GABOR-SCHRÖDINGER 

Da análise das funções invariantes à transformada de Fourier derivadas da equação de 

Gabor-Schrödinger (3.34), conclui-se que a família de funções ( ) ( ) 22t
nn etHtf −⋅= , para n positivo 

e ímpar, associada aos autovalores ( ) π2 ⋅⋅−= n
n jλ , satisfaz às propriedades de uma wavelet-

mãe. 

A figura 3.2 apresenta algumas funções wavelet invariantes à transformada de Fourier, 

sendo estas denominadas wavelets de Gabor-Schrödinger. 

Convencionalmente, wavelets são conhecidas como filtros passa-faixa, no domínio da 

freqüência. Entretanto, pode-se dizer que as wavelets de Gabor-Schrödinger para n > 1 podem ser 

consideradas como filtros passa-faixas, uma vez que há n + 1 faixas de freqüências. 

Devido ao formato não convencional da magnitude da resposta em freqüência das wavelets 

de Gabor-Schrödinger para n > 1, apenas a wavelet Hermite-Gaussiana (Gabor-Schrödinger) de 

primeira ordem deve ser considerada em uma análise via wavelets. Entretanto, esta wavelet já é 

conhecida como a wavelet primeira derivada da função Gaussiana, Gaussian-1 [Misiti et al., 2002]. 
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(a)      (b) 

Figura 3.2: Wavelets-mãe de Gabor-Schrödinger para n = 1, 3, 5: (a) domínio do tempo; 

(b) domínio da freqüência. 

 

3.4.3. A ANÁLISE ISORRESOLUÇÃO PARA WAVELETS 

De acordo com a Proposição 3.4, as wavelets-mãe invariantes à transformada de Fourier 

fazem uma isorresolução. Porém, devido ao escalonamento da wavelet-mãe imposto pela 

transformada de wavelets, apenas um caso (a = 1) realiza, de fato, uma análise em isorresolução.  



 

L. R. SOARES, 2006 60

O escalonamento por a > 1 ou a < 1, para a > 0, corresponde a um desbalanço da resolução 

em diferentes caminhos, conforme Corolário 3.3. 

 

Corolário 3.3. Se ψ(t) tem duração efetiva Δt e largura de banda efetiva Δω, então as versões 

escalonadas ψ(a·t), a ≠ 0, têm resoluções no tempo e na freqüência definidas, respectivamente, por 

atΔ  e ωΔ⋅a . 

 

O emprego de wavelets-mãe invariantes à transformada de Fourier apresenta como 

vantagens o conhecimento prévio do formato de sua resposta em freqüência e das larguras de banda 

de suas versões escalonadas (a ≠ 1) baseando-se apenas em sua largura temporal e nos fatores de 

escalonamento. Estes fatores (a) podem ser escolhidos de forma apropriada de modo que 

determinadas características de um sinal possam ser obtidas nas faixas de freqüência desejadas. 

 

3.5. CONCLUSÕES 

Funções com mesmo formato nos domínios do tempo e da freqüência foram investigadas, 

baseando-se em autofunções do operador “transformada de Fourier”, permitindo definir classes de 

funções que são invariantes à transformada de Fourier. Uma destas classes de funções, definida por 

polinômios de Hermite multiplicados por uma gaussiana, é solução da equação de Schrödinger para 

o oscilador harmônico. 

O princípio da incerteza de Gabor-Heisenberg foi revisitado e o conceito de isorresolução 

na análise conjunta tempo-freqüência foi introduzido, mostrando que qualquer autofunção da 

transformada de Fourier permite uma análise em isorresolução. 

Além disto, mostrou-se que as soluções, para n inteiro positivo e ímpar, da equação de 

Schrödinger para o oscilador harmônico definem uma nova família de wavelets: as wavelets de 

Gabor-Schrödinger, definindo dessa forma uma classe de wavelets-mãe que são invariantes à 

transformada de Fourier. 

Em uma análise via wavelets, a isorresolução é obtida apenas para o caso em que o fator de 

escalonamento é unitário (a = 1). O emprego de outros fatores nas escalas sucessivas de 

multirresolução (a ≠ 1) permite o conhecimento prévio das larguras de banda de sua resposta em 

freqüência, fazendo com que determinadas características do sinal em análise possam ser mais 

facilmente encontradas. 
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CAPÍTULO 4 

UMA NOVA ANÁLISE MULTIRRESOLUÇÃO 
COMPLETA E ORTOGONAL BASEADA NO 

CRITÉRIO DE NYQUIST 

Neste capítulo é apresentada uma nova análise multirresolução completa e ortogonal, 

denominada WMRA “de Oliveira”, baseando-se em uma generalização da função escala da MRA 

de Shannon, a partir do critério de Nyquist para a eliminação da interferência intersimbólica em 

sistemas de comunicação digital. 

4.1. INTRODUÇÃO 

Um dos filtros mais comuns em sistemas digitais de comunicação é o filtro cosseno-

levantado, também conhecido como o filtro de Nyquist. Este filtro apresenta uma característica 

plana em sua banda de passagem e é projetado baseando-se no critério de Nyquist de modo a 

eliminar a interferência intersimbólica (ISI – Inter-symbolic Interference) em sistemas de 

comunicação digital [Shanmugam, 1985]. 

Neste capítulo, mostra-se que a função escala da MRA de Shannon pode ser considerada 

um caso particular da resposta ao impulso do filtro cosseno-levantado. Ademais, apresenta-se uma 

nova MRA completa e ortogonal, denominada MRA “de Oliveira”, baseando-se em uma 

generalização da função escala da MRA de Shannon, obtida a partir do critério de Nyquist para a 

eliminação da ISI. 

Inicialmente, o filtro cosseno-levantado e a MRA de Shannon são brevemente apresentados 

e em seguida o procedimento para criação de uma base de funções escala ortogonais, a partir do 
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processo de ortogonalização de Meyer [Meyer, 1990]. Através das relações de escala dupla entre as 

funções escala e entre as funções escala e wavelet, as quais estão fundamentadas nas teorias da 

análise multirresolução de sinais e wavelets [Gomes & Velho, 1998], são definidas as funções 

wavelet associadas a tais funções escala. 

Uma implementação computacional para as funções (escala e wavelet) “de Oliveira” é 

apresentada, assim como exemplos de aplicação fazendo uso do Wavelet Toolbox do MATLAB 

[Misiti et al., 2002]. 

 

4.2. O FILTRO COSSENO-LEVANTADO (O FILTRO DE NYQUIST) 

O filtro cosseno-levantado, P(ω) com fator de rolamento α, é projetado de modo a eliminar 

a ISI em sistemas digitais de comunicação, baseando-se no critério de Nyquist, e sua função de 

transferência é dada por [Shanmugam, 1985]: 

( ) ( )( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅+≥

⋅+<≤⋅−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−−⋅

⋅
+⋅

⋅

⋅−<≤
⋅

=

.π)α1(,0

π)α1(π)α1(,πα1
α2

1cos1
π4

1

π)α1(0,
π2

1

ω

ωω

ω

ωP  (4.1) 

Desta expressão (4.1), observa-se que o fator de rolamento deve assumir valores no 

seguinte intervalo: 0 < α < 1. Esta é uma hipótese simplificadora, uma vez que é muito comum o 

uso de fatores de rolamento pequenos em sistemas de comunicação digital [Proakis, 2001]. 

A característica em freqüência do cosseno-levantado é apresentada na figura 4.1 e consiste 

em uma porção espectral central perfeitamente plana e em duas porções laterais com formato 

senoidal, cuja duração espectral depende do fator de rolamento α. Tal formato espectral é 

freqüentemente utilizado no projeto de sistemas digitais de banda-base [Proakis, 2001] e é derivado 

a partir de um critério para o projeto de um pulso formatador para o qual se obtém ISI nula, o 

critério de Nyquist. 

Como ilustrado na figura 4.1, nota-se que P(ω) é uma função real e não negativa 

[Shanmugam, 1985]. Adicionalmente, pode-se verificar que: 

( )∑
∈ ⋅

=⋅⋅+
Zl

lP
π2

1π2ω .    (4.2) 
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Além destas propriedades, o filtro cosseno-levantado atende à condição de normalização, 

de modo a assegurar que ( )∫
+∞

∞−
=⋅⋅

⋅
1

π2
1 ωω dP . 
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Figura 4.1: Resposta em freqüência do filtro cosseno-levantado. A parte central é perfeitamente 

plana e as duas porções laterais têm formato senoidal dependente do fator α. 

 

4.2.1. A FUNÇÃO ESCALA GENERALIZADA DE SHANNON 

A função escala da MRA de Shannon, φ(Sha)(t), é dada pela função “amostral” [Gomes & 

Velho, 1998]: 

( ) ( ) ( ) ( )
t

ttSinctSha

⋅
⋅==

π
πsenφ .     (4.3) 

Uma generalização da função escala de Shannon pode ser obtida através do emprego das 

propriedades espectrais do filtro cosseno-levantado [Shanmugam, 1985]. Portanto, propõe-se a 

substituição da resposta em freqüência da função escala de Shannon, Φ(ω), por um cosseno-

levantado com fator de rolamento α, P(ω). 

Assume-se então que Φ(ω) = P(ω). No domínio do tempo, desta equivalência obtém-se que 

a função escala generalizada de Shannon corresponde à resposta ao impulso do filtro cosseno-

levantado, sendo expressa por: 

( ) ( )
( )

( )tSinc
t
ttGSha ⋅

⋅⋅−
⋅⋅= 2

)(

α21
παcosφ .    (4.4) 

A figura 4.2 apresenta a função escala correspondente à MRA generalizada de Shannon 

para alguns valores de α. 
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No caso particular em que α = 0, esta função reduz-se à função escala de Shannon, 

definindo, portanto, uma MRA ortogonal. Para α ≠ 0, esta função define uma MRA não ortogonal. 

Como uma conseqüência do critério de Nyquist, a função escala de Shannon apresenta 

pontos de cruzamento pelo zero em K,3 ,2 ,1 ±±±=t  e a função escala generalizada de Shannon 

apresenta pontos adicionais de cruzamento pelo zero em 
α2

12
⋅
+⋅= nt , para K,3 ,2 ,1 ±±±=n . 

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

0

0.5

1

A
m

pl
itu

de

Tempo (s)

α  = 0

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

0

0.5

1

A
m

pl
itu

de

Tempo (s)

α  = 0.5

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

0

0.5

1

A
m

pl
itu

de

Tempo (s)

α  = 0.9

 
Figura 4.2: A função escala generalizada de Shannon para α = 0, 0.5 e 0.9. 

 

4.3. UMA ANÁLISE MULTIRRESOLUÇÃO COMPLETA E 
ORTOGONAL BASEADA EM FILTROS DE NYQUIST (A WMRA “DE 

OLIVEIRA”) 

A construção de uma base ortogonal para uma MRA baseada em filtros de Nyquist pode 

ser obtida através da aplicação da condição central de Meyer [Meyer, 1990], dada por: 

( )
π2

1π2 2

⋅
=⋅⋅+Φ∑

∈Zn

nω ,    (4.5) 
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à resposta em freqüência do filtro cosseno-levantado. 

Comparando as expressões (4.2) e (4.5), pode-se observar que a escolha de ( ) ( )ωω P=Φ , 

a qual é dada por: 

( )

( )

( )( ) ( ) ( )

( )⎪
⎪
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⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅+≥

⋅+<≤⋅−⎥⎦
⎤
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⎡ ⋅−−⋅

⋅
⋅

⋅

⋅−<≤
⋅

=Φ

πα1,0

πα1πα1,πα1
α4

1cos
π2

1

πα10,
π2

1

ω

ωω

ω

ω ,      (4.6) 

permite que a condição central de Meyer (4.5) seja atendida e, conseqüentemente, define uma 

MRA ortogonal. 

A figura 4.3 ilustra a característica espectral da função escala desta MRA ortogonal, a qual 

é denominada MRA “de Oliveira”. Observa-se que o comportamento plano na região central do 

filtro é mantido e que as porções laterais mantêm-se simétricas e com duração espectral dependente 

do fator de rolamento α. 
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Figura 4.3: Resposta em freqüência da função escala da MRA “de Oliveira”. 

 

4.3.1. FUNÇÕES ESCALA DERIVADAS DE FILTROS DE NYQUIST (A FUNÇÃO 

ESCALA “DE OLIVEIRA”) 

A função escala desta nova MRA ortogonal pode ser obtida a partir da transformada 

inversa de Fourier de Φ(ω). Re-escrevendo esta função como uma soma de contribuições para três 
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diferentes seções (uma seção plana central e duas seções com formato cosenoidal), é possível obter 

a função escala “de Oliveira”, ( )tdeO)(φ , a qual é dada por: 

( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]{ }

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅
⋅⋅−⋅

⋅+⋅−⋅−
⋅

= ttt
t

tSinctdeO πα1senα4πα1cos
α41π
α4α1α1.

π2
1

2
)(φ , (4.7) 

e mostrada na figura 4.4, para valores particulares do fator de rolamento α. 
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Figura 4.4: A função escala “de Oliveira” para α = 0.1, 0.2 e 1/3. 

 

Definida uma função escala é possível construir uma MRA a partir da relação de escala 

dupla para a função escala, ou relação de dilatação, apresentada no capítulo 2 (item 2.5.1). Tal 

relação no domínio da freqüência pode ser expressa por [Gomes & Velho, 1998]: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=Φ

222
1 ωωω H ,     (4.8) 

onde 

( ) ( )∑ ⋅⋅−⋅=
k

kjekhH ωω .     (4.9) 
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Para que a expressão (4.8) possa ser satisfeita, através de uma escolha apropriada do filtro 

passa-baixa H(.), faz-se necessário, inicialmente, avaliar os espectros de Φ(ω) e Φ(ω/2), os quais 

estão apresentados na figura 4.5. 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

A
m

pl
itu

de

Freqüência (rad/s)

-(1+α)*π -(1-α)*π (1-α)*π (1+α)*π

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

A
m

pl
itu

de

Freqüência (rad/s)

-(1+α)*2*π -(1-α)*2*π (1-α)*2*π (1+α)*2*π

 
(a)      (b) 

Figura 4.5: Característica espectral da função escala “de Oliveira”: (a) Φ(ω); (b) Φ(ω/2). 

 

A ortogonalidade e as características de uma MRA para uma base ortogonal podem ser 

melhores visualizadas no domínio da freqüência, através da análise dos espectros de Φ(ω) e Φ(ω/2) 

[Burrus et al., 1998]. Da figura 4.5, observa-se que deve-se impor que ( ) ( ) π2α1πα1 ⋅⋅−<⋅+ , para 

que não haja superposição entre as porções cossenoidais destes espectros. Como conseqüência, 

obtém-se que 31α < . 

Considerando, então, que ( )ωω Φ⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
1

2
H  e substituindo esta função de transferência 

na equação de refinamento (4.8), obtém-se: 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ⋅Φ⋅⋅=Φ

2π
1

2
1 ωωω .     (4.10) 

Esta expressão é uma identidade para ( ) πα1 ⋅+>ω . Na região definida por ( ) πα1 ⋅+<ω , 

obtém-se que π2
2

⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ ω , para 31α < . 
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4.3.2. FUNÇÕES WAVELET DERIVADAS DE FILTROS DE NYQUIST (A 

FUNÇÃO WAVELET “DE OLIVEIRA”) 

Definida a função escala de uma MRA é possível construir uma WMRA a partir da relação 

de escala dupla entre as funções escala e wavelet, apresentada no capítulo 2 (item 2.5.1). Tal 

relação no domínio da freqüência pode ser expressa por [Gomes & Velho, 1998]: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=Ψ

222
1 ωωω G ,     (4.11) 

onde 

( ) ( )∑ ⋅⋅−⋅=
k

kjekgG ωω .     (4.12) 

Considerando que as funções escala e wavelet são ortogonais, pode-se supor que o filtro 

passa-alta G(.) tem a seguinte resposta em freqüência: 

( ) ( ) ωωω ⋅−⋅−= jeHG π* .     (4.13) 

Como conseqüência, a função wavelet “de Oliveira”, no domínio da freqüência, pode ser 

obtida pela seguinte relação entre os espectros das funções escala e wavelet [Gomes & Velho, 

1998]: 

( ) ⎟
⎠
⎞
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⎝
⎛Φ⋅⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=Ψ ⋅−

2
π

22
1 *2/ ωωω ω He j .   (4.14) 

Substituindo H(.), definido no item anterior, na expressão (4.14), obtém-se: 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ⋅⋅−Φ⋅

⋅
⋅=Ψ ⋅−

2
π2

π2
12/ ωωω ωje .   (4.15) 

Com o objetivo de obter o espectro da função wavelet-mãe, a figura 4.6 apresenta o 

espectro da função escala transladada de 2·π-rad, ( )π2 ⋅−Φ ω , e escalonada de 1/2, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ

2
ω , 

considerando ainda que 31α < . 

A visualização simultânea de tais espectros, apresentada na figura 4.6-(c), indica que as 

seguintes relações devem ser atendidas: ( ) ( ) π2α1πα1 ⋅⋅−<⋅+  e ( ) ( ) π33α1π2α1 ⋅⋅−<⋅⋅+ . 

Como resultado obtém-se novamente que 31α < . 
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(c) 

Figura 4.6: Resposta em freqüência da função escala: (a) versão transladada, ( )π2 ⋅−Φ ω ; (b) 

versão escalonada, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ

2
ω ; (c) visualização simultânea de (a) e (b). 

 

Definindo a resposta em freqüência de um pulso formatador por: 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ⋅−Φ⋅

⋅
=

2
.π2

π2
1)( ωωωdeOS ,    (4.16) 

obtém-se que a resposta em freqüência da função wavelet definida pela expressão (4.15) pode ser 

re-escrita como: 

( ) ( )ωω ω )(2/)( deOjdeO Se ⋅=Ψ ⋅− .     (4.17) 
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Tal pulso formatador pode ser obtido por inspeção da figura 4.6-(c), sendo expresso por: 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅⋅+≥

⋅⋅+<≤⋅⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ

⋅⋅−<≤⋅+
⋅

⋅+<≤⋅−⋅−Φ

⋅−<

=

π2α1,0

π2α1π2α1,
2

π2α1πα1,
π2

1

πα1πα1,π2

πα1,0

)(

ω

ωω

ω

ωω

ω

ωdeOS .        (4.18) 

Substituindo Φ(.), da expressão (4.10), em (4.18), obtém-se finalmente que: 

( )

( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅⋅+≥

⋅⋅+<≤⋅⋅−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅−−⋅

⋅
⋅

⋅

⋅⋅−<≤⋅+
⋅

⋅+<≤⋅−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+−⋅

⋅
⋅

⋅

⋅−<

=

π2α1,0

π2α1π2α1,π2α1
α8

1cos
π2

1

π2α1πα1,
π2

1

πα1πα1,πα1
α4

1cos
π2

1

πα1,0

)(

ω

ωω

ω

ωω

ω

ωdeOS .  (4.19) 

Definida a resposta em freqüência do pulso formatador, a magnitude da resposta em 

freqüência da wavelet “de Oliveira”, ( ) ( )ωω )()( deOdeO S=Ψ , é apresentada na figura 4.7, onde é 

possível visualizar seu comportamento como um filtro passa-faixa. Além disto, observa-se também 

que os rolamentos à esquerda e à direita da região plana não são mais simétricos, como ocorre com 

sua função escala. 

A representação da wavelet “de Oliveira” no domínio do tempo pode ser obtida a partir da 

transformada inversa de Fourier de (4.17). 

Considerando que ( ) ( ) ( ) ( )ωdeOdeO Sts ↔  corresponde à representação de um par 

transformada de Fourier, a função wavelet “de Oliveira” pode ser obtida a partir de um 

deslocamento temporal no pulso formatador, de modo que obtém-se ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
1)()( tst deOdeOψ . 
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(a)      (b) 

Figura 4.7: Magnitude da resposta em freqüência da wavelet “de Oliveira”: (a) caso geral; (b) 

considerando algumas condições (α = 0.1, 0.2 e 1/3). 

 

Como resultado, obtém-se que a função wavelet “de Oliveira” é uma função complexa: 

( ) ( ){ } ( ){ }tjtt deOdeOdeO )()()( ImRe ψψψ ⋅+= ,    (4.20) 

sendo suas partes real e imaginária expressas, respectivamente, por: 

( ){ } ( ) ( ) ( )
π22

Re )(

⋅⋅
++= tmradtmrbcthrtdeOψ ,   (4.21) 

( ){ } ( ) ( ) ( )
π22

Im )(

⋅⋅
++= tmiadtmibcthitdeOψ ,    (4.22) 

onde 

( ) ( ) ( )
( )td

tdvbtdvathr
⋅

⋅⋅−⋅⋅=
π

πsenπsen ,      (4.23) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )221π

πsen2πcos2

vbvctd

tdvbtdvbvctdvcvbvc
tmrbc

−⋅⋅−⋅

⋅⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅⋅−⋅
= ,  (4.24) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )221π

πsen2πcos2

vavdtd

tdvatdvavdtdvdvavd
tmrad

−⋅⋅−⋅

⋅⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅⋅−⋅
= ,  (4.25) 

( ) ( ) ( )
( )td

tdvbtdvathi
⋅

⋅⋅−⋅⋅=
π

πcosπcos ,      (4.26) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )221π

πcos2πsen2

vbvctd

tdvbtdvbvctdvcvbvc
tmibc

−⋅⋅−⋅

⋅⋅⋅⋅−⋅−⋅⋅⋅−⋅
= ,  (4.27) 



 

L. R. SOARES, 2006 72

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )221π

πcos2πsen2

vavdtd

tdvatdvavdtdvdvavd
tmiad

−⋅⋅−⋅

⋅⋅⋅⋅−⋅−⋅⋅⋅−⋅
= .  (4.28) 

considerando ainda que 21−= ttd , ( )α12 −⋅=va , α1+=vb , α1−=vc , ( )α12 +⋅=vd  e 31α < . 

As partes real e imaginária da wavelet complexa “de Oliveira”, ( )tdeO)(ψ , estão 

apresentadas na figura 4.8, para α = 0.1, 0.2 e 1/3. Pode-se observar que tais funções têm suporte 

infinito e decaimento que depende do fator de rolamento α. 
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Figura 4.8: A wavelet complexa “de Oliveira” para α = 0.1, 0.2 e 1/3: (a) parte real; (b) parte 

imaginária. Estas funções têm suporte infinito e decaimento que depende do fator de rolamento α. 
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4.4. IMPLEMENTAÇÃO DAS FUNÇÕES “DE OLIVEIRA” NO 
MATLAB E ALGUMAS APLICAÇÕES 

Para introduzir tais funções no Wavelet Toolbox do MATLAB foi necessário definir duas 

famílias de wavelets “de Oliveira”: deo, composta pela função escala “de Oliveira” e pela parte real 

da função wavelet “de Oliveira”, e cdeo, composta apenas pela função wavelet complexa “de 

Oliveira”. A implementação das mesmas no referido toolbox está apresentada no Apêndice B. 

Alguns casos exemplos são apresentados usando o MATLAB Wavelet Toolbox [Misiti et 

al., 2002] para ilustrar o comportamento das funções “de Oliveira” (deo e cdeo) e identificar 

potenciais aplicações na análise de sinais do sistema elétrico. 

 

4.4.1. APLICAÇÃO DAS FUNÇÕES ESCALA E WAVELET “DE OLIVEIRA” 

A figura 4.9 apresenta um sinal não-periódico definido pela composição de três funções 

senoidais: (1) um sinal de amplitude unitária de freqüência 60 Hz com 8 ciclos de duração e 128 

amostras por ciclo; (2) um sinal de amplitude 0.4 de freqüência 120 Hz durante o terceiro ciclo; e 

(3) um sinal de amplitude 0.5 de freqüência 300 Hz no intervalo entre o terceiro e o sexto ciclos. 

Apesar de definido para exemplificar o emprego das funções “de Oliveira”, sinais 

ligeiramente semelhantes a este podem ter como causa a ocorrência de chaveamento de bancos de 

capacitores em sistemas de potência [McEeachern, 1989]. 
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Figura 4.9: Sinal não-periódico composto por três funções senoidais de diferentes amplitudes e 

freqüências. 
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Tendo como objetivo localizar no tempo as componentes harmônicas da freqüência 

fundamental (60 Hz), foram analisadas as respostas em freqüência das funções escala e wavelet “de 

Oliveira”, considerando diferentes valores de M (quantidade de pontos que define tais funções no 

intervalo definido pelo seu suporte) e de fatores de rolamento α.  

Através da escolha de α = 0.1 (família deo0.1) e de duas escalas de decomposição, 

considerando M1 = N/2 e M2 = N, onde N é o comprimento do sinal em análise, é possível obter 

cada um destes três sinais em três faixas distintas de freqüência. Ressalta-se que M está relacionado 

ao fator de escalonamento das funções escala e wavelet no domínio do tempo. 

A figura 4.10 apresenta a magnitude das respostas em freqüência das funções escala e 

wavelet “de Oliveira”, considerando os parâmetros descritos anteriormente. Considere os índices 1 

e 2 relativos, respectivamente, a primeira e a segunda escalas de decomposição.  
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Figura 4.10: Magnitude das respostas em freqüência das funções escala e wavelet “de Oliveira”, 

família deo0.1, em duas escalas de decomposição para M = N/2, N. 

 

A figura 4.11 apresenta a decomposição do sinal mostrado na figura 4.9 nestas duas escalas 

da WMRA “de Oliveira”. Considere c0 o sinal original, c2 os coeficientes escala de segunda escala 

e d1 e d2 os coeficientes wavelet de primeira e segunda escalas. Observa-se que o sinal (1) pode ser 

visualizado através de c2, o sinal (2) via d2 e o sinal (3) via d1.  

Ressalta-se ainda que o emprego da WMRA na análise de sinais, usando funções contínuas 

e diferentes parâmetros escala (faixas de freqüências), não foi, até então, encontrado na literatura 

pesquisada. 
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Figura 4.11: Decomposição do sinal apresentado na figura 4.9 em duas escalas usando as funções 

escala e wavelet “de Oliveira” da família deo0.1. 

 

4.4.2. APLICAÇÃO DAS WAVELETS COMPLEXAS “DE OLIVEIRA” 

A obtenção da magnitude da tensão que caracteriza um afundamento de tensão a partir da 

magnitude da componente fundamental (60 Hz) é um dos métodos para a análise de variações de 

tensão de curta duração em sistemas de potência [Bollen, 2000]. 

Neste item é apresentado um caso exemplo para a estimativa da magnitude de um 

afundamento de tensão usando a wavelet complexa “de Oliveira”. Por constituir-se em uma função 

complexa, as partes real e imaginária e o valor absoluto dos coeficientes wavelet que 

“representam” o sinal sob análise, na faixa de freqüência desejada, podem ser obtidos através da 

escolha adequada do fator de rolamento α e do parâmetro escala a. 

A figura 4.12 apresenta um sinal, não-periódico, de amplitude unitária de freqüência 60 Hz 

com 16 ciclos de duração e 64 amostras por ciclo, porém com um afundamento de tensão para 0.7 

no intervalo entre o sexto e o décimo segundo ciclos. 
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Figura 4.12: Sinal não-periódico de amplitude unitária e freqüência 60 Hz com afundamento de 

tensão para 0.7 durante 6 ciclos. 

 

A escolha de α = 0.33333 (família deo0. 33333) e M = N permite obter um filtro passa-

faixa (wavelet) que contemple apenas a componente fundamental do sistema de potência. 

A figura 4.13 apresenta a magnitude da resposta em freqüência da função wavelet “de 

Oliveira”, considerando os parâmetros descritos.  
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Figura 4.13: Magnitude da resposta em freqüência da função wavelet complexa “de Oliveira” da 

família cdeo0.33333 para M = N. 

 

A figura 4.14 ilustra os coeficientes wavelet (partes real e imaginária e valor absoluto) do 

sinal apresentado na figura 4.12, donde ressalta-se que o afundamento de tensão pode ser bem 

caracterizado através da envoltória dos coeficientes wavelet complexos. 
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Figura 4.14: Coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 4.12 usando a função wavelet 

complexa “de Oliveira” cdeo0. 33333 e M = N. 

 

4.5. CONCLUSÕES 

Uma generalização da função escala de Shannon foi apresentada a qual relaciona-se com 

filtros do tipo cosseno-levantado, projetados com base no critério de Nyquist para a eliminação da 

interferência intersimbólica em sistemas de comunicação digital. Estas funções definem uma 

análise multirresolução não ortogonal, com exceção para o caso especial que se reduz à função 

escala de Shannon (α = 0).  

Através do processo de ortogonalização de Meyer, uma nova MRA ortogonal foi 

apresentada (para α ≠ 0), mas mantendo o fator de rolamento do filtro inferior a 1/3 (α < 1/3). 

Através deste procedimento, foram definidas as funções escala “de Oliveira”. 

Baseando-se na equação de relação dupla entre funções escala e wavelet, foram definidas 

as funções wavelet “de Oliveira” e o comportamento passa-faixa de seu espectro foi examinado. 

Ao contrário do que ocorre com a resposta em freqüência dos filtros escala, as regiões de rolamento 

à esquerda e à direita dos filtros wavelet são assimétricas. 

As funções “de Oliveira” (escala e wavelet) podem ser usadas conjuntamente para 

desempenhar uma WMRA completa e ortogonal, porém no domínio do tempo contínuo. Devido à 

ortogonalidade mantida entre tais funções, é possível inclusive obter a reconstrução perfeita do 

sinal sob análise.  

Ressalta-se que a resposta em freqüência das funções escala “de Oliveira” apresenta 

magnitude plana em sua faixa de passagem e que a resposta em freqüência de suas funções wavelet 
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pode apresentar magnitude plana em alguma parte de sua faixa de passagem a depender da escolha 

do fator de rolamento α. Com exceção da wavelet de Meyer, as wavelets-mãe reais disponíveis no 

Wavelet Toolbox do MATLAB [Misiti et al., 2002] não apresentam tal característica. 

Potenciais aplicações para as funções base “de Oliveira” incluem a análise de variações de 

tensão de curta duração, harmônicas e transitórios em sistemas de potência. Adicionalmente, pode-

se considerá-la atrativa também em esquemas de multiplexação para sistemas de comunicação, 

como candidatas naturais para substituir os pulsos Sinc(.) em sistemas com padrão de 

multiplexação OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplex) [Akansu & Lin, 1998; de 

Oliveira et al., 2003].  
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CAPÍTULO 5 

CONSTRUÇÃO DAS WAVELETS DE 
FOURIER E DE HARTLEY BASEADA EM 

TRANSFORMADAS DE HILBERT 

Este capítulo apresenta a transformada de Hilbert como ferramenta para o desenvolvimento 

de novas famílias de wavelets trigonométricas: as wavelets de Fourier e as wavelets de Hartley, 

baseando-se em uma analogia entre as transformadas de Fourier e de Hartley e a WMRA. 

5.1. INTRODUÇÃO 

Este capítulo revisa a transformada de Hilbert [Bracewell, 1978], apresentando-a como 

uma ferramenta para o desenvolvimento de famílias de wavelets: as wavelets “transformada de 

Hilbert de wavelet”, as wavelets de Fourier, as wavelets analíticas e as wavelets de Hartley. No 

caso trigonométrico, a construção das wavelets de Fourier e de Hartley baseia-se em uma analogia 

entre os núcleos das transformadas de Fourier e de Hartley [Poularikas, 1996] com os núcleos da 

WMRA. 

No domínio do tempo contínuo, as wavelets propostas podem ser facilmente 

implementadas. No caso discreto, a transformada de Hilbert de uma wavelet pode ser determinada 

através do projeto de filtros digitais de resposta finita ao impulso (FIR – finite impulse response 

filter) para cada wavelet-mãe. Estes filtros são projetados através de janelas de Kaiser para 

promover uma aproximação do transformador ideal de Hilbert [Oppenheim et al., 1999]. Soluções 

no âmbito de bancos de filtros são apresentadas para a implementação destas novas wavelets 

discretas. 
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5.2. A TRANSFORMADA DE HILBERT E A ANÁLISE 
MULTIRRESOLUÇÃO BASEADA EM WAVELETS CONTÍNUAS 

A proposta de comparar a análise de sinais através de técnicas clássicas de Fourier com a 

decomposição de sinais em wavelets é o ponto de partida para introduzir uma nova análise em 

wavelets. Esta técnica baseia-se em um conjunto de wavelets ortogonais, sendo uma com simetria 

par e outra com simetria ímpar, e pode ser denominada análise em wavelets de Fourier ou em 

wavelets de Hartley. 

Na análise padrão de Fourier, um sinal f(t) é simultaneamente analisado por funções 

trigonométricas pares e ímpares, sendo representado por: 

f(t) = termo d.c. + termos cosseno + termos seno.   (5.1) 

Na análise multirresolução baseada em wavelets (WMRA), f(t) pode ser representado por: 

f(t) = termo φ + termos ψ,      (5.2) 

onde o “termo φ” representa o resultado da análise de f(t) com uma função escala φ(t) e os “termos 

ψ” representam àqueles resultados derivados da análise de f(t) com versões escalonadas de uma 

função wavelet-mãe ψ(t). 

Comparando os termos da WMRA aos termos da análise de Fourier, sugere-se que o 

“termo φ” seja visto como o “termo d.c.” da série de Fourier (considerando uma análise em 

baixíssima freqüência), enquanto que os “termos ψ” sejam vistos como componentes harmônicos 

da série de Fourier, uma vez que harmônicas são versões escalonadas do núcleo de Fourier, e 

portanto, tais termos seriam correspondentes à junção dos “termos cosseno” e “termos seno”. 

Na análise em wavelets em tempo contínuo, a maior parte das wavelets disponíveis 

apresenta algum tipo de simetria [Misiti et al., 2002]. Logo, quando uma wavelet par é utilizada 

para analisar um sinal assimétrico, a parte ímpar deste sinal pode não ser apropriadamente 

analisada. Acredita-se, então, que a análise de sinais, com algumas particularidades, através da 

WMRA possa ser melhorada através da inclusão de um novo termo em sua expressão. 

Logo, propõe-se associar a cada wavelet com simetria par uma outra wavelet com simetria 

ímpar, e vice-versa. A transformada de Hilbert pode ser naturalmente empregada para obter a 

versão em quadratura de uma wavelet simétrica, ou anti-simétrica. Logo, f(t) pode ser representada 

nesta nova WMRA por: 

f(t) = termo φ + termos ψ + termos ortogonais aos termos ψ.  (5.3) 
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Como conseqüência, novas funções wavelet que se assemelham aos núcleos das 

transformadas de Fourier e de Hartley são apresentadas. E, por analogia às transformadas de 

Fourier e de Hartley, o núcleo “cosine and sine” é substituído por “ψ e transformada de Hilbert de 

ψ” neste novo conceito de análise em wavelets. 

Uma breve revisão da transformada de Hilbert é apresentada de modo a permitir uma 

melhor compreensão da análise em wavelets tipo Fourier e tipo Hartley. Adicionalmente, são 

também apresentados os resultados da aplicação da transformada de Hilbert às funções wavelet, 

baseando-se em algumas de suas propriedades. 

 

5.2.1. A TRANSFORMADA DE HILBERT 

A transformada de Hilbert de uma função f(t) é definida por [Bracewell, 1978]: 

( ){ } ( )
∫

∞+

∞−
⋅

−
⋅= dt

tx
tfpvtfHb

π
1.. ,    (5.4) 

onde Hb{.} é o operador transformada de Hilbert e v.p. designa o valor principal da integral de 

Cauchy, devido a possível singularidade em x = t. 

Após uma mudança de variável, a transformada de Hilbert de f(t) pode ser escrita como 

uma convolução: 

( ){ } ( )tf
t

tfHb ∗
⋅

=
π
1 ,     (5.5) 

em que ∗ é o operador convolucional. 

A transformada de Fourier de (5.5) é dada por [Bracewell, 1978]: 

( ){ }{ } ( ) ( ){ }tfFjtfHbF ⋅⋅−= ωsgn ,    (5.6) 

onde F{.} é o operador transformada de Fourier e sgn(.) é a função sinal, a qual é definida por: 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=
>+

=
.0  ,1

0  ,0  
0  ,1

sgn
ω
ω
ω

ω      (5.7) 

A partir das equações (5.6) e (5.7) observa-se que a transformada de Hilbert de uma função 

impõe um valor nulo em ω = 0 e um deslocamento de fase de −π/2 radianos na resposta em 

freqüência desta função. Outras propriedades interessantes da transformada de Hilbert são 

[Bracewell, 1978]: 
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 Uma função e sua transformada de Hilbert são ortogonais sobre o intervalo infinito; 

 A transformada de Hilbert de uma função real é uma função real; 

 A transformada de Hilbert de uma função par é uma função ímpar e vice-versa. 

 

A definição da função sgn(.) é um aspecto importante na teoria de transformadas de 

Hilbert. Alguns autores definem tal função em ω = 0 por sgn(0) = 1. Entretanto, esta definição não 

está em consonância com a teoria de transformadas de Hilbert, nem tampouco com a teoria das 

distribuições [Antosik et al., 1973], uma vez que desta forma algumas de suas propriedades não são 

mais obedecidas.  

A figura 5.1 apresenta, como exemplo, a função escala de Meyer, uma função par, e 

portanto simétrica, e sua “transformada de Hilbert” se assumido inapropriadamente que sgn(0) = 1. 

Pode-se observar que a função resultante não é uma função ímpar, ou anti-simétrica, como 

esperado. 
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Figura 5.1: A função escala de Meyer e sua “transformada de Hilbert”, se assumido 

inapropriadamente que sgn(0) = 1. 

 

No contexto de wavelets pode-se afirmar que a transformada de Hilbert de uma wavelet 

real e simétrica é uma função real e anti-simétrica e a transformada de Hilbert de uma wavelet real 

e anti-simétrica é uma função real e simétrica. Entretanto, faz-se necessário verificar se esta função 

resultante ainda mantém as propriedades da wavelet geradora, ou seja, se a transformada de Hilbert 

de uma wavelet é uma wavelet. 
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5.2.2. A TRANSFORMADA DE HILBERT APLICADA À ANÁLISE EM 

WAVELETS 

A função ψ(t) é uma wavelet mãe, se e somente se, (i) ψ(t) pertence ao espaço de funções 

de energia finita L2(R), e (ii) ψ(t) satisfaz a condição de admissibilidade [Chui, 1992].  

Estas propriedades são exploradas nas proposições a seguir com o objetivo de avaliar o 

resultado da operação transformada de Hilbert às funções wavelet. Considere Ψ(ω) como a 

transformada de Fourier de ψ(t), Hb{ψ(t)} como a transformada de Hilbert de ψ(t), E[f(t)] como a 

energia de uma função qualquer f(t) e C[f(t)] como o coeficiente de admissibilidade de f(t). 

 

Proposição 5.1: Se ψ(t) é uma wavelet real, então Hb{ψ(t)} é também uma wavelet real e tem 

mesma energia e mesmo coeficiente de admissibilidade que sua wavelet geradora, ψ(t). 

Demonstração: Se ψ(t) é uma wavelet, então ψ(t) pertence ao L2(R) e satisfaz a condição de 

admissibilidade: 

1) ( )[ ] ( ) +∞<⋅= ∫
+∞

∞−
dtttE 2ψψ ; e  

2) ( )[ ] ( )
+∞<⋅

Ψ
= ∫

∞+

∞−
ω

ω
ω

ψ dtC
2

. 

O teorema de Parseval afirma que ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
⋅Ψ⋅

⋅
=⋅ ωωψ ddtt 22

π2
1

, logo, a partir das 

equações (5.3) e (5.4) obtém-se que: 

1) ( ){ }[ ] ( ) ( ) .sgn
π2

1 2
∫

+∞

∞−
⋅Ψ⋅⋅−⋅

⋅
= ωωωψ djtHbE  

2) ( ){ }[ ] ( ) ( )
∫

∞+

∞−
⋅

Ψ⋅⋅−
= ω

ω
ωω

ψ d
j

tHbC
2sgn

. 

Através de uma simples manipulação algébrica, obtém-se  

1) ( ){ }[ ] ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠⋅Ψ⋅
⋅= ∫

+∞

∞−

.0                                 ,0

0  ,
π2

1 2

ω

ωωω
ψ

d
tHbE  

2) ( ){ }[ ]
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠⋅
Ψ

= ∫
∞+

∞−

.0,0

0,
2

ω

ωω
ω
ω

ψ dtHbC  
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Aplicando o teorema de Parseval ao lado direito da equação da energia conclui-se que Hb{ψ(t)} 

também pertence ao L2(R) e que ψ(t) e Hb{ψ(t)} têm mesma energia. Como ψ(t) ∈ L2(R) e 

( ) 00 =Ψ , então Hb{ψ(t)} também satisfaz à condição de admissibilidade e ψ(t) e Hb{ψ(t)} têm 

mesmo coeficiente de admissibilidade: ( ){ }[ ] ( )[ ]tEtHbE ψψ =  e ( ){ }[ ] ( )[ ]tCtHbC ψψ = . 

 

 

Proposição 5.2: Seja ψ(t) uma wavelet com N momentos nulos, então Hb{ψ(t)} tem, pelo menos, 

N momentos nulos. 

Demonstração: O n-ésimo momento de ψ(t) é definido por ( )[ ] ( )∫
+∞

∞−
⋅⋅= dttttM n

n ψψ  [Chui, 

1992]. Como ψ(t) tem N momentos nulos, então ( )[ ] 0=tM n ψ , n = 0 a N-1. No domínio da 

freqüência, os momentos de ψ(t) são expressos por [Bracewell, 1978]: ( )[ ]
( ) ( )

( )n

n

n
j

tM
⋅⋅−

Ψ=
π2

0ψ , 

onde o sobrescrito (n) denota a n-ésima derivada de Ψ(ω). Logo, o n-ésimo momento de Hb{ψ(t)} é 

dado por ( ){ }[ ] ( ) ( )( )( )

( ) 0π2
sgn

=⋅⋅−
Ψ⋅⋅−=

ω

ωωψ n

n

n j
jtHbM . Como o termo sgn(ω) aparece para todas as 

ordens derivacionais, então Hb{ψ(t)} tem, pelo menos, N momentos nulos: ( ){ }[ ] 0=tHbM n ψ , 

n = 0 a N-1. 

 

 

Das Proposições 5.1 e 5.2 tem-se que Hb{ψ(t)} é uma wavelet e possui a mesma energia, o 

mesmo coeficiente de admissibilidade e, pelo menos, o mesmo número de momentos nulos que sua 

wavelet geradora, ψ(t). 

 

5.2.2.1. Wavelets “Transformada de Hilbert de Wavelet” de Tempo Contínuo 

No domínio do tempo, a transformada de Hilbert de uma wavelet contínua pode ser obtida 

através da aplicação da transformada inversa de Fourier à transformada de Hilbert desta wavelet no 

domínio da freqüência, uma vez que a transformada de Hilbert de uma função pode ser facilmente 

obtida no domínio da freqüência. 

A figura 5.2 ilustra algumas wavelets reais contínuas e suas correspondentes transformadas 

de Hilbert. 
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(c)      (d) 
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(e)      (f) 

Figura 5.2: Wavelets reais contínuas e suas correspondentes transformadas de Hilbert: (a) Morlet; 

(b) Meyer; (c) Mexican Hat; (d) Gaussian-1; (e) Gaussian-2; (f) Gaussian-3. 
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5.2.3. O NÚCLEO DA TRANSFORMADA DE FOURIER APLICADO À ANÁLISE 

EM WAVELETS 

O núcleo da transformada de Fourier, ou núcleo de Fourier, é definido pela relação de 

Euler, ( ) ( )tjte tj sencos ⋅+=⋅ . Porém, como ( ){ } ( )ttHb sencos −= , então o núcleo de Fourier 

pode ser escrito, fazendo uso da transformada de Hilbert, como ( ) ( ){ }tHbjte tj coscos ⋅−=⋅ . 

Esta simples observação motiva a definição das wavelets tipo Fourier, ou wavelets de 

Fourier, as quais são baseadas em uma wavelet real e em sua transformada de Hilbert. Esta nova 

função wavelet, que se assemelha ao núcleo da transformada de Fourier, permite a análise de 

ambas as simetrias de um sinal assimétrico. 

Define-se a wavelet de Fourier, Ft{ψ(t)}, por: 

( ){ } ( ) ( ){ }( )tHbjttFt ψψψ ⋅−⋅=
2

1 .    (5.8) 

A Proposição 5.3 mostra que Ft{ψ(t)} é uma wavelet e que o fator 21  é imposto de 

modo a garantir que o núcleo de Fourier mantenha a mesma energia e o mesmo coeficiente de 

admissibilidade que sua wavelet geradora. Adicionalmente, a Proposição 5.4 mostra que Ft{ψ(t)} 

tem o mesmo número de momentos nulos que sua wavelet geradora, ψ(t). 

No domínio da freqüência, as wavelets de Fourier são nulas para ω > 0. Para ω < 0, elas 

têm mesma resposta em magnitude que a wavelet geradora, porém multiplicada por um fator 

escalar. Este é um comportamento típico de sinais analíticos [Oppenheim et al., 1999]. 

 

Proposição 5.3: Se ψ(t) é uma wavelet real e Hb{ψ(t)} sua transformada de Hilbert, então Ft{ψ(t)} 

é uma wavelet complexa contendo mesma energia e mesmo coeficiente de admissibilidade que sua 

wavelet geradora, ψ(t). 

Demonstração: Se ψ(t) é uma wavelet real e Hb{ψ(t)} sua transformada de Hilbert, então ψ(t) e 

Hb{ψ(t)} pertencem ao L2(R) e satisfazem à condição de admissibilidade. A energia e o coeficiente de 

admissibilidade de Ft{ψ(t)} são dados por: 

( ){ }[ ] ( ) ( ){ }
∫

∞+

∞−
⋅

⋅−
= dt

tHbjt
tFtE

2

2ψψ
ψ , e 

( ){ }[ ] ( ) ( ) ( )
∫

∞+

∞−
⋅

⋅
Ψ⋅−Ψ

= ω
ω

ωωω
ψ dtFtC

2
sgn 2

. 
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Através de uma simples manipulação algébrica obtém-se 

( ){ }[ ] ( ) ( ){ }
∫

∞+

∞−
⋅

+
= dt

tHbt
tFtE

2

22 ψψ
ψ , e 

( ){ }[ ] ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<⋅
Ψ⋅

≥
=
∫

∞+

∞−
0.,

2
0,0

2

ωω
ω

ω
ω

ψ dtFtC  

Uma vez que ψ(t) e Hb{ψ(t)} ∈ L2(R) e ( ) 00 =Ψ , conclui-se que Ft{ψ(t)} também pertence ao 

L2(R), tem mesma energia que ψ(t) e apresenta mesmo coeficiente de admissibilidade que ψ(t). 

 

 

Proposição 5.4: Seja ψ(t) uma wavelet com N momentos nulos, então Ft{ψ(t)} tem também N 

momentos nulos. 

Demonstração: Da Proposição 5.2, obtém-se que o n-ésimo momento de Ft{ψ(t)} é dado por 

( ){ }[ ] ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) 0π22

sgn

=⋅⋅−⋅

Ψ⋅−Ψ
=

ω

ωωωψ
nn

n

n
j

tFtM , ou ( ){ }[ ] ( )[ ] ( ){ }[ ]tHbM
j

tMtFtM nnn ψψψ ⋅+= 1
. 

Como conseqüência, Ft{ψ(t)} também tem N momentos nulos. 

 

 

5.2.3.1. Wavelets de Fourier de Tempo Contínuo 

Como as wavelets de Fourier são funções complexas, as mesmas podem ser visualizadas na 

figura 5.2. Neste caso, considera-se sua parte real definida pela wavelet geradora e sua parte 

imaginária, pela transformada de Hilbert da wavelet geradora. 

 

5.2.3.2. Wavelets Analíticas 

Baseando-se nos resultados obtidos a partir da definição das wavelets de Fourier é, de fato, 

simples definir as wavelets analíticas.  

Uma função analítica A{f(t)} é uma função complexa formada por uma função real f(t) e 

sua transformada de Hilbert Hb{f(t)} [Oppenheim et al., 1999]. 
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No contexto das wavelets, uma wavelet analítica, A{ψ(t)}, pode ser definida por: 

( ){ } ( ) ( ){ }( )tHbjttA ψψψ ⋅+⋅=
2

1 .    (5.9) 

Wavelets analíticas têm mesma energia, mesmo coeficiente de admissibilidade e mesmo 

número de momentos nulos que sua wavelet geradora, ψ(t). As demonstrações são semelhantes às 

apresentadas nas Proposições 5.3 e 5.4. 

No domínio da freqüência, as wavelets analíticas são nulas para ω < 0. Para ω > 0, elas têm 

mesma resposta em magnitude que a wavelet geradora, porém multiplicada por um fator escalar. 

 

5.2.3.3. Análise em Wavelets para Sinais Reais Assimétricos 

O emprego das wavelets de Fourier ou das wavelets analíticas pode permitir que as partes 

par e ímpar de um sinal real assimétrico possam ser melhor analisadas, uma vez que são 

empregadas, simultaneamente, duas wavelets, uma com simetria par e outra com simetria ímpar. 

Em ambos os casos faz-se necessário realizar uma análise complexa em wavelets. 

Entretanto, também é possível analisar ambas as simetrias de um sinal real através do uso de 

wavelets reais. Neste caso, o núcleo da transformada de Hartley deve ser empregado. 

 

5.2.4. O NÚCLEO DA TRANSFORMADA DE HARTLEY APLICADO À ANÁLISE 

EM WAVELETS 

O núcleo da transformada de Hartley, ou núcleo de Hartley, é definido pela função “cosine 

and sine”: ( ) ( ) ( )tttcas sencos += . Sabendo que ( ){ } ( )ttHb sencos −=  e ( ){ } ( )ttHb cossen = , o 

núcleo de Hartley pode ser escrito como ( ) ( ) ( ){ }tHbttcas coscos −=  ou 

( ) ( ) ( ){ }tHbttcas sensen += . 

Dessa forma, propõe-se a introdução das wavelets tipo Hartley, ou wavelets de Hartley, 

pela soma ou diferença de uma dada wavelet real e sua transformada de Hilbert. Assim como as 

wavelets de Fourier, esta nova função wavelet, que se assemelha ao núcleo da transformada de 

Hartley, pode analisar ambas as simetrias de um sinal assimétrico. Porém ao contrário da primeira, 

que realiza uma análise complexa, o emprego das wavelets de Hartley permitirá realizar uma 

análise real. 
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Define-se o núcleo de Hartley de uma wavelet, ou a wavelet de Hartley, Ht{ψ(t)}, por: 

( ){ } ( ) ( ){ }( )tHbttHt ψψψ m⋅=
2

1 .    (5.10) 

Curiosamente, uma expressão similar a esta é encontrada na mecânica quântica, no 

estabelecimento de funções de onda baseadas em partículas simétricas e anti-simétricas [Beiser, 

1994]. 

A Proposição 5.5 mostra que Ht{ψ(t)} é uma wavelet e que o fator 21  torna o núcleo de 

Hartley e sua wavelet geradora com mesma energia e mesmo coeficiente de admissibilidade. 

Adicionalmente, a Proposição 5.6 mostra que Ht{ψ(t)} tem mesmo número de momentos nulos que 

sua wavelet geradora, ψ(t). 

No domínio da freqüência, as wavelets de Hartley têm mesma resposta em magnitude da 

wavelet geradora, porém multiplicada por um fator escalar. Adicionalmente, esta wavelet impõe 

um deslocamento de fase de ±π/4 radianos na resposta de fase da wavelet geradora. 

 

Proposição 5.5: Se ψ(t) é uma wavelet real e Hb{ψ(t)} sua transformada de Hilbert, então 

Ht{ψ(t)} é também uma wavelet real com mesma energia e mesmo coeficiente de admissibilidade 

que sua wavelet geradora, ψ(t). 

Demonstração: Se ψ(t) é uma wavelet real e Hb{ψ(t)} sua transformada de Hilbert, então ψ(t) e 

Hb{ψ(t)} pertencem ao L2(R) e satisfazem à condição de admissibilidade. A energia e o coeficiente de 

admissibilidade de Ht{ψ(t)} são dados por: 

1) ( ){ }[ ] ( ) ( ){ }
∫

∞+

∞−
⋅

±
= dt

tHbt
tHtE

2

2ψψ
ψ , e 

2) ( ){ }[ ] ( ) ( ) ( )
∫

∞+

∞−
⋅

⋅
Ψ⋅⋅±Ψ

= ω
ω

ωωω
ψ d

j
tHtC

2
sgn 2

. 

A partir de uma simples manipulação obtém-se que 

1) ( ){ }[ ] ( ) ( ){ }
∫

∞+

∞−
⋅

+
= dt

tHbt
tHtE

2

22 ψψ
ψ , e 

2) ( ){ }[ ] ( )
∫

∞+

∞−
⋅

Ψ
= ω

ω
ω

ψ dtHtC
2

. 
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Da Proposição 5.1, obtém-se que Ht{ψ(t)} também pertence ao L2(R) e tem mesma energia que ψ(t): 

( ){ }[ ] ( )[ ]tEtHtE ψψ = . Adicionalmente, como ψ(t) ∈ L2(R) e ( ) 00 =Ψ , então Ht{ψ(t)} também 

satisfaz a condição de admissibilidade, e tem mesmo coeficiente que ψ(t): ( ){ }[ ] ( )[ ]tCtHtC ψψ = . 

 

 

Proposição 5.6: Seja ψ(t) uma wavelet com N momentos nulos, então Ht{ψ(t)} tem também N 

momentos nulos. 

Demonstração: A partir da Proposição 5.2, obtém-se que o n-ésimo momento de Ht{ψ(t)} é dado por: 

( ){ }[ ] ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) 0π22

sgn

=⋅⋅−⋅

Ψ⋅⋅±Ψ=
ω

ωωωψ
nn

n

n
j

jtHtM , ou ( ){ }[ ] ( )[ ] ( ){ }[ ]tHbMtMtHtM nnn ψψψ ±= . 

Logo, Ht{ψ(t)} tem também N momentos nulos. 

 

 

5.2.4.1. Wavelets de Hartley de Tempo Contínuo 

A figura 5.3 apresenta algumas wavelets reais contínuas e seus correspondentes núcleos de 

Hartley, considerando o uso do operador adição na expressão (5.10). 

 

5.3. A TRANSFORMADA DE HILBERT E A ANÁLISE 

MULTIRRESOLUÇÃO BASEADA EM WAVELETS DISCRETAS 

Com o objetivo de permitir o emprego de filtros wavelets constantemente empregados na 

análise de sinais e imagens, filtros transformadas de Hilbert de wavelets são projetados para 

algumas wavelets discretas já conhecidas. Estes filtros são implementados através do projeto de um 

transformador FIR de Hilbert e, portanto, têm um deslocamento de fase exato de −π/2 radianos em 

relação ao filtro wavelet gerador. 

Novas arquiteturas para bancos de filtros são propostas para a implementação de wavelets 

pares transformada de Hilbert, o que permitirá a análise de sinais através das wavelets discretas de 

Fourier e de Hartley. 
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(c)      (d) 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

A
m

pl
itu

de

Tempo (s)

Gaussian-2
Núcleo de Hartley

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

A
m

pl
itu

de

Tempo (s)

Gaussian-3
Núcleo de Hartley

 
(e)      (f) 

Figura 5.3: Wavelets contínuas e seus núcleos de Hartley: (a) Morlet; (b) Meyer; (c) Mexican Hat; 

(d) Gaussian-1; (e) Gaussian-2; (f) Gaussian-3. 
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5.3.1. A TRANSFORMADA DE HILBERT DE WAVELETS DISCRETAS 

No processamento discreto em wavelets, estas funções são representadas pelos coeficientes 

de seus filtros digitais. Sua função no domínio do tempo pode ser obtida através de um processo 

iterativo baseado nos coeficientes dos filtros digitais escala e wavelet, descrito no item 2.5.1.3. 

A figura 5.4 apresenta algumas wavelets discretas e suas respectivas transformadas de 

Hilbert, no domínio do tempo, ainda que o emprego de “wavelets reconstruídas” não retrate um 

procedimento comum para realizar uma análise em wavelets discretas. Ressalta-se que a wavelet de 

Haar apresenta singularidade e portanto sua transformada de Hilbert diverge. Logo, não existe a 

transformada de Hilbert da wavelet de Haar! 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

A
m

pl
itu

de

Haar
Transformada de Hilbert

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

A
m

pl
itu

de
Daubechies-4
Transformada de Hilbert

 
(a)      (b) 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

A
m

pl
itu

de

Coiflet-6
Transformada de Hilbert

0 1 2 3 4 5 6 7

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

A
m

pl
itu

de

Symlet-8
Transformada de Hilbert

 
(c)      (d) 

Figura 5.4: Algumas wavelets discretas e suas transformadas de Hilbert: (a) Haar (ilimitada); 

(b) Daubechies-4; (c) Coiflet-6; (d) Symlet-8. 

 

A transformada de wavelets discreta é freqüentemente empregada através de uma 

implementação em bancos de filtros. Por este motivo, os coeficientes do filtro desta nova wavelet 
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precisam ser obtidos. Isto pode ser realizado através do projeto de um transformador discreto de 

Hilbert, cuja resposta ao impulso é dada por [Oppenheim et al., 1999]: 
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⎞

⎜
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π
2 2

n

nn
nnh     (5.11) 

Como esta expressão é fisicamente não realizável, visto que corresponderia à 

implementação de um sistema não causal [Oppenheim et al., 1999], um filtro digital de resposta ao 

impulso infinito (IIR – Infinite Impulse Response Filter) ou um filtro digital de resposta ao impulso 

finito (FIR – Finite Impulse Response Filter) deve ser projetado de modo a obter uma aproximação 

do transformador ideal de Hilbert. 

O projeto de um filtro que implemente um deslocamento ideal de fase de −π/2 radianos 

pode ser apenas implementado através de um filtro FIR projetado usando o método de janelas ou o 

método de aproximação com eqüiondulação [Oppenheim et al., 1999]. Considerando o método de 

janelas, apresenta-se o procedimento para o projeto de transformadores FIR de Hilbert e em 

seguida o projeto de filtros digitais que implementam a transformada de Hilbert de uma wavelet 

discreta. 

 

5.3.1.1. Projeto de Filtros Transformada de Hilbert de Wavelets 

O método de janelas permite obter uma aproximação de um filtro ideal através do 

“janelamento” de sua resposta ao impulso. Portanto, uma aproximação do transformador ideal de 

Hilbert fazendo uso de uma janela de Kaiser, de ordem M e comprimento M + 1, pode ser obtida 

através da seguinte resposta ao impulso [Oppenheim et al., 1999]: 
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onde ( )[ ]( ) 2/121 dd nnn −−⋅= βλ , nd = M/2, β é um parâmetro da janela de Kaiser e I0(.) é a função 

modificada de Bessel de ordem zero e de primeiro tipo [Abramowitz & Stegun, 1968]. 

Para a definição de um transformador para uma dada wavelet faz-se necessário procurar 

por valores de M e β, tais que a filtragem desta wavelet no domínio do tempo por este 

transformador resulte em uma função no domínio do tempo que corresponda a sua transformada de 

Hilbert. Esta escolha pode ser feita impondo uma diferença aceitável (εmax) entre as magnitudes de 
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suas respostas em freqüência (ε): ( )[ ] ( ){ }[ ] maxεψψε ≤−= tHbFtF . O filtro transformador de 

Hilbert (M, β) que satisfaz a esta condição é empregado no projeto do filtro transformada de 

Hilbert desta wavelet, o qual é obtido através de uma convolução entre o filtro wavelet e seu 

transformador de Hilbert associado. 

Como o transformador de Hilbert apresenta anti-simetria (simetria ímpar) e seu 

comprimento é dado por M + 1, implica que M deve ser ímpar, de modo que o filtro projetado seja 

um filtro FIR de fase linear generalizada tipo IV [Oppenheim et al., 1999], ou seja, tenha resposta 

em freqüência passa-alta. 

Considerando passos de 2 nos valores de M, com valor inicial dependente do comprimento 

do filtro wavelet, passos de 0.1 nos valores de β, na faixa de 0 a 10, e assumindo uma diferença 

máxima (εmax) de 0.5% entre as magnitudes das respostas em freqüência do filtro wavelet “gerador” 

e de seu potencial filtro transformada de Hilbert de wavelet, foi possível identificar valores de M e 

β de projeto do filtro transformada de Hilbert desta wavelet.  

A tabela 5.1 apresenta o filtro de menor comprimento que mantém a condição imposta para 

alguns filtros wavelet das famílias mais usuais de wavelets discretas. Os filtros Symlets com 2, 4 e 

6 coeficientes correspondem aos filtros de Daubechies de mesmo comprimento, porém com fase 

reversa [Misiti et al., 2002]. 

 

Tabela 5.1: Parâmetros dos transformadores de Hilbert (M, β) e o comprimento dos filtros 

transformada de Hilbert de wavelet (L) para alguns filtros wavelet usuais de comprimento N. 

Filtro FIR Wavelet Parâmetros do Filtro FIR 
transformador de Hilbert 

Filtro FIR transformada 
de Hilbert de Wavelet 

Família N M β L 
4 19 3.1 23 
6 13 3.3 19 
8 9 3.3 17 

10 9 3.3 19 
12 11 3.3 23 

Daubechies 

20 19 3.2 39 
8 9 3.3 17 

10 9 3.3 19 
12 11 3.3 23 

Symlets 

20 19 3.2 39 
6 19 3.1 25 

12 11 3.3 23 
18 17 3.2 35 

Coiflets 

24 23 3.1 47 
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Os passos seguintes resumem o algoritmo para obter o filtro transformada de Hilbert de 

uma wavelet: 

1) Obtenha os coeficientes de um filtro wavelet: g; 

2) Calcule sua transformada de Fourier: F{g}; 

3) Inicialize os valores de M e β; 

4) Projete um filtro transformador de Hilbert com janela de Kaiser; 

5) Calcule a convolução deste filtro com os coeficientes do filtro wavelet (g) para obter o filtro 

que implementa a transformada de Hilbert de tal wavelet: Hb{g}; 

6) Calcule sua resposta em freqüência: F{Hb{g}}; 

7) Determine ε e verifique se ε < εmax. Caso esta relação não seja satisfeita, retorne ao passo “3” e 

reajuste os valores para M e/ou β. Quando esta relação for satisfeita, o comprimento do filtro 

transformador de Hilbert é dado por M + 1 e o parâmetro da janela de Kaiser é dado por β. 

 

A resposta em freqüência do filtro transformada de Hilbert de wavelet, projetado via 

transformador FIR de Hilbert com janelas de Kaiser, pode ser expresso por: 

( ) ( ) 2
π

2
⋅−⋅⋅−

⋅=
jMj

eAH
ω

ωω ,    (5.13) 

onde A(ω) é a resposta em freqüência do filtro wavelet. Portanto, além de um atraso de −π/2 

radianos há também um atraso de M/2 amostras, ambos impostos pelo transformador FIR de 

Hilbert, em relação ao filtro wavelet gerador. 

 

5.3.1.2. Um Caso Exemplo: O Filtro Transformada de Hilbert da Wavelet 

Daubechies-4 

A figura 5.5 apresenta a resposta em freqüência do filtro wavelet Daubechies-4 e de sua 

transformada de Hilbert. Seus atrasos de grupo são mostrados na figura 5.6. 

A partir da figura 5.6 pode-se observar que há 9½-amostras de atraso entre os filtros 

wavelet Daubechies-4 e de sua transformada de Hilbert. Ao remover esta componente linear, 

imposta pelo transformador FIR de Hilbert, pode-se observar, na figura 5.7, que a diferença de fase 

entre estes dois filtros é exatamente de −π/2 radianos. A diferença entre as magnitudes de suas 

respostas em freqüência também é apresentada (observe a escala do gráfico). 
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Figura 5.5: Respostas em freqüência dos filtros wavelet Daubechies-4 e de sua transformada de 

Hilbert: (a) magnitude; (b) fase. 
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Figura 5.6: Atraso de grupo dos filtros wavelet: (a) Daubechies-4; (b) sua transformada de Hilbert. 
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Figura 5.7: Diferença entre as respostas em freqüência dos filtros wavelet Daubechies-4 e de sua 

transformada de Hilbert: (a) magnitude; (b) fase. 
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Um banco de filtros baseado nos filtros escala Daubechies-4 e transformada de Hilbert da 

wavelet Daubechies-4 pode ser implementado para permitir a reconstrução de uma transformada de 

Hilbert de uma wavelet discreta. Fazendo uso do algoritmo de aproximações sucessivas [Burrus et 

al., 1998], discutido brevemente no item 2.5.1.3, a figura 5.8 apresenta a função wavelet 

“transformada de Hilbert da wavelet Daubechies-4” no domínio do tempo. 

Uma ampliação sobre o intervalo mais representativo desta função é apresentada na figura 

5.9-(a). Sua transformada de Hilbert, apresentada na figura 5.4-(b), é reapresentada na figura 5.9-

(b). Na figura 5.9-(c), que apresenta a superposição dos gráficos apresentados em (a) e (b), pode-se 

observar a concordância entre ambas funções. 
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Figura 5.8: A função wavelet “transformada de Hilbert da wavelet Daubechies-4” obtida após 

5 iterações do algoritmo de aproximações sucessivas. 
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Figura 5.9: A função wavelet “transformada de Hilbert da wavelet Daubechies-4”: (a) seleção de 

trecho mais representativo da função apresentada na figura 5.8; (b) a transformada de Hilbert da 

função wavelet Daubechies-4, apresentada na figura 5.4-(b); (c) superposição de (a) e (b). 
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5.3.2. NÚCLEOS DE FOURIER E DE HARTLEY DE WAVELETS DISCRETAS 

Algumas wavelets discretas e seus núcleos de Fourier podem ser facilmente visualizados a 

partir da figura 5.4, onde a parte real é a própria wavelet e a parte imaginária sua transformada de 

Hilbert.  

A figura 5.10 apresenta algumas wavelets-mãe discretas e seus núcleos de Hartley, 

considerando o uso do operador adição na expressão (5.10).  

Como a wavelet de Haar não é uma função contínua, sua transformada de Hilbert diverge 

pontualmente e portanto, não existe nem a transformada de Hilbert nem o núcleo de Hartley da 

wavelet de Haar! 
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Figura 5.10: Wavelets discretas e seus núcleos de Hartley: (a) Haar (ilimitada); (b) Daubechies-4; 

(c) Coiflet-6; (d) Symlet-8. 
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Embora uma wavelet de Hartley possa ser construída a partir de sua wavelet geradora, um 

procedimento semelhante ao apresentado no item anterior para a obtenção de uma aproximação do 

transformador de Hilbert e, em seguida, para o desenvolvimento do filtro transformada de Hilbert 

de uma wavelet pode não ser atrativo. Como uma wavelet de Hartley pode ser “vista” como um 

filtro ideal de deslocamento de fase de ±π/4 radianos, e este tipo de filtro não é possível de ser 

construído no domínio de tempo discreto, seria necessário construir um filtro aproximado. 

Filtros FIR que implementam a transformada de Hilbert de uma wavelet foram projetados 

através do projeto de transformadores FIR de Hilbert com janelas de Kaiser para alguns filtros 

wavelet discretos. Conseqüentemente, um procedimento que use dois filtros, um para a wavelet e 

outro para sua transformada de Hilbert, parece ser mais apropriado para implementar uma análise 

via wavelets de Fourier ou via wavelets de Hartley. 

 

5.3.3. ANÁLISE DE SINAIS USANDO UMA WAVELET E SUA TRANSFORMADA 

DE HILBERT EM UM BANCO DE FILTROS 

A transformada de Hilbert de uma wavelet discreta ortogonal é uma wavelet discreta 

ortogonal e suas translações ortogonais também são ortogonais [Ozturk et al., 2000]. 

Conseqüentemente, um banco de filtros baseado em um filtro escala e em um par transformada de 

Hilbert de filtros wavelet pode ser construído para permitir uma análise de sinais.  

A figura 5.11 apresenta a estrutura proposta para este banco de filtros, onde o termo 

“coeficientes wavelet fora de fase” implica em ortogonalidade ao termo “coeficientes wavelet em 

fase”. 

 

 

 

 

 

Figura 5.11: Um banco de filtros para realizar uma análise de sinais usando um filtro escala e um 

par transformada de Hilbert de filtros wavelet. 
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5.3.3.1. Análise de Sinais Usando Wavelets Discretas de Fourier em um 

Banco de Filtros 

Um banco de filtros baseado na WMRA fazendo uso de wavelets discretas de Fourier pode 

ser implementado através de um filtro escala e de um par transformada de Hilbert de filtros 

wavelet, conforme proposto na estrutura apresentada na figura 5.12. 

 

 

 

 

 

Figura 5.12: Banco de filtros para implementação da WMRA via wavelets discretas de Fourier. 

 

Vale salientar que como uma wavelet discreta e sua transformada de Hilbert apresentam 

filtros de comprimentos diferentes, um atraso puro deve ser incorporado ao ramo do filtro wavelet 

para a composição adequada dos coeficientes wavelet de Fourier. 

 

5.3.3.2. Análise de Sinais Usando Wavelets Discretas de Hartley em um 

Banco de Filtros 

Um banco de filtros baseado na WMRA fazendo uso de wavelets discretas de Hartley pode 

ser implementado através de um filtro escala e de um par transformada de Hilbert de filtros 

wavelet, conforme proposto na estrutura apresentada na figura 5.13. Assim como no caso anterior, 

um atraso puro deve ser incorporado ao ramo do filtro wavelet para a composição apropriada dos 

coeficientes wavelet de Hartley. 

 

 

 

 

 

Figura 5.13: Banco de filtros para implementação da WMRA via wavelets discretas de Hartley. 
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5.3.4. CONSIDERAÇÕES ADICIONAIS 

O emprego simultâneo de uma wavelet e de sua transformada de Hilbert foi proposto para a 

detecção de transitórios [Abry & Flandrin, 1994], para a codificação de formas de onda [Ozturk et 

al., 2000] e para o projeto de filtros steerable [Freeman & Adelson, 1991]. Dentre estas sugestões, 

apenas em [Ozturk et al., 2000] é apresentada uma aplicação exemplificando o emprego das 

mesmas, ainda que fazendo uso de uma wavelet discreta no domínio do tempo, ou seja, de sua 

versão reconstruída. 

Uma estrutura para o emprego de pares de wavelets discretas harmonicamente conjugadas 

foi proposta por Kingsbury [Kingsbury, 1998; Kingsbury, 1999; Kingsbury, 2001], que demonstrou 

que contribuições interessantes podem ser obtidas no processamento de sinais baseado em 

wavelets. Esta implementação recebeu o nome de the complex dual-tree discrete wavelet 

transform. 

Em 2001, Selesnick [Selesnick, 2001] propôs uma técnica para a construção de pares de 

filtros digitais de wavelets harmonicamente conjugadas. Estes filtros wavelets são obtidos a partir 

da implementação de um atraso de ½ na escala temporal entre suas respectivas funções escala, 

φ2(t) = φ1(t − ½). Esta técnica proposta por Selesnick define pares de filtros digitais wavelets que 

aproximam o deslocamento de fase de −π/2 radianos, através da imposição de um deslocamento 

linear em freqüência na resposta de fase de um dos filtros escala. Entretanto, como este 

deslocamento em freqüência é projetado através de um filtro de atraso [Oppenheim et al., 1999], a 

diferença entre as respostas de fase dos dois filtros digitais escala não é linear sobre todo o espectro 

de freqüências [0, π]. Conseqüentemente, não há um deslocamento de fase exato de −π/2 radianos 

entre os dois filtros digitais wavelet. 

Após o projeto de pares de filtros digitais wavelets pela técnica proposta por Selesnick, 

algumas aplicações foram realizadas em diferentes áreas do conhecimento. Algumas destas 

aplicações envolvem a detecção de sons marinhos [Chang & Wang, 2003], a análise espectral de 

séries temporais de múltiplas variáveis [Whitcher & Craigmile, 2003] e até mesmo o 

processamento de imagens e de movimento [Iftekharuddin et al., 2002; Shaik & Iftekharuddin, 

2003]. 
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5.4. IMPLEMENTAÇÃO DAS WAVELETS DE FOURIER E DE 
HARTLEY NO MATLAB E ALGUMAS APLICAÇÕES 

Para introduzir as wavelets propostas no Wavelet Toolbox do MATLAB foi necessário 

definir três famílias de wavelets para cada família de wavelet contínua e real: hbxx, composta pela 

transformada de Hilbert de uma wavelet, ftxx, composta pelo núcleo de Fourier de uma wavelet, e 

htxx, composta pelo núcleo de Hartley de uma wavelet. Considere xx uma nomenclatura dada a 

uma família específica de wavelets. A implementação das mesmas no referido toolbox está 

apresentada no Apêndice B. 

Nesta seção é feita uma investigação preliminar quanto a aplicação das wavelets contínuas 

de Fourier e de Hartley. Para ilustrar o comportamento das wavelets propostas alguns sinais foram 

analisados usando o MATLAB Wavelet Toolbox [Misiti et al., 2002]. 

Considere a transformada de wavelets, coeficientes wavelet ca,b, dada por (capítulo 2): 

( )∫
+∞

∞−
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅= dt

a
bttf

a
c ba

*
,

1 ψ ,    (5.14) 

onde a (a > 0) e b são, respectivamente, fatores reais escala e translação, e f(t) é o sinal de tempo 

contínuo sob análise. 

 

5.4.1. APLICAÇÃO DE WAVELETS CONTÍNUAS DE HARTLEY 

A figura 5.14 apresenta um sinal composto por duas funções senoidais, de amplitude 

unitária com freqüências de 5 Hz e 9 Hz.  
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Figura 5.14: Sinal composto por duas funções senoidais de amplitude unitária e freqüências de 

5 Hz e 9 Hz. 
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Fazendo uso da wavelet de Morlet, de sua transformada de Hilbert e de seu núcleo de 

Hartley e considerando parâmetros escala inteiros no intervalo de 1 a 8, a figura 5.15 apresenta os 

gráficos “escala a × translação b” para o sinal apresentado na figura 5.14. A abscissa destes 

gráficos representa o tempo (a localização ao longo do sinal), o eixo das ordenadas representa os 

parâmetros escala e o plano x-y é constituído pelos coeficientes wavelet obtidos para cada um dos 

parâmetros escala e translação. Tais coeficientes são representados pelo seu valor absoluto e a 

distribuição de cores indica que os valores mais elevados têm cores escuras, enquanto que os 

coficientes de valores menores têm cores mais claras. 
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Figura 5.15: Valor absoluto dos coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 5.14 

considerando parâmetros escala inteiros no intervalo de 1 a 8 e usando: (a) wavelet de Morlet; (b) 

sua transformada de Hilbert; (c) seu núcleo de Hartley. 

 

A partir da figura 5.15, diferenças significativas no primeiro nível de decomposição (a = 1) 

podem ser vistas quando do emprego de uma wavelet par, uma wavelet ímpar e uma wavelet 

assimétrica. A figura 5.16 apresenta os coeficientes wavelet obtidos no primeiro nível de 

decomposição (a = 1) para cada uma destas wavelets-mãe. Pode-se observar que o emprego da 
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wavelet assimétrica (Hartley) permite obter uma melhor aproximação do sinal sob análise do que 

quando do uso de sua wavelet geradora. 

Apesar do deslocamento temporal imposto pela transformada de wavelets, o emprego de 

wavelets assimétricas permite obter informações adicionais de um sinal. Como o tipo de simetria 

do sinal em análise não é conhecido a priori, o uso de wavelets de Hartley na transformada de 

wavelets contínua pode eventualmente fornecer resultados mais adequados para uma determinada 

análise. 
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Figura 5.16: Coeficientes wavelet do primeiro nível de decomposição (a = 1) do sinal apresentado 

na figura 5.14 usando a wavelet de Morlet, sua transformada de Hilbert e seu núcleo de Hartley. 

 

5.4.2. APLICAÇÃO DE WAVELETS CONTÍNUAS DE FOURIER 

A figura 5.17 apresenta o sinal “freqbrk” [Misiti et al., 2002], constituído por senoides de 

amplitude unitária, com freqüências distintas em diferentes instantes de tempo. 

A figura 5.18 mostra sua decomposição em wavelets através da sua representação em 

gráficos “escala a × translação b”, em 32 níveis de decomposição, considerando parâmetros escala 

inteiros no intervalo de 1 a 32, e fazendo uso da wavelet de Fourier Mexican Hat. 

A partir da figura 5.18, pode-se observar que a wavelet Mexican Hat pode identificar a 

presença de ambas as freqüências assim como o instante de tempo quando ocorre uma mudança de 

freqüência. Neste caso, tal identificação será mais precisa nas escalas mais baixas de 

decomposição. Observa-se ainda que o valor absoluto dos coeficientes wavelet mostra claramente 

que o sinal de mais alta freqüência pode ser visto nos níveis mais baixos desta decomposição 

enquanto que o sinal de mais baixa freqüência pode ser visto nos níveis mais altos. 
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Figura 5.17: Sinal “freqbrk” constituído por senoides de amplitude unitária, com freqüências 

distintas em diferentes instantes de tempo. 
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Figura 5.18: Coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 5.17 considerando parâmetros 

escala inteiros no intervalo de 1 a 32 e a wavelet de Fourier Mexican Hat. 

 

Como exemplo, as figuras 5.19 e 5.20 mostram, respectivamente, o quinto (a = 5) e o 

vigésimo quinto (a = 25) níveis de decomposição da transformada de wavelets, sendo apresentadas 
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as partes real e imaginária e o valor absoluto de seus coeficientes wavelet. Podem ser observados 

os sinais de baixa e alta freqüência, quando da investigação das partes real e imaginária, e a 

envoltória do sinal, em decorrência do uso de uma wavelet complexa.  
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Figura 5.19: Coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 5.17 considerando a = 5 e as 

wavelets derivadas da wavelet-mãe Mexican Hat. O valor absoluto é usado no caso complexo. 
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Figura 5.20: Coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 5.17 considerando a = 25 e as 

wavelets derivadas da wavelet-mãe Mexican Hat. O valor absoluto é usado no caso complexo. 

 

A figura 5.21 apresenta o valor absoluto normalizado dos coeficientes wavelet para a = 5 e 

a = 25, quando se faz uso da wavelet de Fourier Mexican Hat. Esta figura mostra que quando as 

escalas são analisadas individualmente, o intervalo de tempo em que ocorrem diferentes conteúdos 

em freqüência pode ser estimado. 
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Figura 5.21: Valor absoluto normalizado dos coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 

5.17 considerando a = 5 e a = 25 e a wavelet de Fourier Mexican Hat. 

 

5.5. CONCLUSÕES 

Novas famílias de wavelets contínuas e discretas foram introduzidas, apoiadas na 

transformada de Hilbert e em uma analogia entre os núcleos de transformadas de Fourier e de 

Hartley e de uma WMRA. 

Wavelets contínuas geralmente apresentam simetria par ou ímpar, de modo que wavelets 

simétricas (pares) podem ser projetadas através da transformada de Hilbert de wavelets anti-

simétricas (ímpares) e vice-versa. Estas wavelets harmonicamente conjugadas são designadas pares 

de wavelets transformadas de Hilbert. 

Com a definição da wavelet “transformada de Hilbert de wavelet” foi possível construir 

novas wavelets complexas, as wavelets analíticas e as wavelets de Fourier, e reais, as wavelets de 

Hartley, as quais foram desenvolvidas com base na definição de sinais analíticos e nos núcleos das 

transformadas de Fourier e de Hartley, respectivamente. 

As wavelets com simetria par (ímpar) podem ser particularmente úteis na análise de sinais 

simétricos (anti-simétricos). Porém, como as propriedades do sinal em análise não são conhecidas a 

priori, a análise conjunta dos dois tipos de simetria do sinal através das wavelets de Fourier ou de 

Hartley pode promover uma análise mais apropriada do sinal. 

No domínio do tempo discreto, foram apresentados os parâmetros M e β de filtros FIR que 

aproximam o “transformador ideal de Hilbert” e define, através de sua convolução com um filtro 

wavelet, um novo filtro wavelet que implementa a transformada de Hilbert de uma wavelet 
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discreta. Foram propostas implementações através de bancos de filtros para a WMRA, onde uma 

wavelet e sua transformada de Hilbert podem ser agrupadas para realizar análises com wavelets de 

Fourier e de Hartley discretas. Em decorrência da diferença nos comprimentos dos filtros wavelet e 

transformada de Hilbert de wavelet, faz-se necessário introduzir um atraso puro no ramo do filtro 

wavelet para a composição adequada dos coeficientes wavelet de Fourier e de Hartley. 

Os casos exemplos ilustram que, apesar do deslocamento temporal imposto pela 

transformada de wavelets, as wavelets de Hartley (assimétricas) podem promover uma melhor 

análise para determinadas classes de sinais. Enquanto isso, as wavelets complexas, as wavelets de 

Fourier e analíticas, têm potencial aplicação para a detecção de distúrbios e de freqüências.  

Ressalta-se ainda que wavelets de Hartley podem ser escolhas apropriadas para uma análise 

onde faz-se necessário o deslocamento de fase de –π/4 radianos entre dois sinais, enquanto que 

wavelets de Fourier, analíticas ou transformadas de Hilbert podem ser escolhas adequadas em 

aplicações onde faz-se necessário o deslocamento de fase de –π/2 radianos. 
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CAPÍTULO 6 

FAMÍLIAS DE WAVELETS DERIVADAS DE 
POLINÔMIOS ORTOGONAIS 

Neste capítulo são apresentadas famílias de wavelets derivadas dos polinômios clássicos de 

Legendre, Chebyshev e Gegenbauer. Bancos de filtros não ortogonais são propostos para a 

implementação computacional de uma análise multirresolução baseada nestas novas famílias de 

wavelets. 

6.1. INTRODUÇÃO 

Os polinômios de Legendre e Chebyshev formam um conjunto de funções ortogonais no 

intervalo [-1, 1], com relação às suas funções peso [Abramowitz & Stegun, 1968]. A decomposição 

de sinais sobre o intervalo L2(-1, 1) tem sido proposta através de conexões entre polinômios 

ortogonais e as teorias de análise multirresolução de sinais e de wavelets [Kilgore & Prestin, 1996; 

Fischer & Prestin, 1997; Cintra et al., 2003; Lira et al., 2003]. A metodologia proposta em [Kilgore 

& Prestin, 1996; Fischer & Prestin, 1997] define funções escala e wavelet contínuas, enquanto que 

a técnica proposta em [Cintra et al., 2003; Lira et al., 2003], a qual é baseada em [Lira et al., 2004], 

define funções escala e wavelet discretas, permitindo realizar análises de sinais através de bancos 

de filtros digitais. 

Em [Lira et al., 2004], foram definidas novas wavelets baseando-se nas funções de Mathieu 

(cossenos e senos elípticos), sendo estas denominadas wavelets de Mathieu. Segundo o autor, a 

estrutura matemática destas wavelets naturalmente induz uma imposição de fase linear ω⋅⋅− nje  para 
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o filtro escala de uma MRA. Baseando-se neste trabalho, esta fase linear também foi empregada na 

definição das wavelets de Legendre [Lira et al., 2003] e Chebyshev [Cintra et al., 2003]. 

Explorando estas últimas relações, mostra-se neste capítulo que a imposição de uma fase 

linear para a composição da resposta em freqüência dos filtros escala de Legendre e Chebyshev é 

compatível com a teoria de filtros digitais de fase linear generalizada [Oppenheim et al., 1999]. 

Adicionalmente, é investigada a possibilidade de criação de uma nova família de funções 

escala e wavelet baseada nos polinômios de Gegenbauer, dos quais os outros dois polinômios são 

casos particulares. 

 

6.2. UMA FAMÍLIA DE WAVELETS DERIVADA DOS POLINÔMIOS 
DE LEGENDRE 

Os polinômios de Legendre já foram usados para o projeto de funções janela [Jaskula, 

2002] e de uma família de wavelets [Lira et al., 2003]. Entretanto, ao invés de impor uma fase 

linear para a definição da resposta em freqüência de filtros MRA de Legendre, que se baseia em 

resultados obtidos na definição das funções escala de Mathieu, faz-se uma comparação entre a 

magnitude da resposta em freqüência proposta com a magnitude da resposta em freqüência de 

filtros FIR de fase linear generalizada. 

Inicialmente são apresentados os polinômios de Legendre e em seguida todo o 

desenvolvimento matemático necessário para a investigação da existência de novas funções escala 

e wavelet derivadas dos mesmos. 

 

6.2.1. OS POLINÔMIOS DE LEGENDRE 

Os polinômios de Legendre, ( )zPn , são definidos pela seguinte relação de recorrência 

[Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ],1121
21 zPnzPzn

n
zP nnn −− ⋅−−⋅⋅−⋅⋅=   (6.1) 

onde ( ) 10 =zP , ( ) zzP =1 , n > 1 e 1≤z .  

A figura 6.1 apresenta alguns polinômios de Legendre para z real, 1≤z . 
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(a)      (b) 

Figura 6.1: Alguns polinômios de Legendre ( )zPn : (a) n ímpar; (b) n par. 

 

Os polinômios de Legendre de ordem ímpar têm valor médio nulo e os polinômios de 

ordem par têm valor médio diferente de zero. Apesar disto, os polinômios de Legendre não devem 

ser declarados como funções escala ou wavelet de uma WMRA, uma vez que estes não decaem 

para zero em suas extremidades, como desejável [Chui, 1992]. 

De acordo com as considerações anteriores, adota-se a mudança de variável ( )θcos=z , de 

forma que os polinômios de Legendre sejam apresentados sob a forma ( )( )θcosnP . A figura 6.2 

apresenta alguns exemplos de polinômios de Legendre considerando ( )θcos=z . 
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(a)      (b) 

Figura 6.2: Alguns polinômios de Legendre ( )( )θcosnP : (a) n ímpar; (b) n par. 

 

Os polinômios de Legendre na forma ( )( )θcosnP  têm: (i) periodicidade 2·π para n ímpar, 

com zeros comuns em 2π⋅= nθ , de modo que tem-se ( )( ) 02πcos =⋅nPn ; (ii) periodicidade π 
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para n par, não havendo zeros comuns; (iii) n raízes distintas dentro do intervalo π20 ⋅≤< θ  (n 

ímpar) ou π0 ≤< θ  (n par). Dessa forma, a visão no domínio do tempo dos polinômios de 

Legendre como funções escala ou wavelet é descartada e os polinômios sob a forma ( )( )θcosnP  

podem ser vistos como respostas em freqüência de filtros digitais. 

 

6.2.2. OS FILTROS PASSA-BAIXA DE LEGENDRE 

Para ajustar os polinômios de Legendre ( )( )θcosnP  à resposta em freqüência de um filtro 

passa-baixa, faz-se necessário impor um valor nulo em π. Isto pode ser feito ao assumir θ 

relacionado à freqüência espectral ω como 2ωθ = , para valores ímpares de n. Para os polinômios 

de ordem par, n par, não é possível definir uma relação entre θ e ω que permaneça válida para 

qualquer n. Logo, apenas valores ímpares para n são levados em consideração. 

A função ( )( )2cos ωnP , com n = v, v ímpar, pode ser usada para definir o filtro escala 

( )ωH  de uma MRA. Um filtro escala é um filtro passa-baixa e deve atender a condições de 

fronteira apropriadas, nominalmente ( ) 10 =H  e ( ) 0π =H  [Chui, 1992]. Então impõe-se a ( )ωνH  

uma função magnitude que é dada pelo polinômio de Legendre: 

( ) ( )( )2cos ωω νν PA = .     (6.2) 

Exemplos ilustrativos dos filtros passa-baixa de Legendre são apresentados na figura 6.3. 

Observa-se nesta figura que à medida que v aumenta, o lóbulo principal torna-se mais estreito e o 

nível de atenuação na banda de rejeição torna-se maior. O número de zeros no intervalo 

π20 ⋅≤< ω  depende de v (o grau do polinômio de Legendre). 
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Figura 6.3: Magnitude da resposta em freqüência de filtros passa-baixa de Legendre para 

v = 1, 3, 5, 7. 
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6.2.2.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Legendre 

Como a função magnitude ( )ωνA  está definida, o próximo passo é adotar uma fase de 

modo a definir ( )ωνH  e, em seguida, determinar os coeficientes do filtro ( )khν , Zk ∈ . Isto pode 

ser feito ao aplicar expressões explícitas envolvendo polinômios de Legendre e funções 

trigonométricas [Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( )( ) ( )( )∑
=

⋅⋅−⋅=
n

m
mn mnaP

0

2coscos θθ ,    (6.3) 

onde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅−⋅
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
⋅=

mn
mn

m
m

a nm
222

4
1  e π0 ≤< θ . 

Substituindo 2ωθ =  e ν=n  na equação (6.3) obtém-se: 
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0 2
2cos

2
cos ωω
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Expandindo os termos do somatório da expressão (6.4) obtém-se: 
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de modo que, agrupando os termos coincidentes, o polinômio de Legendre, empregando as 

considerações supracitadas, pode ser representado por: 
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A equação geral para um filtro FIR de fase linear generalizada tipo II (filtros com simetria 

par e comprimento par) [Oppenheim et al., 1999], ou seja, v ímpar, pode ser definida como: 

( ) ( ) 2
vj

vv eBH
⋅
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ω

ωω ,    (6.7) 
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k
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⎠
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⎜
⎝
⎛ −+⋅= khbk 2

12 ν , sendo {hk} os coeficientes de tal 

filtro. 

Expandindo os termos da expressão (6.7) obtém-se: 
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que, em função dos coeficientes do filtro, pode ser expresso por: 
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Uma comparação termo-a-termo entre as expressões (6.9) e (6.6) revela que 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= −

2
kk

k
aah ν , para ν,,1 ,0 L=k  e um dado v ímpar, e implica que ( )ωνH  pode ser visto 

como um filtro FIR de fase linear generalizada, sendo definido por: 

( ) ( ) 2
νω

νν ωω
⋅⋅−

⋅=
j

eAH ,     (6.10) 

cujos coeficientes são dados por: 

( ) ( ) ( )
2

kakakhv
−+= ν , ν,,1 ,0 L=k .   (6.11) 

Finalmente, invocando os coeficientes da série de Legendre (6.3) e sabendo que a resposta 

em freqüência de filtros MRA é dada por ( ) ( )∑
∈

⋅⋅−⋅⋅=
Zk

kjekhH ω
νν ω

2
1 , os coeficientes do filtro 

passa-baixa de Legendre são expressos por: 

( )
,

222
4
1

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅−⋅
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
⋅=

k
k

k
kkh

ν
ν

ν
ν  ν,,1 ,0 L=k . (6.12) 

Portanto, os filtros passa-baixa de Legendre são filtros FIR de fase linear generalizada tipo 

II, portanto filtros de suporte compacto, apresentando 1+ν  coeficientes não nulos, e simetria par, 

uma vez que ( ) ( )khkh −= ννν , com centro de simetria em 2ν . No plano Z, todos os zeros dos 

filtros passa-baixa de Legendre estão localizados sobre o círculo unitário. 

 

6.2.2.2. Avaliação da Convergência da Resposta ao Impulso dos Filtros 

Passa-Baixa de Legendre 

Os coeficientes do filtro passa-baixa de Legendre satisfazem às condições básicas da MRA 

no domínio da freqüência e a algumas condições necessárias de ortogonalidade [Burrus et al., 

1998]: 

( )∑ =
k

kh 2 ,      (6.13) 

( ) ( ) .
2

1122 =+⋅=⋅ ∑∑
kk

khkh    (6.14) 
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Embora as condições básicas da MRA sejam obedecidas, faz-se necessário verificar se há 

convergência da resposta ao impulso destes filtros. Se existe convergência no 2L , esta resposta ao 

impulso pode ser chamada de função escala φ(t) de uma MRA e o filtro passa-baixa de Legendre 

passa a denominar-se filtro escala de uma MRA. 

Há alguns métodos para verificar a convergência no 2L  [Burrus et al., 1998]. Um deles 

baseia-se em aproximações sucessivas da resposta ao impulso do filtro a partir de seus coeficientes 

através de um processo iterativo, o algoritmo em cascata. Tal processo, brevemente discutido no 

item 2.5.1.3, pode ser simplificado conforme apresentado na figura 6.4, na qual o número de 

iterações do algoritmo, it, corresponde à quantidade de escalas de reconstrução, ou seja, à 

quantidade de ramos superiores do processo de reconstrução do algoritmo de codificação por sub-

bandas baseado na WMRA. Quando há convergência, o algoritmo em cascata garante a existência e 

unicidade da função escala φ(t) e, conseqüentemente, garante a existência de uma MRA [Burrus et 

al., 1998]. 

 

 

 

Figura 6.4: Processo iterativo e representativo para teste de convergência da resposta ao impulso de 

um filtro passa-baixa: it é o número de iterações. 

 

A figura 6.5 apresenta funções derivadas após 2, 3 e 4 iterações, para v =1, 3, 5, 7, que 

representam uma aproximação de uma única função no domínio do tempo. Deste modo, pode-se 

afirmar que há convergência no L2 e que as funções resultantes são exemplos de funções escala da 

família MRA de Legendre. 

Uma propriedade importante das funções escala em uma MRA é a ortogonalidade. Esta 

propriedade pode ser investigada através da seguinte relação [Chui, 1992; Burrus et al., 1998]: 

( ) ( ) ( )nnkhkh
k

δ=⋅−⋅∑ 2 ,    (6.15) 

onde ( )nδ  é o impulso unitário discreto. Esta é uma condição suficiente para ortogonalidade. 

Apesar do fato de que os filtros escala de Legendre sempre obedecem às condições 

necessárias para ortogonalidade, v = 1 é a única ordem dos filtros de Legendre que gera uma MRA 

ortogonal. De fato, este filtro de Legendre (v = 1) reduz-se ao filtro de Haar, que é o único filtro 

simétrico que atende à condição de ortogonalidade [Chui, 1992]. 

2
h(k) φ(t) 

h(n) 

it 
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Figura 6.5: Funções escala de Legendre derivadas após 2, 3 e 4 iterações: (a) v = 1; (b) v = 3; 

(c) v = 5; (d) v = 7. Observa-se que há convergência com o número de iterações. 

 

6.2.3. UMA ANÁLISE MULTIRRESOLUÇÃO BASEADA EM FUNÇÕES ESCALA 

E WAVELET DE LEGENDRE 

De modo a definir filtros passa-alta para gerar as wavelets de Legendre, faz-se necessário 

um deslocamento de π-radianos na resposta em freqüência das funções escala de Legendre. No 

domínio do tempo discreto, este deslocamento em freqüência corresponde a um deslocamento 

cíclico nos coeficientes do filtro passa-baixa. Portanto, os coeficientes do filtro wavelet, ( )kg , 

Zk ∈ , são dados por ( ) ( )khkg k −⋅−= 1)1( , para ν,,1 ,0 L=k . 

Definindo um banco de filtros não ortogonal baseado em filtros passa-baixa e passa-alta de 

Legendre, as funções wavelet podem ser derivadas por um processo iterativo similar ao empregado 

para gerar as funções escala. Para isto, substitui-se, na figura 6.4, os coeficientes do filtro passa-

baixa ( )kh , na entrada do processo iterativo, pelos coeficientes do filtro passa-alta ( )kg . A figura 

6.6 apresenta algumas funções escala e wavelet de Legendre derivadas após seis iterações. 
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Figura 6.6: Funções de Legendre (v = 1, 3, 5, 7) derivadas após seis iterações: (a) funções escala; 

(b) funções wavelet. 

 

Assim como muitos filtros escala e wavelet de suporte compacto, não há fórmulas 

analíticas para descrever as funções escala e wavelet de Legendre no domínio do tempo. 

 

6.3. UMA FAMÍLIA DE WAVELETS DERIVADA DOS POLINÔMIOS 
DE CHEBYSHEV 

Assim como os polinômios de Legendre, os polinômios de Chebyshev já foram usados para 

o projeto de filtros digitais [Oppenheim et al., 1999] e de famílias de wavelets [Kilgore & Prestin, 

1996; Cintra et al., 2003]. Considerando o caso discreto, proposto em [Cintra et al., 2003], faz-se 

uma comparação entre a magnitude da resposta em freqüência proposta com a magnitude da 

resposta em freqüência de filtros FIR de fase linear generalizada, a exemplo do que foi feito com os 

polinômios de Legendre. 

Portanto, o mesmo procedimento empregado para a definição das funções WMRA de 

Legendre, apresentado no item anterior, é utilizado para a investigação da existência das funções 

WMRA derivada dos polinômios de Chebyshev. Salienta-se que os polinômios de Chebyshev 

podem ser classificados como polinômios de Chebyshev tipo I e tipo II, dos quais a principal 

diferença entre os mesmos é a imposição de diferentes condições iniciais em uma expressão única. 
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6.3.1. OS POLINÔMIOS DE CHEBYSHEV TIPO I 

Os polinômios de Chebyshev tipo I, ( )zTn , são definidos pela seguinte relação de 

recorrência [Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( ) ( ) ( )zTzTzzT nnn 212 −− −⋅⋅= ,    (6.16) 

onde ( ) 10 =zT , ( ) zzT =1 , n > 1 e 1≤z . 

A figura 6.7 apresenta alguns polinômios de Chebyshev tipo I para z real, 1≤z . Assim 

como os polinômios de Legendre, os polinômios de Chebyshev tipo I de ordem ímpar têm valor 

médio nulo e os polinômios de ordem par têm valor médio diferente de zero. Apesar disto estes 

polinômios não devem ser declarados como funções wavelet e escala, uma vez que não decaem 

para zero, como desejável [Chui, 1992]. 
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Figura 6.7: Alguns polinômios de Chebyshev tipo I ( )zTn : (a) n ímpar; (b) n par. 

 

Sobre as considerações apontadas anteriormente, é adotada novamente a mudança de 

variável ( )θcos=z , de forma que os polinômios de Chebyshev tipo I são agora apresentados sob a 

forma ( )( )θcosnT . A figura 6.8 apresenta alguns exemplos de polinômios de Chebyshev tipo I 

usando ( )θcos=z . 

Os polinômios de Chebyshev tipo I na forma ( )( )θcosnT  têm: (i) periodicidade 2·π para n 

ímpar, com zeros comuns em 2π⋅= nθ ; (ii) periodicidade π para n par, não havendo zeros 

comuns; (iii) n raízes distintas dentro do intervalo π20 ⋅≤< θ  (n ímpar) ou π0 ≤< θ  (n par).  
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Dessa forma, a visão no domínio do tempo dos polinômios de Chebyshev tipo I como 

funções escala ou wavelet é descartada e os polinômios sob a forma ( )( )θcosnT  podem ser vistos 

como respostas em freqüência de filtros digitais. 
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Figura 6.8: Alguns polinômios de Chebyshev tipo I ( )( )θcosnT : (a) n ímpar; (b) n par. 

 

6.3.2. OS FILTROS PASSA-BAIXA DE CHEBYSHEV TIPO I 

De forma a ajustar os polinômios de Chebyshev tipo I de ordem ímpar ( )( )θcosnT , n ímpar, 

à resposta em freqüência de um filtro passa-baixa, é necessário impor um valor nulo em π. Isto 

pode ser feito ao assumir θ relacionado à freqüência espectral ω como 2ωθ = . Para os 

polinômios de ordem par, n par, não é possível definir uma relação entre θ e ω que permaneça 

válida para qualquer n. Dessa forma, apenas valores ímpares para n são levados em consideração. 

O número de zeros em π20 ⋅≤< ω  e a largura dos lóbulos dos polinômios escalonados de 

Chebyshev ( )( )2cos ωnT  dependem apenas do grau (n) dos mesmos. Para n fixo, todos os lóbulos 

apresentam mesma largura de banda, de modo que não é possível definir o lóbulo principal. 

A função ( )( )2cos ωnT , com n = v, v ímpar, pode ser usada para definir o filtro passa-baixa 

( )ωH  para uma MRA. Um filtro MRA deve atender a condições de fronteira apropriadas, 

nominalmente ( ) 10 =H  e ( ) 0π =H  [Chui, 1992]. Então impõe-se a ( )ωνH  uma função 

magnitude que é dada pelo polinômio normalizado de Chebyshev tipo I: 

( ) ( )( )2cos ωω νν TA = .     (6.17) 

Exemplos ilustrativos das funções de transferência dos filtros passa-baixa de Chebyshev 

tipo I são apresentados na figura 6.9, onde se observa que estas funções são naturalmente 
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normalizadas, que à medida que v aumenta ocorrem mais ultrapassagens pelo zero e ainda que 

todos os lóbulos, para um v fixo, apresentam mesma largura de banda. 
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Figura 6.9: Magnitude da resposta em freqüência de filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I para 

v = 1, 3, 5, 7. 

 

6.3.2.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Chebyshev Tipo I 

Como ( )ωνA  está definida, o próximo passo é adotar uma fase de modo a definir ( )ωνH  e, 

em seguida, determinar os coeficientes do filtro ( )khν , Zk ∈ . Isto pode ser feito ao aplicar 

expressões explícitas envolvendo polinômios de Chebyshev tipo I e funções trigonométricas 

[Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( )( ) ( )θθ ⋅= nTn coscos .     (6.18) 

Substituindo 2ωθ =  e ν=n  na equação (6.18) obtém-se: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos

2
cos ωνω

νT .    (6.19) 

Uma comparação termo-a-termo entre as expressões (6.19) e (6.9) revela que ( ) 21=kh , 

para 0=k  e ν=k , e ( ) 0=kh , para ν<< k0 , para um dado v ímpar, e implica que ( )ωνH  pode 

ser visto como um filtro FIR de fase linear generalizada, sendo definido por: 

( ) ( ) 2
νω

νν ωω
⋅⋅−

⋅=
j

eAH ,     (6.20) 

e cujos coeficientes são dados por: 

( )
2
1=khν , 0=k  e ν=k .    (6.21) 
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Como a resposta em freqüência de filtros MRA é dada por ( ) ( )∑
∈

⋅⋅−⋅⋅=
Zk

kjekhH ω
νν ω

2
1 , 

os coeficientes do filtro MRA de Chebyshev são: 

( )
,

2
1

2
=

khν  0=k  e ν=k .    (6.22) 

Portanto, os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I são filtros FIR de fase linear 

generalizada tipo II, portanto filtros de suporte compacto e simetria par, ( ) ( )khkh −= ννν , 

apresentando 1+ν  coeficientes, porém apenas dois coeficientes não nulos, e centro de simetria em 

2ν . No plano Z, todos os zeros dos filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I estão localizados sobre 

o círculo unitário. 

A expressão completa representativa para os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I é dada 

por: 

( ) ( )( ) 22cos ων
νν ωω ⋅⋅−⋅= jeTH ,   (6.23) 

ou ainda, considerando a expressão (6.19), por: 

( ) ( )ων
ν ω ⋅⋅−+⋅= jeH 1

2
1 .     (6.24) 

 

6.3.2.2. Avaliação da Convergência da Resposta ao Impulso dos Filtros 

Passa-Baixa de Chebyshev Tipo I 

Os coeficientes do filtro passa-baixa de Chebyshev tipo I satisfazem às condições básicas 

da MRA no domínio da freqüência e às condições de ortogonalidade. Mas, embora estas 

propriedades da MRA sejam satisfeitas, o processo iterativo do algoritmo em cascata para v > 1, 

usando os coeficientes dos filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I, não converge para uma função 

escala de uma MRA, conforme apresentado na figura 6.10.  

Conseqüentemente, não é possível definir as wavelets de Chebyshev tipo I. Em outras 

palavras, o limite do algoritmo em cascata não é uma função amortecida e o algoritmo não 

converge no L2. A única exceção é v = 1, que reduz-se ao conhecido banco de filtros de Haar. Esta 

é a única escolha de polinômios de Chebyshev tipo I que produz uma MRA. 
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Figura 6.10: Resposta ao impulso dos filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I derivadas após 2, 3 e 

4 iterações: (a) v = 1; (b) v = 3; (c) v = 5; (d) v = 7. Não há convergência no L2 para v > 1. 

 

6.3.3. OS POLINÔMIOS DE CHEBYSHEV TIPO II 

Os polinômios de Chebyshev tipo II, ( )zU n , também são construídos a partir da mesma 

relação de recorrência utilizada para os polinômios de Chebyshev tipo I. Entretanto, são 

empregadas diferentes condições iniciais [Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( ) ( ) ( )zUzUzzU nnn 212 −− −⋅⋅= ,   (6.25) 

onde ( ) 10 =zU , ( ) zzU ⋅= 21 , n > 1 e 1≤z . 

A figura 6.11 mostra alguns polinômios de Chebyshev tipo II para z  real, 1≤z . Os 

polinômios de Chebyshev tipo II de ordem ímpar têm valor médio nulo e os polinômios de ordem 

par têm valor médio diferente de zero, mas apesar disto estes polinômios não devem ser declarados 

como funções wavelet e escala, uma vez que não decaem para zero, como desejável [Chui, 1992]. 
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Novamente, a mudança de variável ( )θcos=z  é adotada de forma que os polinômios de 

Chebyshev tipo II sejam apresentados sob a forma ( )( )θcosnU . A figura 6.12 apresenta alguns 

polinômios de Chebyshev tipo II considerando ( )θcos=z . 
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Figura 6.11: Alguns polinômios de Chebyshev tipo II ( )zU n : (a) n ímpar; (b) n par. 

 

Os polinômios de Chebyshev tipo II na forma ( )( )θcosnU  têm: (i) periodicidade 2·π para n 

ímpar, com zeros comuns em 2π⋅= nθ , de modo que tem-se ( )( ) 02πcos =⋅nU n ; (ii) 

periodicidade π para n par, não havendo zeros comuns; (iii) n raízes distintas dentro do intervalo 

π20 ⋅≤< θ  (n ímpar) ou π0 ≤< θ  (n par).  

Dessa forma, a visão no domínio do tempo dos polinômios de Chebyshev tipo II como 

funções escala ou wavelet é descartada e os polinômios sob a forma ( )( )θcosnU  podem ser vistos 

como respostas em freqüência de filtros digitais. 
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Figura 6.12: Alguns polinômios de Chebyshev tipo II ( )( )θcosnU : (a) n ímpar; (b) n par. 
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6.3.4. OS FILTROS PASSA-BAIXA DE CHEBYSHEV TIPO II 

De forma a ajustar os polinômios de Chebyshev tipo II de ordem ímpar ( )( )θcosnU , n 

ímpar, à resposta em freqüência de um filtro passa-baixa, é necessário impor um valor nulo em π. 

Isto pode ser feito ao assumir θ relacionado à freqüência espectral ω como 2ωθ = . Para os 

polinômios de ordem par, n par, não é possível definir uma relação entre θ e ω que permaneça 

válida para qualquer n. Dessa forma, apenas valores ímpares para n são levados em consideração. 

O número de zeros em π20 ⋅≤< ω , a largura do lóbulo principal e a atenuação na banda 

de rejeição dos polinômios escalonados de Chebyshev ( )( )2cos ωnU  dependem apenas do grau (n) 

dos mesmos. 

A função ( )( )2cos ωnU , com n = v, v ímpar, pode ser usada para definir o filtro passa-

baixa ( )ωH  para uma MRA. Um filtro MRA deve atender a condições de fronteira apropriadas, 

nominalmente ( ) 10 =H  e ( ) 0π =H  [Chui, 1992]. Então impõe-se a ( )ωνH  uma função 

magnitude que é dada pelo polinômio normalizado de Chebyshev: 

( ) ( )( )2cos
1

1 ωω νν U
n

A ⋅
+

= .    (6.26) 

Exemplos ilustrativos das funções de transferência dos filtros MRA de Chebyshev estão 

mostrados na figura 6.13. O comportamento passa-baixa de ( )ωνA  é observado, como esperado. À 

medida que v aumenta, o lóbulo principal torna-se mais estreito e o nível de atenuação na banda de 

rejeição torna-se maior. 
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Figura 6.13: Magnitude da resposta em freqüência de filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II para 

v = 1, 3, 5, 7. 
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6.3.4.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Chebyshev Tipo II 

Como ( )ωνA  está definida, o próximo passo é adotar uma fase de modo a definir ( )ωνH  e, 

em seguida, determinar os coeficientes do filtro ( )khν , Zk ∈ . Isto pode ser feito ao aplicar 

expressões explícitas envolvendo polinômios de Chebyshev tipo II e funções trigonométricas 

[Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( )( ) ( )( )
( )θ

θθ
sen

1sencos ⋅+= nU n ,     (6.27) 

ou ainda, como [Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( )( ) ( )( )∑
=

⋅⋅−=
n

m
n mnU

0

2coscos θθ .    (6.28) 

Substituindo 2ωθ =  e ν=n  na equação (6.28) obtém-se: 

( )∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ v

m

mvU
0 2

2cos
2

cos ωω
ν .    (6.29) 

Expandindo os termos do somatório da expressão (6.29) obtém-se: 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos

2
2cos...

2
2cos

2
cos

2
cos ωωωωω

ν
vvvvU , (6.30) 

de modo que, agrupando os termos coincidentes, o polinômio de Chebyshev tipo II, empregando as 

considerações supracitadas, pode ser representado por: 

( ) ( ) ...
2

4cos2
2

2cos2
2

cos2
2

cos +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ωωωω

ν vvvU   (6.31) 

Uma comparação termo-a-termo entre a expressão (6.31) e àquela de filtros FIR de fase 

linear generalizada tipo II (6.9) revela que ( ) 1=kh , para ν,,1 ,0 L=k  e um dado v ímpar, e 

implica que ( )ωνH  pode ser visto como um filtro FIR de fase linear generalizada, sendo definido 

por: 

( ) ( ) 2
νω

νν ωω
⋅⋅−

⋅=
j

eAH ,     (6.32) 

e cujos coeficientes são dados por: 

( )
1

1
+

=
νν kh , ν,,1 ,0 L=k .    (6.33) 
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Finalmente, como a resposta em freqüência de filtros MRA é dada por 

( ) ( )∑
∈

⋅⋅−⋅⋅=
Zk

kjekhH ω
νν ω

2
1 , os coeficientes do filtro MRA de Chebyshev são expressos por: 

( )
,

1
1

2 +
=

ν
ν kh  ν,,1 ,0 L=k .    (6.34) 

Portanto, os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II são filtros FIR de fase linear 

generalizada tipo II, portanto filtros de suporte compacto e simetria par, ( ) ( )khkh −= ννν , 

apresentando 1+ν  coeficientes iguais e não nulos e centro de simetria em 2ν . No plano Z, todos 

os zeros dos filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II estão localizados sobre o círculo unitário. 

A expressão completa representativa para os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II é 

dada por: 

( ) ( )( ) 22cos
1

1 ων
νν ω

ν
ω ⋅⋅−⋅⋅

+
= jeUH ,    (6.35) 

ou ainda, considerando a expressão (6.27), por: 

( ) ( )( )
( )

2

2sen
21sen

1
1 ων

ν ω
ων

ν
ω ⋅⋅−⋅⋅+⋅

+
= jeH ,   (6.36) 

que é a expressão de um filtro de média móvel, ou ainda da janela retangular [Oppenheim et al., 

1999]. Conseqüentemente, os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II também podem ser 

chamados de filtros de média móvel. 

 

6.3.4.2. Avaliação da Convergência da Resposta ao Impulso dos Filtros 

Passa-Baixa de Chebyshev Tipo II 

Os coeficientes do filtro passa-baixa de Chebyshev tipo II satisfazem às condições básicas 

da MRA no domínio da freqüência e a algumas condições necessárias de ortogonalidade [Burrus et 

al., 1998]. Apesar do fato de que os filtros escala de Chebyshev tipo II sempre obedecem às 

condições necessárias para ortogonalidade, v = 1 é a única ordem dos filtros de Chebyshev tipo II 

que gera uma MRA ortogonal. De fato, este filtro de Chebyshev (v = 1) reduz-se ao filtro de Haar, 

que é o único filtro simétrico que atende a condição de ortogonalidade [Chui, 1992]. 

O processo iterativo do algoritmo em cascata, usando os coeficientes dos filtros passa-

baixa de Chebyshev tipo II, converge para uma função escala de uma análise multirresolução, 

conforme apresentado na figura 6.14. Esta figura apresenta funções derivadas após 2, 3 e 4 
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iterações, para v = 1, 3, 5, 7, que representam uma aproximação de uma única função no domínio 

do tempo. Deste modo, pode-se afirmar que há convergência no L2 e que as funções resultantes são 

exemplos de funções escala da família MRA de Chebyshev tipo II. 
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Figura 6.14: Funções escala de Chebyshev tipo II derivadas após 2, 3 e 4 iterações: (a) v = 1; 

(b) v = 3; (c) v = 5; (d) v = 7. Observa-se que há convergência com o número de iterações. 

 

6.3.5. UMA ANÁLISE MULTIRRESOLUÇÃO BASEADA EM FUNÇÕES ESCALA 

E WAVELET DE CHEBYSHEV 

Nesta seção 6.3 foi mostrado que apenas os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II podem 

definir funções escala e wavelet de uma MRA. Conseqüentemente, a análise multirresolução de 

Chebyshev da qual trata este item está baseada nas funções escala e wavelet derivadas dos 

polinômios de Chebyshev tipo II. 

A figura 6.15 apresenta algumas funções escala e wavelet de Chebyshev obtidas após seis 

iterações do algoritmo em cascata. Considera-se que as wavelets de Chebyshev são geradas de 

forma semelhante à empregada na definição das wavelets de Legendre.  
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Assim como a vasta maioria de filtros escala e wavelet de suporte compacto, não há 

fórmulas analíticas para descrever tais funções no domínio do tempo. 
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(a)      (b) 

Figura 6.15: Funções de Chebyshev (v = 1, 3, 5, 7) derivadas após seis iterações: (a) funções 

escala; (b) funções wavelet. 

 

6.4. FAMÍLIAS DE WAVELETS DERIVADAS DOS POLINÔMIOS DE 
GEGENBAUER 

Os polinômios de Legendre e Chebyshev tipos I e II são casos particulares de uma classe 

de polinômios mais abrangente: os polinômios (ultra-esféricos) de Gegenbauer. Portanto, espera-se 

que novas funções WMRA derivadas dos polinômios de Gegenbauer, com maior grau de liberdade, 

possam ser definidas baseando-se no procedimento empregado para a definição das funções 

WMRA de Legendre e Chebyshev. 

Os polinômios de Gegenbauer já têm sido usados para o projeto de filtros passa-baixa ou 

passa-alta [Soltis, 1993; Soltis, 1994; Saèd et al., 1995; Deczky, 2001; Schwarzweller & 

Wintermantel, 2002], seja como a resposta ao impulso de filtros FIR, seja como a resposta em 

freqüência de funções janela e wavelets. 

Foi mostrado em [Soltis, 1994] que tomando valores de α (um parâmetro do polinômio de 

Gegenbauer) fora de sua faixa de definição de ortogonalidade, é possível gerar wavelets que se 

assemelham às wavelets de Lemarie e gaussianas discretas, cujas respostas em freqüência são do 

tipo filtros de meia banda. Porém, como estas wavelets são geradas, no artigo em questão, a partir 
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do emprego de transformadas inversas de Fourier, não estão disponíveis informações quanto aos 

filtros digitais aos quais as mesmas correspondem. 

Avalia-se ainda a possibilidade de criação de novas funções WMRA derivadas dos 

polinômios de Gegenbauer, quando considerados valores de α dentro de tal faixa de ortogonalidade 

e o emprego do procedimento adotado para a definição das funções WMRA de Legendre e 

Chebyshev. 

Inicialmente, tal procedimento é apresentado e em seguida avaliam-se os resultados 

encontrados por Soltis [Soltis, 1994]. 

 

6.4.1. OS POLINÔMIOS DE GEGENBAUER 

O polinômio de Gegenbauer, ou polinômio ultraesférico harmônico, é solução da equação 

diferencial, n inteiro: 

( ) ( ) ( ) 02121 2

2
2 =⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅− ynn

dz
dyz

dz
ydz αα .   (6.37) 

O polinômio ortogonal de Gegenbauer de ordem n, ( ) ( )zCn
α , pode ser obtido, para 2>n , 

1≤z  e 21−>α , pela seguinte relação de recorrência [Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zCnzCzn
n

zC nnn
ααα αα 2

)(
1 22121

−− ⋅−+⋅−⋅⋅−+⋅⋅= ,  (6.38) 

onde ( ) ( ) zzC ⋅⋅= αα 21  e ( ) ( ) ( ) αααα −⋅+⋅⋅= 2
2 12 zzC . Adicionalmente, mantém-se válida a 

seguinte propriedade ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zCzC n
n

n
αα ⋅−=− 1 . 

Casos especiais clássicos dos polinômios de Gegenbauer incluem os polinômios de 

Legendre ( 21, =∀ αn ), Chebyshev tipo I ( 0, =∀ αn ) e Chebyshev tipo II ( 1, =∀ αn ). 

A figura 6.16 apresenta alguns polinômios de Gegenbauer para z real, 1≤z . Os 

polinômios de Gegenbauer de ordem ímpar têm valor médio nulo e os polinômios de ordem par 

têm valor médio diferente de zero. Entretanto, apesar disto estes polinômios não devem ser 

declarados como funções wavelet e escala, uma vez que não decaem para zero, como desejável 

[Chui, 1992]. 

Sobre as considerações apontadas anteriormente, é adotada novamente a mudança de 

variável ( )θcos=z , de forma que os polinômios de Gegenbauer são agora apresentados sob a 
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forma ( ) ( )( )θα cosnC . A figura 6.17 apresenta exemplos de polinômios de Gegenbauer usando 

( )θcos=z . 
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Figura 6.16: Alguns polinômios de Gegenbauer ( ) ( )zCn
α  para α = 1: (a) n ímpar; (b) n par. 
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Figura 6.17: Alguns polinômios de Gegenbauer ( ) ( )( )θα cosnC  para α = 1: (a) n ímpar; (b) n par. 

 

Para valores estritamente positivos de α, os polinômios de Gegenbauer na forma 
( ) ( )( )θα cosnC  têm: (i) periodicidade 2·π para n ímpar, com zeros comuns em 2π⋅= nθ , levando ao 

mesmo valor ( ) ( )( ) 02πcos =α
nC ; (ii) periodicidade π para n par, não havendo zeros comuns; (iii) n 

raízes distintas dentro do intervalo π20 ⋅≤< θ  (n ímpar) ou π0 ≤< θ  (n par). 

Deste modo, a visão no domínio do tempo dos polinômios de Gegenbauer como funções 

escala ou wavelet é descartada e os polinômios sob a forma ( ) ( )( )θα cosnC  podem ser vistos como 

respostas em freqüência de filtros digitais. 
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6.4.2. OS FILTROS PASSA-BAIXA DE GEGENBAUER COM RESPOSTA EM 

FREQÜÊNCIA SELETIVA 

Para ajustar os polinômios de Gegenbauer ( ) ( )( )θα cosnC , 21−>α , à resposta em 

freqüência de um filtro passa-baixa, é necessário impor um valor nulo em π. Isto pode ser feito ao 

assumir θ relacionado à freqüência espectral ω como 2ωθ = , quando n é ímpar. Os polinômios 

de ordem par não apresentam comportamento típico de filtros passa-baixa, desde que 
( ) ( )( ) 0πcos ≠α
nC . Logo, apenas valores ímpares para n devem ser levados em consideração. 

Limitando α à faixa de ortogonalidade do polinômio, 21−>α , o número de zeros em 

π20 ⋅≤< ω  depende do grau do polinômio de Gegenbauer. Para um valor fixo de n, o parâmetro 

α controla a largura do lóbulo principal e a atenuação na banda de rejeição dos polinômios 

escalonados de Gegenbauer ( ) ( )( )2cos ωα
nC . 

Embora o polinômio de Gegenbauer mantenha a ortogonalidade para 21−>α , ele não 

tem um comportamento passa-baixa no intervalo 021 <<− α . Além disto, polinômios de 

Chebyshev tipo I (qualquer polinômio de Gegenbauer de ordem n com α = 0) não geram funções 

escala, e conseqüentemente não geram uma MRA. Então, deve-se restringir α, quando limitado à 

faixa de ortogonalidade do polinômio, a valores estritamente positivos. 

A função ( ) ( )( )2cos ωα
nC , com n = v, v ímpar, pode ser usada para definir o filtro passa-

baixa ( )ωH  de uma MRA. Um filtro MRA deve atender a condições de fronteira apropriadas, 

nominalmente ( ) 10 =H  e ( ) 0π =H  [Chui, 1992]. Então impõe-se a ( )ωνH  uma função 

magnitude de acordo com o polinômio normalizado de Gegenbauer: 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) .
1

2cos
α

ν

α
ν

ν
ωω

C
CA =     (6.39) 

Exemplos ilustrativos dos filtros passa-baixa de Gegenbauer estão mostrados na figura 

6.18. O comportamento passa-baixa de ( )ωνA  é observado, como esperado. Além disto, observa-

se também que para um valor fixo de α, à medida que v aumenta, o lóbulo principal torna-se mais 

estreito e aumenta a quantidade de lóbulos secundários. Para um valor fixo de v, observa-se que à 

medida que α aumenta, o lóbulo principal torna-se mais largo e o nível de atenuação na banda de 

rejeição torna-se maior. 



 

L. R. SOARES, 2006 132

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
M

ag
ni

tu
de

Freqüência (rad/amostra)

ν = 1
ν = 3
ν = 5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

M
ag

ni
tu

de

Freqüência (rad/amostra)

α = 0.5
α = 1.0
α = 1.5

 
(a)      (b) 

Figura 6.18: Magnitude da resposta em freqüência de filtros passa-baixa de Gegenbauer: (a) α = 1 e 

v = 1, 3, 5; (b) α = 0.5, 1.0, 1.5 e v = 3. 

 

6.4.2.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Gegenbauer 

Como ( )ωνA  está definida, o próximo passo é adotar uma fase para definir ( )ωνH  e para 

determinar os coeficientes do filtro ( )khν , Zk ∈ . Isto pode ser feito ao aplicar expressões 

explícitas envolvendo polinômios de Gegenbauer e funções trigonométricas [Abramowitz & 

Stegun, 1968]: 

( ) ( )( ) ( )( )∑
=

⋅⋅−⋅=
n

m
mn mnaC

0

2coscos θθα ,    (6.40) 

onde ( ) ( )
( ) ( )α

αα
2!! Γ⋅−⋅

−+Γ⋅+Γ=
mnm

mnmam  e ( )⋅Γ  é a função gama, 0≠α  e π0 ≤< θ . Para α = 0, o 

polinômio de Gegenbauer, expresso através de funções trigonométricas, é dado por [Abramowitz & 

Stegun, 1968]: 

( ) ( )( ) ( )θθ ⋅⋅= n
n

Cn cos2cos0 ,     (6.41) 

que é uma versão escalonada do polinômio de Chebyshev tipo I [Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( ) ( )( ) ( )( )θθ ⋅⋅= nT
n

C nn cos2cos0 .     (6.42) 

Substituindo 2ωθ =  e ν=n  na equação (6.40) obtém-se: 

( ) ( )∑
=
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⎠
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0 2
2cos

2
cos ωωα
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Expandindo os termos do somatório da expressão (6.43) obtém-se: 
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de modo que, agrupando os termos coincidentes, o polinômio de Gegenbauer, empregando as 

considerações supracitadas, pode ser representado por: 
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Comparando esta equação expandida (6.45) com aquela de filtros FIR de fase linear 

generalizada tipo II (6.9) implica que ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= −

2
kk

k
aah ν , para ν,,1 ,0 L=k  e um dado v ímpar, e 

ainda que ( )ωνH  pode ser visto como um filtro FIR de fase linear generalizada, sendo definido 

por: 

( ) ( ) 2
νω

νν ωω
⋅⋅−

⋅=
j

eAH ,     (6.46) 

e cujos coeficientes são dados por: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅=

21
1 kaka

C
kh ν

α
ν

ν , ν,,1 ,0 L=k .  (6.47) 

Invocando os coeficientes da série de Gegenbauer (6.40) e sabendo que a resposta em 

freqüência de filtros MRA é dada por ( ) ( )∑
∈

⋅⋅−⋅⋅=
Zk

kjekhH ω
νν ω

2
1 , os coeficientes do filtro 

MRA de Gegenbauer (6.47) podem ser expressos por: 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ,

!!1
1

2 2 αν
ναα

α
ν

ν

Γ⋅−⋅
−+Γ⋅+Γ⋅=

kk
kk

C
kh  ν,,1 ,0 L=k .  (6.48) 

Portanto, os filtros passa-baixa de Gegenbauer são filtros FIR de fase linear generalizada 

tipo II, portanto filtros de suporte compacto e simetria par, ( ) ( )khkh −= ννν , apresentando 1+ν  

coeficientes não nulos e centro de simetria em 2ν . No plano Z, todos os zeros dos filtros passa-

baixa de Gegenbauer estão localizados sobre o círculo unitário. 
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6.4.2.2. Avaliação da Convergência da Resposta ao Impulso dos Filtros 

Passa-Baixa de Gegenbauer 

Os coeficientes do filtro passa-baixa de Gegenbauer satisfazem às condições básicas da 

MRA no domínio da freqüência e a algumas condições necessárias de ortogonalidade [Burrus et 

al., 1998]. Apesar do fato de que os filtros escala de Gegenbauer sempre obedecem às condições 

necessárias para ortogonalidade, v = 1 é a única ordem dos filtros de Gegenbauer que gera uma 

MRA ortogonal. De fato, este filtro de Gegenbauer (v = 1) reduz-se ao filtro de Haar, que é o único 

filtro simétrico que atende a condição de ortogonalidade [Chui, 1992]. 

O processo iterativo do algoritmo em cascata, usando os coeficientes dos filtros passa-

baixa de Gegenbauer, converge para uma função escala de uma análise multirresolução, conforme 

apresentado na figura 6.19. Esta figura apresenta funções derivadas após 2, 3 e 4 iterações, para 

v = 1, 3, 5, 7, que representam uma aproximação de uma única função no domínio do tempo. Deste 

modo, pode-se afirmar que há convergência no L2 e que as funções resultantes são exemplos de 

funções escala da família MRA de Gegenbauer. 
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Figura 6.19: Funções escala de Gegenbauer derivadas após 2, 3 e 4 iterações para α > 0: (a) v = 3 e 

α = 1; (b) v = 3 e α = 12; (c) v = 7 e α = 1; (d) v = 7 e α = 12. Observa-se que há convergência com 

o número de iterações. 
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6.4.3. UMA ANÁLISE MULTIRRESOLUÇÃO BASEADA EM FUNÇÕES ESCALA 

E WAVELET DE GEGENBAUER (α > 0) 

A resposta ao impulso dos filtros passa-baixa de Gegenbauer, α > 0, converge para uma 

função escala de uma análise multirresolução (MRA), e conseqüentemente é possível gerar 

wavelets por um procedimento semelhante. 

As figuras 6.20, 6.21 e 6.22 apresentam algumas funções escala e wavelet de Gegenbauer 

obtidas após seis iterações do algoritmo em cascata. Considera-se que as wavelets de Gegenbauer 

são geradas de forma semelhante à empregada na definição das wavelets de Legendre e Chebyshev. 

Assim como para os casos anteriores, e também para muitos filtros escala e wavelet de 

suporte compacto, não há fórmulas analíticas para descrever as funções escala e wavelet de 

Gegenbauer no domínio do tempo. 
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Figura 6.20: Funções de Gegenbauer derivadas após seis iterações. Parâmetros: v = 3 e 

α = 0.5, 1.0, 2.0, 12.0, 80.0. (a) funções escala; (b) funções wavelet. 
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Figura 6.21: Funções de Gegenbauer derivadas após seis iterações. Parâmetros: v = 5 e 

α = 0.5, 1.0, 2.0, 12.0, 80.0. (a) funções escala; (b) funções wavelet. 
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Figura 6.22: Funções de Gegenbauer derivadas após seis iterações. Parâmetros: v = 7 e 

α = 0.5, 1.0, 2.0, 12.0, 80.0. (a) funções escala; (b) funções wavelet. 
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6.4.4. OS FILTROS PASSA-BAIXA DE GEGENBAUER COM RESPOSTA EM 

FREQÜÊNCIA PLANA 

Considerando valores de α fora da faixa de definição de ortogonalidade do polinômio de 

Gegenbauer (α ≤ −1/2), mostra-se em [Soltis, 1994] que é possível gerar wavelets que se 

assemelham às wavelets de Lemarie e gaussianas discretas, cujas respostas em freqüência são do 

tipo filtros de meia banda. 

O polinômio de Gegenbauer para α ≤ −1/2 não fornece funções que possam assemelhar-se 

a respostas em freqüência de filtros digitais para vários valores negativos de α. Entretanto, ao invés 

de procurar por estes valores de α , procura-se por aqueles que fazem com que o polinômio de 

Gegenbauer possa ser representado por uma resposta em freqüência de um filtro com magnitude 

plana na origem, ω = 0. 

Como exemplo, considere o polinômio de Gegenbauer de ordem v = 3 expresso por 

[Abramowitz & Stegun, 1968]: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]θαθαθα cos6cos4
3
1cos 2

3
33 ⋅⋅−⋅⋅⋅=C ,   (6.49) 

onde ( ) ( ) ( ) ( )121 −+⋅⋅+⋅+⋅= nn ααααα K .  

Supondo que existe uma condição na qual a magnitude é plana, faz-se: 

( ) ( )( )[ ]
( )[ ] 0

cos
cos3 =

θ
θα

d
Cd ,      (6.50) 

donde obtém-se que ( ) ( ) ( )[ ] 06cos12
3
1

2
2

3 =⋅−⋅⋅⋅ αθα , e finalmente que: 

( ) ( )22
1cos

+⋅
±=

α
θ .     (6.51) 

Portanto, se o filtro de Gegenbauer para v = 3 tem magnitude plana em θ = 0, então 

α = −3/2, ou α = −v/2. 

Supondo que o filtro passa-baixa de Gegenbauer tem resposta em freqüência plana na 

vizinhança de ω = 0, obtém-se α = −v/2 como um expressão única para qualquer polinômio de 

Gegenbauer de ordem ímpar (v). A figura 6.23 apresenta alguns polinômios de Gegenbauer 
( ) ( )( )θα cosnC  de ordem ímpar e α = −v/2. 
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Figura 6.23: Alguns polinômios de Gegenbauer ( ) ( )( )θα cosnC  para n = v ímpar e α = −v/2. 

 

De forma a ajustar os polinômios de Gegenbauer ( ) ( )( )θα cosnC , com n = v, v ímpar, e 

α = −v/2, à resposta em freqüência de um filtro passa-baixa, é necessário impor um valor nulo em 

π. Isto pode ser feito ao assumir θ relacionado à freqüência espectral ω como 2ωθ = . 

A função ( ) ( )( )2cos ωα
nC , com n = v, v ímpar, e α = −v/2 pode ser usada para definir o 

filtro passa-baixa ( )ωH  de uma MRA, impondo a ( )ωνH  uma função magnitude dada por: 

( ) ( ) ( )( )2cos2 ωω ν
νν

−= CA .    (6.52) 

A figura 6.24 apresenta alguns filtros planos de Gegenbauer, onde se observa o 

comportamento passa-baixa, que são naturalmente normalizados e ainda que são filtros de fase 

linear [Oppenheim et al., 1999], uma vez que ocorre apenas uma ultrapassagem pelo zero no 

intervalo π20 ⋅≤< ω  para qualquer v ímpar. Para um valor fixo de v, o parâmetro α já é definido 

(α = −v/2) e, portanto, este relaciona-se à freqüência de corte destes filtros. 
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Figura 6.24: Magnitude da resposta em freqüência de filtros passa-baixa de Gegenbauer para 

v = 1, 3, 5, 7 e α = −v/2. 
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6.4.4.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Gegenbauer 

Como ( )ωνA  está definida e a expressão dos coeficientes dos filtros passa-baixa de 

Gegenbauer (6.48) foi obtida sem a influência dos valores de α, a resposta em freqüência dos 

filtros passa-baixa de Gegenbauer com magnitude plana também pode ser expressa por (6.46), 

considerando ( )ωνA  definida por (6.52) e os coeficientes já definidos por (6.48). 

Ressalta-se que o fator normalizador em (6.48) deve ser substituído pela soma dos 

coeficientes do filtro, dada por 2 , para o caso em questão: v ímpar e α = −v/2. 

Sabendo que a resposta em freqüência de filtros MRA é dada por 

( ) ( )∑
∈

⋅⋅−⋅⋅=
Zk

kjekhH ω
νν ω

2
1 , os coeficientes do filtro escala de Gegenbauer com resposta em 

freqüência plana podem ser expressos por: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,

2!!
22

2
1

2 2 νν
ννν

−Γ⋅−⋅
−Γ⋅+−Γ⋅=

kk
kkkh  ν,,1 ,0 L=k .  (6.53) 

Assim como a família de filtros passa-baixa de Gegenbauer para α > 0, os filtros passa-

baixa de Gegenbauer com resposta em freqüência plana também são filtros FIR, portanto de 

suporte compacto, apresentando 1+v  coeficientes não nulos, com simetria par. Porém como 

( )ωνA , definida por (6.52), é estritamente positiva, estes filtros são definidos por filtros FIR de fase 

linear. No plano Z, os filtros planos de Gegenbauer apresentam apenas um zero sobre o círculo 

unitário. Os outros zeros, para v > 1, estão localizados dentro e fora de tal círculo, em posições 

conjugadas. 

 

6.4.4.2. Avaliação da Convergência da Resposta ao Impulso dos Filtros 

Passa-Baixa de Gegenbauer 

Assim como para o caso em que α > 0, os coeficientes do filtro passa-baixa de 

Gegenbauer, com resposta em freqüência plana na origem, satisfazem às condições básicas da 

MRA no domínio da freqüência e a algumas condições necessárias de ortogonalidade [Burrus et 

al., 1998]. Entretanto, v = 1 é a única ordem destes filtros que gera uma MRA ortogonal, a MRA de 

Haar. 

O processo iterativo do algoritmo em cascata, usando os coeficientes dos filtros passa-

baixa de Gegenbauer para α = −v/2, converge para uma função escala de uma análise 

multirresolução, como apresentado na figura 6.25. Esta figura apresenta funções derivadas após 2, 
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3 e 4 iterações, para v = 1, 3, 5, 7, que representam uma aproximação de uma única função no 

domínio do tempo. Deste modo, pode-se afirmar que há convergência no L2 e que as funções 

resultantes são exemplos de funções escala da família MRA de Gegenbauer. 
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Figura 6.25: Funções escala de Gegenbauer derivadas após 2, 3 e 4 iterações para α = −ν/2: 

(a) v = 1; (b) v = 3; (c) v = 5; (d) v = 7. Observa-se que há convergência com o número de iterações. 

 

6.4.5. UMA ANÁLISE MULTIRRESOLUÇÃO BASEADA EM FUNÇÕES ESCALA 

E WAVELET DE GEGENBAUER (α ≤ −1/2) 

Definindo um banco de filtros não-ortogonal baseado em filtros planos passa-baixa e passa-

alta de Gegenbauer as funções escala e wavelet, no domínio do tempo, podem ser obtidas a partir 

do algoritmo em cascata. A figura 6.26 apresenta algumas funções escala e wavelet de Gegenbauer, 

obtidas após seis iterações, para alguns valores de v e α = −v/2. 

Assim como para os casos anteriores, não há uma expressão analítica para descrever tais 

funções no domínio do tempo. 
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(a)      (b) 

Figura 6.26: Funções de Gegenbauer derivadas após seis iterações. Parâmetros: v = 1, 3, 5, 7 e 

α = −ν/2. (a) funções escala; (b) funções wavelet. 

 

6.5. IMPLEMENTAÇÃO DE BANCOS DE FILTROS DE 
GEGENBAUER NO MATLAB E ALGUMAS APLICAÇÕES 

Para introduzir tais bancos de filtros no Wavelet Toolbox do MATLAB decidiu-se por 

definir uma família de wavelets para cada parâmetro α. Dessa forma, foi possível definir as 

famílias de bancos de filtros de Gegenbauer e seus casos particulares: Legendre (α = 0.5) e 

Chebyshev (α = 1). Estas famílias foram denominadas: ggleN (Legendre), ggchN (Chebyshev), 

gg12N (α = 12) e ggarN (α = −v/2), sendo N = v. A implementação das mesmas no referido 

toolbox está apresentada no Apêndice B. 

Alguns casos exemplos são apresentados usando o MATLAB Wavelet Toolbox [Misiti et 

al., 2002] para ilustrar o comportamento de tais bancos de filtros e identificar potenciais aplicações 

na análise de sinais e imagens. 
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6.5.1. APLICAÇÃO DE BANCOS DE FILTROS DE GEGENBAUER NA ANÁLISE 

DE SINAIS 

A figura 6.27 apresenta o sinal “leleccum”, que corresponde ao consumo de energia 

elétrica medido durante três dias, em intervalos de trinta minutos, em um terminal de 

monitoramento de um sistema elétrico [Misiti et al., 2002]. A medida é corrompida por dois sinais 

de ruído provocados por defeitos no equipamento de medição: um ruído decorrente do erro de 

medição pelos sensores e um ruído permanente [Misiti et al., 2002]. 
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Figura 6.27: Sinal “leleccum” correspondente ao consumo de energia elétrica em um terminal do 

sistema elétrico. 

 

Tendo como objetivo remover os ruídos provocados pelo erro de medição e observar o 

comportamento suave de tal sinal, o mesmo é analisado através do banco de filtros de Gegenbauer, 

com parâmetros v = 7 e α = 1, considerando três escalas de decomposição. 

A figura 6.28 apresenta a decomposição do sinal mostrado na figura 6.27 nestas três escalas 

da WMRA de Gegenbauer (Chebyshev). Considere c0 o sinal original, c3 os coeficientes escala de 

terceira escala e d1 , d2 e d3 os coeficientes wavelet de primeira, segunda e terceira escalas. 

Observa-se nesta figura que c3 fornece uma versão amortecida do sinal original, com 

dimensão reduzida e podendo ser considerado seu sinal aproximado, e ainda que d1 , d2 e d3 

representam os ruídos nas três escalas de decomposição. 

Com base nos resultados obtidos pode-se inferir que potenciais aplicações para os bancos 

de filtros de Gegenbauer incluem a remoção de ruídos, o reconhecimento de padrões e, 

possivelmente, a detecção de transitórios em sistemas de potência. 
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Figura 6.28: Decomposição do sinal “lelecum” em três escalas usando o banco de filtros ggch7. 

 

6.5.2. APLICAÇÃO DE BANCOS DE FILTROS DE GEGENBAUER NA ANÁLISE 

DE IMAGENS 

A versão bidimensional da análise multirresolução (MRA) associada à transformada de 

wavelets discreta (DWT) tem sido usualmente empregada para a análise e processamento de 

imagens e vídeos. Freqüentemente, são empregadas bases de wavelets ortonormais ou biortogonais, 

devido principalmente às suas propriedades intrínsecas de reconstrução perfeita [Mallat, 1989; 

Graps, 1995]. 

Um algoritmo para a implementação do processo de codificação por sub-bandas para o 

processamento de sinais bidimensionais (imagens) pode ser formulado baseando-se no algoritmo 

unidimensional apresentado no capítulo 2. 

A figura 6.29 descreve a configuração de bancos de filtros unidimensionais para permitir a 

decomposição e a reconstrução de sinais bidimensionais [Misiti et al., 2002]. Conforme esta figura, 

a WMRA bidimensional pode ser descrita como uma WMRA unidimensional ao longo dos eixos x 

e y de uma imagem. Tal análise bidimensional permite decompor os coeficientes de aproximação, 
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no nível j, em quatro componentes, no nível j + 1: a aproximação e os detalhes em três orientações 

(horizontal, vertical e diagonal). Conseqüentemente, uma função escala e três funções wavelet são 

empregadas para realizar tal análise. Estas funções, bidimensionais, são baseadas no produto 

tensorial obtido entre suas versões unidimensionais [Mallat, 1989; Misiti et al., 2002]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 

Figura 6.29: Configuração de bancos de filtros unidimensionais na implementação da WMRA para 

a análise de sinais bidimensionais: (a) processo de decomposição; (b) processo de reconstrução. 

 

Uma característica importante do emprego de filtros de fase linear no processamento de 

imagens é a sua tendência de preservar, em sua região de passagem, a forma original da imagem. O 
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uso de filtros de fase não linear pode provocar distorções em uma imagem de diversas formas, 

fazendo com que diferentes componentes de freqüências que “desenham” as linhas e os riscos da 

imagem sejam distorcidas [Lim, 1990]. Esta distorção pode ocorrer de várias formas, uma delas é o 

borramento em alguma parte da imagem, tornando-a menos nítida. 

Por se tratarem de bancos de filtros com fase linear, neste item é apresentado um caso 

exemplo de processamento de imagem usando um banco de filtros de Gegenbauer (com 

redundância). 

Uma das aplicações mais comuns da WMRA bidimensional é a compressão de imagens, 

cujos objetivos podem incluir a catalogação de um banco de imagens de impressão digital pelo FBI 

(US Federal Bureau of Investigation) [Graps, 1995], a transmissão de imagens meteorológicas 

[Friha & Boulemden, 1998] e a transmissão de imagens médicas [Tian & Ha, 2004], entre outras 

aplicações. Recentemente, tem havido interesse por parte de empresas do setor elétrico no 

processamento e na transmissão de imagens, especialmente de subestações desassistidas. 

A compressão de imagens através do processo de codificação por sub-bandas envolve o 

estabelecimento de uma wavelet-mãe e de um algoritmo para a remoção de características 

(informações) da imagem que possam ser consideradas irrelevantes para uma determinada análise. 

A caracterização da relevância destas informações depende dos objetivos de cada análise. 

Geralmente, a remoção destas informações é realizada eliminando-se os coeficientes de 

detalhes cujos valores absolutos estão abaixo de um determinado limiar de corte [Graps, 1995]. 

Este limiar pode ser único ou pode ser definido um valor para cada nível de decomposição. Os 

coeficientes de detalhes resultantes, associados aos coeficientes de aproximação, são usados na 

transformação inversa para a reconstrução da imagem [Graps, 1995]. 

A figura 6.30 apresenta a imagem “subestação”, originária de uma fotografia de um trecho 

do pátio de uma subestação do sistema elétrico, de dimensão 480 × 480 pixels, sua imagem 

reconstruída, sem compressão, e sua imagem reconstruída, após sua compressão. Adicionalmente, 

apresentam-se também as imagens resultantes das diferenças entre a imagem original e cada uma 

destas “novas” imagens. Neste processo, considerou-se a decomposição da imagem original em 

dois níveis da WMRA-2D usando o banco de filtros ggar5.  

Na compressão da imagem foi empregado um algoritmo suave para a eliminação dos 

coeficientes de detalhes, ‘sorh = s’ [Misiti et al., 2002], considerando um limiar de corte único para 

todos os níveis de decomposição, ‘thr = 20’ [Misiti et al., 2002]. Na imagem reconstruída, a 

percentagem de coeficientes wavelet eliminados é de 76.70%, mantendo, entretanto, 98.16% da 

energia da imagem original. A reconstrução da imagem foi obtida fazendo uso do mesmo banco de 

filtros utilizados na decomposição da imagem original. 
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Figura 6.30: Imagem “subestação” (original), suas imagens reconstruídas, sem compressão 

(reconstruída) e com compressão (comprimida), e as imagens diferença entre a imagem original e 

estas novas imagens após dois níveis da WMRA-2D usando o banco de filtros ggar5. 

 

Como estes filtros não são ortogonais observa-se, na figura 6.30, que a reconstrução da 

imagem não é perfeita. 

O banco de filtros ggar5 apresenta sub-bandas com faixas de freqüência redundantes, e 

neste caso, as imagens processadas com este tipo de filtro devem apresentar um reforço em seus 

detalhes, o que é uma característica do uso de filtros passa-alta no processamento de imagens [Lim, 

1990]. 

Na figura 6.30 observa-se ainda que a imagem “comprimida” pode apresentar-se 

visualmente tão boa quanto a imagem “reconstruída”, sem compressão, e que a diferença entre tais 

imagens fornece um esboço da imagem original, o qual pode não ser tão acentuado quando do uso 

de bancos de filtros ortogonais. 

A figura 6.31 apresenta a imagem “subestação” e seus coeficientes de aproximação obtidos 

após um e dois níveis de decomposição da WMRA-2D. Nesta figura, observa-se que os 

coeficientes de aproximação podem fornecer uma nova “imagem” da imagem original, com boa 

qualidade visual e dimensão reduzida. Após a primeira e a segunda decomposições é possível 

reduzir, respectivamente, em 4 vezes e em 16 vezes a dimensão de tal imagem. 
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Figura 6.31: Imagem “subestação” (original) e coeficientes de aproximação após um e dois níveis 

da WMRA-2D usando o banco de filtros ggar5. 

 

6.6. CONCLUSÕES 

Novas famílias de funções escala e wavelet foram introduzidas baseando-se nas soluções 

das equações diferenciais de 2a-ordem de Legendre, Chebyshev e Gegenbauer. Os polinômios 

resultantes são comparados à resposta em freqüência dos filtros de uma análise em multirresolução 

e são então definidas as funções escala e, através de um deslocamento em freqüência, as funções 

wavelet. Embora os polinômios geradores caracterizem-se como ortogonais, as funções escala e 

wavelet não mantêm esta propriedade. 

Como α pode assumir valores incontáveis (α ∈ R; α > 0), a família WMRA de Gegenbauer 

é composta por incontáveis funções escala e wavelet-mãe, para qualquer ordem ímpar v (positivo). 

Casos especiais da família WMRA de Gegenbauer são as famílias de Haar (v = 1, qualquer α), 

Legendre (qualquer v, α = 1/2) e Chebyshev (qualquer v, α = 1). 

A família WMRA de Gegenbauer apresenta filtros escala com simetria par e filtros wavelet 

com simetria ímpar, ambos com comprimento par. Para α > 0, estes filtros são, respectivamente, 

filtros FIR de fase linear generalizada tipo II (filtros com simetria par e comprimento par) e tipo IV 

(filtros com simetria ímpar e comprimento par) [Oppenheim et al., 1999]. Para α = −v/2, ambos os 

filtros são filtros FIR de fase linear [Oppenheim et al., 1999]. Para quaisquer destes casos, os filtros 

escala e wavelet apresentam fase linear e atraso de grupo constante, dado por v/2, que significa que 

não são introduzidos atrasos diferentes para freqüências diferentes do sinal em análise. Outra 

vantagem em favor dos filtros simétricos está relacionada ao menor esforço computacional 

necessário para a obtenção dos coeficientes escala e wavelet. Quando são utilizados filtros 

simétricos é possível reduzir à metade (ou ainda menos) o número de multiplicações necessárias 

para a implementação de uma WMRA. 
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De modo geral, estes filtros são usados para definir uma análise multirresolução não 

ortogonal com perdas (α > 0) ou com redundância (α = −v/2). Para o caso em que v = 1 (Haar), tal 

análise é ortogonal, permitindo a reconstrução perfeita do sinal em análise. Entretanto, ressalta-se 

que a ortogonalidade pode ser irrelevante em alguns tipos de aplicação. 

Foram apresentados casos exemplo da aplicação de bancos de filtros de Gegenbauer no 

processamento de sinais e imagens. Os resultados apresentados mostram que é possível obter 

redução de dimensionalidade do sinal (uni ou bidimensional), ao considerar os coeficientes de 

aproximação como um sinal aproximado do sinal original. No caso específico do processamento de 

sinais bidimensionais, os bancos de filtros seletivos de Gegenbauer ressaltam as componentes de 

mais baixa freqüência, apresentando, muitas vezes, uma imagem borrada após o processo de 

reconstrução, ou de compressão. Enquanto isso, os bancos de filtros redundantes de Gegenbauer 

ressaltam as componentes de média e alta freqüências, apresentando uma imagem com contornos 

mais detalhados, podendo proporcionar melhor acuidade visual. Adicionalmente, é possível obter 

um esboço da imagem original a partir da diferença entre as imagens reconstruída e original, o que 

geralmente não é possível com o uso de bancos de filtros ortogonais ou biortogonais. 

Potenciais aplicações para os bancos de filtros de Gegenbauer incluem a remoção de ruído, 

o reconhecimento de padrões, a detecção de transitórios e a compressão de imagens. Ressalta-se 

que a escolha dos parâmetros v e α do banco de filtros depende do tipo de aplicação. 
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CAPÍTULO 7 

APLICAÇÃO DE BANCOS DE FILTROS DE 
GEGENBAUER NA ANÁLISE DE FALTAS EM 

LINHAS DE TRANSMISSÃO 

Este capítulo apresenta uma aplicação de bancos de filtros de Gegenbauer para a análise 

das faltas simuladas em uma linha de transmissão trifásica em 500 kV do sistema elétrico 

interligado nacional. 

7.1. INTRODUÇÃO 

O processo de análise de uma falta em linhas de transmissão implica em sua detecção, 

identificação de instante de ocorrência, classificação e localização da mesma na linha de 

transmissão. A implementação de algoritmos para promover a análise de faltas em linhas de 

transmissão depende da configuração do sistema de monitoramento dos sinais de tensão e/ou 

corrente na linha de transmissão e da freqüência de amostragem empregada pelos instrumentos de 

monitoração para a aquisição dos sinais. 

Quando apenas um instrumento, instalado em um dos terminais da linha de transmissão, é o 

único responsável pela aquisição dos sinais de tensão e/ou corrente, quando da ocorrência de uma 

falta, os algoritmos são classificados como baseados em técnicas uni-terminal. Quando se têm dois 

instrumentos, um em cada terminal da linha, ou um instrumento instalado em um dos terminais da 

linha e um enlace de comunicação que permita a amostragem dos sinais de tensão e/ou corrente do 

outro terminal, os algoritmos são classificados como baseados em técnicas multi-terminal. 
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Os algoritmos utilizados para localizar faltas em linhas de transmissão podem ser 

classificados, basicamente, em duas categorias: (i) métodos que fazem uso das componentes à 

freqüência fundamental; (ii) métodos que fazem uso das componentes de alta freqüência dos sinais 

transitórios relacionados à falta.  

Um dos algoritmos mais utilizados para localizar faltas em linhas de transmissão, que 

considera as componentes à freqüência fundamental, está baseado na determinação da impedância 

aparente da linha de transmissão durante a falta. Esta impedância é obtida em função dos 

parâmetros da linha de transmissão e das componentes fundamentais dos sinais de tensão e corrente 

obtidos em um dos terminais da linha de transmissão. 

Os algoritmos baseados nas componentes de alta freqüência dos sinais transitórios estão 

fundamentados na teoria de ondas viajantes e em curtos intervalos de amostragem. Estes algoritmos 

baseiam-se na determinação do tempo de viagem da onda do ponto de falta ao terminal de 

monitoramento e na velocidade de propagação da onda viajante na linha de transmissão. 

A característica de localização tempo-freqüência da transformada de wavelets permite 

obter alta resolução no tempo nas altas freqüências, devido aos curtos intervalos de amostragem 

nas altas freqüências, e alta resolução em freqüência nas baixas freqüências, devido aos longos 

intervalos de amostragem nas baixas freqüências. De acordo com esta propriedade da transformada 

de wavelets, tanto os métodos baseados nas componentes de alta freqüência quanto os métodos 

baseados nas componentes à freqüência fundamental podem ser utilizados em uma implementação 

para a localização de faltas em linhas de transmissão. A escolha por um dos métodos deve estar 

condicionada à freqüência de amostragem empregada pelo registrador digital de perturbações 

(RDP) para a aquisição dos sinais. 

A transformada de wavelets discreta associada à análise multirresolução de sinais tem sido 

considerada uma ferramenta matemática bastante eficiente na análise de faltas em linhas de 

transmissão [Robertson et al., 1996; Wilkinson & Cox, 1996; Kim & Aggarwal, 2001]. Inclusive 

na análise de faltas de difícil detecção, como faltas de alta impedância [Magnago & Abur, 1998; 

Wai & Yibin, 1998], faltas em linhas com compensação série e faltas em linhas com acoplamento 

mútuo [Magnago & Abur, 1998; Magnago & Abur, 2000]. 

Uma das maiores vantagens da associação destas técnicas é permitir a análise local das 

características dos sinais em análise através de sua representação simultânea em dois domínios: 

tempo e freqüência [Mallat, 1989; Daubechies, 1992]. Com isto, os sinais de falta podem ser 

decompostos em faixas de freqüências distintas, através das quais é possível analisar o 

comportamento de suas componentes na faixa de freqüência desejada. 
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Novos algoritmos, baseados em wavelets, para a análise de faltas em linhas de transmissão 

têm sido propostos tanto para esquemas que fazem uso das componentes à freqüência fundamental 

dos sinais de falta [Yibin et al., 1997; Soares, 2001; Liang & Jeyasurya, 2004; Osman & Malik, 

2004], quanto para aqueles que fazem uso das componentes de alta freqüência, sendo baseados na 

teoria das ondas viajantes [Magnago & Abur, 1998; Silveira et al., 2001]. 

Quando a taxa de amostragem empregada pelo RDP é superior a 1024 amostras/ciclo é 

factível obter bons resultados através de métodos baseados em wavelets e nas componentes de alta 

freqüência dos sinais de falta [Magnago & Abur, 2000]. Porém, como as taxas de amostragem dos 

RDPs disponíveis nas empresas do setor elétrico limita-se, freqüentemente, a 256 amostras/ciclo 

[Ramos, 2000], a escolha por métodos baseados nas componentes à freqüência fundamental é mais 

adequada para realizar a análise de faltas em linhas de transmissão [Soares, 2001]. 

Neste capítulo são apresentados os resultados de análise das faltas simuladas em uma linha 

de transmissão trifásica em 500 kV, considerando o emprego de algoritmos para a detecção, 

classificação e localização de faltas em linhas de transmissão, com base na transformada de 

wavelets e na representação multirresolução de sinais [Soares, 2001]. As faltas são simuladas 

através do uso do ATP (Alternative Transient Program), considerando que os sinais de falta são 

obtidos por um instrumento de monitoração com taxa de amostragem de 128 amostras/ciclo em 

apenas um dos terminais da linha. Com o objetivo de avaliar a aplicabilidade de bancos de filtros 

de Gegenbauer na análise de faltas em linhas de transmissão, as faltas simuladas são analisadas 

através de bancos de filtros de Daubechies e Gegenbauer. 

 

7.2. O SISTEMA EM ESTUDO E AS SIMULAÇÕES REALIZADAS 

O sistema em estudo consiste de uma linha de transmissão trifásica de 500 kV, pertencente 

à interligação Norte/Nordeste, a LT Presidente Dutra/Boa Esperança (LT PDD/BEA), com 205.6 

km de comprimento. 

A figura 7.1 apresenta o diagrama simplificado utilizado nas simulações. Nesta figura, ZLT 

e DLT são, respectivamente, a impedância e o comprimento da linha de transmissão, Ze1 e Ze2 são, 

respectivamente, as impedâncias do equivalente Thévenin nos terminais de PDD e de BEA; Ee1 e 

Ee2 são, respectivamente, as fontes de tensão do equivalente Thévenin nestes mesmos terminais. 
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Figura 7.1: Diagrama simplificado utilizado para as simulações de faltas na linha de transmissão 

Presidente Dutra/Boa Esperança (LT PDD/BEA). 

 

As faltas foram simuladas no ATP, considerando que o monitoramento da linha é realizado 

no terminal de PDD, onde são registradas as formas de onda das tensões e correntes de fase para 

cada uma das faltas simuladas. No ATP foi considerado um período de simulação de oito ciclos, 

com impedância de falta nula, não havendo a atuação de sistemas de proteção para a eliminação da 

falta, e um intervalo de amostragem de 65.10 μs. Em seguida, os sinais foram re-amostrados à taxa 

de 128 amostras/ciclo. 

Foi considerado o modelo a parâmetros distribuídos e à freqüência constante para a 

representação da linha de transmissão, e ainda que a mesma é totalmente transposta. Os parâmetros 

das componentes de seqüência positiva e zero da LT PPD/BEA estão apresentados na tabela 7.1. 

Nesta tabela, R, L e C são, respectivamente, a resistência, a indutância e a capacitância da LT 

PPD/BEA, por unidade de comprimento da linha de transmissão (km). 

 

Tabela 7.1: Parâmetros distribuídos da LT PDD/BEA. 

Parâmetros da LT PDD/BEA 
Seqüência 

R (Ω/km) L (mH/km) C (nF/km) 
Positiva 0.0246 0.8539 13.66 

Zero 0.3818 3.732 8.61 
 

As faltas foram simuladas a 25%, 50% e 75% do comprimento total da linha de 

transmissão, incluindo três faltas fase-terra (FTA, FTB e FTC) três faltas fase-fase (FFAB, FFAC e 

FFBC), três faltas fase-fase-terra (FFTAB, FFTAC e FFTBC) e uma falta trifásica (FFF ou ABC). 

Três condições de faltas foram simuladas: (1) ocorrência da falta 4 ciclos após o início das 

simulações, quando a tensão da fase a alcança seu valor máximo; (2) a 4⅛ ciclos; e (3) a 4¼ ciclos, 

exatamente quando há cruzamento pelo zero da tensão da fase a. 
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Ze2
PDD BEA 
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7.3. UM ALGORITMO BASEADO NA WMRA PARA A ANÁLISE DE 
FALTAS EM LINHAS DE TRANSMISSÃO 

Um algoritmo para a análise de faltas em linhas de transmissão baseado na WMRA 

utilizando “Daubechies-4” como wavelet-mãe, ou seja, fazendo uso de bancos de filtros de 

Daubechies com 4 coeficientes, foi proposto em [Soares, 2001].  

Este algoritmo é discutido no decorrer deste capítulo e é empregado para a análise dos 

sinais de falta oriundos das simulações realizadas através do ATP. Um breve resumo dos 

algoritmos para detecção, identificação do instante de tempo, classificação e localização de faltas é 

apresentado na seqüência. 

 

7.3.1. DETECÇÃO E IDENTIFICAÇÃO DO INSTANTE DE TEMPO DE 

OCORRÊNCIA DA FALTA 

O algoritmo proposto em [Soares, 2001] para a detecção de faltas em linhas de 

transmissão, com identificação do instante de tempo de sua ocorrência, faz uso das componentes 

modais das tensões de fase e de sua decomposição em apenas uma escala do processo de 

codificação por sub-bandas baseado na WMRA. 

Os sinais de fase das tensões oriundos das simulações no ATP, obtidos em PDD, são 

transformados para o domínio modal através da matriz de transformação de Clarke [Robba, 1973]: 
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onde Va, Vb e Vc são os sinais das tensões de fase e V0, Vα e Vβ são as componentes modais das 

tensões de fase. 

Da análise das componentes modais das tensões de fase para as simulações realizadas, 

observou-se que o comportamento da componente de modo β, que durante a condição pré-falta é 

senoidal, não é influenciado quando da ocorrência de faltas FTA. Isto pode ser justificado pelo fato 

de que a componente de modo β não é excitada pela fase a, mas apenas pelas fases b e c, havendo 

uma compensação entre as componentes transitórias dos sinais destas fases. Isto faz com que a 

componente de modo β mantenha-se uma senoide quase perfeita, mesmo após a incidência da falta. 
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Observou-se também que o comportamento da componente de modo α, que durante a 

condição pré-falta é senoidal, não é influenciado quando da ocorrência de faltas FFBC. A 

componente de modo α é excitada pelas três fases, mas como as fases b e c estão “quase” em fase, 

no terminal de monitoramento, ocorre uma compensação entre as componentes transitórias dos 

sinais das três fases, fazendo com que a componente de modo α mantenha-se uma senoide quase 

perfeita, mesmo após a incidência da falta. 

Quanto à componente de modo 0, que durante a condição pré-falta é nula, observou-se que 

seu comportamento é influenciado apenas quando da ocorrência de faltas com o envolvimento da 

terra. Portanto, esta variável indica se houve o envolvimento da terra em uma falta. 

As componentes modais das tensões de fase têm sido utilizadas freqüentemente em 

algoritmos para a detecção de faltas em linhas de transmissão [Magnago & Abur, 1998; Magnago 

& Abur, 2000; Soares, 2001]. Porém, ressalta-se que o uso de apenas duas destas componentes é 

viável desde que sejam empregadas as componentes 0 e β ou α e β, conforme tabela 7.2 [Soares, 

2001]. 

 

Tabela 7.2: Condições para o uso das componentes modais das tensões de fase na detecção de 

faltas em linhas de transmissão [Soares, 2001]. 

Componente Restrição 
0 Não detecta faltas sem terra 
α Não detecta faltas FFBC 
β Não detecta faltas FTA 

0 e α Não detecta faltas FFBC 
0 e β Sem Restrição 
α e β Sem Restrição 

0, α e β Sem Restrição 
 

O uso das componentes 0 e β apresenta como vantagens a identificação do envolvimento 

da terra em uma falta, quando a componente de modo 0 é sensibilizada pela falta, e a imediata 

classificação de faltas FTA, quando a componente de modo 0 é sensibilizada pela falta e a 

componente de modo β não o é. 

O uso das componentes α e β apresenta como vantagens a imediata classificação de faltas 

FTA, quando a componente de modo α é sensibilizada pela falta e a componente de modo β não o 

é, e de faltas FFBC, quando a componente de modo β é sensibilizada pela falta e a componente de 

modo α não o é. 
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Para quaisquer dos casos (uso das componentes 0 e β, α e β ou 0, α e β), faz-se necessário 

avaliar o comportamento das componentes modais em condição normal de operação e sob falta, 

para então determinar o limiar a ser adotado para a detecção de uma falta. A detecção da falta deve 

ocorrer quando o valor absoluto dos coeficientes wavelet de primeira escala da tensão de modos 0 

ou β, ou de modos α ou β, ou de modos 0 ou α ou β ultrapassa este limiar. 

A componente de modo 0 desempenha um papel importante, permitindo determinar se 

houve o envolvimento da terra na falta. Como resultado das simulações de faltas que não 

envolviam a terra foram obtidos valores da ordem de 10-2, para o máximo valor absoluto dos 

coeficientes wavelet de primeira escala da tensão de modo 0. Valores desta ordem de grandeza 

podem ser considerados desprezíveis quando comparados aos valores obtidos para as componentes 

de modos α e β. Portanto, quando os coeficientes wavelet de modo 0 têm amplitudes não 

significativas pode-se afirmar que a falta não envolveu a terra. 

O emprego das componentes de modos α e β também permite identificar corretamente o 

instante de tempo quando a falta teve início. Como α e β têm a mesma velocidade de propagação, a 

detecção de uma falta, geralmente, ocorre no mesmo instante de tempo. Isto não ocorre 

necessariamente quando do uso da componente de modo 0. Quando duas das componentes modais 

utilizadas em um algoritmo para a detecção de uma falta são sensibilizadas pela falta, o instante da 

falta pode ser caracterizado como o primeiro instante de tempo obtido dentre tais componentes. 

Para a determinação do início da falta é necessário identificar o ponto (instante de tempo) onde 

ocorre a primeira variação brusca nos coeficientes wavelet de primeira escala destas componentes 

modais, com ultrapassagem do limiar de detecção de falta. 

 

7.3.2. CLASSIFICAÇÃO DE FALTAS NA LT PDD/BEA 

Uma proposta de algoritmo para a classificação de faltas na LT PDD/BEA apresentada em 

[Soares, 2001] está baseada no conteúdo de energia dos coeficientes wavelet de primeira escala das 

tensões de fase e de suas componentes modais. Este algoritmo foi desenvolvido com base em 

simulações de falta considerando a ocorrência das faltas a 4 ciclos do início das simulações, quando 

a tensão da fase a atinge o valor máximo. O fluxograma apresentado na figura 7.2 resume o 

processo de classificação de faltas proposto, onde E|X| corresponde ao conteúdo de energia da 

variável X e E|X,Y| = (E|X| − E|Y|)/E|X|. 

Após a realização de novas simulações de faltas, nas quais foram considerados outros 

tempos de incidência (item 7.2), verificou-se que este algoritmo depende do tempo (ângulo) de 
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incidência da falta, o que não havia sido investigado em [Soares, 2001]. Com isto, tornou-se 

necessário desenvolver um novo estudo sobre o uso de wavelets para a classificação de faltas. 

Baseado no estudo de propagação de ondas (transitórios) durante a ocorrência de faltas e na 

análise dos coeficientes wavelet de primeira escala das tensões de fase foi possível desenvolver um 

novo algoritmo, que se mostrou invariante ao ângulo de incidência da falta. 

Quando não há o envolvimento da terra na falta, a propagação das componentes de alta 

freqüência ocorre apenas nas fases envolvidas na falta. Com isto, o envolvimento de uma fase em 

uma falta fica caracterizado quando o valor máximo dos coeficientes wavelet de primeira escala da 

tensão da fase em questão é superior a um determinado limiar. 

No caso de faltas com o envolvimento da terra, a propagação das componentes de alta 

freqüência ocorre nas três fases, portanto a imposição de um limiar não é adequada. Neste caso, 

para identificar as fases envolvidas na falta verifica-se a magnitude da impedância de fase, 

iii IVZ ˆˆ=  para i = a, b e c, através dos fasores à freqüência fundamental dos sinais de tensão e 

corrente para o ciclo subseqüente ao início da falta. Se a magnitude da impedância de uma fase é 

inferior a um determinado limiar, esta fase fica caracterizada como envolvida na falta. A escolha 

deste limiar deve levar em consideração o comprimento da linha de transmissão e as condições de 

operação em carga máxima e carga leve no terminal de monitoramento. 
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Figura 7.2: Fluxograma simplificado do algoritmo para classificação de faltas na LT PDD/BEA 

proposto em [Soares, 2001]. 
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7.3.3. LOCALIZAÇÃO DE FALTAS NA LT PDD/BEA 

O algoritmo para localização de faltas proposto em [Soares, 2001] faz uso dos sinais das 

tensões e correntes de fase, obtidos em PDD, e da decomposição dos mesmos em três escalas do 

processo de codificação por sub-bandas baseado na WMRA. Uma estimativa da localização da 

falta é obtida ao fazer uso do método da impedância aparente, que consiste na determinação da 

impedância “vista” pelo terminal de monitoramento, quando da ocorrência da falta. 

Na implementação deste método, considera-se que as componentes à freqüência 

fundamental são extraídas das versões aproximadas dos sinais de tensão e corrente à terceira escala 

de decomposição. Nesta escala, os sinais são representados por l6 amostras/ciclo, tendo sido 

“removidas” as componentes na faixa de freqüências de 480 Hz a 3840 Hz. Esta taxa de 

amostragem corresponde à quantidade mínima recomendada de amostras por ciclo para que seja 

possível realizar a análise de sinais de falta [Ramos, 2000-b; Ribeiro et al., 2001]. 

Na estimativa das distâncias, considera-se que a impedância de falta é obtida através da 

implementação de um algoritmo de janela fixa de um ciclo. 

Ressalta-se que as estimativas da localização da falta obtidas pelo algoritmo proposto, 

fazendo uso de sinais “amostrados à taxa de 16 amostras/ciclo”, foram semelhantes às obtidas ao 

fazer uso dos sinais originais, amostrados à taxa de 128 amostras/ciclo [Soares, 2001]. 

 

7.3.3.1. Determinação da Impedância de Falta 

Quando uma falta envolve mais de uma fase, a impedância de falta pode ser obtida por 

[Warrington, 1968]: 

YX

YX
Falta II

VVZ ˆˆ
ˆˆ

−
−= ,     (7.2) 

onde ZFalta é a impedância de seqüência positiva “vista” pelo terminal de monitoramento, V̂  e Î  

são os fasores das componentes fundamentais das versões aproximadas de terceira escala da tensão 

e da corrente para uma dada fase, e X e Y são as fases envolvidas na falta. No caso de faltas FFF 

podem ser empregadas quaisquer das combinações: fases a e b, fases a e c ou fases b e c. 

No caso de faltas FT, a impedância de falta pode ser obtida por [Warrington, 1968]: 

( )1ˆˆ
ˆ

0 −⋅+
=

kII
VZ

X

X
Falta , 

1

0

Z
Zk = ,    (7.3) 
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onde ZFalta é a impedância de seqüência positiva “vista” pelo terminal de monitoramento, X é a fase 

envolvida na falta, 0Î  é a corrente de seqüência zero que circula a partir do terminal de 

monitoramento em direção ao ponto de falta, e Z0 e Z1 são, respectivamente, a impedância de 

seqüência zero e de seqüência positiva da linha de transmissão (geralmente dadas em Ω/km). 

Como estas expressões fornecem uma impedância de seqüência positiva, a distância da 

falta, DF, em relação ao terminal de monitoramento, pode ser estimada por: 

1Z
ZD Falta

F = .      (7.4) 

 

7.4. ANÁLISE DE FALTAS USANDO BANCOS DE FILTROS DE 

DAUBECHIES E GEGENBAUER 

Bancos de filtros ortogonais (Daubechies, Symlets, Coiflets, etc.) são freqüentemente 

preferidos para promover análises de sinais em sistemas de potência [Robertson et al., 1996; 

Wilkinson & Cox, 1996; Yibin et al., 1997; Magnago & Abur, 1998; Kim & Aggarwal, 2001; 

Soares, 2001; Liang & Jeyasurya, 2004; Osman & Malik, 2004].  

Entretanto, mostra-se neste item que sinais oriundos de um banco de filtros não-ortogonal 

podem alternativamente fornecer eficientes algoritmos para a detecção e localização de faltas em 

linhas de transmissão. Os resultados obtidos de análises de faltas através do emprego de bancos de 

filtros de Gegenbauer são comparados aos resultados obtidos com um banco de filtros de 

Daubechies.  

O procedimento para a análise de faltas foi apresentado no item 7.3. 

 

7.4.1. BANCO DE FILTROS: ORTOGONAL VERSUS NÃO-ORTOGONAL 

Se os sinais monitorados são amostrados a uma taxa de 128 amostras/ciclo, durante 8 

ciclos, e se o comprimento N do sinal pode ser expresso por N = 2j, estes sinais podem ser 

decompostos até o décimo nível: jmax = 10, ou seja, podem ser divididos em até vinte faixas de 

freqüências.  

A tabela 7.3 mostra que após o terceiro nível de decomposição, as versões aproximadas dos 

sinais originais são representadas por menos que 16 amostras/ciclo, e portanto não são adequadas 
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para promover a análise de faltas [Ribeiro et al., 2001]. Conseqüentemente, o terceiro nível de 

decomposição é selecionado para obter as versões aproximadas dos sinais originais que serão 

empregados no algoritmo para localização de faltas. A tabela 7.3 mostra também que tais versões 

aproximadas, oriundas de análises com um banco de filtros ortogonal, têm componentes na faixa de 

freqüências de 0 a 480 Hz. A freqüência de corte é obtida a –3 dB. 

 

Tabela 7.3: Comprimentos do sinal e faixas de freqüências em diferentes níveis de decomposição 

em uma WMRA ortogonal para sinais amostrados à taxa de 128 amostras/ciclo durante 8 ciclos. 

Comprimento do Sinal Nível (j) 
(N) (amostras/ciclo)

Filtro Escala (Hz) Filtro Wavelet (Hz) 

1 512 64 0 – 1920 1920 – 3840 
2 256 32 0 – 960 960 – 1920 
3 128 16 0 – 480 480 – 960 
4 64 8 0 – 240 240 – 480 
5 32 4 0 – 120 120 – 240 
6 16 2 0 – 60 60 – 120 
7 8 1 0 – 30 30 – 60 
8 4 – 0 – 15 15 – 30 
9 2 – 0 – 7 7 – 15 

10 1 – 0 – 3 3 – 7 
 

Estas faixas de freqüências podem ser mais seletivas quando se faz uso de um conjunto de 

bancos de filtros de Gegenbauer com perdas, ou seja, para α > 0. Ou ainda, podem ser redundantes, 

quando se faz uso de um conjunto de bancos de filtros de Gegenbauer com redundância, ou seja, 

para α = −v/2. 

As tabelas 7.4 e 7.5 apresentam as faixas de freqüências quando se faz uso dos filtros de 

Gegenbauer com perdas de terceira, v = 3, e de sétima, v = 7, ordens, respectivamente. Nestes 

casos, consideram-se α = 1 e α = 12. Considere que Gegvaα denota um banco de filtros de 

Gegenbauer com parâmetros v e α, de modo que Geg3a1 corresponde a um banco de filtros de 

Gegenbauer com v = 3 e α = 1. 

A tabela 7.6 apresenta as faixas de freqüências dos filtros de Gegenbauer redundantes de 

terceira e sétima ordem. Neste caso, considere que Gegvar denota um banco de filtros de 

Gegenbauer com parâmetros v e α = −v/2, de modo que Geg3ar corresponde a um banco de filtros 

de Gegenbauer com v = 3 e α = −3/2, e r denota redundância. 

Da tabela 7.4 observa-se que as versões aproximadas no terceiro nível de decomposição 

têm componentes de freqüências abaixo de 219 Hz e 278 Hz, para α = 1 e α = 12, respectivamente. 

Na tabela 7.5, estas freqüências são abaixo de 107 Hz e 171 Hz. A tabela 7.6 mostra claramente a 
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redundância das faixas de freqüências dos filtros escala e wavelet em todos os níveis de 

decomposição. Deste modo, algumas componentes de freqüências do sinal em análise estarão 

representadas em duplicidade, através de suas versões aproximadas e detalhadas em um mesmo 

nível de decomposição. Os valores de freqüências apresentados nestas tabelas estão arredondados. 

 

Tabela 7.4: Faixas de freqüências em três níveis de decomposição em duas WMRAs de 

Gegenbauer, considerando v = 3 e α = 1, 12, para sinais amostrados à taxa de 128 amostras/ciclo. 

Filtro Escala (Hz) Filtro Wavelet (Hz) 
Nível (j) 

Geg3a1 Geg3a12 Geg3a1 Geg3a12 
1 0 – 877 0 – 1110 2963 – 3840 2730 – 3840 
2 0 – 439 0 – 555 1481 – 1920 1365 – 1920 
3 0 – 219 0 – 278 741 – 960 682 – 960 

 

Tabela 7.5: Faixas de freqüências em três níveis de decomposição em duas WMRAs de 

Gegenbauer, considerando v = 7 e α = 1, 12, para sinais amostrados à taxa de 128 amostras/ciclo. 

Filtro Escala (Hz) Filtro Wavelet (Hz) Nível (j) 
Geg7a1 Geg7a12 Geg7a1 Geg7a12 

1 0 – 427 0 – 683 3413 – 3840 3157 – 3840 
2 0 – 214 0 – 341 1706 – 1920 1579 – 1920 
3 0 – 107 0 – 171 853 – 960 789 – 960 

 

Tabela 7.6: Faixas de freqüências em três níveis de decomposição em duas WMRAs de 

Gegenbauer, considerando v = 3, 7 e α = −v/2, para sinais amostrados à taxa de 128 amostras/ciclo. 

Filtro Escala (Hz) Filtro Wavelet (Hz) Nível (j) 
Geg3ar Geg7ar Geg3ar Geg7ar 

1 0 – 2513 0 – 2918 1327 – 3840 922 – 3840 
2 0 – 1256 0 – 1459 664 – 1920 461 – 1920 
3 0 – 628 0 – 729 332 – 960 231 – 960 

 

Devido a seletividade da resposta em freqüência do banco de filtros de Gegenbauer (α > 0), 

tais filtros escala podem ser mais adequados para localizar faltas do que os filtros escala de 

Daubechies. Uma eventual redução na amplitude das componentes fundamentais das versões 

aproximadas dos sinais de tensão e corrente, em decorrência do processo de filtragem dos sinais 

originais, não é prejudicial ao processo de localização de faltas, devido ao relacionamento entre 

estes sinais na determinação da impedância da falta. 

O banco de filtros de Daubechies com 4 coeficientes é um dos bancos de filtros ortogonais 

mais empregados para a análise de faltas em linhas de transmissão. Com o objetivo de avaliar o 
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desempenho de bancos de filtros de Gegenbauer, não-ortogonais, na análise de faltas em linhas de 

transmissão, as faltas simuladas, discutidas no item 7.2, são analisadas através do algoritmo 

discutido no item 7.3, e dos seguintes bancos de filtros de 4 coeficientes: Daubechies (Daub4), 

Gegenbauer com α = 1 (Geg3a1), também chamado Chebyshev, Gegenbauer com α = 12 

(Geg3a12) e Gegenbauer com α = −3/2 (Geg3ar). 

A figura 7.3 apresenta as funções escala e wavelet no domínio do tempo, obtidas após 

cinco iterações do algoritmo em cascata, para tais bancos de filtros. As figuras 7.4 e 7.5 

apresentam, respectivamente, as respostas em freqüência dos filtros escala e wavelet. Na figura 7.6 

são apresentados os atrasos de grupo dos filtros escala e wavelet. Por tratar-se de filtros simétricos, 

a fase da resposta em freqüência dos filtros de Gegenbauer é linear e, conseqüentemente, o atraso 

de grupo é constante, o que indica que não há retardo de amostras para diferentes freqüências. 
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Figura 7.3: Funções obtidas após cinco iterações do algoritmo em cascata para bancos de filtros de 

Daubechies e Gegenbauer com 4 coeficientes: (a) funções escala; (b) funções wavelet. 
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Figura 7.4: Resposta em freqüência de filtros escala de Daubechies e Gegenbauer com 4 

coeficientes: (a) magnitude; (b) fase. 
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Figura 7.5: Resposta em freqüência de filtros wavelet de Daubechies e Gegenbauer com 4 

coeficientes: (a) magnitude; (b) fase. 
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Figura 7.6: Atraso de grupo de filtros de Daubechies e Gegenbauer com 4 coeficientes: 

(a) filtros escala; (b) filtros wavelet. 

 

7.4.2. O PROCESSO DE ANÁLISE DE FALTAS 

O processo de análise de uma falta inicia-se com o cálculo das componentes modais (α, β e 

0) das tensões de fase. Suas componentes de mais alta freqüência são usadas para identificar a 

ocorrência da falta. Uma condição de falta é detectada quando os coeficientes wavelet de primeiro 

nível de decomposição excedem limiares pré-estabelecidos. Dois limiares devem ser impostos: um 

para as componentes de modos α e β e outro para a componente de modo 0. A condição de falta 

deve ser detectada quando quaisquer dos dois primeiros modos são sensibilizados, enquanto que a 

componente de modo 0 indica se houve o envolvimento da terra na falta. Detectada a falta, os 
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próximos passos correspondem à sua classificação e, logo em seguida, ao emprego de algoritmo 

baseado no cálculo da impedância de falta para a localização da falta na linha de transmissão. 

A figura 7.7 apresenta as formas de onda das tensões e correntes de fase registradas no 

terminal de PDD da linha de transmissão para uma falta trifásica simulada a 51.4 km distante deste 

terminal, a 4⅛ ciclos do início das simulações. As formas de onda das correntes durante a condição 

de regime permanente, antes da incidência da falta, não são legíveis devido à escala do gráfico, que 

está definida para a condição pós-falta. 
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Figura 7.7: Sinais de fase para uma falta trifásica simulada a 51.4 km do terminal de PDD: 

(a) tensão; (b) corrente. 

 

As versões detalhadas das componentes modais das tensões (Vα, Vβ e V0) são mostradas na 

figura 7.8 considerando apenas um nível de decomposição.  

Como esperado, apenas a componente de modo 0 foi insensível a falta, indicando que a 

terra não esteve envolvida na falta. 

Considerando as componentes de modos α e β e os mesmos limiares para a detecção de 

faltas para quaisquer dos filtros, o emprego dos filtros Daub4 e Geg3a12 permitiram indicar 

corretamente o início da falta. O emprego dos filtros Geg3a1 e Geg3ar forneceram uma indicação 

de condição de falta errada, uma vez que houve indicativo de ocorrência da falta ainda durante a 

condição de regime permanente. Este fato pode ser atribuído à magnitude de sua resposta em 

freqüência (figura 7.5), uma vez que a componente fundamental aparece com uma pequena, porém 

significativa, magnitude. 

 

(a) 
 
 
 
 
 
 
(b) 
 



 

L. R. SOARES, 2006 164

0 20 40 60 80 100 120
-100

0

100
A

m
pl

itu
de

 (k
V

)
V

α
V

β
V0

0 20 40 60 80 100 120
-100

0

100

A
m

pl
itu

de
 (k

V
)

0 20 40 60 80 100 120
-100

0

100

A
m

pl
itu

de
 (k

V
)

0 20 40 60 80 100 120
-100

0

100

A
m

pl
itu

de
 (k

V
)

Tempo (ms)

 
Figura 7.8: Versões detalhadas das componentes modais das tensões de fase, após um nível de 

decomposição, associadas aos filtros wavelet de: (a) Daub4; (b) Geg3a1; (c) Geg3a12; (d) Geg3ar. 

 

Destes resultados, conclui-se que valores mais elevados de α parecem ser mais apropriados 

para este tipo de análise e ainda que a escolha dos limiares para fornecer uma indicação de 

condição de falta depende também dos parâmetros do filtro. 

Como não houve o envolvimento da terra na falta, a classificação da falta é realizada com 

base nas versões detalhadas das tensões de fase considerando apenas um nível de decomposição. 

Tais versões detalhadas são mostradas na figura 7.9.  

Como esperado, houve ultrapassagem do limiar nas três fases, indicando que o tipo de falta 

é FFF. 

As versões aproximadas dos sinais de tensão e corrente, após três níveis de decomposição, 

são apresentadas, respectivamente, nas figuras 7.10 e 7.11. 
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Figura 7.9: Versões detalhadas das tensões de fase, após um nível de decomposição, associadas aos 

filtros wavelet de: (a) Daub4; (b) Geg3a1; (c) Geg3a12; (d) Geg3ar. 
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Figura 7.10: Versões aproximadas das tensões de fase, após três níveis de decomposição, 

associadas aos filtros escala de: (a) Daub4; (b) Geg3a1; (c) Geg3a12; (d) Geg3ar. 
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Figura 7.11: Versões aproximadas das correntes de fase, após três níveis de decomposição, 

associadas aos filtros escala de: (a) Daub4; (b) Geg3a1; (c) Geg3a12; (d) Geg3ar. 

 

A remoção das componentes de alta freqüência pode ser mais facilmente observada nos 

sinais das tensões de fase ao comparar estas figuras com a figura 7.7. Além disto, as versões 

aproximadas dos sinais resultantes da análise pelos filtros escala seletivos de Gegenbauer (α > 0) 

apresentam uma oscilação mais suave após a incidência da falta do que aquelas apresentadas pelos 

sinais oriundos da análise com o filtro escala de Daubechies ou com o filtro redundante de 

Gegenbauer (α < −v/2). 

Uma estimativa da localização da falta, considerando o cálculo das componentes 

fundamentais das versões aproximadas das tensões e correntes de fase a cada janela deslizante de 

1-ciclo, é apresentada na figura 7.12. Tal algoritmo coleta um ciclo de dados por sinal, 

considerando que a amostra mais antiga é descartada para cada nova amostra. 
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Figura 7.12: Estimativa da localização da falta fazendo uso da transformada de Fourier com janela 

deslizante de 1-ciclo para extração das componentes fundamentais das versões aproximadas de 

terceira escala dos sinais de tensão e corrente associadas aos filtros escala de Daub4, Geg3a1, 

Geg3a12 e Geg3ar. 

 

Da figura 7.12, observa-se que a estimativa da localização da falta depende da janela de 

dados e oscila em torno da distância simulada, após a incidência da falta. Este fato pode ser 

atribuído, principalmente, ao decaimento exponencial das correntes de falta após a incidência da 

falta.  

Embora outros requisitos possam ser incorporados a este algoritmo para que seja possível 

obter uma indicação mais precisa da localização da falta, estes não foram utilizados, uma vez que o 

principal objetivo era investigar a potencialidade de aplicação de bancos de filtros de Gegenbauer 

na análise de faltas. 

 

7.4.3. RESULTADOS DAS SIMULAÇÕES 

A tabela 7.7 apresenta o código identificador (Id) para os arquivos de faltas monofásicas 

obtidas das simulações no ATP. Como exemplo: AT25_1 descreve uma falta monofásica entre a 

fase a e a terra (FTA) a 25% do comprimento da linha de transmissão, na posição 1, ou seja, a 4 

ciclos do início das simulações. Os códigos Id são usados na tabela 7.8 e na figura 7.13. 
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Tabela 7.7: Rótulo para as faltas monofásicas simuladas: Id versus Tipo da Falta. 

Id Tipo da Falta Id Tipo da Falta Id Tipo da Falta 
1 AT25_1 10 AT50_1 19 AT75_1 
2 AT25_2 11 AT50_2 20 AT75_2 
3 AT25_3 12 AT50_3 21 AT75_3 
4 BT25_1 13 BT50_1 22 BT75_1 
5 BT25_2 14 BT50_2 23 BT75_2 
6 BT25_3 15 BT50_3 24 BT75_3 
7 CT25_1 16 CT50_1 25 CT75_1 
8 CT25_2 17 CT50_2 26 CT75_2 
9 CT25_3 18 CT50_3 27 CT75_3 

 

A tabela 7.8 mostra a posição da falta considerando a primeira das três componentes 

modais das tensões de fase a ultrapassar o limiar pré-estabelecido, após uma escala de 

decomposição, associada aos filtros wavelet de Daub4, Geg3a1, Geg3a12 e Geg3ar, para todas as 

faltas monofásicas simuladas.  

A posição da falta é indicada em função do número da amostra, que é correspondente a 

metade do número da amostra (posição da falta simulada) dos sinais originais, devido ao processo 

de decimação por dois. 

Como comentado para o caso exemplo, os filtros wavelet Geg3a1 e Geg3ar fornecem uma 

indicação errada da posição da falta. Este fato pode ser atribuído à magnitude das respostas em 

freqüência de tais filtros na faixa da freqüência fundamental (figura 7.5). 

Nesta tabela, também estão apresentados os erros entre a posição da falta obtida pelo 

algoritmo comparada à posição simulada da falta, mostrado apenas para os filtros de Daub4 e 

Geg3a12. Estes erros estão baseados em atrasos em relação às amostras do sinal original e em 

relação ao tempo. Observa-se que o maior atraso temporal foi de aproximadamente 1.3 ms, que 

pode ser considerado um erro de estimação muito curto para a detecção de uma falta. 

Como nas faltas monofásicas há o envolvimento da terra, e isto foi identificado pela 

componente de modo 0 para todas as faltas monofásicas simuladas, faz-se necessário o cálculo das 

impedâncias de fase, para o ciclo subseqüente ao instante da falta, para determinar o tipo e as fases 

envolvidas na falta, ou seja, para realizar a classificação da falta. 

As faltas foram classificadas corretamente para todas as faltas monofásicas simuladas. 
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Tabela 7.8: Posição da falta considerando o menor (não nulo) dos três componentes modais e o erro 

entre a posição da falta obtida pelo algoritmo comparado à posição simulada para as faltas 

monofásicas. 

Posição da falta Erro (em amostras) Erro (ms) Id 
Daub4 Geg3a1 Geg3a12 Geg3ar Simulada Daub4 Geg3a12 Daub4 Geg3a12

1 257 2 258 2 256 -1 -2 -0.2604 -0.5208 
2 265 2 266 2 264 -1 -2 -0.2604 -0.5208 
3 275 2 274 2 272 -3 -2 -0.7813 -0.5208 
4 257 2 257 2 256 -1 -1 -0.2604 -0.2604 
5 265 2 266 2 264 -1 -2 -0.2604 -0.5208 
6 273 2 273 2 272 -1 -1 -0.2604 -0.2604 
7 257 2 258 2 256 -1 -2 -0.2604 -0.5208 
8 265 2 266 2 264 -1 -2 -0.2604 -0.5208 
9 273 2 274 2 272 -1 -2 -0.2604 -0.5208 

10 258 2 260 2 256 -2 -4 -0.5208 -1.0417 
11 266 2 269 2 264 -2 -5 -0.5208 -1.3021 
12 275 2 274 2 272 -3 -2 -0.7813 -0.5208 
13 258 2 258 2 256 -2 -2 -0.5208 -0.5208 
14 266 2 266 2 264 -2 -2 -0.5208 -0.5208 
15 274 2 274 2 272 -2 -2 -0.5208 -0.5208 
16 258 2 259 2 256 -2 -3 -0.5208 -0.7813 
17 266 2 267 2 264 -2 -3 -0.5208 -0.7813 
18 274 2 275 2 272 -2 -3 -0.5208 -0.7813 
19 259 2 259 2 256 -3 -3 -0.7813 -0.7813 
20 267 2 267 2 264 -3 -3 -0.7813 -0.7813 
21 277 2 276 2 272 -5 -4 -1.3021 -1.0417 
22 259 2 259 2 256 -3 -3 -0.7813 -0.7813 
23 267 2 267 2 264 -3 -3 -0.7813 -0.7813 
24 275 2 275 2 272 -3 -3 -0.7813 -0.7813 
25 259 2 259 2 256 -3 -3 -0.7813 -0.7813 
26 267 2 267 2 264 -3 -3 -0.7813 -0.7813 
27 275 2 275 2 272 -3 -3 -0.7813 -0.7813 

 

O erro cometido na localização de uma falta é expresso, geralmente, em relação ao 

comprimento da linha de transmissão, sendo obtido a partir da seguinte expressão: 

LT

FLF

D
DD

Erro
−

= ,     (7.39) 

onde DFL é a distância da falta simulada a partir do terminal de monitoração, DF é a distância 

estimada da falta e DLT é o comprimento da linha de transmissão. 

A figura 7.13 mostra o erro na localização de faltas na sexta janela (no sexto ciclo), das 

versões aproximadas de terceira escala dos sinais de tensão e corrente, associado aos filtros escala 

de Daub4, Geg3a1, Geg3a12 e Geg3ar para todas as faltas monofásicas simuladas. 
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Da figura 7.13, observa-se que são obtidos resultados semelhantes quando se faz uso de 

filtros escala de Daubechies ou de Gegenbauer para a localização de faltas monofásicas na LT 

PDD/BEA. 
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Figura 7.13: Erro na localização da falta, calculada na sexta janela (no sexto ciclo), fazendo uso da 

transformada de Fourier para extração das componentes fundamentais das versões aproximadas de 

terceira escala dos sinais de tensão e corrente para faltas monofásicas associadas aos filtros escala 

de Daub4, Geg3a1, Geg3a12 e Geg3ar. 

 

Considerando todas as faltas simuladas, foi possível detectar e identificar apropriadamente 

o instante de tempo de ocorrência das faltas simuladas na LT PDD/BEA, fazendo uso das 

componentes de modos α e β. Foram obtidos erros inferiores a 1.3 ms, em relação ao instante de 

falta simulado.  

As faltas foram classificadas corretamente para todos os casos simulados e os erros 

máximos obtidos na localização da falta estão apresentados na tabela 7.9. Todos os valores foram 

obtidos pela leitura da sexta janela de um ciclo (ou seja, no sexto ciclo) dos oito ciclos 

monitorados. 

Estes resultados indicam que quaisquer dos filtros escala de Gegenbauer são atrativos em 

algoritmos para localização de faltas. Entretanto, ressalta-se que os filtros seletivos de Gegenbauer 

(Geg3a1 ou Geg3a12) apresentam versões aproximadas mais suaves e podem fornecer melhores 

resultados quando utilizados em conjunto com algoritmos para estimação das componentes 

fundamentais através da modelagem dos sinais de falta. 
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Tabela 7.9: Erros máximos obtidos na localização de todas as faltas simuladas considerando filtros 

de Daubechies e Gegenbauer com 4 coeficientes. 

Erros Máximos Tipo da Falta 
Daub4 Geg3a1 Geg3a12 Geg3ar 

Faltas monofásicas 8.05% 8.90% 8.81% 8.58% 
Faltas trifásicas 1.11% 0.71% 0.78% 1.56% 
Faltas bifásicas 9.32% 5.47% 5.16% 8.73% 
Faltas bifásicas c/ terra 9.32% 5.47% 5.16% 8.73% 

 

7.5. CONCLUSÕES 

Um algoritmo [Soares, 2001] fundamentado no processo de codificação por sub-bandas 

baseado na WMRA, considerando Daubechies-4 como wavelet-mãe, para a análise de sinais de 

faltas capturados em um dos terminais de uma linha de transmissão, a uma taxa de amostragem de 

128 amostras/ciclo, foi avaliado considerando novos tempos de incidência de falta. 

Identificou-se que o algoritmo para a classificação de faltas na LT PDD/BEA mostrou-se 

dependente do ângulo de incidência da falta. Uma nova metodologia foi proposta baseada no 

estudo de propagação de transitórios durante a ocorrência das faltas. Neste caso, propõe-se que as 

versões detalhadas dos sinais das tensões de fase, após um nível de decomposição, sejam 

empregadas para identificar as fases quando da ocorrência de faltas que não envolvem a terra. No 

caso de faltas com o envolvimento da terra, sugere-se o cálculo das impedâncias de fase, para o 

ciclo subseqüente ao instante de falta, para a identificação das fases envolvidas na falta. 

A WMRA de Gegenbauer foi explorada neste capítulo com o propósito de investigar sua 

aplicabilidade na análise de faltas em linhas de transmissão. Em decorrência dos resultados obtidos, 

os filtros de Gegenbauer podem ser oferecidos como uma alternativa aos filtros de Daubechies, ou 

a qualquer banco de filtros assimétricos, especialmente quando um rápido processamento é 

essencial ou quando o atraso de grupo desempenha um fator importante na análise de sinais. 

Entretanto, ressalta-se que um tratamento especial deve ser dado à escolha dos parâmetros do 

banco de filtros de Gegenbauer, v e α, uma vez que a definição dos limiares para o estabelecimento 

de uma condição de falta é dependente dos mesmos. Valores mais elevados para α parecem ser 

mais apropriados para a detecção e classificação de faltas. 

Ressalta-se ainda que, devido à simetria, a implementação de um algoritmo baseado em um 

banco de filtros de Gegenbauer apresenta metade do esforço computacional exigido na 

implementação dos filtros de Daubechies, considerando o emprego de filtros com mesmo 

comprimento. Para o caso particular em que α = 1, os filtros de Gegenbauer reduzem-se aos filtros 
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de Chebyshev (tipo II), que apresentam todos os coeficientes de cada filtro idênticos, requerendo 

um esforço computacional ainda menor. 

Dentre os aspectos que afetam uma boa estimativa da localização da falta estão as 

componentes de alta freqüência e a componente exponencial de freqüência nula, presentes nos 

sinais de tensão e corrente quando da ocorrência de uma falta [Senger & Santana, 1998]. Por se 

tratarem de componentes não periódicas, elas comprometem a determinação das componentes 

fundamentais destes sinais através do emprego da transformada de Fourier. 

O efeito das componentes de alta freqüência pode ser eliminado, ou reduzido, ao considerar 

as versões aproximadas dos sinais de tensão e corrente de fase obtidos no terminal de 

monitoramento, conforme apresentado neste capítulo. Com relação à componente exponencial de 

freqüência nula, faz-se necessário considerar técnicas que permitam reduzir, ou eliminar, seus 

efeitos sobre os sinais de falta. Em [Sachdev & Nagpal, 1991; Senger & Santana, 1998] são 

apresentadas propostas para a filtragem da componente exponencial nos sinais de tensão e corrente 

através da modelagem dos sinais de falta. 
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CAPÍTULO 8 

APLICAÇÃO DE “FUNÇÕES BASE” 
CONTÍNUAS NO PROCESSAMENTO DE 

SINAIS DO SISTEMA ELÉTRICO 

Neste capítulo são apresentados exemplos de aplicação da transformada de wavelets 

contínua, associada ou não à análise multirresolução de sinais, usando as “funções base” propostas 

nesta Tese para a análise de distúrbios em sinais do sistema elétrico. 

8.1. INTRODUÇÃO 

A transformada de wavelets discreta (DWT) tem sido freqüentemente empregada para a 

análise de sinais através da implementação em bancos de filtros e do uso de bases de wavelets 

ortonormais. No capítulo anterior foi proposto o emprego de bancos de filtros não-ortogonais para 

a análise de faltas em linhas de transmissão e mostrado que resultados bastante satisfatórios podem 

ser obtidos quando comparados aos resultados oriundos de análises com bancos de filtros 

ortogonais.  

Apesar disto, a resposta em freqüência dos filtros implementados através do processo de 

codificação por sub-bandas baseado na WMRA pode não ser adequada para alguns tipos de 

aplicações [Pham & Wong, 2001]. Nestes casos, o emprego da transformada de wavelets contínua 

(CWT), que permite obter um maior grau de liberdade para a escolha dos parâmetros de 

escalonamento, pode promover análises mais coerentes para tais aplicações. 
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Através de uma escolha adequada da wavelet-mãe e dos parâmetros escala a, a CWT pode 

fornecer a localização no tempo de diferentes componentes de freqüência presentes no sinal em 

análise, assim como sua amplitude.  

A implementação da CWT, fazendo uso de wavelets complexas, tem sido utilizada em 

diversos ramos da análise de sinais em sistemas de potência. Alguns exemplos destas aplicações 

incluem a detecção de faltas [Zhang et al., 2003], o controle de filtros ativos [Driesen & Belmans, 

2002] e a análise de flicker, harmônicas e inter-harmônicas [Pham & Wong, 1999; Chen & 

Meliopoulos, 2000; Huang & Hsieh, 2000; Huang & Hsieh, 2000-b; Pham & Wong, 2001; Chen & 

Meliopoulos, 2002; Huang & Lu, 2004]. Nestas implementações as wavelets complexas 

“Gaussian” e “Morlet” têm sido utilizadas freqüentemente como wavelet-mãe. Porém, como 

mostrado no capítulo 2, tais wavelets-mãe não apresentam respostas em freqüência com magnitude 

plana. Conseqüentemente, deve-se dar uma atenção especial à escolha do parâmetro escala a de 

modo que a freqüência de interesse esteja situada no centro da faixa de passagem de suas respostas 

em freqüência, de maneira que as amplitudes dos sinais sob análise possam ser bem representadas. 

Neste capítulo são apresentados exemplos de aplicação da CWT, associada ou não a MRA, 

para ilustrar o comportamento das “funções base” contínuas propostas nesta Tese na análise de 

sinais de faltas simuladas em uma linha de transmissão (capítulo 7) e de sinais reais oriundos de 

registradores digitais de perturbação do sistema elétrico. 

Particularmente, considera-se o emprego de wavelets de Fourier e das “funções base” “de 

Oliveira” na análise de faltas, na análise de eventos múltiplos e na estratificação das potências ativa 

e reativa em uma linha de transmissão. 

 

8.2. ANÁLISE DE FALTAS EM LINHAS DE TRANSMISSÃO 

Como enfatizado no capítulo 7, a obtenção de uma boa estimativa da localização de faltas 

em linhas de transmissão pode ser influenciada pela presença de componentes de alta freqüência 

(transitórios) e da componente exponencial de freqüência nula presente, principalmente, nos sinais 

das correntes de falta. Através da escolha da faixa de freqüência que inclua a freqüência 

fundamental do sistema de potência, selecionada por uma dada wavelet-mãe e parâmetro escala, é 

possível eliminar estes dois fatores.  

Neste item é apresentado o mesmo caso exemplo mostrado no capítulo 7, porém usando a 

CWT com a função wavelet complexa de Fourier Mexican Hat para estimar a localização da falta 

na LT PDD/BEA. 
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A localização de uma falta em uma linha de transmissão pode ser estimada através do 

método da impedância aparente, conforme empregado no capítulo 7. Neste algoritmo, quando uma 

falta envolve mais de uma fase, como para este caso exemplo, a impedância da falta, ZFalta, pode ser 

obtida por (7.2): 

YX

YX
Falta II

VVZ ˆˆ
ˆˆ

−
−= ,     (8.1) 

e a distância da falta, DF, em relação ao terminal de monitoramento, pode ser estimada por (7.4): 

1Z
ZD Falta

F = .      (8.2) 

onde Z1 é a impedância de seqüência positiva da linha de transmissão (geralmente dada em Ω/km). 

Entretanto, ao invés de usar os fasores das componentes fundamentais dos sinais de tensão 

e corrente, XV̂ , YV̂  e XÎ , YÎ  são substituídos pelos sinais complexos de tensão e corrente obtidos 

da CWT, considerando que tais sinais representam as componentes fundamentais através da 

escolha adequada do parâmetro escala a. 

A figura 8.1 reapresenta os sinais das tensões e correntes de fase (a, b, c) para a falta 

trifásica simulada na LT PDD/BEA a 51.4 km distante do terminal de PDD e 4⅛ ciclos após o 

início das simulações. 
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Figura 8.1: Sinais de fase para uma falta trifásica simulada a 51.4 km do terminal de PDD: 

(a) tensão; (b) corrente. 

 

Fazendo uso da wavelet de Fourier Mexican Hat e considerando parâmetros escala inteiros 

no intervalo de 1 a 64, a figura 8.2 apresenta os gráficos “escala a × translação b” da decomposição 

(a) 
 
 
 
 
 
 
(b) 
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dos sinais de tensão e corrente da fase a dos sinais apresentados na figura 8.1. Os gráficos 

correspondentes para os sinais das fases b e c são similares aos apresentados para a fase a.  

Na figura 8.2 estão apresentados, graficamente, a parte real, a parte imaginária, o valor 

absoluto (magnitude) e a fase dos coeficientes wavelet complexos resultantes da análise dos sinais 

da fase a. Nestes gráficos, a distribuição de cores indica que valores mais elevados têm cores mais 

escuras, enquanto que valores menores têm cores mais claras. 
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Figura 8.2: Coeficientes wavelet dos sinais da fase a usando a wavelet de Fourier Mexican Hat e 

parâmetros escala inteiros no intervalo de 1 a 64: (a) tensão; (b) corrente. 

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
 



 

L. R. SOARES, 2006 177

Observa-se nestes gráficos que através da escolha de valores intermediários para o 

parâmetro escala a, na faixa entre 28 e 36, é possível obter uma aproximação dos sinais das tensões 

e correntes de fase. 

A figura 8.3 apresenta os coeficientes wavelet dos sinais de tensão e corrente da fase a para 

a = 32. São apresentados as partes real e imaginária e o valor absoluto de tais coeficientes wavelet. 

O valor absoluto representa a envoltória das formas de onda dos sinais de tensão e corrente, quando 

estes estão defasados de π/2 radianos (90 graus), como é o caso. Ressalta-se que a parte real é 

obtida pela wavelet “geradora” (Mexican Hat) e a parte imaginária por sua transformada de Hilbert. 
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Figura 8.3: Partes real e imaginária e o valor absoluto dos coeficientes wavelet dos sinais da fase a 

usando a wavelet de Fourier Mexican Hat e parâmetro escala a = 32: (a) tensão; (b) corrente. 

 

Na figura anterior observa-se que não há a contribuição da componente exponencial de 

freqüência nula, principalmente, nos sinais das correntes de fase quando da ocorrência da falta. 

Este fato é decorrente da eliminação da freqüência nula através do emprego da transformada de 

wavelets contínua, desassociada da MRA. Conforme apresentado na figura 7.11, tal componente 

está presente nas aproximações destes sinais quando do emprego de bancos de filtros que 

implementam a WMRA. 

Para este mesmo nível de decomposição (a = 32), a figura 8.4 apresenta os valores 

absolutos e os ângulos de fase dos coeficientes wavelet dos sinais das tensões e correntes de fase. 

Observa-se, especialmente nos sinais das correntes de fase, o deslocamento de fase provocado pela 

ocorrência da falta, indicando que a detecção do distúrbio e até mesmo a seleção das fases 

envolvidas na falta podem ser obtidas através desta variável [Kasztenny et al., 2000]. 
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Figura 8.4: Coeficientes wavelet dos sinais de fase usando a wavelet de Fourier Mexican Hat e 

parâmetro escala a = 32: (a) tensões; (b) correntes. 

 

A figura 8.5 apresenta a estimativa da distância da falta usando os coeficientes wavelet 

complexos para a = 32, considerando as expressões (8.1) e (8.2). Como não se faz necessário o 

cálculo das componentes fundamentais através do emprego da transformada de Fourier, conforme 

empregado no capítulo 7, o resultado de tal operação é de tempo contínuo. Para este caso exemplo, 

esse fator tornou possível obter com maior rapidez uma estimativa da falta. 

Uma comparação deste resultado com o apresentado na figura 7.12 pode ser estabelecida 

ao fazer uso de valores médios das estimativas de distância calculados a cada janela deslizante de 

1-ciclo (os sinais foram amostrados à taxa de 128 amostras/ciclo), conforme apresentado na figura 

8.6. Para este caso exemplo é possível visualizar maior precisão na estimativa da falta, 

apresentando convergência por 1 ciclo, decorridos 2 ciclos da detecção da falta. 
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Figura 8.5: Estimativa da distância da falta em relação ao terminal de monitoramento usando a 

wavelet de Fourier Mexican Hat e parâmetro escala a = 32. 
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Figura 8.6: Valores médios da estimativa da distância da falta apresentada na figura 8.5 calculados 

com janela deslizante de 1-ciclo. 

 

8.3. SELEÇÃO DAS COMPONENTES DE BAIXA FREQÜÊNCIA DE 

SINAIS DE FALTAS EM LINHAS DE TRANSMISSÃO 

Conforme apresentado no capítulo 2, a decomposição de um sinal em seus coeficientes 

escala e wavelet é realizada através de operações de convolução deste sinal com os filtros escala e 

wavelet, respectivamente, e de operações de subamostragem por 2. Como a CWT é freqüentemente 

utilizada considerando todas as translações possíveis, ou seja, não sendo consideradas as operações 
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de dizimação, a CWT pode ser vista apenas como uma convolução entre uma função wavelet e o 

sinal em análise. O mesmo é válido para a MRA, quando de seu emprego através da função escala. 

Através da WMRA contínua, considerando a associação da CWT com a MRA, é possível 

observar as componentes de baixa freqüência dos sinais sob análise, de modo que as componentes 

fundamentais estejam acessíveis através dos coeficientes wavelet e as componentes de freqüências 

inferiores a esta, através dos coeficientes escala. Neste último caso, pode ser possível evidenciar o 

comportamento das componentes exponenciais de freqüência nula presentes, principalmente, nos 

sinais das correntes de fase após a ocorrência de faltas. 

A figura 8.7 apresenta os sinais das tensões e correntes de fase (a, b, c), e de modo zero (0), 

para uma falta entre as fases a e b e a terra, simulada na LT PDD/BEA a 154.2 km distante do 

terminal de PDD e 4⅛ ciclos após o início das simulações. O envolvimento da terra pode ser 

comprovado pelo surgimento da componente de modo 0 após a ocorrência da falta. 
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Figura 8.7: Sinais de fase (a, b, c), e de modo zero (0), para uma falta entre as fases a e b e a terra 

simulada a 154.2 km do terminal de PDD: (a) tensões; (b) correntes. 
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Uma análise prévia das respostas em freqüência das funções escala e wavelet “de Oliveira” 

com fator de rolamento α = 0.33333, permite identificar M = 2·N como o comprimento das funções 

escala e wavelet de modo que tal objetivo seja alcançado, onde N é o comprimento do sinal em 

análise. Ressalta-se que M está relacionado ao fator de escalonamento das funções escala e wavelet 

no domínio do tempo. 

A figura 8.8 apresenta a resposta em freqüência das funções escala e wavelet “de Oliveira”, 

considerando os parâmetros descritos anteriormente. Observa-se que tais funções impõem um 

defasamento linear nas suas respectivas faixas de passagem. 
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(a)      (b) 

Figura 8.8: Resposta em freqüência das funções escala e wavelet “de Oliveira” com fator de 

rolamento α = 0.33333 e M = 2·N: (a) magnitude; (b) fase. 

 

A figura 8.9 apresenta as tensões e correntes de fase e seus respectivos coeficientes escala e 

wavelet com relação às funções escala e wavelet “de Oliveira” em questão. Considere c0 os sinais 

das tensões (a) e correntes (b) de fase, c1 seus respectivos coeficientes escala e d1 seus respectivos 

coeficientes wavelet. 

Observa-se nesta figura que as componentes fundamentais das tensões e correntes de fase 

podem ser representadas pelos seus respectivos coeficientes wavelet enquanto que as componentes 

de freqüências inferiores a esta podem ser representadas por seus respectivos coeficientes escala. 

Neste último caso, evidencia-se o comportamento das componentes exponenciais presentes nos 

sinais das correntes de fase. 

Ressalta-se que a análise do comportamento das componentes de freqüências inferiores à 

freqüência fundamental do sistema de potência, através dos coeficientes escala, pode vir a ser 

empregada em um algoritmo para a identificação das fases envolvidas em faltas. Outra aplicação 

que pode vir a ser considerada é o desenvolvimento de um algoritmo para a classificação de 
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distúrbios quando da análise de sinais semelhantes a estes, que são decorrentes da adição de 

componente contínua nos sinas das tensões de fase, podendo provocar oscilação de 0.5 Hz no valor 

RMS destas tensões [McEeachern, 1989]. 
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Figura 8.9: Sinais de fase e seus coeficientes escala e wavelet com relação às funções escala e 

wavelet “de Oliveira” da família deo0.33333 e M = 2·N: (a) tensões; (b) correntes. 

 

A figura 8.10 apresenta a corrente da fase c e seus coeficientes wavelet, podendo ser 

observada a remoção de componentes harmônicas da freqüência fundamental, em decorrência da 

seleção adequada do parâmetro escala. Observa-se ainda que apesar desta fase não estar envolvida 

na falta, a mesma é influenciada pela mudança momentânea das condições de operação do sistema 

de potência. Porém, isto não ocorre de forma tão significativa quanto nas outras fases. 
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Figura 8.10: Sinal da corrente da fase c e seus coeficientes wavelet com relação à função wavelet 

“de Oliveira” da família deo0.33333 e M = 2·N. 

 

8.4. ANÁLISE DE EVENTOS MÚLTIPLOS 

A análise de eventos sucessivos que ocorrem em um curtíssimo intervalo de tempo é um 

tema de recente interesse por pesquisadores do setor elétrico, devido às necessidades das empresas 

do setor em automatizarem seus processos e a análise de seus dados. Tais eventos são denominados 

eventos múltiplos e são geralmente decorrentes de condições de faltas consecutivas e distintas. 

Neste item é apresentado um caso exemplo fazendo uso da wavelet de Fourier Gaussian-4 

para a identificação de intervalos entre eventos sucessivos a partir dos sinais das tensões de fase 

registradas em um terminal de monitoramento do sistema elétrico à taxa de amostragem de 64 

amostras/ciclo durante 28 ciclos. 

A figura 8.11 apresenta os sinais das tensões de fase após a ocorrência de três eventos 

sucessivos: uma falta monofásica entre a fase c e a terra, uma falta bifásica entre as fases c e a e a 

terra e uma falta monofásica entre a fase a e a terra. O envolvimento da terra em todos estes 

eventos pode ser comprovado pelo surgimento da componente de modo 0 após a ocorrência do 

primeiro evento e pela manutenção da mesma nos eventos subseqüentes. 

Fazendo uso da wavelet de Fourier Gaussian-4 e considerando parâmetros escala inteiros 

no intervalo de 1 a 64, a figura 8.12 apresenta os gráficos “escala a × translação b” para os sinais 

apresentados na figura 8.11. Nestes gráficos, a CWT é representada pelos valores absolutos dos 

coeficientes wavelet complexos e a distribuição de cores indica que valores mais elevados têm 

cores escuras, enquanto que valores menores têm cores mais claras. 
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Figura 8.11: Sinais das tensões de fase (a, b, c), e tensão de modo zero (0), registradas em um 

terminal de monitoramento do sistema elétrico para um caso exemplo de evento múltiplo. 
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(c)      (d) 

Figura 8.12: Valor absoluto dos coeficientes wavelet das tensões apresentadas na figura 8.11 

usando a wavelet de Fourier Gaussian-4 e parâmetro escala inteiro no intervalo de 1 a 64: (a) fase 

a; (b) fase b; (c) fase c; (d) modo 0. 
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Na figura 8.12 observa-se que nas escalas inferiores, ou seja, para valores mais baixos do 

parâmetro escala, a CWT evidencia as transições do sinal em análise. Observa-se ainda que nas 

escalas intermediárias é possível visualizar uma versão aproximada da envoltória do sinal original, 

uma vez que é empregada uma wavelet complexa. 

Uma estimativa precisa do instante de tempo onde ocorrem transições nos sinais em análise 

pode ser identificada através da escolha apropriada do parâmetro escala. A análise dos coeficientes 

wavelet para os parâmetros escala no intervalo de 1 a 12 permite identificar três valores nos quais a 

detecção dos intervalos entre tais eventos sucessivos pode ser precisamente estimada: a = 4, 5 ou 6. 

O mesmo tipo de análise deve ser realizado para obter uma boa aproximação das 

envoltórias dos sinais originais. Desta análise obtém-se que, dos parâmetros escala no intervalo de 

16 a 48, alguns valores podem ser identificados de modo a estimar a envoltória e ainda caracterizar 

os intervalos entre os eventos sucessivos: a = 18 a 23. 

A figura 8.13 apresenta os valores absolutos dos coeficientes wavelet complexos das 

tensões de fase (a, b, c) e de modo zero (0) para dois parâmetros escala: a = 5, onde se observam as 

transições entre as diferentes condições de falta, e a = 21, onde se observam as aproximações das 

envoltórias das tensões apresentadas na figura 8.11. 

Através da imposição de um limiar sobre o valor absoluto dos coeficientes wavelet 

complexos das tensões de fase (a, b, c) e de modo zero (0) apresentados na figura 8.13-(a) é 

possível detectar a ocorrência de distúrbios e ainda identificar os intervalos de ocorrência de 

diferentes eventos. 

A figura 8.14 apresenta a identificação dos intervalos entre eventos sucessivos através da 

imposição de um limiar sobre o valor absoluto dos coeficientes wavelet das tensões tensões de fase 

(a, b, c) e de modo zero (0) considerando a wavelet de Fourier Gaussian-4 e parâmetro escala 

a = 5. O início do intervalo está explícito no gráfico e é determinado pelo instante de tempo em que 

a primeira das quatro grandezas ultrapassa o limiar de detecção naquele intervalo. 

Identificados os intervalos, o próximo passo em uma análise de eventos múltiplos depende 

dos objetivos da referida investigação, que pode incluir desde a identificação do tipo de evento em 

cada um dos intervalos definidos ou apenas a identificação das fases envolvidas em cada evento, 

para cada um dos intervalos. Em muitos casos, dá-se prioridade a análise do primeiro evento, uma 

vez que este pode ter desencadeado os outros, e neste caso, o evento múltiplo é freqüentemente 

denominado um processo evolutivo. 
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Figura 8.13: Valor absoluto dos coeficientes wavelet das tensões apresentadas na figura 8.11 

usando a wavelet de Fourier Gaussian-4 e os seguintes parâmetros escala: (a) a = 5; (b) a = 21. 

 

Este caso exemplo ilustra a potencialidade de aplicação da CWT, fazendo uso de wavelets 

complexas e da análise individual das escalas, na análise de distúrbios em sistemas de potência. 

Através da escolha adequada da wavelet-mãe e do parâmetro escala é possível detectar distúrbios e 

identificar intervalos entre eventos distintos. Além disto, é possível obter uma aproximação das 

envoltórias dos sinais originais em cada um dos intervalos. 

Ressalta-se que a escolha adequada dos parâmetros de escalonamento, além de depender da 

wavelet-mãe, depende da taxa de amostragem com a qual os sinais foram amostrados e da duração 

(comprimento) dos sinais em análise. 
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Figura 8.14: Identificação dos intervalos entre eventos sucessivos através da imposição de um 

limiar para a detecção de distúrbios sobre o valor absoluto dos coeficientes wavelet das tensões 

apresentadas na figura 8.11 usando a wavelet de Fourier Gaussian-4 e parâmetro escala a = 5. 

 

8.5. ESTRATIFICAÇÃO DAS POTÊNCIAS ATIVA E REATIVA EM 
LINHAS DE TRANSMISSÃO 

O uso da transformada inversa de Fourier para obter a versão transformada de Hilbert de 

um determinado sinal para a determinação da impedância em circuitos elétricos [Fu et al., 2002] ou 

da potência reativa em sistemas de potência [Croes et al., 2004] não deve ser um método preciso 

quando este sinal não apresenta periodicidade. A análise de sinais não-periódicos através do projeto 

de filtros que implementem uma defasagem de 90 graus, associados a bancos de filtros IIR [Yoon 

& Devaney, 2000], ou do uso de wavelets complexas [Driesen & Belmans, 2003] deve ser mais 

apropriada. 

Neste item é apresentado um caso exemplo, fazendo uso de wavelets complexas “de 

Oliveira”, para a determinação das potências ativa e reativa a partir dos sinais das tensões e 

correntes de fase, não-periódicos, registrados em um terminal de monitoramento do sistema elétrico 

à taxa de amostragem de 32 amostras/ciclo durante 54 ciclos. 

A potência ativa monofásica, ou potência instantânea monofásica, pode ser obtida a partir 

dos sinais de tensão e corrente pela seguinte expressão [Saitou & Shimizu, 2002]: 

iii IVP ⋅= ,      (8.3) 

onde Vi e Ii são os sinais das tensões e correntes da fase i = a, b, c. 
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A potência reativa monofásica pode ser obtida via [Saitou & Shimizu, 2002]: 

*
iii IVQ ⋅= ,      (8.4) 

onde o sobrescrito ∗ denota o conjugado complexo de Ii, de forma a obter sua versão em 

quadratura, defasada em 90 graus. 

As expressões (8.3) e (8.4) resultam nas formas de onda destas potências, que podem ser 

obtidas através da CWT usando wavelets complexas e parâmetros escala apropriados. Neste caso, a 

potência ativa pode ser obtida pelas partes reais dos coeficientes wavelet complexos das tensões e 

das correntes, enquanto que a potência reativa pode ser obtida pelas partes real da tensão e 

imaginária da corrente dos seus respectivos coeficientes wavelet. 

Alternativamente, as potências ativa e reativa podem ser obtidas, respectivamente, por 

[Driesen & Belmans, 2003]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )aIdaVdaIdaVdaiP ijijijijj ,,cos,,, ∠−∠⋅⋅= ,  (8.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )aIdaVdaIdaVdaiQ ijijijijj ,,sen,,, ∠−∠⋅⋅= .  (8.6) 

onde ( )aVd ij ,  e ( )aId ij ,  são, respectivamente, os coeficientes wavelet complexos decorrente da 

análise de Vi e Ii, i = a, b, c, para o parâmetro escala a do nível j de decomposição. Considere, 

como exemplo, ( )aVd ij ,  e ( )aVd ij ,∠  a magnitude e a fase de ( )aVd ij , . 

A figura 8.15 apresenta os sinais das tensões e correntes de fase, sendo ressaltado o 

intervalo entre 450 ms e 650 ms para melhor visualização do trecho com “perturbação”. Tal 

perturbação teve uma duração de 100 ms, provocou um afundamento de tensão para 0.635 pu e foi 

decorrente do desligamento automático de outra linha de transmissão em 500 kV, do mesmo 

sistema de transmissão, em virtude de queima de vegetação sob a mesma. 

Tendo como objetivo identificar as potências ativa e reativa e localizar no tempo as 

componentes harmônicas da freqüência fundamental (60 Hz), foram analisadas as respostas em 

freqüência das funções wavelet complexas “de Oliveira”, considerando diferentes valores de M e 

de fatores de rolamento α.  

Através da escolha de α = 0.25 (família cdeo0.25) e de duas escalas de decomposição, 

considerando M1 = 4·N/27 e M2 = 8·N/27, onde N é o comprimento do sinal em análise, é possível 

isolar a componente à freqüência fundamental (60 Hz) e adicionalmente agregar as componentes de 

segundo e terceiro harmônicos em faixas de freqüências distintas. Ressalta-se que M está 

relacionado ao fator de escalonamento das funções wavelet no domínio do tempo. 
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Figura 8.15: Sinais de fase (a, b, c) registradas em um terminal de monitoramento do sistema 

elétrico e seleção do intervalo entre 450 ms e 650 ms: (a) tensões; (b) correntes. 

 

A figura 8.16 apresenta a magnitude das respostas em freqüência das funções wavelet 

complexas “de Oliveira”, considerando os parâmetros descritos anteriormente. Considere os índices 

1 e 2 relativos, respectivamente, a primeira e segunda escalas de decomposição.  

A figura 8.17 apresenta a decomposição dos sinais apresentados na figura 8.15 nestas duas 

escalas da CWT complexa “de Oliveira”. Considere c0 os sinais de fase das tensões, figura 8.13-(a), 

e das correntes, figura 8.13-(b), e |d1| e |d2| os valores absolutos dos seus respectivos coeficientes 

wavelet de primeira e segunda escalas. 

Observa-se nesta figura que as envoltórias das componentes fundamentais dos sinais de 

tensão e corrente podem ser extraídas através de d2 e, que através de d1 é possível visualizar trechos 

de eventos distintos, a exemplo do que foi apresentado no item anterior (item 8.4). 

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
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Figura 8.16: Magnitude das respostas em freqüência das funções wavelet complexas “de Oliveira”, 

família cdeo0.25, em duas escalas de decomposição para M = 4·N/27, 8·N/27. 
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Figura 8.17: Sinais de fase (c0) e o valor absoluto dos coeficientes wavelet complexos em duas 

escalas (|d1|, |d2|): (a) tensões; (b) correntes. 
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A figura 8.18 apresenta os sinais das potências instantâneas de fase, iii IVP ⋅= , i = a, b, c, 

representados por c0 apenas como caráter ilustrativo, e as potências ativa e reativa de fase de 

primeira e segunda escalas (P1 e P2, Q1 e Q2), obtidas pelas expressões (8.5) e (8.6). 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
-800
-600
-400
-200

0
200

c 0 (M
W

) Pa
Pb
Pc

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
-800

-600

-400

-200

0

P
2 (M

W
)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
-5

0

5

10

P
1 (M

W
)

Tempo (ms)  

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

-400

-200

0

200

Q
2 (M

va
r)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

0

10

20

30

Q
1 (M

va
r)

Tempo (ms)  
Figura 8.18: Potências instantâneas de fase (c0) e as potências calculadas para as duas escalas de 

decomposição: (a) potências ativa; (b) potências reativa. 

 

A figura 8.19 ilustra as potências ativa e reativa total (PT, QT) com base na soma de suas 

respectivas potências monofásicas na faixa da freqüência fundamental, ou seja, na segunda escala 

de decomposição. 

Observa-se nas figuras 8.18 e 8.19 que houve inversão do fluxo de potência reativa na linha 

de transmissão durante a perturbação. Antes da mesma fluía pela linha +45 Mvar por fase, em 

média, durante a perturbação o fluxo de potência reativa chegou a atingir −410 Mvar em uma das 

fases, e após a “eliminação do defeito”, neste caso a abertura da linha sobre queima de vegetação, o 

retorno para +38 Mvar por fase, em média. 

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
 



 

L. R. SOARES, 2006 192

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
-1500

-1000

-500

P
T (M

W
)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
-600

-400

-200

0

200

Q
T (M

va
r)

Tempo (ms)  
Figura 8.19: Potências ativa e reativa total (PT, QT) com base na soma de suas respectivas potências 

monofásicas na faixa da freqüência fundamental (60 Hz). 

 

Ressalta-se que, apesar da freqüência fundamental dos sinais das potências ser igual a 120 

Hz, a nomenclatura baseada na figura 8.16 é mantida, uma vez que as potências são obtidas a partir 

da decomposição dos sinais das tensões e correntes de fase. 

A estimativa das potências ativa e reativa é um fator importante na análise de perturbações 

em sistemas de potência. É possível que seja viável identificar a origem do distúrbio através de 

análise conjunta de diversos terminais de monitoramento do sistema elétrico. 

Este caso exemplo mostra que o emprego das wavelets complexas “de Oliveira”, 

considerando faixas de freqüências ortogonais, pode permitir a seleção da componente fundamental 

e de suas componentes harmônicas em faixas de freqüências distintas. Isto torna possível 

estratificar as potências ativa e reativa em diversas faixas de freqüências, que podem vir a compor a 

potência de distorção [Dugan et al., 1996] para a avaliação de eventos relacionados à qualidade da 

energia elétrica em sistemas de potência. 

 

8.6. CONCLUSÕES 

Os casos exemplos apresentados neste capítulo ilustram que as wavelets contínuas 

propostas nesta Tese têm potencial aplicação na análise de perturbações do sistema elétrico. 

Particularmente, para a análise de faltas, transitórios, detecção de padrões, detecção de múltiplos 

eventos e, especialmente, para a estratificação das potências ativa e reativa na análise de 
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perturbações em sistemas de potência, para a avaliação da qualidade da energia elétrica. Outra 

aplicação que pode ser vislumbrada com a obtenção da potência reativa à freqüência fundamental é 

a possibilidade de implementação de outro algoritmo para a localização de faltas em linhas de 

transmissão [Takagi et al., 1982] e para o cálculo de impedâncias em circuitos elétricos, cujos 

sinais não sejam necessariamente estacionários [Fu et al., 2002]. 

Um estudo compreensivo dos sinais em análise, associando-os a uma determinada wavelet-

mãe contínua, faz-se necessário para que todo o potencial da CWT possa ser bem explorado através 

da seleção apropriada dos parâmetros escala (a) de modo a consolidar a análise em questão. 
Ressalta-se que a escolha de tal parâmetro, além de depender da wavelet-mãe, depende da taxa de 

amostragem com a qual os sinais foram amostrados e da duração (comprimento) dos sinais em 

análise. 
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CAPÍTULO 9 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA 
PESQUISAS FUTURAS 

Esta Tese teve como objetivo o desenvolvimento de novas “funções base” para a aplicação 

da análise multirresolução de sinais e das transformadas de wavelets, a implementação 

computacional das mesmas e a identificação de suas possíveis aplicações na análise de sinais do 

sistema elétrico. 

9.1. CONCLUSÕES 

Apesar das conclusões terem sido destacadas ao final de cada capítulo, neste item são 

sumarizados alguns dos principais aspectos relacionados às pesquisas realizadas. 

Novas classes de funções invariantes à transformada de Fourier, funções com mesmo 

formato nos domínios do tempo e da freqüência, foram apresentadas baseando-se em autofunções 

da transformada de Fourier e em suas propriedades da dualidade e da diferenciação no tempo e na 

freqüência. Uma destas classes de sinais, definida por polinômios de Hermite multiplicados por 

uma gaussiana, é solução da equação de Schrödinger para o oscilador harmônico e define uma nova 

família de wavelets: as wavelets de Gabor-Schrödinger. Para o caso em que n = 1 a wavelet de 

Gabor-Schrödinger reduz-se a wavelet primeira derivada da função Gaussiana, tradicionalmente 

conhecida como a wavelet Gaussian-1. 

Uma nova análise multirresolução completa e ortogonal, denominada WMRA “de 

Oliveira”, foi proposta baseando-se em uma generalização da função escala da MRA de Shannon, 

relacionando-a com filtros do tipo cosseno-levantado, no processo de ortogonalização de Meyer e 
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na equação de relação dupla entre funções escala e wavelet. Diferente das wavelets contínuas mais 

freqüentemente empregadas para a análise de sinais em sistemas de potência, a família de funções 

da WMRA “de Oliveira” é composta por funções escala (real e par) e wavelet (real e par; ou 

complexa, com parte real par e parte imaginária ímpar). Esta nova família de funções foi 

implementada no Wavelet Toolbox do MATLAB (Apêndice B) e tem potencial aplicação na 

detecção de transitórios, análise de faltas, análise de harmônicas e estratificação das potências ativa 

e reativa em sistemas de potência. Adicionalmente, uma outra possível aplicação é na 

multiplexação em sistemas de comunicação [de Oliveira et al., 2003]. 

Através de uma analogia entre as teorias de Fourier e WMRA propõe-se uma nova análise 

em wavelets. Esta técnica baseia-se em um conjunto de wavelets ortogonais, uma com simetria par 

e outra com simetria ímpar, sendo denominada análise em wavelets de Fourier ou em wavelets de 

Hartley. A transformada de Hilbert é empregada para obter a versão em quadratura de uma 

wavelet simétrica, ou anti-simétrica, e como conseqüência, novas funções wavelet que se 

assemelham aos núcleos das transformadas de Fourier e de Hartley são introduzidas. Por analogia 

às transformadas de Fourier e de Hartley, o núcleo “cosine and sine” é substituído por “ψ e 

transformada de Hilbert de ψ”. Esta nova família de funções foi implementada no Wavelet Toolbox 

do MATLAB (Apêndice B) e tem potencial aplicação na detecção de transitórios, análise de faltas, 

análise de eventos múltiplos e estratificação das potências ativa e reativa em sistemas de potência. 

No domínio discreto foram apresentadas soluções em bancos de filtros para a implementação das 

wavelets discretas analíticas, de Fourier e de Hartley. Foram apresentados os parâmetros M e β 

para a definição de transformadores de Hilbert para algumas wavelets discretas das famílias de 

Daubechies, Symlets e Coiflets. 

Uma nova família WMRA de Gegenbauer foi introduzida baseando-se nas soluções das 

equações diferenciais de 2a-ordem de Gegenbauer. Os polinômios resultantes foram comparados à 

resposta em freqüência dos filtros de uma WMRA e de filtros FIR de fase linear generalizada, 

definindo filtros escala com simetria par e filtros wavelet com simetria ímpar. Casos especiais da 

família WMRA de Gegenbauer são as famílias de Haar (v = 1, qualquer α), Legendre (qualquer v, 

α = 1/2) e Chebyshev (qualquer v, α = 1). Para v > 1, os filtros de Gegenbauer são propostos para 

definir uma WMRA não ortogonal com perdas, quando α > 0, ou com redundância, quando 

α = −v/2. Para quaisquer destes casos, os filtros escala e wavelet apresentam fase linear e atraso de 

grupo constante, dado por v/2, que significa que não são introduzidos atrasos diferentes para 

freqüências diferentes do sinal em análise. Outra vantagem em favor dos filtros simétricos está 

relacionada ao menor esforço computacional necessário para a obtenção dos coeficientes escala e 

wavelet. Quando são utilizados filtros simétricos é possível reduzir à metade (ou ainda menos) o 

número de multiplicações necessárias para a implementação de uma WMRA. Ressalta-se que a 
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escolha dos parâmetros v e α do banco de filtros de Gegenbauer depende do tipo de aplicação. 

Apesar da não-ortogonalidade expressa pela WMRA de Gegenbauer, foram obtidos resultados 

bastante satisfatórios para a análise de faltas em linhas de transmissão e interessantes para o 

processamento de imagens, quando estes são comparados aos obtidos com uma WMRA ortogonal. 

Entretanto, especial atenção deve ser dada à escolha dos parâmetros v e α, no caso de uso de filtros 

de Gegenbauer, de modo que as componentes de freqüência presentes no sinal ou imagem em 

análise não comprometam a confiabilidade dos resultados obtidos. Esta nova família de funções foi 

implementada no Wavelet Toolbox do MATLAB (Apêndice B) e tem potencial aplicação na 

remoção de ruídos, no reconhecimento de padrões, na análise de faltas em sistemas de potência e 

no processamento de imagens. 

 

9.2. SUGESTÕES PARA PESQUISAS FUTURAS 

A investigação da aplicabilidade das “funções base” propostas nesta Tese, considerando as 

potenciais aplicações identificadas, já configura uma série de sugestões para dar continuidade a esta 

pesquisa. Alguns temas são destacados neste item.. 

O emprego de técnicas recentes de processamento digital de sinais, especialmente das 

transformadas de wavelets, é um tema que tem despertado o interesse de especialistas de empresas 

do setor elétrico para a análise de sinais transitórios em sistemas de potência. Sugere-se avaliar as 

“funções base” propostas nesta Tese, em particular as funções escala e wavelet “de Oliveira”, as 

wavelets de Fourier e os bancos de filtros de Gegenbauer, na análise de um conjunto representativo 

de eventos, cujos sinais sejam oriundos de registradores digitais de perturbação do sistema elétrico. 

As autofunções de Fourier podem ser úteis para fornecer seqüências de assinatura para 

usuários em sistemas de comunicação. Um exemplo de aplicação, que se encontra sob investigação 

por pesquisadores deste DES/UFPE, consiste na transmissão de informações em sistemas de 

comunicação com múltiplos usuários no canal aditivo real [Campello de Souza & de Oliveira, 

2006]. Sugere-se dar continuidade à pesquisa para avaliação de desempenho do sistema proposto. 

As wavelets de Hartley, no domínio de tempo contínuo, parecem ser bastante interessantes 

na análise de sinais que apresentem algum tipo de simetria. Como estas wavelets são formadas pela 

superposição de duas wavelets, uma com simetria par e outra ímpar, a análise destes tipos de sinais 

pode apresentar características que estariam escondidas em uma análise através de wavelets 

simétricas. No domínio discreto, as wavelets de Hartley podem ser implementadas através do 

arranjo de um banco de filtros onde não necessariamente as wavelets são simétricas ou anti-
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simétricas. É possível que estas wavelets sejam adequadas para a compressão de sinais [Ozturk et 

al., 2000] e/ou imagens. Sugere-se a implementação computacional das mesmas de modo que seja 

possível avaliá-las nestas aplicações. 

Foi apresentado um exemplo de aplicação de bancos de filtros de Gegenbauer no 

processamento de imagens. Os resultados obtidos indicam que é possível obter redução de 

dimensionalidade da imagem, com boa “qualidade visual”, ao considerar os coeficientes de 

aproximação nos primeiros níveis de decomposição como uma imagem aproximada da imagem 

original. Além disto, os bancos de filtros redundantes de Gegenbauer podem ser apropriados para 

ressaltar os contornos de uma imagem, uma vez que a imagem reconstruída pode evidenciar as 

componentes de mais alta freqüência da imagem original. Devido ao crescente interesse do setor 

elétrico no processamento e na transmissão de imagens, especialmente como mecanismo de auxílio 

à decisão e ao diagnóstico de equipamentos e na monitoração de subestações desassistidas, sugere-

se avaliar como a vasta gama de funções WMRA de Gegenbauer pode ser aplicada a este caso. 
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APÊNDICE B 

IMPLEMENTAÇÃO DAS “FUNÇÕES BASE” 
PROPOSTAS NO MATLAB 

O procedimento para a implementação das “funções base” propostas nesta Tese no Wavelet 

Toolbox do MATLAB [Misiti et al., 2002] contempla a elaboração de arquivos MATLAB M-file 

(*.m), para cada uma das famílias propostas, a identificação dos tipos correspondentes de wavelets 

possíveis de implementação e, finalmente, sua inclusão no referido toolbox. 

B.1. O WAVELET TOOLBOX DO MATLAB 

O Wavelet Toolbox do MATLAB é reconhecidamente um dos aplicativos mais poderosos 

com suporte para análise em wavelets [Bruce et al., 1996; Kamen & Heck, 1997; Kim & Aggarwal, 

2000], especialmente devido à sua interface gráfica. 

Na caixa de ferramentas (toolbox) de wavelets do MATLAB, existem cinco tipos de 

wavelets [Misiti et al., 2002]: (1) wavelets ortogonais com filtros FIR, definidas a partir de um 

filtro escala para cada wavelet-mãe; (2) wavelets biortogonais com filtros FIR, definidas a partir de 

dois filtros escala para cada wavelet-mãe; (3) wavelets ortogonais sem filtro FIR, mas com função 

escala; (4) wavelets sem filtro FIR e sem função escala; e (5) wavelets complexas sem filtro FIR e 

sem função escala. 

Portanto, as classes de wavelets tipos (1) e (2) são destinadas às funções escala e wavelet 

discretas com suporte compacto, sendo implementadas através de filtros FIR, e as classes (3), (4) e 

(5) são destinadas às funções (escala e/ou wavelet) contínuas. 
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B.2. ELABORAÇÃO DE ARQUIVOS MATLAB M-FILE E INCLUSÃO 
DAS FUNÇÕES BASE PROPOSTAS NO WAVELET TOOLBOX 

Para cada família de wavelets pelo menos dois arquivos devem ser criados [Misiti et al., 

2002]: (1) um contendo informações sobre a família proposta; (2) outro contendo as expressões 

matemáticas para definir suas funções escala (quando existir) e wavelet. 

De posse dos arquivos MATLAB M-file para uma dada família de wavelets faz-se 

necessário identificar os tipos correspondentes de wavelets (item B.1) para, em seguida, adicioná-

las ao toolbox fazendo uso do gerenciador de wavelets (wavemngr) do MATLAB [Misiti et al., 

2002]. 

A seguir são apresentados arquivos, ou exemplos de arquivos, para as famílias de “funções 

base” propostas. 

 

B.2.1. FAMÍLIAS DE FUNÇÕES “DE OLIVEIRA” 

Como as funções “de Oliveira” são definidas por uma função escala real e uma função 

wavelet complexa, ambas contínuas e permitindo definir bases ortogonais, pode-se observar que 

não há uma classe de wavelets que as represente. 

Para introduzir tais funções no Wavelet Toolbox do MATLAB foi necessário então criar 

duas famílias de wavelets “de Oliveira”: deo (composta pela função escala “de Oliveira” e pela 

parte real da função wavelet “de Oliveira”), adicionada como tipo 3, e cdeo (composta apenas pela 

função wavelet complexa “de Oliveira”), adicionada como tipo 5. Tendo sido definido que o fator 

de rolamento deve pertencer ao intervalo 1/3α0 <≤ , os seguintes cinco valores padrão foram 

estabelecidos: α = 0, 0.08333, 0.16666, 0.25000 e 0.33333. Para este último caso, α = 0.33333, a 

wavelet complexa “de Oliveira” é caracterizada por cdeo0.33333. Adicionalmente, as funções 

escala e wavelet “de Oliveira” têm suporte infinito e foram definidas com suporte efetivo no 

intervalo [-12, 12]. 

Para cada uma destas famílias dois arquivos MATLAB M-file devem ser criados [Misiti et 

al., 2002]: (1) um contendo informações sobre a família proposta; (2) outro contendo as expressões 

analíticas que a define. Os programas B.1 e B.2 reproduzem o conteúdo dos arquivos MATLAB M-

file necessários para a implementação computacional da família deo e os programas B.3 e B.4, para 

a implementação computacional da família cdeo. 
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De posse dos arquivos MATLAB M-file, a inclusão das famílias deo e cdeo no referido 

toolbox realiza-se através do uso do gerenciador de wavelets (wavemngr) do MATLAB [Misiti et 

al., 2002]: 

>> wavemngr('add','de Oliveira','deo',3,'0 0.08333 0.16666 0.25000 0.33333','deowavf',[-12,12]) 

>> wavemngr('add','Complex de Oliveira','cdeo',5,'0 0.08333 0.16666 0.25000 0.33333','cdeowavf',[-12,12]) 

 

Programa B.1: Arquivo MATLAB M-file “deoinfo.m”. 

function deoinfo 
%DEOINFO Information on deo wavelet. 
% 
%   de Oliveira Wavelet 
% 
%   Family                        de Oliveira 
%   Short name                 deo 
% 
%   Orthogonal                  yes 
%   Compact support         no 
%   DWT                            no 
%   complex CWT             possible 
% 
%   Support width              infinite 
%   Effective support         [-12 12] 
%   Symmetry                    yes 
% 
%   Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira 
%   "de Oliveira Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 

 

Programa B.2: Arquivo MATLAB M-file “deowavf.m”. 

function varargout = deowavf(varargin); 
% deo  wavelet -- TYPE 3 WAVELET according to waveinfo 
%   case nargin = 4  
%   [PHI,PSI,T] = deo(LOWB,UPPB,N,alpha) returns deO 
%   scaling and wavelet functions evaluated on 
%   a N point regular grid on the interval [LOWB,UPPB]. 
%   Output arguments are the scaling function PHI, the 
%   wavelet function PSI computed on the grid T  
%   (defined in terms of LOWB, UPPB and N) 
% 
%   These functions have [-12 12] as effective support. 
%    
%   case nargin = 5 
%   A fifth argument is allowed, if only one function 
%   is required: 
%     [PHI,T] = DEOWAFV(LOWB,UPPB,N,alpha,'phi') 
%     [PSI,T] = DEOWAFV(LOWB,UPPB,N,alpha,'psi') 
%   When the fourth argument is used, but not equal to 
%   'phi' or 'psi', outputs are the same as in main option. 
% 
%   N must be a power of two. 
% 
%   See also DEOINFO, WAVEFUN, WAVEINFO. 
% 
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%   Reference: L. R.Soares, H. M. de Oliveira 
%   "de Oliveira Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 
 
% Check arguments 
if errargn(mfilename,nargin,[4:5],nargout,[0:3]), error('*'), end 
 
% Translate input arguments... 
switch nargin 
  case 4 
    [lowb,uppb,N,label] = deal(varargin{:}); opt = 'two'; 
    ind = strncmpi('deo',label,3); 
    if isequal(ind,1) label([1:3]) = []; end 
    alpha = wstr2num(deblank(label)); 
     
  case 5 
    [lowb,uppb,N,alpha,opt] = deal(varargin{:}); 
    if ~(isequal(opt,'two') | isequal(opt,'phi') | isequal(opt,'psi')) 
        opt = 'two'; end 
end 
 
% Check alpha factor (roll-off) 
if isempty(alpha) error('** deO: Invalid wavelet number!'); end 
if (alpha < 0) | (alpha > 1/3) 
    error('** deO: Invalid value for alpha **') 
end 
if (alpha == 0) 
   alpha = 10.^-5; % alpha ~ 0 
   disp('deO: Shannon Wavelet'); 
end 
 
% Check N 
if errargt(mfilename,log(N)/log(2),'int') 
    error('** deO: Invalid value for N **') 
end 
 
% Check Interval 
if errargt(mfilename,uppb-lowb,'re0') 
   error('** deO: Verify upper/lower bound... **') 
end 
 
% Transform interval bounds to grid 
lint = (uppb-lowb); 
step = lint/N; 
if step > 0.3 
   disp('** deO: the number of grid points is not enough for that support... Be carefull **'); 
end 
t    = [lowb:step:uppb]; 
td = t - 1/2; 
 
% Initial Variables 
va = 2*(1 - alpha); 
vb = 1 + alpha; 
vc = 1 - alpha; 
vd = 2*(1 + alpha); 
epslon = 0.0001; 
 
% Computing critical values... 
x = find(t==0); 
crit_cb1 = 1/(2*(vc-vb)); 
xcb1 = find(t == crit_cb1); 
crit_cb2 = -1/(2*(vc-vb)); 
xcb2 = find(t == crit_cb2); 
 
y = find(td==0); 
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ycb1 = find(abs(td - crit_cb1) < epslon); 
ycb2 = find(abs(td - crit_cb2) < epslon); 
 
crit_da1 = 1/(2*(vd-va)); 
yda1 = find(abs(td - crit_da1) < epslon); 
crit_da2 = -1/(2*(vd-va)); 
yda2 = find(abs(td - crit_da2) < epslon); 
 
% Avoiding critical values... 
t(x)= epslon; 
t(xcb1)= t(xcb1) + epslon; 
t(xcb2)= t(xcb2) + epslon; 
 
td(y) = epslon; 
td(ycb1) = crit_cb1 + epslon; 
td(ycb2) = crit_cb2 + epslon; 
td(yda1) = crit_da1 + epslon; 
td(yda2) = crit_da2 + epslon; 
 
% Scaling function (phi) 
if opt == 'phi' | opt == 'two' 
    hc = sin(vc*pi*t)./(pi*t); 
    mcb = (2*abs(vb-vc).*(cos(vb*pi*t) + 2*(vb-vc).*t.*sin(vc*pi*t)))./(pi.*(1-(2.*t.*(vb-vc)).^2)); 
    phi = (hc + mcb)/(sqrt(2*pi)); 
end 
 
% Wavelet function (psi) 
if opt == 'psi' | opt == 'two' 
   % Real part of the complex deO Wavelet 
   hra = sin(va*pi*td)./(pi*td); 
   hrb = sin(vb*pi*td)./(pi*td); 
   mrbc = (2*abs(vc-vb)*(cos(vc*pi*td) + 2*(vc-vb).*td.*sin(vb*pi*td)))./(pi.*(1-(2*td*(vc-vb)).^2)); 
   mrad = (2*abs(vd-va)*(cos(vd*pi*td) + 2*(vd-va).*td.*sin(va*pi*td)))./(pi.*(1-(2*td*(vd-va)).^2)); 
   RdeO = (hra - hrb + mrbc + mrad)/(2*sqrt(2*pi)); 
   psi = RdeO; 
end 
 
% Set output arguments 
if opt == 'two' & nargout ~= 3  
   error('**deO: too few output parameters: should be [phi, psi, t]=...');  
end 
 
switch opt 
    case 'psi' , varargout = {psi,t}; 
    case 'phi' , varargout = {phi/2,t}; 
    otherwise  , varargout = {phi/2,psi,t}; 
end 

 

Programa B.3: Arquivo MATLAB M-file “cdeoinfo.m”. 

function cdeoinfo 
%CDEOINFO Information on cdeo wavelet. 
% 
%   de Oliveira Wavelet 
% 
%   Family                       de Oliveira 
%   Short name                cdeo 
% 
%   Orthogonal                 yes 
%   Compact support        no 
%   DWT                          no 
%   complex CWT            possible 
% 
%   Support width            infinite 
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%   Effective support       [-12 12] 
%   Symmetry                  yes 
% 
%   Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira 
%   "de Oliveira Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 

 

Programa B.4: Arquivo MATLAB M-file “cdeowavf.m”. 

function varargout = cdeowavf(varargin); 
% cdeo  wavelet -- TYPE 5 WAVELET according to waveinfo 
%   [PSI,T] = cdeo(LOWB,UPPB,N,alpha) returns deO 
%   complex wavelet function evaluated on an 
%   N point regular grid on the interval [LOWB,UPPB]. 
%   Output arguments are the wavelet function PSI 
%   computed on the grid T (defined by LOWB, UPPB and N) 
% 
%   These functions have [-12 12] as effective support. 
% 
%   N must be a power of two. 
%   See also CDEOINFO, WAVEFUN, WAVEINFO. 
% 
%   Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira 
%   "de Oliveira Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 
 
% Check arguments 
if errargn(mfilename,nargin,[4],nargout,[0:2]), error('*'), end 
 
% Translate input arguments... 
 
    [lowb,uppb,N,label] = deal(varargin{:}); 
    ind = strncmpi('cdeo',label,4); 
    if isequal(ind,1) label([1:4]) = []; end 
    alpha = wstr2num(deblank(label)); 
  
% Check alpha factor (roll-off) 
if isempty(alpha) error('** deO: Invalid wavelet number!'); end 
if (alpha < 0) | (alpha > 1/3) 
    error('** deO: Invalid value for alpha **') 
end 
if (alpha == 0) 
   alpha = 10.^-5; % alpha ~ 0 
   disp('deO: Shannon Wavelet'); 
end 
 
% Check N 
if errargt(mfilename,log(N)/log(2),'int') 
    error('** deO: Invalid value for N **') 
end 
 
% Check Interval 
if errargt(mfilename,uppb-lowb,'re0') 
   error('** deO: Verify upper/lower bound... **') 
end 
 
% Transform interval bounds to grid 
lint = (uppb-lowb); 
step = lint/N; 
if step > 0.3 
   disp('** deO: the number of grid points is not enough for that support... Be carefull **'); 
end 
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t  = [lowb:step:uppb]; 
td = t - 1/2; 
 
% Initial Variables 
va = 2*(1 - alpha); 
vb = 1 + alpha; 
vc = 1 - alpha; 
vd = 2*(1 + alpha); 
epslon = 0.0001; 
 
% Computing critical values... 
 
crit_cb1 = 1/(2*(vc-vb)); 
crit_cb2 = -1/(2*(vc-vb)); 
 
y = find(td==0); 
ycb1 = find(abs(td - crit_cb1) < epslon); 
ycb2 = find(abs(td - crit_cb2) < epslon); 
 
crit_da1 = 1/(2*(vd-va)); 
yda1 = find(abs(td - crit_da1) < epslon); 
crit_da2 = -1/(2*(vd-va)); 
yda2 = find(abs(td - crit_da2) < epslon); 
 
% Avoiding critical values... 
 
td(y) = epslon; 
td(ycb1) = crit_cb1 + epslon; 
td(ycb2) = crit_cb2 + epslon; 
td(yda1) = crit_da1 + epslon; 
td(yda2) = crit_da2 + epslon; 
 
% Wavelet function (psi) 
 
   % Real part 
   hra = sin(va*pi*td)./(pi*td); 
   hrb = sin(vb*pi*td)./(pi*td); 
   mrbc = (2*abs(vc-vb)*(cos(vc*pi*td) + 2*(vc-vb).*td.*sin(vb*pi*td)))./(pi.*(1-(2*td*(vc-vb)).^2)); 
   mrad = (2*abs(vd-va)*(cos(vd*pi*td) + 2*(vd-va).*td.*sin(va*pi*td)))./(pi.*(1-(2*td*(vd-va)).^2)); 
   RdeO = (hra - hrb + mrbc + mrad)/(2*sqrt(2*pi)); 
   % cdeO Wavelet 
   psi = hilbert(RdeO); 
 
% Set output arguments 
if nargout ~= 2  
   error('**deO: too few output parameters: should be [psi, t]=...');  
end 
varargout = {psi,t}; 

 

B.2.2. FAMÍLIAS DE WAVELETS DE FOURIER E DE HARTLEY 

É possível definir um conjunto de arquivos MATLAB M-file para cada família de wavelets 

contínuas e reais. Os programas B.5 e B.6 apresentam o conteúdo dos arquivos MATLAB M-file 

necessários para a inclusão da wavelet de Fourier para a wavelet-mãe Mexican Hat. Estes arquivos 

são apresentados como exemplo e podem ser empregados na criação de novos arquivos para outras 

wavelets contínuas e reais. 
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Baseando-se no exposto no item B.1, a transformada de Hilbert e o núcleo de Hartley da 

wavelet Mexican Hat devem ser identificados como tipo (4) e seu núcleo de Fourier como tipo (5). 

Propõe-se que estas famílias sejam denominadas, respectivamente, “hbmx”, “htmx” e “ftmx”, 

mantendo o suporte efetivo da função geradora, o intervalo [-5, 5].  

De posse dos arquivos MATLAB M-file a inclusão das famílias hbmx, htmx e ftmx no 

referido toolbox realiza-se através do uso do gerenciador de wavelets (wavemngr) do MATLAB 

[Misiti et al., 2002]:  

>> wavemngr('add','Hilbert Mexican_hat','hbmx',4,'','Hbmexhat',[-5 5]); 

>> wavemngr('add','Hartley Mexican_hat','htmx',4,'','Htmexhat',[-5 5]); 

>> wavemngr('add','Fourier Mexican_hat','ftmx',5,'','Ftmexhat',[-5,5]); 

 

Programa B.5: Arquivo MATLAB M-file “Ftmxinfo.m”. 

function Ftmxinfo 
%FTMXINFO Information on Fourier-Like Mexican Hat wavelet. 
% 
%   Fourier-Like Mexican Hat Wavelet 
% 
%   Definition: Fourier kernel of the Mexican Hat Wavelet 
%   Fourier-Like mexh = mexh - j*Hilbert(mexh) 
% 
%   mexh(x) = c * exp(-x^2/2) * (1-x^2) 
%   where c = 2/(sqrt(3)*pi^{1/4})  
% 
%   Family                     Fourier-Like Mexican Hat 
%   Short name              ftmx 
% 
%   Orthogonal              no 
%   Biorthogonal           no 
%   Compact support     no 
%   DWT                       no 
%   CWT                       possible 
% 
%   Support width          infinite 
%   Effective support     [-5 5] 
%   Symmetry                yes 
 
%   Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira 
%   "Hilbert, Fourier-like and Hartley-like Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 

 

Programa B.6: Arquivo MATLAB M-file “Ftmexhat.m”. 

function [out1,out2] = Ftmexhat(varargin) 
%FOURIER-LIKE MEXIHAT Fourier-Like Mexican Hat wavelet. 
%   [PSI,X] = Ftmexhat(LB,UB,N) returns values of  
%   the Fourier-like Mexican Hat wavelet on an N point  
%   regular grid in the interval [LB,UB]. 
%   Output arguments are the Fourier-Like wavelet  
%   function PSI computed on the grid X. 
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% 
%   This wavelet has [-5 5] as effective support. 
% 
%   See also WAVEINFO. 
 
%   Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira 
%   "Hilbert, Fourier-like and Hartley-like Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 
 
% Check arguments. 
if errargn(mfilename,nargin,[3 4],nargout,[0:2]), error('*'); end 
 
% Compute values of the Mexican Hat wavelet. 
out2 = linspace(varargin{1:3}); % wavelet support. 
out3 = out2.^2; 
out3 = (2/(sqrt(3)*pi^0.25)) * exp(-out3/2) .* (1-out3); 
 
% Added by L.R.Soares, 29-Feb-2004 
N = varargin{3}; 
fft_PSI = fft(out3,N); 
% Frequency response of the Hilbert transform of a wavelet... 
% w = 0: 
fft_PSIH(1) = 0; 
% w = (0, pi]: 
fft_PSIH(2:(N/2)+1) = -j*fft_PSI(2:(N/2)+1); 
% w > 0 (pi, 2pi) or (-pi, 0): 
fft_PSIH((N/2)+2:N) = j*fft_PSI((N/2)+2:N); 
 
% Time domain... 
ifft_PSIH = ifft(fft_PSIH,N); 
PReal = real(ifft_PSIH); 
PImag = imag(ifft_PSIH); 
% Compute the Fourier-like Mexican Hat Wavelet... 
out1 = (1/sqrt(2))*(out3 - i*PReal);  

 

B.2.3. FAMÍLIAS DE WAVELETS DE GEGENBAUER 

No caso de famílias de wavelets discretas, freqüentemente, faz-se necessário criar três 

arquivos [Misiti et al., 2002]: (1) um contendo informações sobre a família proposta; (2) outro 

contendo os coeficientes dos filtros escala (os filtros wavelet são obtidos através dos filtros escala); 

(3) outro contendo informações sobre o cálculo dos coeficientes dos filtros escala para parâmetros 

não definidos no arquivo (2). 

É possível definir um conjunto de arquivos MATLAB M-file para cada família de wavelets 

de Gegenbauer. Neste caso, decidiu-se por definir uma família de wavelets para cada parâmetro α. 

Dessa forma, é possível definir várias famílias de bancos de filtros de Gegenbauer, incluindo seus 

casos particulares: Legendre (α = 0.5) e Chebyshev (α = 1). Alguns exemplos das famílias de 

Gegenbauer podem ser denominadas: ggleN (Legendre), ggchN (Chebyshev), gg12N (α = 12) e 

ggarN (α = −v/2), para N = v.  
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Os programas B.7, B.8 e B.9 apresentam o conteúdo dos arquivos MATLAB M-file 

necessários para a inclusão das wavelets de Gegenbauer com parâmetro α = 1 (Chebyshev). Estes 

arquivos são apresentados como exemplo e podem ser empregados na criação de novos arquivos, 

considerando outros valores de α. 

Baseando-se no exposto no item B.1, as famílias de wavelets de Gegenbauer são 

identificadas como tipo (1), apesar de não se constituírem bases ortogonais. Para α = 1, propõe-se 

que esta família seja denominada “ggch”, sendo definidos os primeiros cinco filtros: 

v = 1, 3, 5, 7, 9. Para a definição de filtros de ordens superiores, o arquivo “ggchwavf.m” contém as 

informações necessárias para o cálculo dos coeficientes destes filtros.  

De posse dos arquivos MATLAB M-file a inclusão da família ggch no referido toolbox 

realiza-se através do uso do gerenciador de wavelets (wavemngr) do MATLAB [Misiti et al., 

2002]:  

>> wavemngr('add','Gegenbauer-Chebyshev','ggch',1, '1 3 5 7 9 ** ','ggchwavf'). 

 

Programa B.7: Arquivo MATLAB M-file “ggchinfo.m”. 

function ggchinfo 
%GGCHINFO Information on Gegenbauer (alpha = 1) wavelets. 
% 
%   Gegenbauer (Chebyshev) Wavelets 
% 
%   General characteristics: Compactly supported  
%   wavelets with generalized linear phase. 
%   Associated scaling filters are mirror  
%   filters of the wavelet filters. 
% 
%   Family                     Gegenbauer 
%   Short name              ggch 
%   Order N                   N strictly positive odd integer 
%   Examples                 ggch1 or haar, ggch3, ggch5 
% 
%   Orthogonal               no 
%   Biorthogonal            no 
%   Compact support      yes 
%   DWT                        possible 
%   CWT                        possible 
% 
%   Support width           N 
%   Filters length             N+1 
%   Symmetry                 yes 
% 
%   Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira 
%   "Gegenbauer Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 
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Programa B.8: Arquivo MATLAB M-file “ggchwavf.m”. 

function F = ggchwavf(wname) 
%GGCHWAVF Gegenbauer (alpha = 1) wavelet filters. 
%   F = GGCHWAVF(W) returns the scaling filter 
%   associated with Gegenbauer wavelet specified 
%   by the string W where W = 'ggchN'. 
%   Possible values for N are: 
%      N = 1, 3, 5, ... , 45. 
% 
%   See also GGCHAUX, WAVEINFO, WFILTERS. 
 
%   Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira 
%   "Gegenbauer Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 
 
% Check arguments. 
if nargin==0 
    F = 45;  
   % F contains the number max for Gegenbauer wavelet. 
    return 
end 
 
if lower(wname(1:2))=='ha' 
    num = 1; 
else 
    lw = length(wname); ab = abs(wname); 
    ii = lw+1;  
    while (ii>1) && (47<ab(ii-1)) && (ab(ii-1)<58) && (ii>5) , ii = ii-1; end 
    num = wstr2num(wname(ii:lw)); 
end 
 
switch num 
  case 1 
  F = [... 
   0.50000000000000   0.50000000000000  ... 
                ]; 
  case 3 
  F = [... 
   1/4   1/4   1/4  1/4 ... 
                ]; 
  case 5 
  F = [... 
   1/6   1/6   1/6   1/6   1/6   1/6 ... 
                ]; 
  case 7 
  F = [... 
   1/8   1/8   1/8   1/8   1/8   1/8   1/8   1/8 ... 
                ]; 
  case 9 
  F = [... 
   1/10   1/10   1/10   1/10   1/10   1/10   1/10   1/10   1/10   1/10 ... 
                ]; 
  otherwise 
    if (11<=num) && (num<=45) 
       F = ggchaux(num); 
    else 
      errargt(mfilename,'Invalid Gegenbauer wavelet number !','msg'); 
      error('*'); 
   end 
end 
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Programa B.9: Arquivo MATLAB M-file “ggchaux.m”. 

function w = ggchaux(N,sumw); 
%GGCHAUX Gegenbauer (alpha = 1) wavelet filter computation. 
%   W = GGCHAUX(N,SUMW) is the order N Gegenbauer scaling 
%   filter such that SUM(W) = SUMW. 
%   Possible values for N are: 
%      N = 1, 3, 5, ... 
%   Caution: High frequency selectivity when N is too large. 
% 
%   W = GGCHAUX(N) is equivalent to W = GGCHAUX(N,1) 
%   W = GGCHAUX(N,0) is equivalent to W = GGCHAUX(N,1) 
% 
%   See also GGCHWAVF, WFILTERS. 
 
%   Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira 
%   "Gegenbauer Wavelets" 
%   Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006 
%   Last Revision: 05-May-2006. 
 
% Check arguments. 
if nargin < 2 | sumw==0 , sumw = 1; end 
 
% The scaling filter of order N has the following coefficients: 
coefs = 1/(N+1); 
Leng_w = N+1; 
w = coefs; 
for aa = 2: Leng_w 
    waux = coefs; 
    w = [w waux]; 
end 
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APÊNDICE C 

NOTAÇÃO 

Neste apêndice é apresentada a notação para números, símbolos e funções utilizados nesta 

Tese, porém não definidos nos capítulos. 

 

“.” Separador decimal (quando numérico) 

 Fim de demonstração 

R Conjunto dos números reais 

Z Conjunto dos números inteiros 

C Conjunto dos números complexos 

ω Freqüência angular: contínua (rad/s) ou discreta (rad/amostra) 

cos(.) Função cosseno 

sen(.) Função seno 

cosh(.) Função cosseno hiperbólico 

sech(.) Função secante hiperbólica 

Sinc(.) Função amostral: Sinc(t) = sen(π⋅t)/(π⋅t); Sinc(0) = 1 
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