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RESUMO: A transformada de wavelets associada a teoria de analise multirresolu¢do de sinais tem
se revelado uma ferramenta eficiente na analise de sinais ndo-estacionarios em diversas areas do
conhecimento. O desenvolvimento de novas “func¢des base” para a implementacéo destas técnicas
tem como objetivo aumentar o leque de opgdes de fungdes que mais se adeque a um tipo particular
de aplicagdo. Esta Tese apresenta novas familias de fun¢des escala e wavelet, tanto no dominio do
tempo continuo quanto discreto, algoritmos para promover a implementagdo computacional das
mesmas ¢ destaca potenciais aplicagdes na andlise de sinais do sistema elétrico. Particularmente,
propdem-se: as wavelets de Gabor-Schrodinger, derivadas com base nas autofuncdes da
transformada de Fourier; as fun¢Ges escala e wavelet “de Oliveira”, construidas a partir de uma
generalizagdo da fungdo escala de Shannon; as wavelets de Fourier e de Hartley, propostas através
de uma analogia entre os nucleos das transformadas de Fourier ¢ de Hartley e da transformada de
wavelets, usando a transformada de Hilbert na definicdo das funcdes base destas transformadas, e
os bancos de filtros de Gegenbauer, partindo de um relacionamento entre os polindmios de
Gegenbauer e os filtros da analise multirresolucdo, definindo como casos particulares os bancos de
filtros de Haar, Legendre e Chebyshev. Dentre potenciais aplicagdes no contexto do sistema
elétrico, destacam-se a andlise de faltas, a analise de harmonicas, a deteccdo de eventos multiplos, a
estratificag@o das poténcias ativa e reativa e ainda o processamento de imagens para a monitoragao

de instalagdes desassistidas.
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ABSTRACT: The wavelet transform equipped with the multiresolution analysis has been offered
as an efficient tool in the investigation of non stationary signals derived from a plenty of areas. The
development of new “basis” so as to implement such techniques has the aim of enlarging the span
of suitable choices for a particular purpose. This thesis introduces new families of wavelets and
scale functions, in both the continuous and discrete time domain, algorithms to perform their
computational implementation, focusing on prospective applications to electrical power systems. In
particular, we have proposed: the Gabor-Schrodinger wavelets derived from Fourier
eigenfunctions; “de Oliveira” scale and wavelet functions built from a generalization of Shannon
wavelets; Fourier and Hartley-like wavelets assisted by the Hilbert transform and conceived from
an analogy between the kernels of the Fourier and Hartley transforms; and Gegenbauer filter banks
derived from relating Gegenbauer polynomials and multiresolution filters, which encompass Haar,
Legendre and Chebyshev filters. Among potential applications in the electrical power systems
framework, the following matter are stressed: fault analysis, harmonic analysis, multiple event
detecting, active and reactive power stratification and imaging processing techniques for

monitoring unassisted plants.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1. MOTIVACAO

A transformada de wavelets, no decorrer dos ultimos anos, tem provado ser uma
ferramenta pratica e eficiente para a extracdo de caracteristicas de sinais, com aplicagdes em
diversas areas do conhecimento [Meyer, 1993; Percival & Walden, 2000; de Oliveira, 2006]. Nesta
transformada, as fungdes base sdo obtidas através de dilatagdes e translagdes de uma tinica fungao,
denominada wavelet-mae, que, ao contrario das bases da transformada de Fourier, sdo fungdes de

energia finita e permitem realizar uma analise conjunta nos dominios do tempo e da freqiiéncia.

Outra ferramenta poderosa ¢ a analise multirresolu¢do de sinais (MRA — Multiresolution
Analysis), que permite visualizar um sinal em diferentes niveis de resolugdo, onde em cada
resolugdo (ou escala) é possivel obter uma aproximagdo do sinal original com possivel reducao de
dimensionalidade. Assim como na transformada de wavelets, as fun¢des base de uma MRA

também sdo obtidas através de dilatagdes e translacdes de uma tinica fungao, a fungao escala.

Em 1989, Stéphane Mallat observou que a diferenca na informagao entre as aproximagdes
de um sinal em duas resolugdes (ou escalas) sucessivas poderia ser obtida através da decomposi¢ido
deste “sinal diferenca” em uma base de wavelets ortonormal [Mallat, 1989]. Dessa forma, Mallat
uniu estas duas teorias e definiu uma representagdo multirresolu¢do completa e ortogonal,

denominada “a representacao wavelet”.

Desde sua introducdo, “a representagdo wavelet” tem se mostrado uma técnica muito
atrativa no processamento de sinais, pois possibilita uma analise local de caracteristicas

importantes de um sinal em diferentes faixas de freqiiéncia [Meyer, 1990; Mallat, 1999; Percival &
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Walden, 2000]. No contexto do sistema elétrico, as aplicagdes mais freqiientes estdo associadas a
elaboragdo de algoritmos para a analise de faltas e de transitorios em sistemas de poténcia, a
classificacdo de eventos para avaliacdo da qualidade da energia elétrica e a compressdo de sinais

[Kim & Aggarwal, 2001; Fernandez & Rojas, 2002].

A representacdo nao redundante e a perfeita reconstru¢do do sinal original sdo somente
obtidas através de wavelets discretas, ortogonais e de suporte compacto [Kim & Aggarwal, 2001],
como as wavelets de Haar, de Daubechies, Coiflets e Symlets. Com excegdo das wavelets de Haar,
todas as bases ortonormais reais que tém suporte compacto sdo assimétricas [Daubechies, 1992] e
estas t€m sido das mais utilizadas na analise de sinais em sistemas de poténcia [Santoso et al.,
1994; Santoso et al., 1996; Wilkinson & Cox, 1996]. Entretanto, ressalta-se que quando uma
determinada aplicagdo ndo requer a reconstru¢do dos sinais em analise, como nos casos de
estratégias de deteccdo e classificagdo de eventos em sistemas de poténcia, ndo € estritamente

necessario que a propriedade de ortogonalidade entre tais fungdes mantenha-se satisfeita.

Recentemente, o uso de wavelets continuas tem recebido maior destaque na analise de
sinais em sistemas de poténcia [Huang & Hsieh, 2000; Huang & Hsieh, 2000-b; Driesen &
Belmans, 2002; Zhang et al., 2003; Huang & Lu, 2004]. Nestes casos, tem-se dado prioridade ao
emprego de wavelets-mae que ndo tém uma funcdo escala associada e conseqiientemente nao é
possivel realizar uma analise multirresolugdo completa, através da qual seria possivel visualizar
todo o espectro de freqiiéncias do sinal em analise. Além deste fato, verifica-se ainda que a maioria
das wavelets continuas [Misiti ef al., 2002] ndo apresenta resposta em freqiiéncia plana em alguma
parte de seu espectro de freqiiéncias, o que poderia resultar em inaptiddo de uma dada wavelet-mae

continua para alguma aplicagao.

A escolha apropriada da wavelet-mae €é o primeiro passo para que seja possivel promover
uma analise adequada dos sinais. Embora ndo exista um critério definido para a selecdo de uma
wavelet-mae para uma dada aplicacdo, sugere-se que a escolha deva recair sobre uma wavelet-mae
que mais fielmente represente o fendmeno que se deseja investigar, pois as caracteristicas
associadas a determinadas wavelets-mae podem permitir a analise mais apropriada do mesmo
[Coifman & Wickerhauser, 1992; Kim & Aggarwal, 2001; Arruda et al., 2002; Mokhtari &
Aghatehrani, 2005].

Dependendo dos objetivos da analise e dos critérios da pesquisa, o0 mesmo conjunto de
sinais pode ser melhor representado por diferentes wavelets-mae. E embora exista uma grande
quantidade de wavelets-mae disponivel, o desenvolvimento de novas familias de wavelets é objeto
continuo de pesquisa [Herley & Vetterli, 1991; Soltis, 1994; Kilgore & Prestin, 1996; Marar et al.,
1996; Fischer & Prestin, 1997; Huang & Hsieh, 2000; Cintra et al., 2003; Lira et al., 2003; Liu et
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al., 2003; Lira et al., 2004] e tem como objetivo buscar um relacionamento entre uma dada

wavelet-mae e uma aplicacao.

O principal objetivo desta pesquisa ¢ o desenvolvimento de novas “fungdes base”, ou
sistemas-wavelet, capazes de gerar novas familias de fun¢des escala e wavelet aplicaveis a analise
de sinais do sistema elétrico. Isto se traduz ndo apenas na analise destes sinais, mas também no
enriquecimento do conjunto de “fungdes base” disponiveis para que um usuario possa eleger uma

wavelet-mae que mais se adeqiie a seu tipo de aplicacdo.

1.2. CONTRIBUICAO DA TESE

As investigacdes desenvolvidas no decorrer desta pesquisa resultaram em contribui¢des
originais que foram apresentadas através de artigos técnico-cientificos em eventos nacionais e
internacionais, revista e capitulo de livro em duas das principais areas de interesse relacionadas a
esta pesquisa: processamento de sinais e analise de eventos do sistema elétrico. Tais publicagdes

estdo listadas no Apéndice A.
Essas contribui¢cdes podem ser classificadas em trés etapas bem definidas:

= O desenvolvimento de novas fung¢des capazes de gerar novas familias de fungdes escala e
wavelet, para aplicacdes da analise multirresolugdo de sinais e da transformada de wavelets,

tanto no dominio do tempo continuo quanto do tempo discreto;

= A implementagdo computacional destas novas fun¢des base, apresentada no Apéndice B, de
modo que estas possam ser integradas a ambientes de simulagdo como o Wavelet Toolbox do

MATLAB® [Misiti et al., 2002];

= A identificacdo de potenciais aplicagdes para estas novas funcdes na analise de sinais em

sistemas de poténcia.

Particularmente, propde-se uma nova familia de wavelets continuas, capaz de realizar uma
analise multirresolu¢do completa, denominada WMRA (Wavelet-based Multiresolution Analysis)
“de Oliveira”. Ao contrario do que ocorre com a maioria das wavelets-mae continuas [Misiti et al.,
2002], a familia “de Oliveira” é composta por fungdes escala e wavelet ortogonais que apresentam

magnitude de suas respostas em freqiiéncia plana, a depender de um parametro.

Partindo de uma investigagdo de autofungdes da transformada de Fourier, tendo como

objetivo definir uma nova classe de fungdes invariantes a transformada de Fourier, ou seja, com
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mesmo formato nos dominios do tempo e da freqiiéncia, foi possivel definir uma nova familia de

wavelets: as wavelets de Gabor-Schrodinger.

Fazendo uso da transformada de Hilbert como ferramenta para o desenvolvimento de novas
familias de wavelets sdo propostas as wavelets de Fourier e de Hartley, através de uma analogia

dos nucleos das transformadas de Fourier e de Hartley com os niicleos de uma WMRA.

Propde-se também uma nova familia WMRA discreta derivada dos polindmios ortogonais
de Gegenbauer. As “func¢des base” de Gegenbauer podem ser divididas em duas familias: aquela
que desempenha uma analise com perdas, devido a seletividade de seus filtros escala e wavelet; e
aquela que desempenha uma analise redundante, devido a ampla faixa de freqiiéncias de seus filtros
escala e wavelet. Alguns casos especiais das wavelets de Gegenbauer incluem as wavelets de

Legendre [Lira et al., 2003], Chebyshev [Cintra ef al., 2003] e Haar [Burrus et al., 1998].

Exemplos de aplicagdo das “funcdes base” propostas sdo apresentados para a analise de
sinais de faltas simuladas em uma linha de transmissao e de sinais reais oriundos de registradores
digitais de perturbagdo do sistema elétrico, mostrando que o emprego das fungdes propostas pode

ter potencial aplicagdo na analise de sinais do sistema elétrico.

1.3. ESTRUTURA GERAL DA TESE

O conteudo desta Tese esta distribuido em 9 capitulos e pode ser subdividido em duas
partes. A primeira parte da pesquisa, relacionada ao desenvolvimento de novas fungdes base, esta
distribuida nos capitulos 3 a 6, enquanto que a segunda parte, relacionada a aplicagdo destas

fungdes na analise de sinais do sistema elétrico, esta distribuida nos capitulos 7 ¢ 8.
Um breve resumo do que esta exposto em cada capitulo é apresentado:

= No Capitulo 2, Wavelets e a Representacio Multirresolucio de Sinais, sdo apresentadas
sucintamente a teoria de wavelets e a técnica de analise multirresolucdo de sinais. Juntas, estas
técnicas podem definir uma representacdo multirresolucdo completa e ortogonal, que tem sido

apontada como uma das técnicas mais adequadas para a analise de sinais ndo-estaciondrios;

=  No Capitulo 3, Autofuncdes da Transformada de Fourier e as Wavelets de Gabor-
Schrédinger, sdo apresentadas novas classes de fungdes invariantes a transformada de Fourier,
fungdes que tém o mesmo formato nos dominios do tempo e da freqiiéncia e que desempenham
uma analise em isorresolucdo, na qual a resolugdo nos dominios do tempo e da freqiiéncia €
igual. Uma destas classes de fung¢des define uma nova familia de wavelets: as wavelets de

Gabor-Schrodinger, derivadas a partir da equagdo de Schrodinger para o oscilador harménico;
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= No Capitulo 4, Uma Nova Analise Multirresolu¢io Completa e Ortogonal Baseada no
Critério de Nyquist, ¢ apresentada uma nova familia de wavelets, baseando-se em uma
generalizagdo da fungdo escala de Shannon, relacionando-a a resposta ao impulso do filtro
cosseno-levantado para a eliminagdo da interferéncia intersimbolica em sistemas de
comunicacdo digital. Através do processo de ortogonalizagdo de Meyer sdo definidas as
funcdes escala e wavelet “de Oliveira”, que desempenham uma analise em multirresolugdo

completa e ortogonal;

= No Capitulo 5, Construcao das Wavelets de Fourier e de Hartley Baseada em
Transformadas de Hilbert, a transformada de Hilbert é apresentada como ferramenta para o
desenvolvimento de novas familias de wavelets: as wavelets de Fourier e as wavelets de
Hartley, baseando-se em uma analogia entre as transformadas de Fourier e de Hartley e a
WMRA. No caso discreto, sdo apresentadas propostas em bancos de filtros para a

implementacdo computacional destas wavelets;

= No Capitulo 6, Familias de Wavelets Derivadas de Polinomios Ortogonais, ¢ apresentada a
WMRA derivada dos polinomios de Legendre, Chebyshev e Gegenbauer. Estes polindmios sdao
comparados a resposta em freqiiéncia dos filtros de uma MRA e sdo entdo definidas as fungdes
escala. Através de um deslocamento em freqiiéncia, as fungdes wavelet sdo definidas e uma
WMRA pode ser implementada. De modo geral, as WMRAs de Legendre ¢ de Chebyshev
desempenham analises com perdas, enquanto que a WMRA de Gegenbauer, baseando-se em

um parametro do polindmio, pode definir uma analise com perdas ou com redundancia;

= No Capitulo 7, Aplicacdo de Bancos de Filtros de Gegenbauer na Analise de Faltas em
Linhas de Transmissdo, ¢ apresentada uma proposta, baseada na WMRA, para a deteccao,
classificacao e localizagdo de faltas simuladas em uma linha de transmissdo. Bancos de filtros
de Daubechies e de Gegenbauer sdo utilizados para a implementagdo da “representagdo

wavelet” e os resultados obtidos sdo comentados;

=  No Capitulo 8, Aplicacdo de “Funcées Base” Continuas no Processamento de Sinais do
Sistema Elétrico, sao apresentados exemplos de aplicacdo de “fungdes base” propostas na
analise de sinais de faltas simuladas em uma linha de transmissdo e de sinais reais oriundos de

registradores digitais de perturbacdo do sistema elétrico;

= E finalmente, no Capitulo 9, Conclusées e Sugestoes para Pesquisas Futuras, sdo
apresentadas as principais conclusdes baseadas nas pesquisas realizadas, ressaltadas ao final de

cada capitulo, e citadas algumas sugestoes para pesquisas futuras.
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Sao ainda apresentados 3 apéndices:

= No Apéndice A, Publicacdes, siao listadas as publicacdes resultantes das pesquisas
relacionadas a esta Tese, que incluem publicagbes em periddico, capitulo de livro e

conferéncias;

= No Apéndice B, Implementacao das “Funcées Base” Propostas no MATLAB, sio
apresentados os arquivos MATLAB M-file para algumas das “fungdes base” propostas nesta
Tese e o procedimento para a implementacdo destas fungdes no Wavelet Toolbox do

MATLAB;

= No Apéndice C, Notagao, ¢ apresentada a notagcdo para numeros, simbolos e fungdes utilizados

nesta Tese, porém nao definidos nos capitulos.
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CAPITULO 2

WAVELETS E A REPRESENTACAO
MULTIRRESOLUCAO DE SINAIS

Este capitulo apresenta uma introducdo a teoria de wavelets e a representacdo
multirresolucdo de sinais. Uma representacdo wavelet baseada em multirresolucao ¢ apresentada e
com ela os fundamentos para o desenvolvimento de algoritmos baseados no processo de

codificacdo por sub-bandas.

2.1. INTRODUCAO

Um dos principais objetivos da analise de sinais é extrair informagdes relevantes sobre o
processo ao qual o sinal esta associado. Geralmente, a analise esta ligada a uma transformagdo, a
qual esta fundamentada no método de representacdo e reconstrugdo de sinais. Uma representacao
permite que um sinal possa ser analisado em “outro dominio”, através de uma transformagao,
usualmente linear. Ja a reconstrugdo estd associada a transformacgdo inversa, de modo que o sinal

original possa ser obtido a partir de sua representacao.

Em sistemas de poténcia, a teoria de Fourier ¢ um dos métodos de representacdo e
reconstrucdo de sinais mais utilizados, permitindo que um sinal no dominio do tempo seja
representado no dominio da freqiiéncia, através de sua transformada. Alternativamente, permite
que, partindo de uma representacdo no dominio da freqiiéncia, seja obtida a reconstru¢do do sinal
através de sua transformada inversa. Porém, a teoria de Fourier restringe-se, em um sentido estrito,
a andlise de sinais periodicos e, portanto, ndo ¢ o método mais indicado para a analise de sinais

transitorios, apesar de ser utilizado com sucesso em alguns casos.
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A teoria de wavelets, que se constitui em um método alternativo para a representacio e
reconstrucdo de sinais, cobre as limitacdes da teoria de Fourier ao empregar “funcdes base”,
denominadas wavelets, que sdo fungdes locais nos dominios do tempo e da freqiiéncia [Kim &
Aggarwal, 2000]. Com isso, a transformada de wavelets permite que um sinal seja representado,
simultaneamente, nos dominios do tempo e da freqiiéncia. Além disto, a reconstru¢cdo de um sinal
através da teoria de wavelets permite que seja obtida a informagdo de localizagdo no tempo de um
sinal transitério, o que ndo ocorre quando do emprego da teoria de Fourier, onde esta informagdo

estara invariavelmente perdida.

Enquanto a transformada de Fourier representa um sinal como uma superposicdo de
senoides de diferentes freqili€ncias, cujos coeficientes representam a contribuicdo de cada uma
destas freqiiéncias, a transformada de wavelets representa um sinal como uma soma de wavelets
em diferentes escalas e localizagdes, cujos coeficientes representam as contribui¢des destas

wavelets em cada uma destas escalas e localizagdes.

Computacionalmente, a teoria de wavelets mostra sua eficiéncia na velocidade de
processamento de um algoritmo baseado na representacdo multirresolugcdo de sinais e no processo
de codificag@o por sub-bandas. Este algoritmo tem sido dos mais utilizados para a implementagdo
dos processos de representacdo e reconstrucdo de sinais através da teoria de wavelets e teve sua
origem no processamento de imagem, desenvolvido por Stéphanie Mallat e Yves Meyer [Bruce et

al., 1996].

2.2. A WAVELET-MAE E AS WAVELETS FILHAS

Na teoria de wavelets, as fun¢des base que constituem os processos de representacdo e
reconstrucdo sdo obtidas através de translagdes e dilatacdes de uma unica wavelet, denominada
wavelet-mae, e sdo chamadas de wavelets filhas. Ao contrario da teoria de Fourier, onde as funcgoes
base sdo senoides “infinitas”, na teoria de wavelets, as fungdes base podem assumir formas e

tamanhos distintos.
Um sinal @(¢), de tempo continuo ou discreto, define uma wavelet-mae, se e somente se:

= Pertence ao espaco de sinais de energia finita:

L*(R)= {f :R—>R; IR|f(t)|2 dt < oo}, se sinal de tempo continuo, ou

+oo
? = {(xi )l.ez; Z:|xl.|2 < oo} , se sinal de tempo discreto;

j=—oo0
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. N o (o)
* Satisfaz a condi¢do de admissibilidade: C,, = ,L, | a)|

de Fourier de y(f) e C,, ¢ a constante, ou coeficiente, de admissibilidade de yA?).

-dw < o, onde W(w) ¢é a transformada

Observa-se, da condicdo de admissibilidade, que a transformada de Fourier de ¥(r) deve
anular-se a freqiiéncia zero de modo que C, seja finita. Além disso, sendo yA¢) um sinal de energia
finita, sua transformada de Fourier também deve anular-se quando a freqii€ncia tende ao infinito,
uma vez que o teorema de Parseval [Poularikas, 1996] estabelece que um sinal de energia finita
apresenta mesma energia em quaisquer dos dominios, tempo ou freqiiéncia. Logo, as condigdes

impostas a Y(f), no dominio da freqiiéncia, sdo:
2 2
(@) 1 e0=0 e ¥ (@) | pes=0. 2.1

Estas condicdes correspondem a definigdo de filtros passa-faixa na teoria de processamento
digital de sinais [Oppenheim et al., 1999]. Logo, pode-se afirmar que y(¢) corresponde a um filtro
passa-faixa. A figura 2.1 ilustra o comportamento tipico da transformada de Fourier de uma

wavelet-mae /7).

0.8 =

0.6 -

Magnitude

0.4 4

0 | I I 1 I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fregiiéncia (rad/s)

Figura 2.1: A wavelet-mae como um filtro passa-faixa.

No dominio do tempo, as condi¢des expressas em (2.1) correspondem a afirmar que ¢)
um sinal de energia finita, deve ser um sinal oscilatorio, ter rapido decaimento e valor médio nulo:

[Twe)-ar=0. 2.2)

)

E importante ressaltar que apesar da condi¢do de admissibilidade impor que ¥(7) seja um
sinal oscilatorio e tenha valor médio nulo, nem todo sinal que oscila, tem energia finita e valor

médio nulo pode ser considerado uma wavelet-mae. A condi¢do de admissibilidade deve sempre
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ser mencionada e satisfeita, em todo o espectro de freqii€ncias, quando se deseja obter uma

wavelet-mae.

A wavelet-mae, quando escalonada e transladada no tempo, da origem as wavelets filhas:
t—b
w,,(t)= w[—a J : 2.3)

onde as constantes a € b (a, b € R, a # 0) sdo, respectivamente, os pardmetros escala e translagdo.

Como a representacdao de uma funcdo no dominio wavelet € realizada em escalas, as quais
sdo definidas por cada um dos pardmetros escala utilizados para a constru¢ao das wavelets filhas, é
conveniente que as wavelets filhas apresentem mesma energia que a wavelet-mae. Desta forma ¢é
possivel comparar a representacdo de sinais em quaisquer escalas. As wavelets filhas, com energia

normalizada a wavelet-mae, passam a ser dadas por [Poularikas, 1996]:

1 (t-b
l//ab(t)=—-l//( j (2.4)
© e e

ondea,be R,a#0.

O escalonamento de uma fungdo por l/a no dominio do tempo corresponde a um
escalonamento por a no dominio da freqiiéncia [Bracewell, 1978]. Isto implica que a faixa de
freqiiéncias de sua resposta em freqii€ncia desloca-se de @ para a-@, com um escalonamento
semelhante nas freqiiéncias central e de corte. O deslocamento de uma fungéo por b no dominio do
tempo corresponde a um defasamento linear de —b-w no dominio da freqiiéncia [Bracewell, 1978].
Portanto, como conseqiiéncia do escalonamento e deslocamento no tempo, as wavelets filhas, no

dominio da freqiiéncia, sdo expressas por [Poularikas, 1996]:
¥, (@)= \ld - ¥(a @), (2.5)

de modo que o parametro « influencia nas magnitudes e larguras das faixas de freqiiéncia e o

parametro b reflete apenas em um deslocamento de fase.

Wavelets-mae podem ser definidas por fungdes continuas, reais ou complexas, geralmente
designadas por expressdes analiticas, ou por fungdes discretas, geralmente reais e expressas por
filtros digitais. Neste ultimo caso, a representacdo de uma wavelet-mae discreta no dominio do

tempo pode ser obtida a partir de um processo iterativo, descrito no item 2.5.1.3.

Alguns exemplos de familias de wavelets continuas [Misiti ef al., 2002] estdo apresentados
nas figuras 2.2 e 2.3. No dominio do tempo, a abscissa ¢ definida no tempo continuo, sendo dada
em segundos. No dominio da freqiiéncia, a mesma ¢ definida na freqiiéncia continua, sendo

expressa em rad/s.
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Observa-se destas figuras 2.2 e 2.3 que a wavelet-mae de Meyer apresenta magnitude plana

em uma regido de seu espectro de freqiiéncias. Isto ndo ocorre para as outras wavelets-mae

continuas apresentadas. Além disto, a wavelet-mde de Meyer gera uma base de wavelets

ortonormais.
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Figura 2.2: Exemplos de wavelets-mae continuas reais: (a) dominio do tempo: a abscissa ¢ definida

no tempo continuo, sendo expressa em segundos; (b) dominio da freqiiéncia (normalizada): a

abscissa ¢ definida na freqii€éncia continua, sendo expressa em rad/s.
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Figura 2.3: Exemplos de wavelets-mae continuas complexas: (a) dominio do tempo: a abscissa &
definida no tempo continuo, sendo expressa em segundos; (b) dominio da freqiiéncia

(normalizada): a abscissa ¢ definida na freqiiéncia continua, sendo expressa em rad/s.

Uma grande variedade de wavelets-mae discretas foi desenvolvida por alguns
pesquisadores que, em funcdo da compacticidade e da suavidade em suas formas de onda, criaram
familias de wavelets [de Oliveira, 2006]. Dentre as familias mais usuais, pode-se citar as familias

de wavelets de Haar, Daubechies, Coiflets ¢ Symlets (todas ortonormais).

A figura 2.4 ilustra, como exemplo, uma wavelet-mae pertencente a cada uma das familias
citadas [Misiti et al., 2002]. No dominio do tempo, a abscissa dos graficos ¢ definida de acordo
com o suporte da fungdo, dado por N-1, onde N € o comprimento do filtro wavelet. No dominio da
freqiiéncia, a mesma ¢ definida na freqiiéncia discreta, sendo 2-m periddica e expressa em

rad/amostra.
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Figura 2.4: Exemplos de wavelets-mae discretas: (a) dominio do tempo: a abscissa ¢ definida de

acordo com o suporte da funcao, sendo dada por N-1, onde N € o comprimento do filtro wavelet;

(b) dominio da freqiiéncia: a abscissa ¢ definida na freqiiéncia discreta, sendo expressa em

rad/amostra.
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A figura 2.5 ilustra a wavelet-mde Gaussian-4 em diferentes escalas e localizagdes e a
figura 2.6 a magnitude de suas respostas em freqiiéncia. Usualmente sdo considerados apenas os
parametros escala positivos (a > 0), e assim, diz-se que as wavelets filhas sdo comprimidas se a < 1

ou dilatadas se a > 1.

I T T T
b3 I ]
@ o= =0 | e —
L v v _
! ! ! ! ! ! !
-8 -6 -4 2 0 2 4 6 8
T T T T T T T
TH—p==2 PN -
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L ! ! ! ! ! ! ! ]
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© ofi— ezl N
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! ! ! ! ! ! !
-8 -6 -4 2 0 2 4 6 8

Tempo (s)

Figura 2.5: A wavelet-mae Gaussian-4 em diferentes escalas e localizagdes: (a) a=0.5e b=-3, 0;

b)a=1leb=-2,-1;(c)a=15eb=-1,2;(d)a=2eb=1,4.
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Figura 2.6: Magnitude da resposta em freqii€ncia da wavelet-mae Gaussian-4 em diferentes

escalas: (a)a=0.5;(b)a=1;(c)a=1.5;(d)a=2.
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Como as wavelets filhas sdo as fun¢des base na teoria de wavelets, a wavelet-mae deve
sempre ser mencionada, pois a representacao de um sinal no dominio wavelet ¢ fun¢ao da wavelet-
mae escolhida. Portanto, as consideracdes estabelecidas para uma representacdo podem ser

totalmente invalidas para outra se as wavelets-mae forem distintas.

2.3. A TRANSFORMADA DE WAVELETS

A transformada de wavelets permite representar um sinal em diferentes escalas, onde para
cada escala ¢ definido um parametro escala, a, e todas as translacdes possiveis no tempo para varrer

o sinal em analise, os parametros translagao, b.

O parametro escala esta relacionado ao processo de compressdo e dilatacdo da wavelet-
mae, ou seja, a criacdo de uma wavelet filha, e o pardmetro translacdo ao deslocamento desta

wavelet filha de modo a varrer cada trecho do sinal em analise.

Uma mudanca no parametro escala permite criar uma nova wavelet filha e obter, em uma
escala maior, uma visdo mais global do sinal em andlise, porém com menor precisdo. Em uma
escala menor pode-se observar os detalhes do sinal, mas perde-se em estudar o comportamento

global [de Oliveira, 2006].

Freqlientemente, os parametros escala sdo definidos em uma seqiiéncia crescente de
valores. Nas primeiras escalas, ou seja, nas escalas menores, a wavelet filha é mais localizada no
tempo e oscila mais rapidamente dentro de um curto periodo de tempo. A medida que a wavelet-
mae ¢ expandida para escalas maiores, as wavelets filhas tornam-se menos localizadas no tempo e
oscilam lentamente, devido a dilatacdo do sinal. Como resultado da decomposi¢do do sinal em
escalas, os disturbios curtos e rapidos presentes no sinal em analise podem ser detectados nas
escalas menores, enquanto que os disturbios lentos e longos serdo detectados nas escalas maiores

[Santoso et al., 1996].

A transformada de wavelets tem como uma de suas principais vantagens a capacidade de
representar localmente as caracteristicas de um sinal, conjuntamente, nos dominios do tempo e da
freqiiéncia. Esta forma de representacao esta relacionada ao fato de que a wavelet-mae apresenta a
maior parte de sua energia concentrada em um intervalo finito, seja no dominio do tempo ou da
freqiiéncia. Devido a estas propriedades da wavelet-mae diz-se que a transformada de wavelets ¢é

bem localizada no tempo e na freqiiéncia [Sweldens, 1996].

H4, basicamente, dois tipos de transformadas de wavelets [Daubechies, 1992]: a

transformada de wavelets continua (CWT — Continuous Wavelet Transform), definida no tempo
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continuo; e a transformada de wavelets discreta (DWT — Discrete Wavelet Transform), definida no
tempo continuo ¢ no tempo discreto. O termo discreto, relativo a transformada, refere-se a
discretizagdo dos parametros das wavelets filhas e ndo a discretizagdo do tempo. Dependendo da
escolha destes parametros, tal transformada pode ser realizada através de bases de wavelets

redundantes (frames) ou ortogonais.

Além da transformada direta, a transformada inversa também desempenha um papel muito
importante na analise de sinais, permitindo que seja obtida a reconstrugdo do sinal original através
de sua representagdo em escalas. Apesar de algumas aplicagdes ndo requerer a reconstrucdo do
sinal em analise, sua existéncia garante que a representacdo deste sinal em uma base de wavelets

ocorre sem perda de informagao [Poularikas, 1996].

2.3.1. A TRANSFORMADA DE WAVELETS CONTINUA

A transformada de wavelets continua, ou os coeficientes wavelet c,;, de um sinal f{¢)

continuo no tempo, com relagdo a wavelet-mae y(7), é dada por:
Foo *
Cop = | _SO) v, (0)-dt, (2.6)

em que l//:,b () é o conjugado complexo de Vs (t), paraaebe R,a#0.

O conjunto de todos os coeficientes wavelet, em diferentes escalas e localizagdes, além de
constituir a representacdo do sinal f{#) no dominio wavelet, permite que a reconstrugdo de f{¢) possa

ser obtida como uma decomposi¢do em wavelets.

Porém, para que esta reconstrucdo seja valida, ou seja, para que f{¢) possa ser reconstruido a
partir de seus coeficientes wavelet, & necessario que exista a transformada de wavelets inversa, a

qual ¢ definida por:

1 prepres da - db
FO== [ ewr v == @.7)

onde Cy, é a constante de admissibilidade da wavelet-mde y(r) e caracteriza a existéncia da

transformada de wavelets inversa.

Logo, a condicdo de admissibilidade da wavelet-mae (f), ndo apenas comprova a
existéncia de ¥(f) como uma wavelet mae, se ¥(¢) tem energia finita, como também assegura a

existéncia da transformada de wavelets continua inversa.
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Portanto, se y(t)e L*(R) e satisfaz a condi¢do de admissibilidade, entio () pode ser

usada como uma wavelet-mae e f{f) pode ser reconstruido a partir de seus coeficientes wavelet

através da transformada de wavelets continua inversa.

Vale ressaltar que, apesar de ndo haver perda de informagdo quando da representacdo de
um sinal no dominio wavelet, a mesma ¢é altamente redundante [Poularikas, 1996]. Esta

redundancia esta relacionada ao processo de construgdo das wavelets filhas v, , (t),comaebe R

[Rioul & Vetterli, 1991].

2.3.2. A TRANSFORMADA DE WAVELETS DISCRETA DE TEMPO CONTINUO

Como forma de reduzir a redundéncia nos processos de representacdo e reconstrucdo de
sinais de tempo continuo deve-se promover a discretizagdo dos parametros escala e translacao das

wavelets filhas, a e b.

Uma discretizagao tipica é expressa por a =a," ¢ b=n-a,” -b,,ondemene Z,ap>1e

by # 0 [Daubechies, 1992]. Com esta discretizagdo, as wavelets filhas tornam-se:

Vo ()=, 7% ylay™ -1 -n-b)). (2.8)

Conseqlientemente, a transformada de wavelets discreta, ou os coeficientes wavelet
discretos c,,,, de um sinal f{¢), continuo no tempo, com relacdo a wavelet-mae (¢), passa a ser

dada por:
Conn = ao_% : j:f(t) l//* (aO_m t—n- bO ) dt ) (29)

ondemene Z,ag>1eby#0.

Porém, desde que as wavelets filhas foram discretizadas, o processo de reconstrugdo de f{¢),
a partir de seus coeficientes wavelet, pode ndo convergir para f{f). Neste caso, a reconstru¢ao
depende da escolha da wavelet-mae ¥(f) e do processo de discretizagdo realizado [Daubechies,

1992].

Além de obediéncia a condicdo de admissibilidade para a wavelet-mae y(¢), a condigdo de
estabilidade também deve ser considerada. Esta ultima condicao corresponde a reconstrugdo estavel
de f(¢) e determina que a energia de f{¢) no dominio wavelet deve ser proporcional a sua energia no
dominio do tempo, desde que limitada por duas constantes positivas 4 e B, tais que

0 < A < B <+eo [Poularikas, 1996]:
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A <[, @) <80 2.10)

A condi¢do de estabilidade corresponde a definicdo de frames, ou sistemas discretos
redundantes, e as constantes 4 ¢ B sdo chamadas de limite inferior e superior do frame,

respectivamente.

Se a condicao de estabilidade for satisfeita, ou seja, se as wavelets filhas ¥, ,(f) constituem
um frame, entdo f{(¢) pode ser reconstruido a partir de seus coeficientes wavelet discretos de forma

estavel através da transformada de wavelets discreta inversa, a qual é dada por [Rioul & Vetterli,
19911]:

8
8

IIZ

mn l//mn (2'11)

m=0

A exatiddo da reconstrugdo de f{r) depende dos limites do frame, 4 e B. Quanto mais
proximos, mais exata serd a reconstru¢do. Quando os limites do frame sdo iguais, 4 = B, o frame €

dito ser compacto e a energia de f{#) no dominio wavelet pode ser particionada de forma exata por:

, (2.12)

2
AN = X[ O
onde a constante A, além de ser o limite inferior do frame, é considerada uma medida de

redundéancia no conjunto de expansdo [Burrus et al., 1998]. Neste caso, a transformada de wavelets

discreta inversa passa a ser expressa por:

chmn ( (2.13)

m=0 n=0

Em alguns casos, a manutencdo da redundancia é desejavel para dar robustez a
representagdo, principalmente quando se deseja reduzir a sensibilidade dos sinais ao ruido

[Poularikas, 1996; Burrus et al., 1998].

Mas quando 4 = B =1, as wavelets filhas ¥, ,(f) constituem-se em uma base ortonormal.
Neste caso, toda a redundéncia é removida dos processos de representacdo e reconstrugdo de sinais

e f(t) pode ser reconstruido de forma exata por:

- ZZ w0 (2.14)
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2.3.3. A TRANSFORMADA DE WAVELETS DISCRETA DE TEMPO DISCRETO

Quando f{k) ¢ um sinal discreto no tempo, k € Z, as wavelets filhas serdo apenas definidas

em argumentos inteiros e expressas por [Daubechies, 1992]:
Yo (k)=ao_% -v/(ao"" -k—n-bo), (2.15)

onde k, m,n,apebpe Z,ap>1¢eby#0.

Dessa forma, a transformada de wavelets discreta, ou coeficientes wavelet discretos ¢, ,, de

um sinal f{k) de tempo discreto passa a ser dada por:

eon =0y S (6 fa ™ k=), (2.16)

f=—oo
onde k, m,n,apebpe Z,ay>1¢e by#0.

E assim como para o caso anterior, fazendo todas aquelas consideracdes sobre a

estabilidade do processo de reconstrugdo, f{k) pode ser reconstruido de forma exata por:

flk)= ZZc Y (k), (2.17)

m=0 n=0

quando ¥, (k) constitui-se em uma base de wavelets ortonormal.

2.3.4. A TRANSFORMADA DE WAVELETS DIADICA ORTONORMAL

Para algumas escolhas especiais da wavelet-mae ¥(¢) e dos pardmetros do processo de

. . ~ -~ . . 2 ~
discretizagdo, ay e by, as wavelets filhas irdo constituir uma base ortonormal no L°(R), se fungoes de

, 2 o . ~ ;. -
tempo continuo, ou no /°, se fun¢des de tempo discreto. Nestes casos, ndo havera informagao

redundante quando da reconstru¢do do sinal, devido as propriedades de ortonormalidade.

Porém, apesar da construcdo de bases ortonormais poder ser obtida através da escolha de
qualquer nimero inteiro para ay, desde que @y >1 [Poularikas, 1996], a escolha de @y =2 e by =1
permite que seja obtida a mais simples das constru¢des [Daubechies, 1992]. Neste caso, a

transformada de wavelets discreta é referida como transformada de wavelets diadica ortonormal.

Os coeficientes wavelet discretos correspondem a pontos em uma grade reticulada
bidimensional no plano escala-translacdo. A grade ¢ indexada por dois inteiros, m ¢ n, onde m esta

associado aos passos no parametro escala (a) e n, aos passos no pardmetro translacdo (b). O
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reticulado ¢ expresso por A, , = {(ao'",n a," - b, )}m 7 € definido pelos parametros a, e by [de

Oliveira, 2006]. No caso diadico, o reticulado estara definido por A,, :{(2”1,”'2"1)}»1,%2 e o

mapeamento dos coeficientes wavelet, em fung¢do dos pardmetros escala e translagdo, esta ilustrado

na figura 2.7. Nesta figura, considere a representagdo do sinal original em a = 0.

10 -
8 4 o o
& 6]
©
3
3 4 - o o o o
wl
2 A o o o o o o o o
0 o o o o o o o o o o o o o o o o
T T T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Translagéo (b)

Figura 2.7: Mapeamento diadico dos coeficientes wavelet no plano escala-translagao.

O mapeamento permite observar que a medida que a escala aumenta, a quantidade de
coeficientes wavelet para representar o sinal naquela escala ¢ reduzida a metade em relagdo a
escala anterior. Com isso pode-se afirmar que a medida que o parametro escala aumenta, o
intervalo de amostragem aumenta por um fator de 2. Conseqiientemente, a freqiiéncia com que o

sinal ¢ amostrado diminui a metade, em relagdo a que foi utilizada na escala anterior.

Como uma wavelet-mae comporta-se, no dominio da freqiiéncia, como um filtro passa-
faixa, a faixa de freqliéncias contemplada por uma escala maior apresenta uma largura mais
estreita, em relacdo a uma escala menor. Ao considerar escalas sucessivas, a largura da faixa de
freqiiéncias a escala m+ 1 corresponde a metade da largura da faixa a escala m. Portanto, o
espectro de freqiiéncias das wavelets filhas que se constituem em uma base ortonormal tem uma

forma tipica, como mostrada na figura 2.8.

A implementagdo computacional da transformada de wavelets diadica ortonormal pode ser
obtida ao fazer uso de um algoritmo baseado na representacdo multirresolucdo de sinais que, assim
como a transformada de wavelets, decompde o sinal em escalas com diferentes resolugdes no

tempo e na freqiiéncia.
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Figura 2.8: Espectro de freqiiéncias das wavelets filhas, que se constituem em uma base

ortonormal, em trés diferentes escalas de representagao.

2.4. A ANALISE MULTIRRESOLUCAO DE SINAIS

A analise multirresolugdo (MRA — Multiresolution Analysis) € um modelo matematico para
formalizar a representacdo de sinais em escalas. Dessa forma, a analise multirresolugdo de sinais
permite decompor um sinal f{r) € L*(R) em escalas, onde em cada escala j ¢ possivel obter uma
aproximacdo do sinal original, a qual é obtida a uma freqiiéncia de amostragem dada por 2/

[Gomes & Velho, 1998].

Particularmente, as fun¢des do L*(R) sdo bem representadas quando amostradas a 2/, e

portanto, o conjunto de todas as aproximagdes possiveis a escala j, de fungdes que pertencem ao

L*(R), constitui o subespago escala V.V, c L (R) [Mallat, 1989]. Como a representacao do sinal

original em cada escala ¢ realizada de forma aproximada, as versdes aproximadas do sinal original

), pertencentes aos subespagos V;, podem ser obtidas através do uso de filtros passa-baixa

[Mallat, 1989].

A representagdo multirresolugdo no L*(R) é definida como uma seqiiéncia de subespagos

fechados V;, je Z , do L*(R), que satisfazem as seguintes propriedades [Gomes & Velho, 1998]:

* V, cV;,: os detalhes do sinal que aparecem na escala 2/ estdo presentes na escala 2’ -

© Ser, o 00er, e 7
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= U ez V; = (R): o L*(R) é composto por todas as escalas possiveis, ou seja, por todas as
aproximagdes possiveis;
= N,V = {O}: a fungdo nula é a unica fungdo do L*(R) que é bem representada em qualquer

JEZ " ]

escala, ou seja, em quaisquer dos subespagos V;,j€ Z ;
= Existe uma fungao ¢(t)e V,, chamada funcdo escala da representagdo multirresolugdo, tal que

_J .
o conjunto @, , (t)=2 /s ~¢(2’f - k) constitui uma base ortonormal de V.

O subespago ¥, ¢ chamado de subespago referéncia, e desde que V, cV_,, qualquer
fungdo em V), pode ser escrita como uma combinagdo linear das fungdes base de V., ¢, (t).

Como ¢(t)e V, tem-se entdo que:

¢4 (2)

o(t)=>"hlk) V2 92t -k), (2.18)

k
onde h(k) sdo os coeficientes da funcio escala ¢(r), definidos por h(k)=(¢(t),¢71,k(t)>,

{n(k)te ¢*, ke 7.

Assim como na teoria de wavelets, as fungdes base ¢, ; (t) dos subespacos escala V; em

uma MRA sdo obtidas através de escalonamentos e translagdes de uma unica fun¢do, a fungio

escala ¢(f). Como os subespacos Vj podem ser obtidos através do uso de filtros passa-baixa, a
funcdo escala ¢(f) também ¢é conhecida como filtro escala.

A exemplo do que ocorre com as wavelets-mae (7), as fungdes escala ¢(f) também podem
ser definidas por fungdes continuas, reais ou complexas, ou por fungdes discretas, expressas por
filtros digitais. Neste ltimo caso, a representacdo de uma fungdo escala discreta no dominio do

tempo pode ser obtida a partir de um processo iterativo, descrito no item 2.5.1.3.

Algumas fungdes escala continuas e discretas, que geram bases de funcdes escala
ortonormais [Gomes & Velho, 1998; Misiti ef al., 2002], estdo apresentadas, respectivamente, nas
figuras 2.9 e 2.10. Para o caso continuo tem-se que: no dominio do tempo, a abscissa dos graficos é
dada em segundos; no dominio da freqiiéncia, a abscissa ¢ definida na freqii€ncia continua, sendo
expressa em rad/s. Para o caso discreto tem-se que: no dominio do tempo, a abscissa dos graficos é

definida de acordo com o suporte da fungdo, dado por N-1, onde N é o comprimento do filtro
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escala; no dominio da freqiiéncia, a mesma ¢é definida na freqiiéncia discreta, sendo 27 periddica e

expressa em rad/amostra.

Fazendo uma analogia com a transformada de wavelets discreta de tempo continuo (item
2.3.2), a MRA, que corresponde a obtengdo dos coeficientes escala discretos c;, de um sinal f{f)

continuo no tempo, com relacdo a fungdo escala ¢(¢), pode ser expressa por:
_J o0 N .
Cik =2 A-Lf(t)-(ﬁ @ik, (2.19)

parajeke Z.

A MRA ¢ naturalmente diddica e portanto ao considerar escalas sucessivas, 0 mapeamento
dos coeficientes escala no plano escala-translagdo também ocorre conforme apresentado na figura
2.7 e o espectro de freqiiéncias das fungdes escala que se constituem em uma base ortonormal tem

uma forma tipica, como mostrada na figura 2.11.

A implementagdo computacional da MRA pode ser obtida ao fazer uso de um algoritmo
baseado na representacdo multirresolucdo de sinais associada a teoria de wavelets, permitindo

decompor o sinal em analise em escalas com diferentes resolu¢des no tempo e na freqiiéncia.

Meyer Shannon
1 1
8 8
S 05 S 05
(a) s s
S S
< 0 < o0
-0.5 -0.5
-5 0 5 -5 0 5
Meyer Shannon
1 1
0.8 0.8
S S
% 0.6 g 0.6
(b) g ®
g 0.4 g 0.4
0.2 0.2
0 0
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Figura 2.9: Exemplos de fungdes escala continuas: (a) dominio do tempo: a abscissa ¢ definida no
tempo continuo, sendo expressa em segundos; (b) dominio da freqii€ncia (normalizada): a abscissa

¢ definida na freqiliéncia continua, sendo expressa em rad/s.
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©
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©
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Daubechies-4

o

Daubechies-4

N

o o o ©
o N M O ®

0.5

-2

Figura 2.10: Exemplos de fungdes escala discretas: (a) dominio do tempo: a abscissa ¢ definida de

acordo com o suporte da funcao, sendo dada por N-1, onde N € o comprimento do filtro escala;

(b) dominio da freqiiéncia: a abscissa ¢ definida na freqiiéncia discreta, sendo expressa em
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Figura 2.11: Espectro de freqiiéncias das fungdes escala, que se constituem em uma base

ortonormal, em trés diferentes escalas de representacao.

2.5. UMA REPRESENTACAO WAVELET BASEADA EM
MULTIRRESOLUCAO

Em 1989, Stéphane Mallat observou que a diferenga na informacéo entre as aproximagdes

de um sinal as escalas 2/ e 2/ poderia ser obtida através da decomposi¢do deste “sinal
diferenca” em uma base de wavelets ortonormal do L*(R) [Mallat, 1989]. Segundo Mallat, esta

decomposicdo define uma representacdo multirresolucdo completa e ortogonal, a qual ¢

denominada “a representacdo wavelet”.

Portanto, em uma representagdo wavelet baseada em multirresolu¢do, denominada daqui

em diante por WMRA (Wavelet-based Multiresolution Analysis), a teoria de wavelets e a teoria de

analise multirresolugdo de sinais se combinam, permitindo que qualquer sinal do L*(R), ou do (7,
possa ser decomposto em suas versdes aproximada e detalhada, através do uso de filtros escala e

wavelet, que constituem-se, respectivamente, em filtros passa-baixa e passa-faixa.

As diferencas entre as escalas 2/ e 2/ constituem o subespago W, , definido como o

complemento ortogonal de V; em V,_; [Gomes & Velho, 1998]:

Vi =V, oW, (2.20)

onde o simbolo @ representa a soma ortogonal.
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Das propriedades da representagdo multirresolugdo no L*(R), sabe-se que os subespagos Vv,

sdo constituidos por aproximagdes de fun¢des do L*(R) amostradas a 2/ . Conseqiientemente, pode-

se afirmar que os subespagos ¥, sdo constituidos pelos detalhes perdidos destas fungdes, quando
da realizac@o de sua amostragem a esta freqiiéncia.

Logo, assim como os subespagos V; podem ser obtidos através do uso de filtros passa-
baixa, quando da amostragem do sinal & 2/, os subespacos W, podem ser obtidos através do uso
de filtros passa-faixa, quando da amostragem do mesmo sinal.

De forma geral, pode-se representar o subespago /', como a soma dos sinais com faixa de
freqiiéncia em ¥ com os sinais com faixa de freqiiéncia em W, ,W,_,,..., W, para qualquer g >,

tal que g € Z [Gomes & Velho, 1998]:
(2.21)

ou seja, a partir de um subespago escala qualquer, V,, ao somar-se os (g —/) detalhes perdidos,
pode-se obter a aproximagao de um sinal a escala j.

Quando g —>+e0 ¢ k —> oo, 0 espaco L(R) pode ser decomposto como uma soma de

subespagos W, ortogonais [Chui, 1992]:

L*(R)=@W,. (2.22)

jeZ

Com isso, qualquer sinal f(¢)e L*(R) pode ser unicamente representado no L*(R) através

de sua decomposi¢@o em sinais mutuamente ortogonais w, (t)e W,, je Z [Chui, 1992]:

F)=@w,). (2.23)

JjezZ
E desde que wj(t) correspondem a filtros passa-faixa, pode-se definir wj(t) como

wavelets, e conseqiientemente, os subespagos ¥, como subespagos wavelet.

Os subespagos wavelet W; herdam as propriedades de escalonamento dos subespagos
escala V;, logo pode-se afirmar que também existe uma fungdo l//(t)e W, que gera uma base

ortonormal de W,. Como W, cV_,, l//(t) pode ser escrita como uma combinacdo linear das

fungdes base de V., ¢, (), de modo que:
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(/B (t)

wit)= glk)v2-9(2-1-k), (2.24)

k

onde w(r) é a wavelet-mde, também chamada de filtro wavelet, e g(k) sdo seus coeficientes,
definidos por g(k)=(w(t),¢_, (), {glk)le 1>, ke Z.

A expressdo (2.24) indica que a wavelet-mae l//(z‘) pode ser obtida através de uma versdo
escalonada e transladada da fungdo escala ¢(t). Portanto, ao definir-se a fungdo escala ¢(t), a
wavelet-mae l//(t) estard automaticamente definida. Por este motivo, algumas condi¢des devem ser

impostas aos filtros escala e wavelet de modo que a ortonormalidade entre os subespagos escala V;

e wavelet ¥, seja mantida. Estas condi¢des incluem [Fournier, 1994; Burrus ef al., 1998]:

A condi¢do de normalidade para as fungdes escala:

f:¢(t) dt=1 ou > h(k)=+2;

keZ

= A condi¢do de normalidade para as fungdes wavelet:

f:l//(t) dt=0 ou Zg(k) =0;

keZ

A condigdo de ortogonalidade entre os filtros escala:

D hlk)-hlk+2-m)=6,,;

keZ

A condigdo de ortogonalidade entre os filtros escala e wavelet:

glk)=(=1)" -h(1-k).

Em alguns casos, o filtro wavelet () é chamado de filtro espelho do filtro escala ¢(t),
em decorréncia da dependéncia de seus coeficientes aos coeficientes de ¢(t), expressos pela

condi¢do de ortogonalidade entre tais filtros. Nestes casos, quando o sinal f{f) a ser analisado tem
duragdo finita, os filtros @(t) e w(t) sdo chamados de par de filtros espelhados em quadratura
(QMF — Quadrature Mirror Filters) e uma implementacdo computacional bastante eficiente da
transformada de wavelets diadica ortonormal, associada ou ndo 8 MRA, pode ser obtida através do

uso de um banco de filtros, constituido por filtros passa-baixa e passa-faixa.
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2.5.1. O PROCESSO DE CODIFICACAO POR SUB-BANDAS

O processo de codificagdo por sub-bandas ¢ uma técnica de processamento de sinais que
tem como objetivo dividir o espectro de um sinal em sub-bandas através do uso de um banco de
filtros. Estas sub-bandas sdo independentes quando sdo utilizados filtros QMF, como ¢ o caso da

“representagdo wavelet” [Mallat, 1989].

Os algoritmos baseados na codificagdo por sub-bandas tém sido dos mais utilizados para a
implementacdo computacional dos processos de representagdo e reconstru¢ao de sinais através da

teoria de wavelets diadica ortonormal.

Estes algoritmos sdo constituidos por dois processos: o processo de representacao, do qual
obtém-se, especialmente, os coeficientes wavelet do sinal analisado, sendo, portanto, equivalente a
implementacdo da transformada de wavelets; e o processo de reconstrucao, do qual obtém-se o

sinal original, e portanto, equivalente a implementacao da transformada de wavelets inversa.

Ambos os processos estdo fundamentados nas expressdes que geram as bases ortonormais

dos subespagos referéncia escala, V,, e wavelet, W,. Ou seja, estdo fundamentados nas expressdes
dos filtros escala ¢(t) e wavelet w(¢), que se constituem nas relagdes de escala dupla entre os

filtros escala e entre os filtros escala e wavelet dadas, respectivamente, por:

Zh )N2-9(2-1—k) (2.25)

w(t)=> h(1-k)-(-1) V2921 -k). (2.26)

k

Estas expressdes definem as bases dos subespagos escala Vj,¢j,k(t), e wavelet w;,

Wik (t) , para qualquer escala j, as quais sdo representadas, respectivamente, por:

@, (1)= 27 P27 1~k (2.27)

W, ()= R ) (2.28)
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2.5.1.1. O Processo de Representacao

Sabe-se, das propriedades da multirresolugéo, que o conjunto de fungdes ¢, , (t) e w ik (1)
cobre todo o espago de fungdes do L*(R). Com isto, a decomposi¢io de qualquer sinal f (t)e V;, em

suas versOes aproximada, pertencente ao subespaco escala, e detalhada, pertencente ao subespaco

wavelet, pode ser obtida por [Burrus et al., 1998]:

zcﬁl etk )+Z /+1( )- WJ+1](() (2.29)
3

onde c¢ /+1(k) e d /+1(k) sdo os coeficientes escala e wavelet, respectivamente, referentes a

representacdo de f{7) nos subespagos V., e W .

Como ¢, () ew 4 . (#) sdo ortonormais, os coeficientes escala e wavelet sdo obtidos,

respectivamente, por [Burrus et al., 1998]:

(k) =Cf(t).0,,, ) (2.30)

d ()= CFO)W s (0 (2.31)

Considerando inicialmente a expressao (2.30), para os coeficientes escala, tem-se que:

J £ [ " glat k)]dt- (232)
Donde obtém-se:
E Zh(n—z-k)Tf(t).z% 27 t—n)dr . (2.33)
E desde que
jf o2 t—n)-dt, (2.34)

os coeficientes escala sdo obtidos por:

¢ (K Zh n=2-k)-c;(n). (2.35)

Seguindo o mesmo desenvolvimento para a obteng@o dos coeficientes wavelet, a partir da

expressdo (2.31), obtém-se:
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d, (k)= gln-2-k)-c,(n). (2.36)

A expressdo (2.35) descreve uma correlagdo entre ¢; (n) e h(n) seguida por um processo
de subamostragem por 2, também chamado dizimagédo. O deslocamento por 2 em c¢; (n) resulta em
um deslocamento por 1 em ¢, (k). Logo, o intervalo de amostragem na escala j + 1 é o dobro que
na escala anterior, j. Com isso, o comprimento da seqiiéncia c;, (k) é metade de ¢ ; (n). O mesmo
ocorre com a expressao (2.36).

De acordo com as expressdes (2.35) e (2.36), os coeficientes escala ¢, (k) e wavelet
d (k) sdo obtidos através da decomposigdo de um tinico sinal ¢ (n). Conseqiientemente, a escala

j do processo de representacdo do algoritmo de codificagdo por sub-bandas baseado na WMRA ¢

da forma como ilustrada na figura 2.12.

Cj+1(k)
s ()
g\

Figura 2.12: Escala j do processo de representagdo do algoritmo de codificag@o por sub-bandas

baseado na WMRA.

ci(n)

A decomposigdo do sinal ¢; (n) em ¢ 41 (k), a versdo aproximada de ¢ ; (n),eem d iy (k),a
versdo detalhada de ¢; (n), é realizada através de operagdes de convolugdo com os filtros escala e
wavelet, respectivamente, e de subamostragem por 2.

A freqiiéncia de corte f. de ambos os filtros, em cada escala, é definida por:

fS

Je =St (2.37)

onde f; € a freqiiéncia de amostragem que foi utilizada para amostrar o sinal original. Deste modo, o
espectro de freqiiéncias do sinal proveniente do filtro escala, ¢, (k), compreende a faixa de
freqiiéncias de 0 a f. Hz, e o espectro do sinal proveniente do filtro wavelet, d (k), a faixa de

freqiiéncias de f; a 2-f. Hz.
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O numero de escalas possiveis, ju.., para promover a representagdo do sinal original

depende de seu nimero de amostras, N, e pode ser obtido por N =2/#_ Dessa forma, as

freqiiéncias de corte utilizadas em todo o processo de representacdo sdo obtidas ao se fazer

j=1’2""’jMax'

O processo de representacdo inicia-se com o sinal que deseja-se analisar, co(n), para
n=1,2,---,N, cujo espectro de freqiiéncias compreende a faixa de 0 a f;/2 Hz. Ao final da primeira
escala do algoritmo, o sinal original ¢, (n) decompde-se em dois sinais que representam: sua versao
aproximada ¢, (k) e sua versdo detalhada d,(k), para k=1,2,---,K , onde K =N/2, devido ao
processo de dizimagdo. O espectro de freqiiéncias dos sinais ¢, (k) e d, (k) compreende,
respectivamente, as faixas de 0 a f;/4 Hz e f;/4 a f/2 Hz. A versdo aproximada da primeira escala,
e (k), ¢ utilizada como entrada para a segunda escala do algoritmo, de modo que obtém-se: sua
versdo aproximada c,(m) e sua versdo detalhada d,(m), para m=1,2,---,M , onde M =K/2.
Neste caso, o espectro de freqiiéncias dos sinais ¢,(m) e d,(m) compreende, respectivamente, as
faixas de 0 a f;/8 Hz ¢ f,/8 a f;/4 Hz.

Este processo repete-se sucessivamente até que seja atingida a escala desejada, ou ainda, a

ultima escala para a representacdo do sinal original, que consistiria nas versdes aproximada e

detalhada com apenas 2 amostras.

A figura 2.13 ilustra o processo de representagdo do algoritmo de codificagdo por sub-
bandas baseado na WMRA, considerando trés escalas de decomposi¢do. Nesta figura, também ¢
apresentado o espectro de freqii€ncias das versdes aproximada e detalhada, em cada escala de

decomposicao do sinal original.

3? Escala

2? Escala

N
~—~
3
g
Q
iw
~_
=
-’

1 Escala

co(n)

[0, //2]

Figura 2.13: Decomposicdo do sinal ¢, (n) em trés escalas e faixas de freqliéncias associadas aos

coeficientes escala e wavelet em cada escala. ¢; (Jed ; (.) representam, respectivamente, as

versdes aproximada e detalhada de ¢,(n) na escala ;.
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Portanto, o processo de representacdo do algoritmo baseia-se em operacdes de convolugio
e dizimagdo em cada escala, cujo objetivo ¢ decompor a versdo aproximada do sinal, a escala j, em

suas versoOes aproximada e detalhada, a escalaj + 1.

2.5.1.2. O Processo de Reconstrucao

O algoritmo de reconstrugdo do sinal original pode ser obtido de modo similar ao de
representacdo. A expressdo para a reconstru¢do do sinal em funcgdo dos coeficientes e dos filtros
escala e wavelet ¢ dada por:

¢ (n)=>"hn=2-k)-c;,,(k)+> gln—-2-k)-d,., (k). (2.38)

k k

Neste processo, as operacdes de dizimacdo sdo substituidas por operagdes de expansio,
também chamadas superamostragem por 2, que consistem na adi¢do de zeros entre amostras dos
coeficientes escala e wavelet a escala j + 1. Dessa forma, neste algoritmo, os coeficientes escala e
wavelet sdo primeiramente expandidos e entdo convoluidos, respectivamente, com os filtros escala

e wavelet.

Dessa forma, a expressao (2.38) permite representar a escala j do processo de reconstrucao

do algoritmo de codificagdo por sub-bandas baseado na WMRA como ilustrada na figura 2.14.

¢+ i(k) A
» 2 h(n)
2)

c’i(n)

dj+](k) m
> g(n)
)

Figura 2.14: Escala j do processo de reconstrucdo do algoritmo de codificagdo por sub-bandas

baseado na WMRA.

A figura 2.15 ilustra o processo de reconstru¢do do algoritmo de codificagdo por sub-

bandas baseado na WMRA, considerando trés escalas de decomposi¢do. Neste processo, o sinal
reconstruido c, (n) sera idéntico ao sinal original ¢,(n) se os filtros de reconstrugio sdo iguais aos
filtros empregados durante o processo de representacdo deste sinal. Isso ocorre quando em cada
uma destas etapas € utilizado o mesmo conjunto de filtros QMF ou quando sdo utilizados filtros

biortogonais [Chui, 1992; Burrus ef al., 1998]. Nestes casos, ocorre a reconstrucao perfeita do sinal

original.
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Figura 2.15: Reconstrugdo do sinal ¢, (n) a partir de sua versdo aproximada de terceira escala,

¢;(.), e de suas versdes detalhadas em trés escalas: d,(.), d,() e d5().

Portanto, o processo de reconstrucdo do algoritmo baseia-se em operagdes de
superamostragem e convolugdo em cada escala, cujo objetivo é recompor a versdao aproximada do

sinal, & escala j + 1, a partir de suas versdes aproximada e detalhada, a escala ;.

2.5.1.3. A Reconstrucao de Funcoes Escala e Wavelet Discretas

O processo de reconstrugdo do algoritmo de codificacdo por sub-bandas baseado na
WMRA também desempenha um papel muito importante para a reconstru¢ao de fungdes escala e
wavelet discretas, quando estas nao sdo expressas na forma analitica, mas na forma de coeficientes

de filtros digitais. Alguns destes exemplos sdo as fun¢des de Haar, Daubechies, Coiflets e Symlets.

Em um dos métodos para permitir a visualizagdo destas fun¢des no dominio do tempo
[Burrus et al., 1998] faz-se uso dos coeficientes dos filtros escala e wavelet, do ramo superior do
processo de reconstrugio e de algumas escalas de reconstru¢do. A medida que o processo evolui,
ou seja, a medida que a quantidade de escalas de reconstru¢cdo aumenta, a fungao resultante dos
processos sucessivos de superamostragem e convolugdo converge para a representagcdo das
respostas ao impulso de tais filtros no dominio do tempo [Burrus et al., 1998]. Para a obtencao das

fungdes escala e wavelet considera-se, respectivamente, c,,, (n)=h(n) e c 4 (n)=g(n). Apés
algumas escalas de reconstrugio, obtém-se, respectivamente, ¢ ;(n)=¢(t) e c';(n)=w(t).

As figuras 2.16, 2.17 e 2.18 ilustram, respectivamente, algumas fungdes escala e wavelet

das familias Daubechies, Coiflets e Symlets.
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Figura 2.16: Familia de fun¢des de Daubechies: (a) escala; (b) wavelet-mae.
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Figura 2.17: Familia de func¢des Coiflets: (a) escala; (b) wavelet-mae.
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Figura 2.18: Familia de fungdes Symlets: (a) escala; (b) wavelet-mae.

Estas trés familias de fungdes sdo ortogonais, das mais utilizadas na analise de sinais e
foram propostas por Ingrid Daubechies [Daubechies, 1992]. A familia Coiflets foi proposta através
de sugestdo do pesquisador Coifman, e a familia Symlets ¢ obtida através de uma modificagdo em
um dos pardmetros das fungdes escala de Daubechies, tornando-as quase simétricas [Daubechies,

1992].

Das figuras 2.16 e 2.18 observa-se que as trés primeiras fungdes das familias Daubechies e
Symlets sdo idénticas, a menos de uma inversdo de sinal nas fungdes wavelet. As fungdes escala e

wavelet Daub-2 e Sym-2 correspondem as fungdes de Haar.

A diferenca entre as varias wavelets-mae de uma familia ¢ decorrente da quantidade de
coeficientes nos filtros que definem as funcgdes escala e wavelet-mae. Por exemplo, as wavelets-

mae Daub-4 e Daub-12 t€m, respectivamente, 4 e 12 coeficientes. Quanto mais coeficientes no
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filtro, mais amortecida é a wavelet-mae. Portanto, os filtros com menor quantidade de coeficientes

sdo geralmente empregados para a deteccdo de distirbios e localizagdo no tempo.

Apesar de algumas aplicacdes apresentarem a implementagdo computacional da WMRA
considerando o uso destas fungdes no dominio do tempo [Ozturk ef al., 2000], a forma mais usual

de implementagdo ¢ realizada através de seus filtros digitais.

2.5.2. O PROCESSO DE CODIFICACAO POR SUB-BANDAS DE TEMPO

INVARIANTE

Uma desvantagem do processo de codificacdo por sub-bandas é sua sensibilidade a
translagdes no sinal de entrada. Isto significa que os coeficientes wavelet podem ser bastante
diferentes dependendo do angulo de fase inicial do sinal em analise e da posi¢do da ocorréncia do

disturbio em sua forma de onda [Robertson et al., 1996].

Quando se considera a analise de um sinal onde se pode tolerar ndo unicidade em sua
resposta, como nos casos de estratégias de detecgdo, os processos de subamostragem por 2 podem

ser omitidos e a resposta em freqiiéncia dos filtros escala e wavelet ¢ modificada, respectivamente,
para H (2«/ ~a)) e G(Z-i -a)), de modo a manter as propriedades da representacdo multirresolucao

[Yibin et al., 1997]. Evitar a dizimagdo corresponde a considerar todos os deslocamentos inteiros
no sinal de entrada; e modificar a resposta em freqii€ncia dos filtros implica em escalonar por 2 o
comprimento do filtro a cada escala. Estas alteracdes permitem tornar o algoritmo de codificagdo
por sub-bandas invariante com o tempo, sendo denominado algorithme a trous, ou ainda algoritmo
com buracos, devido aos zeros incluidos entre os coeficientes dos filtros [Cohen & Kovacevic,

1996].

Além de tornar os filtros wavelet insensiveis as translagdes, o comprimento do sinal sera o
mesmo durante todo o processo de decomposicdo em escalas, conseqiientemente, pode-se obter
uma melhor resolug¢do na visualizagdo das componentes de baixa freqiiéncia do sinal em analise

[Yibin et al., 1997].

A figura 2.19 ilustra, como exemplo, o processo de representacdo do algoritmo de
codificagdo por sub-bandas de tempo invariante baseado na WMRA, em trés escalas de

decomposicao.
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Figura 2.19: Decomposicdo do sinal ¢, (n) em trés escalas através do algoritmo de codificagdo por

sub-bandas de tempo invariante baseado na WMRA.

2.6. CONSIDERACOES ADICIONAIS

A CWT ¢ freqiientemente empregada considerando todas as translagdes possiveis, ndo
sendo, portanto, consideradas as operagdes de dizimag@o. Dessa forma, a CWT pode ser vista
apenas como uma convolugdo entre uma fungdo wavelet e o sinal em analise. O mesmo ¢é valido

para a MRA, quando de seu emprego através da fungdo escala.

Como uma caracteristica do processo de convolu¢do, o sinal resultante tem maior
comprimento, ou durag@o, que o sinal sob analise [Oppenheim et al., 1999; Misiti et al., 2002] ¢ o
tratamento de suas extremidades faz-se necessario de modo a manter o sinal resultante com mesmo
comprimento do sinal sob analise [Misiti et al., 2002]. Para os exemplos de aplicagdo das “fungdes
base” continuas apresentados no decorrer desta Tese, considera-se a eliminacdo de metade da
diferenca entre os comprimentos dos sinais resultante e sob analise em cada extremidade. Apesar
disto, ¢ possivel que as extremidades do sinal resultante ndo sejam bem representadas,

especialmente quando este ¢ resultado da convolugdo do sinal sob anélise com fung¢des wavelet.

A escolha apropriada da wavelet-mae € o primeiro passo para que seja possivel promover
uma analise adequada dos sinais. Embora nao exista um critério definitivo para a selecdo de uma
wavelet-mae para uma dada aplicacdo, sugere-se que a escolha recaia sobre uma wavelet-mae que
mais fielmente represente o fendmeno que se deseja investigar, pois as caracteristicas associadas a
determinadas wavelets-mae podem permitir a analise mais apropriada do mesmo [Kim &

Aggarwal, 2001].

Ressalta-se que na implementacdo da CWT, a escolha dos fatores de escalonamento (a) é
geralmente realizada de modo que determinadas caracteristicas de um sinal possam ser obtidas nas

faixas de freqiiéncias desejadas. Portanto, tem-se um grau de liberdade muito grande quando do
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emprego da CWT. Isto ndo ocorre no caso da implementacdo da DWT, onde geralmente fica-se
restrito as caracteristicas diadicas das bandas de passagens dos filtros digitais, especialmente

quando sdo utilizados bancos de filtros ortogonais.

2.7. CONCLUSOES

Neste capitulo foi apresentada uma introducdo a teoria de wavelets e a analise
multirresolugdo de sinais. Uma representacdo wavelet baseada em multirresolugdo (WMRA) foi
apresentada e com ela os fundamentos para o desenvolvimento de algoritmos eficientes baseados
no processo de codificagdo por sub-bandas, um dos algoritmos mais utilizados para a representagao

e reconstrucao de sinais através da teoria de wavelets.

Algumas wavelets-mae e fungdes escala foram apresentadas. No caso continuo, destaca-se
a existéncia de apenas uma fun¢do wavelet-mae continua com magnitude plana em alguma parte de
sua resposta em freqiiéncia: a wavelet-mae de Meyer. No caso discreto, destacam-se os bancos de
filtros ortogonais de Daubechies, que s@o os bancos de filtros mais utilizados na analise de sinais,

mesmo naquelas aplicagdes onde a caracteristica de ortogonalidade ndo ¢ estritamente necessaria.

O desenvolvimento de novas familias de wavelets tem sido objeto continuo de pesquisa
[Herley & Vetterli, 1991; Soltis, 1994; Kilgore & Prestin, 1996; Marar et al., 1996; Fischer &
Prestin, 1997; Huang & Hsieh, 2000; Cintra et al., 2003; Lira et al., 2003; Liu et al., 2003; Lira et
al., 2004]. Além de definir uma nova familia de wavelets, algumas destas pesquisas tém como

objetivo estabelecer um relacionamento entre uma dada wavelet-mae e uma aplicagdo.

Outras pesquisas [Kim & Aggarwal, 2001; Fernandez & Rojas, 2002] comprovam, por
exemplo, que a teoria de wavelets, associada ou ndo a MRA, pode ser considerada como o método
mais indicado para a analise de sinais transitérios em sistemas de poténcia. Nas diversas aplicagoes,
ressalta-se o uso de wavelets-mae continuas complexas, no caso continuo, ¢ de bancos de filtros

ortogonais, no caso discreto.

Nos préximos quatro capitulos sdo propostas novas familias de “fungdes base”, ou
sistemas-wavelet, para a andlise de sinais através da implementacio da MRA, CWT, DWT ou
WMRA: as wavelets de Gabor-Schrodinger, as fungdes escala e wavelet “de Oliveira”, as wavelets
de Fourier e de Hartley e os bancos de filtros digitais de Gegenbauer. Nos dois capitulos
subseqiientes sdo apresentados exemplos de aplicagdo de algumas destas fungdes base na analise de

sinais do sistema elétrico.
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CAPITULO 3

AUTOFUNCOES DA TRANSFORMADA DE
FOURIER E AS WAVELETS DE GABOR-
SCHRODINGER

Neste capitulo sdo apresentadas novas autofuncdes da transformada de Fourier, fungdes
que apresentam mesmo formato nos dominios do tempo e da freqiiéncia, e as wavelets de Gabor-

Schrédinger, derivadas da equacdo de Schrodinger para o oscilador harmonico.

3.1. INTRODUCAO

A transformada de Fourier pode ser interpretada como um operador linear, F{}, quando se

objetiva encontrar as autofungdes fazendo uso da “linguagem” dos operadores vetoriais [Herstein,

1964; Sokolnikoff & Redheffer, 1966; Pei & Ding, 2002].

Em um dominio vetorial, onde considera-se /' um espaco munido de uma transformada

linear 7, T:V — V', cujos vetores v, ve V, satisfazem a expressao:
T{}=21-v, (3.1)

diz-se que A é um escalar, denominado autovalor, e v é um autovetor da transformada linear

T:v%T(v).

Fazendo uma analogia entre os dominios vetorial e frequencial, pode-se definir que as

fungdes f (t)e L* (R) que satisfazem (3.1), ou seja:
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Flif()=2- f(@), (3.2)

sdo denominadas autofungdes da transformada de Fourier, cujos A correspondentes sdo chamados

de autovalores da transformada de Fourier.

Esta é uma interessante classe de fungdes que preserva sua forma sobre a transformada de
Fourier, ou seja, o sinal e sua resposta em freqiiéncia (representagdes no tempo € na freqii€ncia)
tém a mesma forma. Na representacdo conjunta tempo-freqiiéncia [Cohen, 1995; Qian & Chen,

1999] isto pode representar um bom compromisso de resolucdo entre os dois dominios.

Para a grande maioria das fung¢des com transformada de Fourier definida, ocorre que
quanto mais concentrada ¢ esta fungcdo no dominio do tempo, mais espalhada ¢ sua representacdo
no dominio da freqiiéncia, e vice-versa. Portanto, uma fun¢do, que tem o mesmo formato em
ambos os dominios, atinge um “limiar de igualdade” entre a concentragdo, em um dominio, € o

espalhamento, em outro.

Ha alguns exemplos classicos de fungdes que preservam sua forma sobre a transformada de

Fourier. O mais conhecido deles ¢ a fungdo Gaussiana [Bracewell, 1978].

Neste capitulo sdo propostas novas classes de autofun¢des da transformada de Fourier,
através da investigacdo de duas das propriedades da transformada de Fourier: dualidade e
diferenciagdo. O principio da incerteza de Gabor ¢é revisitado para investigar o plano tempo-
freqiiéncia definido para tais classes de fungdes, introduzindo o conceito de andlise em

isorresolugao.

Uma das novas classes de autofun¢des da transformada de Fourier sdo as solugdes da
equacao de Schrodinger para o oscilador harménico. No contexto da teoria de wavelets, definem-se
as wavelets-mae de Gabor-Schrodinger, uma classe de wavelets invariantes a transformada de

Fourier.

3.2. AUTOFUNCOES DA TRANSFORMADA DE FOURIER

A funcdo Gaussiana é um caso classico de fungdo que preserva sua forma sobre a

transformada de Fourier.

Considerando que a transformada de Fourier de uma funcao f{¢) ¢ dada por [Poularikas,

1996]:

Flo)={"1)-e7*" -ar, (3.3)
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e sua inversa por:

f(z):L. “F(w) e - dr, (3.4)
Do e

o par transformada de Fourier f{¢) <> F(w) para a fungdo Gaussiana € expresso por:
P 2me (3.5)

Fazendo uma associacao entre as expressdes (3.5) e (3.2), pode-se afirmar que a funcgao

Gaussiana é uma autofun¢o da transformada de Fourier, cujo autovalor é dado por A =+/2-7 .

Este e outros exemplos de autofungdes da transformada de Fourier, e respectivos

autovalores, sdo apresentados na tabela 3.1 e, graficamente, na tabela 3.2.

Tabela 3.1: Algumas autofungdes, e respectivos autovalores, da transformada de Fourier.

Funcio Autovalor

filo)=e” A=V2n

fz(t):m A =v2-m
e T P

f4(t)=t~e_’2/2 Ay=—jN2-m

Tendo como objetivo investigar a existéncia de outras fungdes pertencentes a esta classe de
fungdes, “fungdes invariantes a transformada de Fourier”, é investigada a aplicabilidade de duas
das propriedades da transformada de Fourier (dualidade e diferenciacdo) para a geracdo de novas

fungdes pertencentes a tal classe.
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Tabela 3.2: Algumas fung¢des invariantes a transformada de Fourier.

Funcio Grafico

Amplitude

fil)=e""

fz(t):

Amplitude

1/2-7t-|t|

09
08
07

s 3 5

03
0.2
0.1

Amplitud

Amplitude

fil)=t-e"

3.2.1. AUTOFUNCOES DA TRANSFORMADA DE FOURIER E A PROPRIEDADE

DA DUALIDADE DA TRANSFORMADA DE FOURIER

A propriedade da dualidade da transformada de Fourier [Poularikas, 1996] estabelece que
se f{t) <> F(w) é um par transformada de Fourier, entdo o par correspondente a inversdao dos planos

tempo e freqiiéncia pode ser definido por F (t) —2-n- f (— a))

L. R. SOARES, 2006 42



Denotando por F (”){.} o operador correspondente a iteragir n vezes o operador F {} e

fazendo uso de tal propriedade, obtém-se para uma fungéo f{¢) que:

FO{f ()= Flw), (3.6)

FO{f(e)=2-n f(~ ), (3.7)
FOf@e)=2-n-F(- ), (3.8)
FNfeh=2n)  flo). (3.9)

Se f(¢) € uma autofuncdo da transformada de Fourier, estas iteragdes resultam em:

Fr@=2- f(w), (3.10)
FOfh=2 f(o), (3.11)
FOf(e) =2 f(w), (3.12)
Freh=4 f(o). (3.13)

Observa-se das expressoes (3.9) e (3.6) que a transformada de Fourier tem periodo 4, ou
seja, que a quarta iteracdo do operador transformada de Fourier de uma fungdo f{¢) corresponde a

ela mesma, a menos de um fator escalar ¥.

FYOr=7 (o), (3.14)

conseqiientemente, uma comparagdo entre as expressoes (3.9) e (3.13) permite determinar que os

possiveis autovalores da transformada de Fourier sdo dados por:
A, =~2-m-(=j), n=1,2,3,4. (3.15)
Portanto, os autovalores da transformada de Fourier, 4,, sdo as quatro raizes da unidade
(£ 1, £ ;) multiplicadas por v2-7 .

A definicdo de novas autofungdes de Fourier ¢é realizada através das partes par ¢ impar de
um sinal, portanto considere E{.} e O{.} os funcionais que extraem, respectivamente, as partes par

e impar deste sinal.

Proposicao 3.1. O sinal h(t)=\/2~n E{f (t)}i E{F(¢)} ¢ uma autofuncio da transformada de

Fourier, cujo autovalor é dado por A =++/2-7.
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Demonstragdo: Se h(t) =+42-n-F {f (t)}i E {F (t)}, tem-se entdo que

)= m,[f(t)gf(—t)}{F(m F(—t)} (5.16)

2

e sua transformada de Fourier ¢ dada por:

F{h(t)}zm.{F(w)+ F(- w)}i{ln-f(— w)+2~n~f(a))} ' .17

2 2

Logo, obtém-se que F{h(t)}= +J2-7-h(w).

Corolario 3.1. Toda fungdo par f{(f) <> F(w) induz uma autofuncdo da transformada de Fourier,

dada por h(t):m-f(t)i F(t), tal que F{h(t)}:im-h(a)).

Proposicdo 3.2. O sinal h(t)=~2-1-O{f(¢)}+ j-O{F(t)} é uma autofuncdo da transformada de

Fourier, cujo autovalor é dado por A=F; 42 7.

Demonstragdo: Se h(t) =+2-7- O{f (t)}i J- O{F (t)}, tem-se entdo que

h(t):\/ﬂ-[f(t)_zf(_t)}ij{F(t)_F(_t)}, (3.18)

2

e sua transformada de Fourier é dada por:

F{h(t)}:\/ﬂ.{F(w)—zF(—w)}ij{Zn-f(—w)—2~n~f(w)}_ 5.19)

2

Logo, obtém-se que F{h(t)}=Fj-/2-n-h(w).
d

Corolario 3.2. Toda fungdo impar f{f) <> F(w) induz uma autofuncdo da transformada de Fourier,

dada por h(t)=\/ﬂ-f(t)ij-F(t),tal que F{h(t)}=¥j-\/ﬁ-h(a)).

Alguns exemplos de fungdes ndo triviais e invariantes a transformada de Fourier, e seus

respectivos autovalores, estdo apresentados na tabela 3.3 e, graficamente, na tabela 3.4. As fungdes
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retangular, rect(t), triangular unitaria, A(t), amostral, ou interpoladora, Sinc(t), e sinal, sgn(t),

sdo definidas por:

0 |f>1/2
rect(t)=11/2 |f|=1/2 , (3.20)
1 |]<1/2

oo l>12
A(t)_{1—2'|t| |t|<1/2’ (321)

Sine(r) = 3@ 1) (3.22)

Tt

+1, >0

sgn(t)=4 0,¢=0, (3.23)
-1, t<0

~ t t . t-7 - . .
e as versOes escalonadas, rect(—j, A(—j e Sznc(Tj, por exemplo, sdo obtidas a partir do
T T

escalonamento do eixo das abscissas.

Tabela 3.3: Algumas autofungdes, e respectivos autovalores, ndo triviais da transformada de

Fourier.
Funcao Autovalor
hl(f)=V2-7r~e“l‘+1 22 A =V2m (fungdo real e par)
+t
hz(t)quz.n.M_% A, =2-m (fun¢ao real e par)

T

hy(t)=~2-m- rect[ij +7- Sinc[%} A =N2-m (fungdo real e par)
h4(t)=*/2'75'A[£j+£~5incz(£j /14 =+2'm (fungdo real e par)

T) 2 4
h(t)=+2-m .Gj_n.sgn(t) As=jN2-m (fungdo real e impar)
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Tabela 3.4: Algumas fungdes ndo triviais invariantes a transformada de Fourier.

Funcio

h()=+2-= i 5
1+¢

.
Grifico
6 2 0 2 4 6
Tempo (s)
15
10
5
g
2
20
£
<
5
-10
-15
-6 -2 0 2 4 6
Tempo (s)
4
35
3
25
é 2
b=
£ 15
4
05 ,
055 2 0 2 4 6
Tempo (s)
35
3
25
g 2
2
H
215
1
05
°% 2 0 2 4 6
Tempo (s)
6
4
2
3
20
£
<
2
4
6
6 2 4 6

0
Tempo (s)
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3.2.2. AUTOFUNCOES DA TRANSFORMADA DE FOURIER E A PROPRIEDADE

DA DIFERENCIACAO DA TRANSFORMADA DE FOURIER

Fazendo uso da propriedade da dualidade da transformada de Fourier, foram obtidos os
possiveis autovalores associados as fungdes invariantes a transformada de Fourier, ou seja, as
autofuncdes da transformada de Fourier. Além disto, foi possivel definir fungdes invariantes a

transformada de Fourier a partir de pares transformada de Fourier conhecidos.

Através da propriedade da diferenciacdo no tempo e na freqiiéncia, mostra-se que uma

importante classe de sinais invariantes a transformada de Fourier pode ser obtida.

A propriedade da diferenciacdo da transformada de Fourier [Poularikas, 1996] estabelece

que se f(¢)<> F(w) é um par transformada de Fourier, entio a diferenciacio da fung¢io no

df (1)

dominio do tempo resulta no par transformada de Fourier o o j-w-F{f (t)} e a diferenciagdo
t

drif(t)}

da funcao no dominio da freqiiéncia resultaem — j-¢- f (t) “ e
w

Aplicando duas vezes as propriedades de diferenciacdo no tempo e na freqiiéncia da

transformada de Fourier para uma fungao f{¢) obtém-se:

dzfz(t)H(j'CO)z-F{f(t)}, (3.24)
dt
(—j~t)2~f(t)HCﬂZT{/:(t)}- (3.25)

Adicionando ambos os membros, tem-se que:

IO ey CEVOY g pipey. (3.26)
dt do

Se f(t) ¢ uma autofuncdo da transformada de Fourier, f (t) A (w), a expressao (3.26)

reduz-se a:
d>f(t d’fo
d{z(Lz”f(t)ew%{#(z)—w”f(w)} (3.27)
. )
Assim como ocorre com f{t), observa-se que " t*- f(¢t) também tem sua forma
t

preservada sobre a transformada de Fourier.
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Portanto, fungdes f{f) que sejam solugdes da equagdo diferencial:

d’f(t)
dt?

—t* fle)=x- f(), (3.28)
para algum escalar k€ C, tétm o mesmo formato nos dominios do tempo e da freqiiéncia, além de

mesmos autovalores, sendo portanto, autofungdes da transformada de Fourier.

Considerando solugdes da forma:

1(6)= ple)-e 7, (3.29)

obtém-se:

[p)- e |- ple)- e = k- ple)-e . (3:30)

Ap6s alguma manipulagdo algébrica, obtém-se que:

M_z.t.dp_@

. " —[x+1]- p(t)=0. (3.31)

Uma equagdo diferencial semelhante a equagdo anterior ¢ dada por [Abramowitz & Stegun,

1968]:

d’plt) , . dplt)

+2-n-plt)=0, n inteiro. 3.32
. o ple) (3.32)

Para o caso em que x =-(2n+1), n inteiro, as solugdes da equacdo (3.31), p(¢), sdo

exatamente os polindmios de Hermite [ Abramowitz & Stegun, 1968], p(t) =H, (t)

| +oo
Conclui-se entdo que o conjunto de fungdes {fn (t)=H,(t)- e }n:O sdo sinais de forma

invariante & transformada de Fourier, associados aos autovalores A, =(— ;)" -v/2-7 .

Conseqiientemente, pode-se estabelecer o seguinte par transformada de Fourier:
H() e o)) V2 n-H ()" (3.33)

A equagdo diferencial de 2° grau associada a f,(t)=H (t)- e ¢ dada por [Abramowitz

& Stegun, 1968]:

d;{z(t)+(2-n+1—t2)-f(t)=0, (3.34)

que ¢ exatamente a equagdo de Schrodinger para o oscilador harmonico [Beiser, 1994]. Portanto, as

fungdes definidas por (3.28) podem receber o nome de fun¢des de Schrodinger.
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Alguns exemplos das fungdes de Schrodinger, com seus respectivos autovalores, sdo

apresentados na tabela 3.5. A tabela 3.6 apresenta a representacgao grafica destas fungdes.

Tabela 3.5: Algumas autofungdes, e respectivos autovalores, ndo triviais da transformada de

Fourier derivadas da equagdo de Schrodinger para o oscilador harmonico.

Funcio Autovalor

filt)=e"" Ay=+2-7 (fungdio real e par)
file)=2-1-¢ A=—j2m (fung#io real ¢ impar)
fz(t)=< 2+4-t ) /2 A ==2-7 (fungdio real e par)
f3(t)=( 12-1+8-¢ ) /2 AL=jA2m (fungdo real e impar)
f0)=02-48 2 +16.¢*)." Ao=+2m (fungfio real & par)
£o(6)=(120-1-160-£ +32-¢%). e/ A=—j2-m  (funglo real e impar)

3.2.3. EXPANSAO DE FUNCOES EM AUTOFUNCOES DA TRANSFORMADA DE

FOURIER

Se fi(?) e f2(t) sdo autofuncdes da transformada de Fourier, entdo a funcdo formada pela

soma ou subtragdo destas duas fungdes, f5(f) = f1(¢) = f>(f), tem como transformada de Fourier:
FU3([)}:/11'fl(w)i/iz'fz(w)- (3.35)

Se estas fungdes tém mesmos autovalores, 4, =4, =4, obtém-se:

Flfy(0 =2 (@)+ £, (). (3.36)

Conseqilientemente, f3(f) também é uma autofungdo da transformada de Fourier, com

autovalor A.

Portanto, através da soma ou subtracdo de autofuncdes da transformada de Fourier, com
mesmos autovalores, ¢ possivel obter novas autofungdes. Alguns exemplos sdo apresentados na

tabela 3.7. Nesta tabela, considere que f, (t), fi(t), £.(c) e fs(l) sdo as funcdes de Schrodinger

apresentadas na tabela 3.5.

Outra questdo que pode ser avaliada ¢ a expansdo de uma fungdo f{f) em uma base de

wavelets, cuja wavelet-mae seja uma autofun¢@o da transformada de Fourier.
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Tabela 3.6: Algumas fungdes ndo triviais invariantes a transformada de Fourier derivadas da

equagdo de Schrodinger para o oscilador harmoénico.

Funcao Grafico

Jo (t) =

02

Amplitude
o o o
) = > ® -
s
ol
ok
~

8 6 -4 6 8
Tempo (s)
15
,
05
) 3
—t°/2 2 9
filt)=2-t-e / :
05
B
1.51 6 -4 2 0 2 4 6 8
Tempo (s)
25
2
15
;
° 05
2\ )2 : o0
f)=(2+42) i
05
E
-15
2
25 6 < 0 4 6 8
Tempo (s)

£0)=(12148.

~

w

~—

[N

4

g
[\S)

Amplitude

A 0 1) ~N I

&
&
A
N
o
N
~
=3
3

fi)=02-48-2 +16.1*). e/

Amplitude
S &5 o o B &

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6
Tempo (s)

3
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Tabela 3.7: Algumas fungdes nao triviais invariantes a transformada de Fourier obtidas a partir da

soma ou da diferenca de autofungdes com mesmos autovalores.

Funcao Grafico
2
15
fle)=e"" +sech[\/§-tj ;
0.5
0
4 3 i -1 0 2 3 4
Tempo (s)
0.08
0.06
0.04
f(t) = e—tZ/Z —sech(\/i . tj ig 002
2 0
-0.02
-0.04
4 3 =2 4 0 1 2 3 4
Tempo (s)
20
15
10
g 5
f(t)=f0(t)+f4(t) : OJ
5
-10
"% 6 4 2 0 6 8
Tempo (s)
15
10
5
§ 0
f(t):fo(t)_f4(t) 1
-10
-15
s 6 4 2 0 2 4 6 8
Tempo (5)
50
40
30
20
° 10
S0)=f,0e)+ /5() I
-20
-30
40
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3.3. O PRINCIPIO DA INCERTEZA DE GABOR

+oo
Se f(f) € um sinal de energia finita £, £ :J- | f (t)|2 -dt <o, com transformada de Fourier

F(w), seus momentos nos dominios do tempo e da freqiiéncia sdo definidos, respectivamente, por

[Gabor, 1946]:

n _ 1 = 2

t _E-Lt ) e, (3.37)
no_ 1 e 2

® —2.n.E-Loa) |F(w) da. (3.38)

O termo | f (t)|2 / E denota a densidade de energia do sinal no dominio do tempo. E comum

. . 2 . . oA e
se usar a densidade espectral de energia |F (a))| , cuja integral sobre a faixa de freqiiéncias fornece

a energia do sinal dentro da faixa. Considere, a partir de agora, que £ =1 (sinais de energia

normalizada).

A “duracdo efetiva” de um sinal f{¢) e a “largura de banda efetiva” de sua transformada de

Fourier F(w) sdo definidas por [Gabor, 1946]:

At = [2~n~(t—;)2}, (3.39)

Af = {2%-(}’—?)2}, (3.40)

onde At e Af correspondem, respectivamente, a uma duracdo RMS e a um desvio padrdo de largura

de banda, ou seja, At e Af'sdo medidas de dispersdo. Entretanto, ha outra forma de apresentar estes

conceitos. Como (w— o)’ :2~n~{2~n~(f—7)2} , implica que (w—®)* =2-n-Af*. Definindo
A, = At/ N2-m e A, =Af-+2-m, finalmente obtém-se que (@—@)> = A, . Consequentemente,
A, =yle-1) (3.41)

A, =\(w-w) . (3.42)

Fazendo uso de argumentos da mecanica quantica [Beiser, 1994], Gabor [Gabor, 1946;
Gabor, 1953] apresentou a relagdo da incerteza: Az-Af >1/2, hoje chamada de principio de Gabor-

Heisenberg para sinais, baseando-se na informacao de que a duragdo efetiva, Ar, e a largura de
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banda efetiva, Af, ndo podem ser arbitrarias. Deste modo, o principio da incerteza de Gabor-

Heisenberg estima um limite inferior sobre o produto Az-Af, ou A, -A,, dado por:

At-AF =12, (3.43)
1
BB, 2 (3.44)

3.3.1. O PLANO TEMPO-FREQUENCIA PARA AS AUTOFUNCOES DA

TRANSFORMADA DE FOURIER

De acordo com o principio da incerteza de Gabor-Heisenberg, se a resolugdo em um
dominio aumenta, a resolu¢do no outro dominio deve diminuir de modo a garantir o limite inferior

dado pela equagdo (3.43), ou (3.44).

Quando se faz a analise de sinais no plano conjunto tempo-freqiiéncia, freqiientemente, ndo

se pode assegurar que € possivel obter uma melhor resolugdo em um dominio do que em outro.

Como uma propriedade interessante das autofunc¢des da transformada de Fourier, qualquer
autofuncdo de Fourier encontra isorresolucdo, ou seja, apresenta mesma resolugdo nos dominios do
tempo e da freqii€ncia (Proposi¢des 3.3 e 3.4). Esta é uma propriedade interessante sobre o plano

conjunto tempo-freqiiéncia.

Quanto as autofuncgdes derivadas da equagdo de Gabor-Schrodinger, apenas a primeira
delas (n =0), que ¢ justamente a fungdo Gaussiana, atinge o limite inferior da incerteza de Gabor-

Heisenberg. As outras autofungdes atingem valores quantizados (Proposicao 3.5).

Proposi¢do 3.3. Qualquer sinal real f{f) <> F(w), tal que A7), f(¢), F(w), F(w) € L*(R), tem

. . ;. N : 2 2
incertezas finitas nos dominios do tempo e da freqiiéncia: A}, A < +oo.

Demonstragdo: A incerteza desta fungdo f{f) no dominio do tempo ¢é dada por:

o L e

, : (3.45)
_Ejf(txz - dt

que pode ser reescrita como:
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. [ U@ L@l -ae

J‘j:\ F) - de

Aplicando os teoremas da diferenciagdo no tempo e de Parseval obtém-se:

[P F) -do

t=

F’(a))\2 dw

s

t

fm\F(w)\z -do
Analogamente, mostra-se que:

+oo , 2
fe) -de

J::\f(txz - dt

_E:’\F(a))\2 -do

= << 400~

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

Proposicao 3.4. As autofungdes da transformada de Fourier t€ém idénticas incertezas nos dominios

do tempo e da freqiiéncia, e portanto, fazem uma isorresolugdo: A, =A .

Demonstragdo: Se f{f) ¢ uma autofungfio da transformada de Fourier entdo F (aJ)= A-f (a)) e sua

incerteza no dominio da freqiiéncia é dada por:

fma)z |Flo) do

AZ
! JTTF((UXZ -dw

oot do.

.E]/%f(a))\z -do

+oo

. _ma)2 \f(a))\z dw
A = :

Conseqilientemente, obtém-se que:
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Proposicao 3.5. [Gabor, 1946]. A incerteza tempo-freqiiéncia das autofuncdes de Fourier {fn (t)},

£.(e)=H, () e , € dada por valores quantizados do limite inferior de Gabor-Heisenberg, isto €,

At-Af =—-(2-n+1), (3.54)

| —

A A, =

t [0

(2-n+1), (3.55)

N | =

e o limite inferior de Gabor ¢ atingido apenas pela fun¢ao Gaussiana, ou seja, para n = 0.

3.4. WAVELETS INVARIANTES A TRANSFORMADA DE FOURIER

As wavelets continuas sdo, geralmente, fungdes pares ou impares [Misiti et al., 2002].
Portanto, ¢ de fato simples, definir novas fungdes invariantes a transformada de Fourier, a partir
dos Corolarios 3.1 e 3.2. Como conseqiiéncia, estas funcdes modificadas podem atingir
isorresolugdo. Uma questdo a ser avaliada ¢ se esta fungdo invariante a transformada de Fourier

obtida a partir de uma wavelet também pode ser considerada uma wavelet.

Além disto, investigam-se as autofungdes da transformada de Fourier derivadas da equacao
de Gabor-Schrodinger para o oscilador harménico, {f,(¢)}. Estas fungdes parecem ser uma boa
escolha para a definicdo de uma nova familia de wavelets.

Para estes casos, as fungdes wavelet poderiam ser denominadas wavelets invariantes a
transformada de Fourier, apresentando mesmo formato em ambos os dominios: tempo e freqiiéncia,

que definiriam a expansdo de uma fungdo f{f) em uma base de wavelets, cuja wavelet-mae ¢ uma

autofuncdo da transformada de Fourier.

3.4.1. AUTOFUNCOES DA TRANSFORMADA DE FOURIER DERIVADAS DE

WAVELETS CONTINUAS

A tabela 3.8 apresenta as resolu¢des nos dominios do tempo e da freqiiéncia para algumas

wavelets-mae continuas [Misiti et al., 2002], baseando-se na Proposigao 3.3.

Ressalta-se que wavelets-mae discretas, designadas por filtros de suporte compacto, ndo
podem atingir isorresolugdo, uma vez que nenhum sinal pode ser simultaneamente limitado nos

dominios do tempo e da freqiiéncia [Wozencraft & Jacobs, 1967].
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Tabela 3.8: Resolug@o no tempo e na freqiiéncia para algumas wavelets-méae continuas.

Wavelet-méae Resolucio no Tempo (A)) Resolucio na Freqiiéncia (A,)
Gaussian-1 1.500000 1.500000

Mexican Hat 1.166667 2.500000

Morlet 0.500002 25.499997

Fbsp 2-1-0.5 oo 14.475133

Shannon 1-0.5 oo 13.159733

Haar 0.333333 oo

A tabela 3.9 apresenta os pares transformada de Fourier [Misiti et al., 2002] para as
wavelets-mde continuas com resolugdes finitas nos dominios do tempo e da freqiiéncia: Gaussian-

1, Mexican Hat e Morlet. Tais fungdes podem ser visualizadas na figura 3.1.

Tabela 3.9: Par transformada de Fourier para as wavelets-mae continuas com resolugdes finitas nos

dominios do tempo e da freqiiéncia.

Wavelet-mae Par transformada de Fourier

Gaussian-1 te o —jN2-m- o e

Mexican Hat (1 —1? ) e_tz/2 2w e_wz/2

Morlet e cos(5-1) &> /21 -cosh(5- w)- o/

Da tabela 3.9 observa-se que a wavelet-mde Gaussian-1 ¢ naturalmente uma wavelet
invariante a transformada de Fourier, cujo autovalor ¢ dado por A=—-j-4/2-n. Como uma

conseqiiéncia da Proposicdo 3.4, tal wavelet-méde faz uma isorresolucdo, conforme verificado na

tabela 3.8.

A tabela 3.10 apresenta as fungdes invariantes a transformada de Fourier obtidas a partir de
duas wavelets continuas que apresentam resolugdes finitas em ambos os dominios (tempo e

freqiiéncia). Por se tratarem de fungdes pares, faz-se uso do Corolario 3.1.

Como as fungdes resultantes tém valor médio ndo nulo, conclui-se que as fungdes
derivadas de wavelets com resolugdes finitas em ambos os dominios definem func¢des invariantes a

transformada de Fourier, mas ndo definem novas fun¢des wavelet.
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Figura 3.1: Wavelets-méae continuas com resolugdes finitas nos dominios do tempo e da freqiiéncia:

(a) Gaussian-1; (b) Mexican Hat; (c) Morlet.
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Tabela 3.10: Fungdes invariantes a transformada de Fourier obtidas a partir de wavelets-mae

continuas com resolugdes finitas nos dominios do tempo e da freqiiéncia.

Funcao Grafico

Amplitude

hl(t)=\/ﬂ-(1—2.z2).e—r2/2

Tempo (s)

Amplitude

hy(t)=~2-m- (e"z/2 -cos(5-1)+cosh(5-¢)- e 122502 )

Tempo (s)

3.4.2. As WAVELETS DE GABOR-SCHRODINGER

Da analise das fungdes invariantes a transformada de Fourier derivadas da equacdo de

Gabor-Schrodinger (3.34), conclui-se que a familia de fungdes f,(¢)= H ,(¢)- e , para n positivo

e impar, associada aos autovalores A, = (— J)' -l2-m , satisfaz as propriedades de uma wavelet-
mae.

A figura 3.2 apresenta algumas fun¢des wavelet invariantes a transformada de Fourier,

sendo estas denominadas wavelets de Gabor-Schrodinger.

Convencionalmente, wavelets sdo conhecidas como filtros passa-faixa, no dominio da
freqiiéncia. Entretanto, pode-se dizer que as wavelets de Gabor-Schrodinger para » > 1 podem ser

consideradas como filtros passa-faixas, uma vez que ha n + 1 faixas de freqiiéncias.

Devido ao formato ndo convencional da magnitude da resposta em freqiiéncia das wavelets
de Gabor-Schrédinger para n > 1, apenas a wavelet Hermite-Gaussiana (Gabor-Schrodinger) de
primeira ordem deve ser considerada em uma analise via wavelets. Entretanto, esta wavelet ja ¢

conhecida como a wavelet primeira derivada da fun¢ao Gaussiana, Gaussian-1 [Misiti ef al., 2002].
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Figura 3.2: Wavelets-mae de Gabor-Schrdodinger para n = 1, 3, 5: (a) dominio do tempo;

(b) dominio da freqiiéncia.

3.4.3. A ANALISE ISORRESOLUCAO PARA WAVELETS

De acordo com a Proposicdo 3.4, as wavelets-mae invariantes a transformada de Fourier
fazem uma isorresolugdo. Porém, devido ao escalonamento da wavelet-mde imposto pela

transformada de wavelets, apenas um caso (a = 1) realiza, de fato, uma analise em isorresolugao.
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O escalonamento por @ > 1 ou a < 1, para a > 0, corresponde a um desbalango da resolugdo

em diferentes caminhos, conforme Corolario 3.3.

Corolario 3.3. Se y(f) tem duracdo efetiva A, e largura de banda efetiva A, entdo as versdes
escalonadas Y(a'f), a # 0, t€m resolugdes no tempo e na freqiiéncia definidas, respectivamente, por

A[/|a| e |a|~Aw.

\

O emprego de wavelets-made invariantes a transformada de Fourier apresenta como
vantagens o conhecimento prévio do formato de sua resposta em freqiiéncia e das larguras de banda
de suas versoes escalonadas (a # 1) baseando-se apenas em sua largura temporal e nos fatores de
escalonamento. Estes fatores (a) podem ser escolhidos de forma apropriada de modo que

determinadas caracteristicas de um sinal possam ser obtidas nas faixas de freqiiéncia desejadas.

3.5. CONCLUSOES

Fungdes com mesmo formato nos dominios do tempo e da freqiiéncia foram investigadas,
baseando-se em autofung¢des do operador “transformada de Fourier”, permitindo definir classes de
fungdes que sdo invariantes a transformada de Fourier. Uma destas classes de fungdes, definida por
polinémios de Hermite multiplicados por uma gaussiana, € solugdo da equagdo de Schrodinger para

o oscilador harmonico.

O principio da incerteza de Gabor-Heisenberg foi revisitado e o conceito de isorresolucio
na analise conjunta tempo-freqiiéncia foi introduzido, mostrando que qualquer autofuncdo da

transformada de Fourier permite uma analise em isorresolugao.

Além disto, mostrou-se que as solucdes, para n inteiro positivo e impar, da equacao de
Schrédinger para o oscilador harménico definem uma nova familia de wavelets: as wavelets de
Gabor-Schrdodinger, definindo dessa forma uma classe de wavelets-mae que sdo invariantes a

transformada de Fourier.

Em uma analise via wavelets, a isorresolucdo ¢ obtida apenas para o caso em que o fator de
escalonamento ¢ unitario (¢=1). O emprego de outros fatores nas escalas sucessivas de
multirresolugdo (a # 1) permite o conhecimento prévio das larguras de banda de sua resposta em
freqiiéncia, fazendo com que determinadas caracteristicas do sinal em analise possam ser mais

facilmente encontradas.
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CAPITULO 4

UMA NOVA ANALISE MULTIRRESOLUCAO
COMPLETA E ORTOGONAL BASEADA NO
CRITERIO DE NYQUIST

Neste capitulo é apresentada uma nova analise multirresolugdo completa e ortogonal,
denominada WMRA “de Oliveira”, baseando-se em uma generalizagdo da fungdo escala da MRA
de Shannon, a partir do critério de Nyquist para a eliminacdo da interferéncia intersimbodlica em

sistemas de comunicacdo digital.

4.1. INTRODUCAO

Um dos filtros mais comuns em sistemas digitais de comunicagdo ¢ o filtro cosseno-
levantado, também conhecido como o filtro de Nyquist. Este filtro apresenta uma caracteristica
plana em sua banda de passagem e ¢ projetado baseando-se no critério de Nyquist de modo a
eliminar a interferéncia intersimbolica (ISI — Inter-symbolic Interference) em sistemas de

comunicacao digital [Shanmugam, 1985].

Neste capitulo, mostra-se que a funcéo escala da MRA de Shannon pode ser considerada
um caso particular da resposta ao impulso do filtro cosseno-levantado. Ademais, apresenta-se uma
nova MRA completa e ortogonal, denominada MRA “de Oliveira”, baseando-se em uma
generalizagdo da funcdo escala da MRA de Shannon, obtida a partir do critério de Nyquist para a

eliminagdo da ISI.

Inicialmente, o filtro cosseno-levantado ¢ a MRA de Shannon sdo brevemente apresentados

e em seguida o procedimento para criagdo de uma base de fungdes escala ortogonais, a partir do
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processo de ortogonalizagdo de Meyer [Meyer, 1990]. Através das relagdes de escala dupla entre as
funcdes escala e entre as fungdes escala e wavelet, as quais estdo fundamentadas nas teorias da
analise multirresolugdo de sinais e wavelets [Gomes & Velho, 1998], sdo definidas as fun¢des

wavelet associadas a tais fungdes escala.

Uma implementacdo computacional para as fungdes (escala e wavelet) “de Oliveira” ¢
apresentada, assim como exemplos de aplicagdo fazendo uso do Wavelet Toolbox do MATLAB

[Misiti et al., 2002].

4.2. O FILTRO COSSENO-LEVANTADO (O FILTRO DE NYQUIST)

O filtro cosseno-levantado, P(@) com fator de rolamento 0., € projetado de modo a eliminar
a ISI em sistemas digitais de comunica¢ao, baseando-se no critério de Nyquist, e sua funcdo de

transferéncia € dada por [Shanmugam, 1985]:

ﬁ 0<|of<1-0)-n
P(w)= ﬁ-{l+cos{ﬁ-(]w|—(l—a)-n)}} (-a)n<|of<(+a)-n  (41)
0 Jal = (1+a)-m.

Desta expressdo (4.1), observa-se que o fator de rolamento deve assumir valores no
seguinte intervalo: 0 < o0 < 1. Esta é uma hipdtese simplificadora, uma vez que € muito comum o

uso de fatores de rolamento pequenos em sistemas de comunicacao digital [Proakis, 2001].

A caracteristica em freqiiéncia do cosseno-levantado ¢ apresentada na figura 4.1 e consiste
em uma por¢do espectral central perfeitamente plana e em duas porgdes laterais com formato
senoidal, cuja dura¢do espectral depende do fator de rolamento «. Tal formato espectral ¢
freqiientemente utilizado no projeto de sistemas digitais de banda-base [Proakis, 2001] e ¢ derivado
a partir de um critério para o projeto de um pulso formatador para o qual se obtém ISI nula, o

critério de Nyquist.
Como ilustrado na figura 4.1, nota-se que P(w) ¢ uma funcdo real e ndo negativa

[Shanmugam, 1985]. Adicionalmente, pode-se verificar que:

ZP(a)+l-2-n):Tln. (4.2)
leZ
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Além destas propriedades, o filtro cosseno-levantado atende a condi¢do de normalizagdo,

1+
de modo a assegurar que T j P(w)-do=1.
P

0.2

0.18

0.16 -

0.14 -

0.12

0.1r

Amplitude

0.08
0.06 -
0.04

0.02F (Ira)n  -(1-a)fn

Freqléncia (rad/s)

Figura 4.1: Resposta em freqii€ncia do filtro cosseno-levantado. A parte central ¢ perfeitamente

plana e as duas porgdes laterais t€ém formato senoidal dependente do fator o.

4.2.1. A FUNCAO ESCALA GENERALIZADA DE SHANNON

A fungao escala da MRA de Shannon, dSh“)(t), ¢ dada pela fungao “amostral” [Gomes &
Velho, 1998]:

09 (¢) = Sinc(t) = sen(m-1) (4.3)

Tt
Uma generalizagdo da funcdo escala de Shannon pode ser obtida através do emprego das
propriedades espectrais do filtro cosseno-levantado [Shanmugam, 1985]. Portanto, propde-se a
substituicdo da resposta em freqliéncia da fungdo escala de Shannon, ®(w), por um cosseno-

levantado com fator de rolamento o, P(w).

Assume-se entdo que ®(w) = P(w). No dominio do tempo, desta equivaléncia obtém-se que
a fung@o escala generalizada de Shannon corresponde a resposta ao impulso do filtro cosseno-
levantado, sendo expressa por:
(GSha) cos(a~n-t) .
¢ 9 (1) = ———— Sinc(t). (4.4)
1-(2-a-1)
A figura 4.2 apresenta a funcdo escala correspondente a MRA generalizada de Shannon

para alguns valores de o
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No caso particular em que o =0, esta funcdo reduz-se a fungdo escala de Shannon,

definindo, portanto, uma MRA ortogonal. Para o # 0, esta fungdo define uma MRA ndo ortogonal.

Como uma conseqiiéncia do critério de Nyquist, a fun¢do escala de Shannon apresenta

pontos de cruzamento pelo zero em ¢ =+1,+2,£3,... e a funcdo escala generalizada de Shannon

C 1
apresenta pontos adicionais de cruzamento pelo zero em ¢ = ,para n==x1,£2,+3,....

Amplitude

Amplitude

Amplitude

Figura 4.2: A funcao escala generalizada de Shannon para oo =0, 0.5 ¢ 0.9.

4.3. UMA ANALISE MULTIRRESOLUCAO COMPLETA E
ORTOGONAL BASEADA EM FILTROS DE NYQUIST (A WMRA “DE
OLIVEIRA”)

A construgdo de uma base ortogonal para uma MRA baseada em filtros de Nyquist pode

ser obtida através da aplicacdo da condigdo central de Meyer [Meyer, 1990], dada por:

Z|CI)(a)+2'n-n)|2 =

neZ

1
—, 4.5
7 (4.5)
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a resposta em freqiiéncia do filtro cosseno-levantado.

Comparando as expressdes (4.2) e (4.5), pode-se observar que a escolha de ®(w)=/P(®),

a qual ¢ dada por:

1

NS

\/21._7{ .008[4?(1 -(Ia)|—(1—a)~n)} ,(1—a)-n£|a)| <(+a)m, (4.6)
a)|2(l+a)-n

,OS|a)|<(l—a)~n

()

b

permite que a condicdo central de Meyer (4.5) seja atendida e, conseqiientemente, define uma

MRA ortogonal.

A figura 4.3 ilustra a caracteristica espectral da fungdo escala desta MRA ortogonal, a qual
¢ denominada MRA “de Oliveira”. Observa-se que o comportamento plano na regido central do

filtro é mantido e que as por¢des laterais mantém-se simétricas e com duragdo espectral dependente

do fator de rolamento o.

0.5

0.45

0.4

0.351

0.3r

0.251

Amplitude

0.2+
0.15
01r

0.05¢ (1+o)n  -(1-0)*n (1l-oa)n | (fra)'n

Freqliéncia (rad/s)

Figura 4.3: Resposta em freqiiéncia da funcdo escala da MRA “de Oliveira”.

4.3.1. FUNCOES ESCALA DERIVADAS DE FILTROS DE NYQUIST (A FUNCAO

ESCALA “DE OLIVEIRA”)

A funcdo escala desta nova MRA ortogonal pode ser obtida a partir da transformada

inversa de Fourier de ®(w). Re-escrevendo esta fungdo como uma soma de contribui¢des para trés
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diferentes se¢des (uma sec¢do plana central e duas segdoes com formato cosenoidal), € possivel obter

a fungdo escala “de Oliveira”, ¢'“? (t) , a qual ¢ dada por:

¢ (r)= \/217{(1 —a)- Sinc[(l —a)- ]+ m . {cos[(l +a) m- tl+4-a-1- sen[(l —a)-m- t]}} , (4.7)

e mostrada na figura 4.4, para valores particulares do fator de rolamento o.

Amplitude

Amplitude

Amplitude

-
o

-10

Figura 4.4: A funcdo escala “de Oliveira” para oo = 0.1, 0.2 e 1/3.

Definida uma fun¢@o escala € possivel construir uma MRA a partir da relagdo de escala
dupla para a fungdo escala, ou relacdo de dilatacdo, apresentada no capitulo 2 (item 2.5.1). Tal

relacdo no dominio da freqiiéncia pode ser expressa por [Gomes & Velho, 1998]:

w w

db(a))=% : H(?J : q)(g}, (4.8)

onde

H(w)=> h(k)-e7*. (4.9)

k
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Para que a expressao (4.8) possa ser satisfeita, através de uma escolha apropriada do filtro
passa-baixa H(.), faz-se necessario, inicialmente, avaliar os espectros de ®(w) e ®(w'2), os quais

estdo apresentados na figura 4.5.

0.5 T 0.5
0.45 0.45
0.4 0.4
0.351 0.35
0.3 0.3
o o
° °
2 2
£ 025 Z 025
E E
< 02 < 02
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 (ro)n -(1-a)n (1-o)'m |\ (1+a) 0.5 (t+af2'n  -(l-a)2'n (1-a)2'm  |(1+0)2'
ol .. T ol .. T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Fregiiéncia (rad/s) Fregiiéncia (rad/s)
(a) (b)

Figura 4.5: Caracteristica espectral da funcdo escala “de Oliveira”: (a) ®(w); (b) ©(w'2).

A ortogonalidade e as caracteristicas de uma MRA para uma base ortogonal podem ser
melhores visualizadas no dominio da freqiiéncia, através da analise dos espectros de ®(w) e O(a'2)
[Burrus et al., 1998]. Da figura 4.5, observa-se que deve-se impor que (1+ a)~ < (l —a)~ 2.1, para
que ndo haja superposi¢do entre as porgdes cossenoidais destes espectros. Como conseqiiéncia,

obtém-se que a<1/3.

. ~ 0] o ~ A
Considerando, entdo, que H (5j = (w) e substituindo esta fungdo de transferéncia

1
—.®
Jn

na equacdo de refinamento (4.8), obtém-se:

®(w)= %ﬁ D(w)- (I)(%j. (4.10)

Esta expressdo ¢ uma identidade para |(0| > (1+a)- 7. Na regido definida por |a)| <(+a) =,

obtém-se que CD(%J =2 7, para a<l1/3.
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4.3.2. FUNCOES WAVELET DERIVADAS DE FILTROS DE NYQUIST (A

FUNCAO WAVELET “DE OLIVEIRA”)

Definida a fungao escala de uma MRA ¢€ possivel construir uma WMRA a partir da relagdo
de escala dupla entre as funcgdes escala e wavelet, apresentada no capitulo 2 (item 2.5.1). Tal

relacdo no dominio da freqiiéncia pode ser expressa por [Gomes & Velho, 1998]:

() ()

‘P(a)):%-G(Ej-CD(zj, (4.11)

onde

G(w)=) glk)-e7*. (4.12)

k

Considerando que as fungdes escala e wavelet sdo ortogonais, pode-se supor que o filtro

passa-alta G(.) tem a seguinte resposta em freqiiéncia:
Glw)=H (w—m)-e /. (4.13)

Como conseqiiéncia, a funcdo wavelet “de Oliveira”, no dominio da freqiiéncia, pode ser
obtida pela seguinte relacdo entre os espectros das fungdes escala e wavelet [Gomes & Velho,

1998]:

¥(w)=e " ~%-H*(ﬂ—nj-q{ﬂj. (4.14)

Substituindo H(.), definido no item anterior, na expressao (4.14), obtém-se:

P(w)=e oL

mm(a)—z.n).@(ﬂj. (4.15)

2

Com o objetivo de obter o espectro da funcdo wavelet-mae, a figura 4.6 apresenta o

espectro da fungdo escala transladada de 2-m-rad, q)(a)—2~7t), e escalonada de 1/2, d{%),

considerando ainda que a <1/3.

A visualiza¢do simultanea de tais espectros, apresentada na figura 4.6-(c), indica que as
seguintes relagdes devem ser atendidas: (I+a) w<(l-a)2-m e (1+a)2-n<(-0/3)-3-x.

Como resultado obtém-se novamente que a <1/3.
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Figura 4.6: Resposta em freqiiéncia da funcdo escala: (a) versao transladada, (I)(a) -2 n); (b)

versdo escalonada, @(%} ; (¢) visualizacdo simultanea de (a) e (b).

Definindo a resposta em freqiiéncia de um pulso formatador por:

S‘d@m(a)):Lm(a}—z.n)@(%, (4.16)

V2om

obtém-se que a resposta em freqiiéncia da fungdo wavelet definida pela expressdo (4.15) pode ser

re-escrita como:

\p (4e0) ( a)): o /@2 §(deO) (a)) (4.17)

L. R. SOARES, 2006 69



Tal pulso formatador pode ser obtido por inspecao da figura 4.6-(c), sendo expresso por:

(=]

,o<(l—a)n

2
¥
V)

A

,(1—(1)~n§(o<(1+0c)-n

—_—

5@ () = J(+a)r<w<(-a)2-1 . (4.18)

E

(l—a)-2-n<w<(l+a)2n

S
VY
CRES
N—

(=]

,0>(1+a) 2w

Substituindo ®(.), da expressao (4.10), em (4.18), obtém-se finalmente que:

,o<(l-0)

w000 (-0 ase<(ra)n

(e)
_ﬁH
a

5@ () = J(+a)t<w<(-a)2-1 . (4.19)

Hﬁ
=1

~cos{$-(w—(l—a>-2-n)} J(l—a)2-n<w<(l+a)2n

(=]
s‘
|

,0>(1+a) 2w

Definida a resposta em freqiiéncia do pulso formatador, a magnitude da resposta em

freqiiéncia da wavelet “de Oliveira”,

W (@0) (a))‘ = 5“9 (), ¢ apresentada na figura 4.7, onde é

possivel visualizar seu comportamento como um filtro passa-faixa. Além disto, observa-se também
que os rolamentos a esquerda e a direita da regido plana ndo sdo mais simétricos, como ocorre com

sua func¢do escala.

A representacdo da wavelet “de Oliveira” no dominio do tempo pode ser obtida a partir da

transformada inversa de Fourier de (4.17).

Considerando que s(deo)(t)H S (deo)(a)) corresponde a representacdo de um par

transformada de Fourier, a funcdo wavelet “de Oliveira” pode ser obtida a partir de um

deslocamento temporal no pulso formatador, de modo que obtém-se ‘) (t) = 54O (t —%} .
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Figura 4.7: Magnitude da resposta em freqiiéncia da wavelet “de Oliveira™: (a) caso geral; (b)

considerando algumas condigdes (o = 0.1, 0.2 e 1/3).

Como resultado, obtém-se que a fungdo wavelet “de Oliveira” € uma fungdo complexa:

40 (1) = Re{l//(deo) (t)}+ j Im{y/(deo) (t)},

sendo suas partes real e imaginaria expressas, respectivamente, por:

Re{l//(deO) ( t)}: hr(t)+ mrbe(t) + mrad(t)

2.2 ’

Im{l//(deo) (t)}= hi(t)+ mibc(t)+ miad(t)

242m ’

onde

hr(e) = sen(va-m- tc(ii;;e)n(vb ‘1)

b

2~|vc—vb|-cos(vc-n~td)+2-(vc—vb)-td~sen(vb~1t~td)
n~(1—(2-td~(vc—vb))2)

mrbe(t) = ,
2-|vd—va|-cos(vd~1t~td)+2-(vd—va)~td~sen(va-n~td)

mrad(t)= n.(l_(z.td.(vd—\/a))z)

b

hilt) = cos(va -7 tzln) ;;())S(Vb --td) ’

2-|vc—vb|-sen(vc-n~td)—2~(vc—vb)-td-cos(vb-n-td)
n-(l—(Z-td~(vc—vb))2)

mibc(t) =

b
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2-|vd—va|~sen(vd~n-td)—2-(vd—va)~td~cos(va~n-td)
n-(l—(Z-td'(vd—va))z)

miad(t)= (4.28)

considerando ainda que td =7—1/2, va=2-(1-a), vb=1+a, ve=1-a, vd =2-(1+0) e a.<1/3.

As partes real e imaginaria da wavelet complexa “de Oliveira”, w'“?(¢), estdo

apresentadas na figura 4.8, para oo =0.1, 0.2 ¢ 1/3. Pode-se observar que tais fungdes t€ém suporte

infinito e decaimento que depende do fator de rolamento oL.

(0] (0]
e) el
2 2
= =
IS €
< <
(0] ()
e) el
2 2
= =
IS €
< <
(0] ()
e) el
2 2
s 5
IS €
< <
-10 -5 0 5 10
Tempo (s)
(@) (b)

Figura 4.8: A wavelet complexa “de Oliveira” para oo = 0.1, 0.2 e 1/3: (a) parte real; (b) parte

imaginaria. Estas fungdes t€ém suporte infinito e decaimento que depende do fator de rolamento .
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4.4. IMPLEMENTACAO DAS FUNCOES “DE OLIVEIRA” NO
MATLAB E ALGUMAS APLICACOES

Para introduzir tais fun¢des no Wavelet Toolbox do MATLAB foi necessario definir duas
familias de wavelets “de Oliveira”: deo, composta pela func¢do escala “de Oliveira” e pela parte real
da funcdo wavelet “de Oliveira”, e cdeo, composta apenas pela fungcdo wavelet complexa “de

Oliveira”. A implementacdo das mesmas no referido foolbox esta apresentada no Apéndice B.

Alguns casos exemplos sdo apresentados usando o MATLAB Wavelet Toolbox [Misiti et
al., 2002] para ilustrar o comportamento das fungdes “de Oliveira” (deo ¢ cdeo) ¢ identificar

potenciais aplica¢des na analise de sinais do sistema elétrico.

4.4.1. APLICACAO DAS FUNCOES ESCALA E WAVELET “DE OLIVEIRA”

A figura 4.9 apresenta um sinal ndo-periddico definido pela composi¢ao de trés fungdes
senoidais: (1) um sinal de amplitude unitaria de freqiiéncia 60 Hz com 8 ciclos de duragdo e 128
amostras por ciclo; (2) um sinal de amplitude 0.4 de freqiiéncia 120 Hz durante o terceiro ciclo; e

(3) um sinal de amplitude 0.5 de freqiiéncia 300 Hz no intervalo entre o terceiro e o sexto ciclos.

Apesar de definido para exemplificar o emprego das fungdes “de Oliveira”, sinais
ligeiramente semelhantes a este podem ter como causa a ocorréncia de chaveamento de bancos de

capacitores em sistemas de poténcia [McEeachern, 1989].

Amplitude

A5 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 4.9: Sinal ndo-periddico composto por trés funcdes senoidais de diferentes amplitudes e

freqiiéncias.
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Tendo como objetivo localizar no tempo as componentes harmoénicas da freqiiéncia
fundamental (60 Hz), foram analisadas as respostas em freqiiéncia das fungdes escala e wavelet “de
Oliveira”, considerando diferentes valores de M (quantidade de pontos que define tais fungdes no

intervalo definido pelo seu suporte) e de fatores de rolamento ¢.

Através da escolha de o0=0.1 (familia deo0.1) e de duas escalas de decomposicdo,
considerando M; =N/2 e M,=N, onde N é o comprimento do sinal em andlise, é possivel obter
cada um destes trés sinais em trés faixas distintas de freqiiéncia. Ressalta-se que M esta relacionado

ao fator de escalonamento das fungdes escala e wavelet no dominio do tempo.

A figura 4.10 apresenta a magnitude das respostas em freqiiéncia das fungodes escala e
wavelet “de Oliveira”, considerando os parametros descritos anteriormente. Considere os indices 1

e 2 relativos, respectivamente, a primeira e a segunda escalas de decomposicao.

T
—— Filtro Escala 2
- — = — — — Filtro Wawelet 2 -
—— Filtro Wawelet 1

Magnitude

\ \
|

_ _ | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Frequiéncia (Hz)

Figura 4.10: Magnitude das respostas em freqiiéncia das fungdes escala e wavelet “de Oliveira”,

familia deo0.1, em duas escalas de decomposicio para M = N/2, N.

A figura 4.11 apresenta a decomposic¢ao do sinal mostrado na figura 4.9 nestas duas escalas
da WMRA “de Oliveira”. Considere ¢, o sinal original, ¢, os coeficientes escala de segunda escala
e d; e d, os coeficientes wavelet de primeira e segunda escalas. Observa-se que o sinal (1) pode ser

visualizado através de ¢,, o sinal (2) via d; e o sinal (3) via d,.

Ressalta-se ainda que o emprego da WMRA na analise de sinais, usando fungdes continuas
e diferentes parametros escala (faixas de freqiiéncias), nao foi, até entdo, encontrado na literatura

pesquisada.
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Figura 4.11: Decomposi¢do do sinal apresentado na figura 4.9 em duas escalas usando as fungdes

escala e wavelet “de Oliveira” da familia deo0.1.

4.4.2. APLICACAO DAS WAVELETS COMPLEXAS “DE OLIVEIRA”

A obteng¢@o da magnitude da tens@o que caracteriza um afundamento de tensdo a partir da
magnitude da componente fundamental (60 Hz) ¢ um dos métodos para a andlise de variagdes de

tensdo de curta duragdo em sistemas de poténcia [Bollen, 2000].

Neste item ¢é apresentado um caso exemplo para a estimativa da magnitude de um
afundamento de tensdo usando a wavelet complexa “de Oliveira”. Por constituir-se em uma fungéo
complexa, as partes real e imaginaria e o valor absoluto dos coeficientes wavelet que
“representam” o sinal sob andlise, na faixa de freqiiéncia desejada, podem ser obtidos através da

escolha adequada do fator de rolamento o e do parametro escala a.

A figura 4.12 apresenta um sinal, ndo-periddico, de amplitude unitaria de freqiiéncia 60 Hz
com 16 ciclos de duragdo e 64 amostras por ciclo, porém com um afundamento de tensdo para 0.7

no intervalo entre o sexto e o décimo segundo ciclos.
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Figura 4.12: Sinal ndo-periddico de amplitude unitéria e freqiiéncia 60 Hz com afundamento de

tensdo para 0.7 durante 6 ciclos.

A escolha de o =0.33333 (familia deo0. 33333) e M = N permite obter um filtro passa-

faixa (wavelet) que contemple apenas a componente fundamental do sistema de poténcia.

A figura 4.13 apresenta a magnitude da resposta em freqiiéncia da funcdo wavelet “de

Oliveira”, considerando os parametros descritos.
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Figura 4.13: Magnitude da resposta em freqiiéncia da fung@o wavelet complexa “de Oliveira” da

familia cde00.33333 para M = N.

A figura 4.14 ilustra os coeficientes wavelet (partes real e imaginaria e valor absoluto) do
sinal apresentado na figura 4.12, donde ressalta-se que o afundamento de tensdo pode ser bem

caracterizado através da envoltoria dos coeficientes wavelet complexos.

L. R. SOARES, 2006 76



Amplitude

[| — Parte Real
-4 — — Parte Imaginaria
« Valor Absoluto

T T I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 4.14: Coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 4.12 usando a fungdo wavelet

complexa “de Oliveira” cdeo0. 33333 e M= N.

4.5. CONCLUSOES

Uma generaliza¢do da fun¢do escala de Shannon foi apresentada a qual relaciona-se com
filtros do tipo cosseno-levantado, projetados com base no critério de Nyquist para a eliminagdo da
interferéncia intersimbolica em sistemas de comunicagdo digital. Estas func¢des definem uma
analise multirresolu¢do ndo ortogonal, com excecdo para o caso especial que se reduz a funcdo

escala de Shannon (o = 0).

Através do processo de ortogonalizacdo de Meyer, uma nova MRA ortogonal foi
apresentada (para o # 0), mas mantendo o fator de rolamento do filtro inferior a 1/3 (o < 1/3).

Através deste procedimento, foram definidas as fungdes escala “de Oliveira”.

Baseando-se na equagdo de relagdo dupla entre fungdes escala e wavelet, foram definidas
as fungdes wavelet “de Oliveira” e o comportamento passa-faixa de seu espectro foi examinado.
Ao contrario do que ocorre com a resposta em freqii€ncia dos filtros escala, as regides de rolamento

a esquerda e a direita dos filtros wavelet sdo assimétricas.

As fungdes “de Oliveira” (escala e wavelet) podem ser usadas conjuntamente para
desempenhar uma WMRA completa e ortogonal, porém no dominio do tempo continuo. Devido a
ortogonalidade mantida entre tais fungdes, ¢ possivel inclusive obter a reconstrugdo perfeita do

sinal sob analise.

Ressalta-se que a resposta em freqiiéncia das funcdes escala “de Oliveira” apresenta

magnitude plana em sua faixa de passagem e que a resposta em freqiiéncia de suas fungdes wavelet
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pode apresentar magnitude plana em alguma parte de sua faixa de passagem a depender da escolha
do fator de rolamento o.. Com exce¢do da wavelet de Meyer, as wavelets-mae reais disponiveis no

Wavelet Toolbox do MATLAB [Misiti et al., 2002] ndo apresentam tal caracteristica.

Potenciais aplicagdes para as funcdes base “de Oliveira” incluem a analise de variagdes de
tensdo de curta duracdo, harmonicas e transitorios em sistemas de poténcia. Adicionalmente, pode-
se considera-la atrativa também em esquemas de multiplexa¢do para sistemas de comunicagdo,
como candidatas naturais para substituir os pulsos Sinc(.) em sistemas com padrdo de
multiplexagdo OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplex) [Akansu & Lin, 1998; de
Oliveira et al., 2003].
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CAPITULO 5

CONSTRUCAO DAS WAVELETS DE
FOURIER E DE HARTLEY BASEADA EM
TRANSFORMADAS DE HILBERT

Este capitulo apresenta a transformada de Hilbert como ferramenta para o desenvolvimento
de novas familias de wavelets trigonométricas: as wavelets de Fourier e as wavelets de Hartley,

baseando-se em uma analogia entre as transformadas de Fourier e de Hartley e a WMRA.

5.1. INTRODUCAO

Este capitulo revisa a transformada de Hilbert [Bracewell, 1978], apresentando-a como
uma ferramenta para o desenvolvimento de familias de wavelets: as wavelets “transformada de
Hilbert de wavelet”, as wavelets de Fourier, as wavelets analiticas e as wavelets de Hartley. No
caso trigonométrico, a constru¢ao das wavelets de Fourier e de Hartley baseia-se em uma analogia
entre os nucleos das transformadas de Fourier e de Hartley [Poularikas, 1996] com os nucleos da

WMRA.

No dominio do tempo continuo, as wavelets propostas podem ser facilmente
implementadas. No caso discreto, a transformada de Hilbert de uma wavelet pode ser determinada
através do projeto de filtros digitais de resposta finita ao impulso (FIR — finite impulse response
filter) para cada wavelet-mae. Estes filtros sdo projetados através de janelas de Kaiser para
promover uma aproximagdo do transformador ideal de Hilbert [Oppenheim et al., 1999]. Solugdes
no ambito de bancos de filtros sdo apresentadas para a implementacdo destas novas wavelets

discretas.
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5.2. A TRANSFORMADA DE HILBERT E A ANALISE
MULTIRRESOLUCAO BASEADA EM WAVELETS CONTINUAS

A proposta de comparar a analise de sinais através de técnicas classicas de Fourier com a
decomposicao de sinais em wavelets ¢ o ponto de partida para introduzir uma nova analise em
wavelets. Esta técnica baseia-se em um conjunto de wavelets ortogonais, sendo uma com simetria
par e outra com simetria impar, e pode ser denominada andlise em wavelets de Fourier ou em

wavelets de Hartley.

Na andlise padrdo de Fourier, um sinal f{f) ¢ simultaneamente analisado por fungdes

trigonométricas pares e impares, sendo representado por:
Af) = termo d.c. + termos cosseno + termos seno. 5.1
Na analise multirresolugdo baseada em wavelets (WMRA), f{(¢) pode ser representado por:
f(¢) =termo ¢+ termos Y, (5.2)

onde o “termo ¢’ representa o resultado da analise de f{f) com uma fung¢do escala ¢(¢) e os “termos
W’ representam aqueles resultados derivados da analise de f{f) com versdes escalonadas de uma

fungdo wavelet-mae (7).

Comparando os termos da WMRA aos termos da analise de Fourier, sugere-se que o
“termo ¢’ seja visto como o “termo d.c.” da série de Fourier (considerando uma analise em
baixissima freqiiéncia), enquanto que os “termos ¥/’ sejam vistos como componentes harmonicos
da série de Fourier, uma vez que harmdnicas sdo versdes escalonadas do nucleo de Fourier, e

portanto, tais termos seriam correspondentes a jungdo dos “termos cosseno” e “termos seno’.

Na analise em wavelets em tempo continuo, a maior parte das wavelets disponiveis
apresenta algum tipo de simetria [Misiti et al., 2002]. Logo, quando uma wavelet par é utilizada
para analisar um sinal assimétrico, a parte impar deste sinal pode ndo ser apropriadamente
analisada. Acredita-se, entdo, que a analise de sinais, com algumas particularidades, através da

WMRA possa ser melhorada através da inclusdo de um novo termo em sua expressao.

Logo, propde-se associar a cada wavelet com simetria par uma outra wavelet com simetria
impar, e vice-versa. A transformada de Hilbert pode ser naturalmente empregada para obter a
versdo em quadratura de uma wavelet simétrica, ou anti-simétrica. Logo, f{#) pode ser representada

nesta nova WMRA por:

f(¢) =termo @+ termos W+ termos ortogonais aos termos . (5.3)

L. R. SOARES, 2006 80



Como conseqiiéncia, novas funcdes wavelet que se assemelham aos nucleos das
transformadas de Fourier ¢ de Hartley sdo apresentadas. E, por analogia as transformadas de
Fourier e de Hartley, o nucleo “cosine and sine” € substituido por “i/ e transformada de Hilbert de

I/’ neste novo conceito de analise em wavelets.

Uma breve revisdo da transformada de Hilbert ¢ apresentada de modo a permitir uma
melhor compreensdo da analise em wavelets tipo Fourier e tipo Hartley. Adicionalmente, sao
também apresentados os resultados da aplicacdo da transformada de Hilbert as fun¢des wavelet,

baseando-se em algumas de suas propriedades.

5.2.1. A TRANSFORMADA DE HILBERT

A transformada de Hilbert de uma fungao f{¢) é definida por [Bracewell, 1978]:

HBLF ()} =v.p. L [ S0 g (5.4)
T e x—t
onde Hb{.} ¢ o operador transformada de Hilbert e v.p. designa o valor principal da integral de

Cauchy, devido a possivel singularidade em x =+.

Apds uma mudanga de varidvel, a transformada de Hilbert de f{r) pode ser escrita como

uma convolucdo:

{0} =——+ /(). (55

T
em que * € o operador convolucional.
A transformada de Fourier de (5.5) ¢ dada por [Bracewell, 1978]:
F{Hb{f ()} =—j - sen(w)- F{f ()}, (5.6)
onde F{.} € o operador transformada de Fourier e sgn(.) ¢ a fun¢ao sinal, a qual ¢ definida por:

+1, >0
sgn(w)={ 0, ®=0 (5.7)
-1, w<DO.

A partir das equagdes (5.6) e (5.7) observa-se que a transformada de Hilbert de uma fungdo
impde um valor nulo em @=0 ¢ um deslocamento de fase de —m/2 radianos na resposta em

freqiiéncia desta funcdo. Outras propriedades interessantes da transformada de Hilbert sdo

[Bracewell, 1978]:
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= Uma funcdo e sua transformada de Hilbert sdo ortogonais sobre o intervalo infinito;
= A transformada de Hilbert de uma func¢ao real ¢ uma fungao real;

= A transformada de Hilbert de uma fungao par é uma fungdo impar e vice-versa.

A defini¢do da funcdo sgn(.) ¢ um aspecto importante na teoria de transformadas de
Hilbert. Alguns autores definem tal fungdo em w= 0 por sgn(0) = 1. Entretanto, esta defini¢do ndo
esta em consonancia com a teoria de transformadas de Hilbert, nem tampouco com a teoria das
distribui¢des [Antosik et al., 1973], uma vez que desta forma algumas de suas propriedades ndo sdo

mais obedecidas.

A figura 5.1 apresenta, como exemplo, a fun¢do escala de Meyer, uma fungdo par, ¢
portanto simétrica, e sua “transformada de Hilbert” se assumido inapropriadamente que sgn(0) = 1.
Pode-se observar que a fungdo resultante ndo ¢ uma funcdo impar, ou anti-simétrica, como

esperado.

—— Fungéo escala de Meyer
10 — — "Transformada de Hilbert" ||

Amplitude

04t ' il

0.6} v 4

_08 Il Il Il L L L L
8 r R

Tempo (s)

Figura 5.1: A funcao escala de Meyer e sua “transformada de Hilbert”, se assumido

inapropriadamente que sgn(0) = 1.

No contexto de wavelets pode-se afirmar que a transformada de Hilbert de uma wavelet
real e simétrica é uma fungdo real e anti-simétrica ¢ a transformada de Hilbert de uma wavelet real
e anti-simétrica é uma funcao real e simétrica. Entretanto, faz-se necessario verificar se esta fungdo
resultante ainda mantém as propriedades da wavelet geradora, ou seja, se a transformada de Hilbert

de uma wavelet € uma wavelet.
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5.2.2. A TRANSFORMADA DE HILBERT APLICADA A ANALISE EM

WAVELETS

A funcdo (f) € uma wavelet mae, se e somente se, (i) Y(f) pertence ao espago de fungdes

de energia finita L*(R), e (i) y({) satisfaz a condi¢do de admissibilidade [Chui, 1992].

Estas propriedades sdo exploradas nas proposigdes a seguir com o objetivo de avaliar o
resultado da operagdo transformada de Hilbert as funcdes wavelet. Considere W(w) como a
transformada de Fourier de yAf), Hb{y(t)} como a transformada de Hilbert de (), E[f()] como a

energia de uma fun¢ao qualquer f{¢) e C[f(#)] como o coeficiente de admissibilidade de f{¢).

Proposicdo 5.1: Se y(f) ¢ uma wavelet real, entdo Hb{y(r)} ¢ também uma wavelet real e tem

mesma energia ¢ mesmo coeficiente de admissibilidade que sua wavelet geradora, ¥(?).

Demonstra¢do: Se Y(f) é uma wavelet, entio () pertence ao L*(R) e satisfaz a condigio de

admissibilidade:

1 Elyl(r)]= J:jlx//(t)l2 rdt <o e

2) Cly ()] = _[+:|\P(w)| d® < +oo.

+oo

1+
O teorema de Parseval afirma que j |l//(t)|2 -dt :2_-[ |‘I’(a))|2 -dw, logo, a partir das
—0o0 .7[ —00

equacoes (5.3) e (5.4) obtém-se que:

1) E[mbly ()= ﬁ [ J-sen@) #() -do

> clinplof- [TEO L g,

@

Através de uma simples manipulag@o algébrica, obtém-se

1 oo )
1) E[Hbly(¢)}]= E'J._J‘P(wﬂ dw, @+ 0

0, ®=0.
+m|‘P(a))|2
2) clasfplefl= [y e 00
0 ,0=0
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Aplicando o teorema de Parseval ao lado direito da equacdo da energia conclui-se que Hb{(f)}
também pertence ao LX(R) e que uit) e Hb{y(r)} tém mesma energia. Como Yt) € LXR) ¢
|‘I’(0)| =0, entdo Hb{(f)} também satisfaz & condi¢do de admissibilidade e ¥W(¢) e Hb{(?)} tém

mesmo coeficiente de admissibilidade: F [Hb{l//(t)}] =FE [l//(t)] e C [Hb{l//(t)}] =C [l//(t)]

Proposicao 5.2: Seja y(f) uma wavelet com N momentos nulos, entdo Hb{(f)} tem, pelo menos,

N momentos nulos.
+o00
Demonstragdo: O n-ésimo momento de y(f) ¢ definido por M, [l//(t)]z_[ t" -l//(t)-dt [Chui,

1992]. Como ¥(¢) tem N momentos nulos, entdo M, [l//(t)]=0, n=0 a N-1. No dominio da

¥ (0)
(-2 )

onde o sobrescrito (n) denota a n-ésima derivada de W(w). Logo, o n-ésimo momento de Hb{(¢)} é

freqiiéncia, os momentos de W(¥) sdo expressos por [Bracewell, 1978]: M, [l//(t)]=

dado por M, [Hb{l//(t)}] _ (_ J- Efl;(a;) ;};Ew))(n) |w=0

ordens derivacionais, entdo Hb{y(f)} tem, pelo menos, N momentos nulos: M n[Hb{l//(t)}]z 0,

. Como o termo sgn(w) aparece para todas as

n=0aN-1.

Das Proposicdes 5.1 e 5.2 tem-se que Hb{(t)} ¢ uma wavelet e possui a mesma energia, o
mesmo coeficiente de admissibilidade e, pelo menos, o0 mesmo niumero de momentos nulos que sua

wavelet geradora, ¥At).

5.2.2.1. Wavelets “Transformada de Hilbert de Wavelet” de Tempo Continuo

No dominio do tempo, a transformada de Hilbert de uma wavelet continua pode ser obtida
através da aplicacdo da transformada inversa de Fourier a transformada de Hilbert desta wavelet no
dominio da freqiiéncia, uma vez que a transformada de Hilbert de uma funcao pode ser facilmente

obtida no dominio da freqiiéncia.

A figura 5.2 ilustra algumas wavelets reais continuas e suas correspondentes transformadas

de Hilbert.
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Figura 5.2: Wavelets reais continuas e suas correspondentes transformadas de Hilbert: (a) Morlet;

(b) Meyer; (c) Mexican Hat; (d) Gaussian-1; (e) Gaussian-2; (f) Gaussian-3.
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5.2.3. O NUCLEO DA TRANSFORMADA DE FOURIER APLICADO A ANALISE

EM WAVELETS

O nucleo da transformada de Fourier, ou nucleo de Fourier, ¢ definido pela relagdo de
Euler, e’’ =cos(t)+ j-sen(t). Porém, como Hb{cos(t)}=—sen(¢), entdo o nucleo de Fourier

pode ser escrito, fazendo uso da transformada de Hilbert, como e’* = cos(t)— j - Hb{cos(¢)}.

Esta simples observacdo motiva a defini¢do das wavelets tipo Fourier, ou wavelets de
Fourier, as quais sdo baseadas em uma wavelet real e em sua transformada de Hilbert. Esta nova
funcdo wavelet, que se assemelha ao nucleo da transformada de Fourier, permite a analise de

ambas as simetrias de um sinal assimétrico.

Define-se a wavelet de Fourier, Ft{y(?)}, por:
Pl )= 0)= - oy ) 58)

A Proposi¢io 5.3 mostra que Ft{y(f)} é uma wavelet e que o fator 1/y2 é imposto de

modo a garantir que o nucleo de Fourier mantenha a mesma energia e o mesmo coeficiente de
admissibilidade que sua wavelet geradora. Adicionalmente, a Proposi¢do 5.4 mostra que Ft{i?)}

tem o mesmo numero de momentos nulos que sua wavelet geradora, 7).

No dominio da freqiiéncia, as wavelets de Fourier sdo nulas para @> 0. Para w< 0, elas
tém mesma resposta em magnitude que a wavelet geradora, porém multiplicada por um fator

escalar. Este € um comportamento tipico de sinais analiticos [Oppenheim et al., 1999].

Proposicao 5.3: Se y(r) ¢ uma wavelet real e Hb{ y(?)} sua transformada de Hilbert, entdo F¢{(?)}
¢ uma wavelet complexa contendo mesma energia e mesmo coeficiente de admissibilidade que sua

wavelet geradora, y/%).

Demonstragdo: Se y(f) € uma wavelet real e Hb{y(f)} sua transformada de Hilbert, entdo ¥(¥) e
Hb{y(1)} pertencem ao L*(R) e satisfazem a condigdo de admissibilidade. A energia e o coeficiente de

admissibilidade de Ft{y(¢)} sdo dados por:

eley)- [ PILIOL

LRl (= J-+oo|‘1’(a)) —sgn(w)- ‘I’(a))|2

-2l

do.

L. R. SOARES, 2006 86



Através de uma simples manipulacdo algébrica obtém-se

ey [ RO,

0 ,w=>0
Clrdw ()= I+°°2~|‘P(w)|2

= e

Uma vez que U{) e Hb{y#)} € L*(R) e |‘I’(O)| =0, conclui-se que Fr{y(f)} também pertence ao

-do ,0<0.

L*(R), tem mesma energia que () e apresenta mesmo coeficiente de admissibilidade que y(7).

Proposicio 5.4: Seja y(f) uma wavelet com N momentos nulos, entdo Ft{y(t)} tem também N

momentos nulos.

Demonstragdo: Da Proposicdo 5.2, obtém-se que o n-ésimo momento de Ft{y(f)} ¢ dado por

(¥ (@)-sgn(@)- ¥()"

W2 2emy |,

Como conseqiiéncia, Ft{y(f)} também tem N momentos nulos.

M, [Fely(e))]= cou M, [Fely(ef]= M, [y ()] + § M, [Hbl ().

5.2.3.1. Wavelets de Fourier de Tempo Continuo

Como as wavelets de Fourier sdo fungdes complexas, as mesmas podem ser visualizadas na
figura 5.2. Neste caso, considera-se sua parte real definida pela wavelet geradora e sua parte

imaginaria, pela transformada de Hilbert da wavelet geradora.

5.2.3.2. Wavelets Analiticas
Baseando-se nos resultados obtidos a partir da definicdo das wavelets de Fourier ¢, de fato,
simples definir as wavelets analiticas.

Uma fungdo analitica 4 {f{(¢)} é uma funcdo complexa formada por uma funcao real f{¢) e

sua transformada de Hilbert Hb{f(¢)} [Oppenheim ef al., 1999].
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No contexto das wavelets, uma wavelet analitica, 4 { y(¢)}, pode ser definida por:
1 .
Ay (1)}= i (W (e)+ - Hblw (). (5.9)

Wavelets analiticas tém mesma energia, mesmo coeficiente de admissibilidade e mesmo
nimero de momentos nulos que sua wavelet geradora, (f). As demonstragoes sao semelhantes as

apresentadas nas Proposigdes 5.3 e 5.4.

No dominio da freqiiéncia, as wavelets analiticas sdo nulas para @< 0. Para w> 0, elas tém

mesma resposta em magnitude que a wavelet geradora, porém multiplicada por um fator escalar.

5.2.3.3. Analise em Wavelets para Sinais Reais Assimétricos

O emprego das wavelets de Fourier ou das wavelets analiticas pode permitir que as partes
par e impar de um sinal real assimétrico possam ser melhor analisadas, uma vez que sao

empregadas, simultaneamente, duas wavelets, uma com simetria par e outra com simetria impar.

Em ambos os casos faz-se necessario realizar uma analise complexa em wavelets.
Entretanto, também ¢ possivel analisar ambas as simetrias de um sinal real através do uso de

wavelets reais. Neste caso, o nucleo da transformada de Hartley deve ser empregado.

5.2.4. O NUCLEO DA TRANSFORMADA DE HARTLEY APLICADO A ANALISE

EM WAVELETS

O nucleo da transformada de Hartley, ou nicleo de Hartley, ¢ definido pela fungdo “cosine
and sine”: cas(t)=cos(t)+sen(t). Sabendo que Hb{cos(t)}=—sen(t) e Hb{sen(t)}=cos(r), o
nicleo de Hartley pode ser escrito como  cas(t)=cos(t)— Hb{cos(r)}  ou

cas(t)=sen(t)+ Hb{sen(t)} .

Dessa forma, propde-se a introducdo das wavelets tipo Hartley, ou wavelets de Hartley,
pela soma ou diferenga de uma dada wavelet real e sua transformada de Hilbert. Assim como as
wavelets de Fourier, esta nova funcdo wavelet, que se assemelha ao nucleo da transformada de
Hartley, pode analisar ambas as simetrias de um sinal assimétrico. Porém ao contrario da primeira,
que realiza uma andalise complexa, o emprego das wavelets de Hartley permitira realizar uma

analise real.
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Define-se o nucleo de Hartley de uma wavelet, ou a wavelet de Hartley, Ht{ ()}, por:
1 _
Ht{w(t)}=ﬁ-(l//(t)+ Hbly(0)}). (5.10)

Curiosamente, uma expressdo similar a esta ¢ encontrada na mecanica quantica, no
estabelecimento de fungdes de onda baseadas em particulas simétricas e anti-simétricas [Beiser,

1994].

A Proposicdo 5.5 mostra que Ht{/(¢)} € uma wavelet e que o fator 1/ 2 torna o nucleo de
Hartley e sua wavelet geradora com mesma energia e mesmo coeficiente de admissibilidade.
Adicionalmente, a Proposi¢do 5.6 mostra que H¢{(¢)} tem mesmo niimero de momentos nulos que

sua wavelet geradora, ¥A¥).

No dominio da freqiiéncia, as wavelets de Hartley tém mesma resposta em magnitude da
wavelet geradora, porém multiplicada por um fator escalar. Adicionalmente, esta wavelet impoe

um deslocamento de fase de £m/4 radianos na resposta de fase da wavelet geradora.

Proposicdo 5.5: Se y(f) ¢ uma wavelet real e Hb{y(¢)} sua transformada de Hilbert, entdo
Ht{y(?)} é também uma wavelet real com mesma energia e mesmo coeficiente de admissibilidade

que sua wavelet geradora, (7).

Demonstragdo: Se y(f) ¢ uma wavelet real e Hb{y(t)} sua transformada de Hilbert, entdo ¥(¥) e
Hb{y(f)} pertencem ao L*(R) e satisfazem a condi¢io de admissibilidade. A energia e o coeficiente de

admissibilidade de Ht{¥(¢)} sdo dados por:

y el ) [OOL

2) Cladyell=]" o)t smlo) ¥l

2-|a)

A partir de uma simples manipulagdo obtém-se que

) +|Hbly (1))
2

1) E[Hy ()} = f:""(t e

2 clifylo=[ 1)

= o

-dw.
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Da Proposicio 5.1, obtém-se que Ht{y(f)} também pertence ao L*(R) e tem mesma energia que y(f):
E [Ht{l//(t)}]= E [l//(t)] Adicionalmente, como () € L*(R) e |‘I‘(O)| =0, entdo Ht{y(f)} também

satisfaz a condi¢do de admissibilidade, e tem mesmo coeficiente que y(f): C [Ht{l// (Z)}] =C [l//(t)] .

a

Proposicao 5.6: Seja y(f) uma wavelet com N momentos nulos, entdo Ht{y(f)} tem também N

momentos nulos.

Demonstragdo: A partir da Proposicdo 5.2, obtém-se que o n-ésimo momento de Ht{y(t)} é dado por:

v )= “’(“E)ﬁ; e “f)(f’”(")% ou o [y Oll= 0l v, [ty 0]

Logo, Ht{y(¢)} tem também N momentos nulos.

5.2.4.1. Wavelets de Hartley de Tempo Continuo

A figura 5.3 apresenta algumas wavelets reais continuas e seus correspondentes ntcleos de

Hartley, considerando o uso do operador adi¢ao na expressao (5.10).

5.3. A TRANSFORMADA DE HILBERT E A ANALISE
MULTIRRESOLUCAO BASEADA EM WAVELETS DISCRETAS

Com o objetivo de permitir o emprego de filtros wavelets constantemente empregados na
analise de sinais e imagens, filtros transformadas de Hilbert de wavelets sdo projetados para
algumas wavelets discretas ja conhecidas. Estes filtros sdo implementados através do projeto de um
transformador FIR de Hilbert e, portanto, t€m um deslocamento de fase exato de —m/2 radianos em

relacdo ao filtro wavelet gerador.

Novas arquiteturas para bancos de filtros sdo propostas para a implementacdo de wavelets
pares transformada de Hilbert, o que permitira a analise de sinais através das wavelets discretas de

Fourier e de Hartley.
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Figura 5.3: Wavelets continuas e seus nucleos de Hartley: (a) Morlet; (b) Meyer; (c) Mexican Hat;

(d) Gaussian-1; (¢) Gaussian-2; (f) Gaussian-3.
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5.3.1. A TRANSFORMADA DE HILBERT DE WAVELETS DISCRETAS

No processamento discreto em wavelets, estas fungdes sdo representadas pelos coeficientes

de seus filtros digitais. Sua fungdo no dominio do tempo pode ser obtida através de um processo

iterativo baseado nos coeficientes dos filtros digitais escala e wavelet, descrito no item 2.5.1.3.

A figura 5.4 apresenta algumas wavelets discretas e suas respectivas transformadas de

Hilbert, no dominio do tempo, ainda que o emprego de “wavelets reconstruidas” nao retrate um

procedimento comum para realizar uma analise em wavelets discretas. Ressalta-se que a wavelet de

Haar apresenta singularidade e portanto sua transformada de Hilbert diverge. Logo, ndo existe a

transformada de Hilbert da wavelet de Haar!

™ T
1 — Haar
| 1 |- — Transformada de Hilbert

o
2

Amplitude

-0.5F o

Amplitude

(c)
Figura 5.4: Algumas wavelets discretas e suas transformadas de Hilbert: (a) Haar (ilimitada);

(b) Daubechies-4; (¢) Coiflet-6; (d) Symlet-8.

Amplitude

Amplitude

T T
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A transformada de wavelets discreta é freqlientemente empregada através de uma

implementagdo em bancos de filtros. Por este motivo, os coeficientes do filtro desta nova wavelet
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precisam ser obtidos. Isto pode ser realizado através do projeto de um transformador discreto de

Hilbert, cuja resposta ao impulso ¢ dada por [Oppenheim et al., 1999]:

i-senz(MJ n#0
h(n)=1n-n 2 ) (5.11)
0 ,n=0.

Como esta expressiao ¢ fisicamente ndo realizavel, visto que corresponderia a
implementagdo de um sistema ndo causal [Oppenheim et al., 1999], um filtro digital de resposta ao
impulso infinito (IIR — Infinite Impulse Response Filter) ou um filtro digital de resposta ao impulso
finito (FIR — Finite Impulse Response Filter) deve ser projetado de modo a obter uma aproximagao

do transformador ideal de Hilbert.

O projeto de um filtro que implemente um deslocamento ideal de fase de —m/2 radianos
pode ser apenas implementado através de um filtro FIR projetado usando o método de janelas ou o
método de aproximagdo com eqiiiondulagdo [Oppenheim ef al., 1999]. Considerando o método de
janelas, apresenta-se o procedimento para o projeto de transformadores FIR de Hilbert e em
seguida o projeto de filtros digitais que implementam a transformada de Hilbert de uma wavelet

discreta.

5.3.1.1. Projeto de Filtros Transformada de Hilbert de Wavelets

O método de janelas permite obter uma aproximacdo de um filtro ideal através do
“janelamento” de sua resposta ao impulso. Portanto, uma aproximagdo do transformador ideal de
Hilbert fazendo uso de uma janela de Kaiser, de ordem M e comprimento M + 1, pode ser obtida

através da seguinte resposta ao impulso [Oppenheim et al., 1999]:

WA 2 n)w)
=1 108) ) ( 2 j’”— =M

, (5.12)
,Caso contrario

onde 1=/- (1 —(n=n,)/n, )1/2 , ng=MJ2, & um parametro da janela de Kaiser e Iy(.) é a fungdo

modificada de Bessel de ordem zero e de primeiro tipo [Abramowitz & Stegun, 1968].

Para a definicdo de um transformador para uma dada wavelet faz-se necessario procurar
por valores de M ¢ f, tais que a filtragem desta wavelet no dominio do tempo por este
transformador resulte em uma fungdo no dominio do tempo que corresponda a sua transformada de

Hilbert. Esta escolha pode ser feita impondo uma diferenca aceitavel (&) €ntre as magnitudes de
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suas respostas em freqiiéncia (&): €=|F [l//(t)]—|F [Hb{l//(t)}]|£8max. O filtro transformador de

Hilbert (M, f) que satisfaz a esta condigdo ¢ empregado no projeto do filtro transformada de
Hilbert desta wavelet, o qual é obtido através de uma convolugdo entre o filtro wavelet e seu

transformador de Hilbert associado.

Como o transformador de Hilbert apresenta anti-simetria (simetria impar) e seu
comprimento ¢ dado por M + 1, implica que M deve ser impar, de modo que o filtro projetado seja
um filtro FIR de fase linear generalizada tipo IV [Oppenheim et al., 1999], ou seja, tenha resposta

em freqiiéncia passa-alta.

Considerando passos de 2 nos valores de M, com valor inicial dependente do comprimento
do filtro wavelet, passos de 0.1 nos valores de £, na faixa de 0 a 10, e assumindo uma diferenga
maxima (&nax) de 0.5% entre as magnitudes das respostas em freqiiéncia do filtro wavelet “gerador”
e de seu potencial filtro transformada de Hilbert de wavelet, foi possivel identificar valores de M ¢

B de projeto do filtro transformada de Hilbert desta wavelet.

A tabela 5.1 apresenta o filtro de menor comprimento que mantém a condi¢do imposta para
alguns filtros wavelet das familias mais usuais de wavelets discretas. Os filtros Symlets com 2, 4 ¢
6 coeficientes correspondem aos filtros de Daubechies de mesmo comprimento, porém com fase

reversa [Misiti et al., 2002].

Tabela 5.1: Parametros dos transformadores de Hilbert (M, /) € o comprimento dos filtros

transformada de Hilbert de wavelet (L) para alguns filtros wavelet usuais de comprimento N.

Filtro FIR Wavelet Parametros do Filtro FIR | Filtro FIR transformada
transformador de Hilbert de Hilbert de Wavelet
Familia N M B L
4 19 3.1 23
6 13 33 19
Daubechies 8 0 33 17
10 9 33 19
12 11 33 23
20 19 32 39
8 9 33 17
Symlets 10 9 33 19
12 11 33 23
20 19 3.2 39
6 19 3.1 25
Coiflets 12 11 33 23
18 17 32 35
24 23 3.1 47
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Os passos seguintes resumem o algoritmo para obter o filtro transformada de Hilbert de

uma wavelet:

1) Obtenha os coeficientes de um filtro wavelet: g;

2) Calcule sua transformada de Fourier: F{g};

3) Inicialize os valores de M e 3,

4) Projete um filtro transformador de Hilbert com janela de Kaiser;

5) Calcule a convolugdo deste filtro com os coeficientes do filtro wavelet (g) para obter o filtro

que implementa a transformada de Hilbert de tal wavelet: Hb{g};
6) Calcule sua resposta em freqiiéncia: F{Hb{g}};

7) Determine € e verifique se € < &, Caso esta relagdo ndo seja satisfeita, retorne ao passo “3” e
reajuste os valores para M e/ou f. Quando esta relagdo for satisfeita, o comprimento do filtro

transformador de Hilbert ¢ dado por M + 1 ¢ o parametro da janela de Kaiser ¢ dado por .

A resposta em freqiiéncia do filtro transformada de Hilbert de wavelet, projetado via

transformador FIR de Hilbert com janelas de Kaiser, pode ser expresso por:

H(o)=A@)-¢ 2 2, (5.13)

onde A(w) ¢ a resposta em freqiiéncia do filtro wavelet. Portanto, além de um atraso de —m/2
radianos ha também um atraso de M/2 amostras, ambos impostos pelo transformador FIR de

Hilbert, em relacado ao filtro wavelet gerador.

5.3.1.2. Um Caso Exemplo: O Filtro Transformada de Hilbert da Wavelet

Daubechies-4

A figura 5.5 apresenta a resposta em freqiiéncia do filtro wavelet Daubechies-4 e de sua

transformada de Hilbert. Seus atrasos de grupo sdo mostrados na figura 5.6.

A partir da figura 5.6 pode-se observar que hd 9)s-amostras de atraso entre os filtros
wavelet Daubechies-4 ¢ de sua transformada de Hilbert. Ao remover esta componente linear,
imposta pelo transformador FIR de Hilbert, pode-se observar, na figura 5.7, que a diferenca de fase
entre estes dois filtros ¢ exatamente de —m/2 radianos. A diferenca entre as magnitudes de suas

respostas em freqiiéncia também € apresentada (observe a escala do grafico).
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Figura 5.5: Respostas em freqiiéncia dos filtros wavelet Daubechies-4 e de sua transformada de
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Figura 5.6: Atraso de grupo dos filtros wavelet: (a) Daubechies-4; (b) sua transformada de Hilbert.
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Figura 5.7: Diferenca entre as respostas em freqiiéncia dos filtros wavelet Daubechies-4 e de sua

transformada de Hilbert: (a) magnitude; (b) fase.
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Um banco de filtros baseado nos filtros escala Daubechies-4 e transformada de Hilbert da
wavelet Daubechies-4 pode ser implementado para permitir a reconstru¢do de uma transformada de
Hilbert de uma wavelet discreta. Fazendo uso do algoritmo de aproximagdes sucessivas [Burrus et
al., 1998], discutido brevemente no item 2.5.1.3, a figura 5.8 apresenta a fung@o wavelet

“transformada de Hilbert da wavelet Daubechies-4” no dominio do tempo.

Uma ampliacdo sobre o intervalo mais representativo desta fungdo é apresentada na figura
5.9-(a). Sua transformada de Hilbert, apresentada na figura 5.4-(b), é reapresentada na figura 5.9-
(b). Na figura 5.9-(c), que apresenta a superposi¢do dos graficos apresentados em (a) e (b), pode-se

observar a concordancia entre ambas fungdes.

Amplitude

Figura 5.8: A fungdo wavelet “transformada de Hilbert da wavelet Daubechies-4” obtida apos

5 iteragdes do algoritmo de aproximagoes sucessivas.

Amplitude
Amplitude
Amplitude

(a) (b) (c)
Figura 5.9: A fun¢do wavelet “transformada de Hilbert da wavelet Daubechies-4”: (a) selecao de
trecho mais representativo da funcao apresentada na figura 5.8; (b) a transformada de Hilbert da

funcdo wavelet Daubechies-4, apresentada na figura 5.4-(b); (c) superposicao de (a) e (b).
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5.3.2. NUCLEOS DE FOURIER E DE HARTLEY DE WAVELETS DISCRETAS

Algumas wavelets discretas e seus nucleos de Fourier podem ser facilmente visualizados a

partir da figura 5.4, onde a parte real ¢ a propria wavelet e a parte imaginaria sua transformada de
Hilbert.

A figura 5.10 apresenta algumas wavelets-mae discretas e seus nucleos de Hartley,

considerando o uso do operador adi¢do na expressao (5.10).

Como a wavelet de Haar ndo ¢ uma funcao continua, sua transformada de Hilbert diverge
pontualmente e portanto, ndo existe nem a transformada de Hilbert nem o nucleo de Hartley da

wavelet de Haar!
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Figura 5.10: Wavelets discretas e seus nucleos de Hartley: (a) Haar (ilimitada); (b) Daubechies-4;
(c) Coiflet-6; (d) Symlet-8.
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Embora uma wavelet de Hartley possa ser construida a partir de sua wavelet geradora, um
procedimento semelhante ao apresentado no item anterior para a obtenc¢ao de uma aproximagao do
transformador de Hilbert e, em seguida, para o desenvolvimento do filtro transformada de Hilbert
de uma wavelet pode ndo ser atrativo. Como uma wavelet de Hartley pode ser “vista” como um
filtro ideal de deslocamento de fase de +m/4 radianos, e este tipo de filtro ndo ¢ possivel de ser

construido no dominio de tempo discreto, seria necessario construir um filtro aproximado.

Filtros FIR que implementam a transformada de Hilbert de uma wavelet foram projetados
através do projeto de transformadores FIR de Hilbert com janelas de Kaiser para alguns filtros
wavelet discretos. Conseqiientemente, um procedimento que use dois filtros, um para a wavelet e
outro para sua transformada de Hilbert, parece ser mais apropriado para implementar uma analise

via wavelets de Fourier ou via wavelets de Hartley.

5.3.3. ANALISE DE SINAIS USANDO UMA WAVELET E SUA TRANSFORMADA

DE HILBERT EM UM BANCO DE FILTROS

A transformada de Hilbert de uma wavelet discreta ortogonal ¢ uma wavelet discreta
ortogonal e suas translagdes ortogonais também sdo ortogonais [Ozturk et al., 2000].
Conseqiientemente, um banco de filtros baseado em um filtro escala e em um par transformada de

Hilbert de filtros wavelet pode ser construido para permitir uma andlise de sinais.

A figura 5.11 apresenta a estrutura proposta para este banco de filtros, onde o termo
“coeficientes wavelet fora de fase” implica em ortogonalidade ao termo “coeficientes wavelet em

fase”.

Coeficientes escala
A1)

o) Coeficientes wavelet em fase
20
Coeficientes wavelet fora de fase
Hb{y(r)} %

Figura 5.11: Um banco de filtros para realizar uma analise de sinais usando um filtro escala e um

par transformada de Hilbert de filtros wavelet.
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5.3.3.1. Analise de Sinais Usando Wavelets Discretas de Fourier em um

Banco de Filtros

Um banco de filtros baseado na WMRA fazendo uso de wavelets discretas de Fourier pode
ser implementado através de um filtro escala e de um par transformada de Hilbert de filtros

wavelet, conforme proposto na estrutura apresentada na figura 5.12.

Coeficientes escala
a0 \

D)
W) Coeficientes wavelet de Fourier

S,
Hb{y(1)} @ (%)
J

Figura 5.12: Banco de filtros para implementagdo da WMRA via wavelets discretas de Fourier.

Vale salientar que como uma wavelet discreta e sua transformada de Hilbert apresentam
filtros de comprimentos diferentes, um atraso puro deve ser incorporado ao ramo do filtro wavelet

para a composicdo adequada dos coeficientes wavelet de Fourier.

5.3.3.2. Analise de Sinais Usando Wavelets Discretas de Hartley em um

Banco de Filtros

Um banco de filtros baseado na WMRA fazendo uso de wavelets discretas de Hartley pode
ser implementado através de um filtro escala e de um par transformada de Hilbert de filtros
wavelet, conforme proposto na estrutura apresentada na figura 5.13. Assim como no caso anterior,
um atraso puro deve ser incorporado ao ramo do filtro wavelet para a composi¢do apropriada dos

coeficientes wavelet de Hartley.

Coeficientes escala
) )
wo) e Coeficientes wavelet de Hartley
Hb{y(0)} @

Figura 5.13: Banco de filtros para implementacdo da WMRA via wavelets discretas de Hartley.
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5.3.4. CONSIDERACOES ADICIONAIS

O emprego simultdneo de uma wavelet e de sua transformada de Hilbert foi proposto para a
detecgdo de transitorios [Abry & Flandrin, 1994], para a codificacdo de formas de onda [Ozturk et
al., 2000] e para o projeto de filtros steerable [Freeman & Adelson, 1991]. Dentre estas sugestoes,
apenas em [Ozturk er al.,, 2000] é apresentada uma aplicagdo exemplificando o emprego das
mesmas, ainda que fazendo uso de uma wavelet discreta no dominio do tempo, ou seja, de sua

versdo reconstruida.

Uma estrutura para o emprego de pares de wavelets discretas harmonicamente conjugadas
foi proposta por Kingsbury [Kingsbury, 1998; Kingsbury, 1999; Kingsbury, 2001], que demonstrou
que contribuigdes interessantes podem ser obtidas no processamento de sinais baseado em
wavelets. Esta implementacdo recebeu o nome de the complex dual-tree discrete wavelet

transform.

Em 2001, Selesnick [Selesnick, 2001] propds uma técnica para a construgdo de pares de
filtros digitais de wavelets harmonicamente conjugadas. Estes filtros wavelets sdo obtidos a partir
da implementag¢do de um atraso de 2 na escala temporal entre suas respectivas funcgdes escala,
& (t) = ¢1(t — 2). Esta técnica proposta por Selesnick define pares de filtros digitais wavelets que
aproximam o deslocamento de fase de —m/2 radianos, através da imposi¢cdo de um deslocamento
linear em freqiiéncia na resposta de fase de um dos filtros escala. Entretanto, como este
deslocamento em freqiiéncia ¢ projetado através de um filtro de atraso [Oppenheim et al., 1999], a
diferenca entre as respostas de fase dos dois filtros digitais escala nao € linear sobre todo o espectro
de freqiiéncias [0, ®]. Conseqiientemente, ndo ha um deslocamento de fase exato de —m/2 radianos

entre os dois filtros digitais wavelet.

Apos o projeto de pares de filtros digitais wavelets pela técnica proposta por Selesnick,
algumas aplicagdes foram realizadas em diferentes areas do conhecimento. Algumas destas
aplicacdes envolvem a deteccdo de sons marinhos [Chang & Wang, 2003], a analise espectral de
séries temporais de multiplas variaveis [Whitcher & Craigmile, 2003] e at¢é mesmo o
processamento de imagens ¢ de movimento [Iftekharuddin et al., 2002; Shaik & Iftekharuddin,

2003].
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5.4. IMPLEMENTACAO DAS WAVELETS DE FOURIER E DE
HARTLEY NO MATLAB E ALGUMAS APLICACOES

Para introduzir as wavelets propostas no Wavelet Toolbox do MATLAB foi necessario
definir trés familias de wavelets para cada familia de wavelet continua e real: hbxx, composta pela
transformada de Hilbert de uma wavelet, ftxx, composta pelo ntcleo de Fourier de uma wavelet, e
htxx, composta pelo nucleo de Hartley de uma wavelet. Considere xx uma nomenclatura dada a
uma familia especifica de wavelets. A implementacdo das mesmas no referido toolbox esta

apresentada no Apéndice B.

Nesta secdo ¢ feita uma investigacdo preliminar quanto a aplica¢do das wavelets continuas
de Fourier e de Hartley. Para ilustrar o comportamento das wavelets propostas alguns sinais foram

analisados usando o MATLAB Wavelet Toolbox [Misiti et al., 2002].

Considere a transformada de wavelets, coeficientes wavelet ¢, ,, dada por (capitulo 2):

Cap =%- +:f(t)~t//*(%j~dt, (5.14)

onde a (a > 0) e b sdo, respectivamente, fatores reais escala e translagdo, e f{¢) € o sinal de tempo

continuo sob analise.

5.4.1. APLICACAO DE WAVELETS CONTINUAS DE HARTLEY

A figura 5.14 apresenta um sinal composto por duas fungdes senoidais, de amplitude

unitaria com freqiiéncias de 5 Hz e 9 Hz.

Amplitude

Figura 5.14: Sinal composto por duas fungdes senoidais de amplitude unitaria e freqiiéncias de

5Hze 9 Hz.
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Fazendo uso da wavelet de Morlet, de sua transformada de Hilbert e de seu nicleo de
Hartley e considerando parametros escala inteiros no intervalo de 1 a §, a figura 5.15 apresenta os
graficos “escala a X translagdo b” para o sinal apresentado na figura 5.14. A abscissa destes
graficos representa o tempo (a localizagdo ao longo do sinal), o eixo das ordenadas representa os
parametros escala e o plano x-y é constituido pelos coeficientes wavelet obtidos para cada um dos
parametros escala e translacdo. Tais coeficientes sdo representados pelo seu valor absoluto e a
distribui¢do de cores indica que os valores mais elevados tém cores escuras, enquanto que os

coficientes de valores menores tém cores mais claras.
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Figura 5.15: Valor absoluto dos coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 5.14
considerando parametros escala inteiros no intervalo de 1 a 8 e usando: (a) wavelet de Morlet; (b)

sua transformada de Hilbert; (c) seu nticleo de Hartley.

A partir da figura 5.15, diferengas significativas no primeiro nivel de decomposigdo (a =1)
podem ser vistas quando do emprego de uma wavelet par, uma wavelet impar ¢ uma wavelet
assimétrica. A figura 5.16 apresenta os coeficientes wavelet obtidos no primeiro nivel de

decomposicao (a=1) para cada uma destas wavelets-mae. Pode-se observar que o emprego da
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wavelet assimétrica (Hartley) permite obter uma melhor aproximacéo do sinal sob analise do que

quando do uso de sua wavelet geradora.

Apesar do deslocamento temporal imposto pela transformada de wavelets, o emprego de
wavelets assimétricas permite obter informagdes adicionais de um sinal. Como o tipo de simetria
do sinal em analise ndo ¢ conhecido a priori, o uso de wavelets de Hartley na transformada de
wavelets continua pode eventualmente fornecer resultados mais adequados para uma determinada

analise.

0.02

T
—— Morlet
— — Transformada de Hilbert

g

0.015 L\ ,\ -.=- Nucleo de Hartley
/
\\ o N ’ // \\ !
\

0.01f, 12 (N Y 0 'ri

1 s ! . Y Iy

i AT - FaXl ) \ P i

\ i R Y Y i Pl i

(. 1 AL v [ o, R —
0.005} Y N ;o AN A T A b A

\ F j li

Amplitude

001l 0, v i

-0.015- ¥ -

-0.02 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 5.16: Coeficientes wavelet do primeiro nivel de decomposi¢@o (a = 1) do sinal apresentado

na figura 5.14 usando a wavelet de Morlet, sua transformada de Hilbert e seu nucleo de Hartley.

5.4.2. APLICACAO DE WAVELETS CONTINUAS DE FOURIER

A figura 5.17 apresenta o sinal “freqbrk” [Misiti et al., 2002], constituido por senoides de

amplitude unitaria, com freqii€ncias distintas em diferentes instantes de tempo.

A figura 5.18 mostra sua decomposi¢do em wavelets através da sua representagdo em
graficos “escala a X transla¢ao b, em 32 niveis de decomposi¢do, considerando parametros escala

inteiros no intervalo de 1 a 32, e fazendo uso da wavelet de Fourier Mexican Hat.

A partir da figura 5.18, pode-se observar que a wavelet Mexican Hat pode identificar a
presenca de ambas as freqii€ncias assim como o instante de tempo quando ocorre uma mudanca de
freqliéncia. Neste caso, tal identificacdo serd mais precisa nas escalas mais baixas de
decomposicao. Observa-se ainda que o valor absoluto dos coeficientes wavelet mostra claramente
que o sinal de mais alta freqiiéncia pode ser visto nos niveis mais baixos desta decomposi¢cdo

enquanto que o sinal de mais baixa freqii€ncia pode ser visto nos niveis mais altos.
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Amplitude

Figura 5.17: Sinal “freqbrk” constituido por senoides de amplitude unitaria, com freqiiéncias

distintas em diferentes instantes de tempo.
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Figura 5.18: Coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 5.17 considerando parametros

escala inteiros no intervalo de 1 a 32 e a wavelet de Fourier Mexican Hat.

Como exemplo, as figuras 5.19 e 5.20 mostram, respectivamente, o quinto (a=5) e o

vigésimo quinto (a = 25) niveis de decomposicao da transformada de wavelets, sendo apresentadas
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as partes real e imaginaria e o valor absoluto de seus coeficientes wavelet. Podem ser observados
os sinais de baixa e alta freqiiéncia, quando da investigacdo das partes real e imagindria, e a

envoltdria do sinal, em decorréncia do uso de uma wavelet complexa.

T
—— Parte Real
— — Parte Imaginaria £y W W T ” r
--=. Valor Absoluto 1 ol \‘
[ [N

Amplitude

I I ! I ! I ! I !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 5.19: Coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 5.17 considerando a =5 ¢ as

wavelets derivadas da wavelet-mae Mexican Hat. O valor absoluto ¢ usado no caso complexo.

T T
—— Parte Real
— — Parte Imaginaria
==+ Valor Absoluto

Amplitude

4 ! I ! I ! I ! I !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 5.20: Coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura 5.17 considerando a = 25 e as

wavelets derivadas da wavelet-mae Mexican Hat. O valor absoluto € usado no caso complexo.

A figura 5.21 apresenta o valor absoluto normalizado dos coeficientes wavelet paraa =5 e
a =25, quando se faz uso da wavelet de Fourier Mexican Hat. Esta figura mostra que quando as
escalas sdo analisadas individualmente, o intervalo de tempo em que ocorrem diferentes contetudos

em freqiiéncia pode ser estimado.
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Figura 5.21: Valor absoluto normalizado dos coeficientes wavelet do sinal apresentado na figura

5.17 considerando a = 5 € a = 25 ¢ a wavelet de Fourier Mexican Hat.

5.5. CONCLUSOES

Novas familias de wavelets continuas e discretas foram introduzidas, apoiadas na
transformada de Hilbert e em uma analogia entre os nucleos de transformadas de Fourier e de

Hartley e de uma WMRA.

Wavelets continuas geralmente apresentam simetria par ou impar, de modo que wavelets
simétricas (pares) podem ser projetadas através da transformada de Hilbert de wavelets anti-
simétricas (impares) e vice-versa. Estas wavelets harmonicamente conjugadas sao designadas pares

de wavelets transformadas de Hilbert.

Com a defini¢do da wavelet “transformada de Hilbert de wavelet” foi possivel construir
novas wavelets complexas, as wavelets analiticas e as wavelets de Fourier, e reais, as wavelets de
Hartley, as quais foram desenvolvidas com base na defini¢@o de sinais analiticos e nos nucleos das

transformadas de Fourier e de Hartley, respectivamente.

As wavelets com simetria par (impar) podem ser particularmente Gteis na analise de sinais
simétricos (anti-simétricos). Porém, como as propriedades do sinal em analise nao sdo conhecidas a
priori, a analise conjunta dos dois tipos de simetria do sinal através das wavelets de Fourier ou de

Hartley pode promover uma analise mais apropriada do sinal.

No dominio do tempo discreto, foram apresentados os pardmetros M e £ de filtros FIR que
aproximam o “transformador ideal de Hilbert” e define, através de sua convolugdo com um filtro

wavelet, um novo filtro wavelet que implementa a transformada de Hilbert de uma wavelet
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discreta. Foram propostas implementagdes através de bancos de filtros para a WMRA, onde uma
wavelet e sua transformada de Hilbert podem ser agrupadas para realizar analises com wavelets de
Fourier e de Hartley discretas. Em decorréncia da diferenca nos comprimentos dos filtros wavelet e
transformada de Hilbert de wavelet, faz-se necessario introduzir um atraso puro no ramo do filtro

wavelet para a composicao adequada dos coeficientes wavelet de Fourier e de Hartley.

Os casos exemplos ilustram que, apesar do deslocamento temporal imposto pela
transformada de wavelets, as wavelets de Hartley (assimétricas) podem promover uma melhor
analise para determinadas classes de sinais. Enquanto isso, as wavelets complexas, as wavelets de

Fourier e analiticas, tém potencial aplicacdo para a detecgdo de disturbios e de freqiiéncias.

Ressalta-se ainda que wavelets de Hartley podem ser escolhas apropriadas para uma analise
onde faz-se necessario o deslocamento de fase de —m/4 radianos entre dois sinais, enquanto que
wavelets de Fourier, analiticas ou transformadas de Hilbert podem ser escolhas adequadas em

aplicacdes onde faz-se necessario o deslocamento de fase de —/2 radianos.
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CAPITULO 6

FAMILIAS DE WAVELETS DERIVADAS DE
POLINOMIOS ORTOGONAIS

Neste capitulo sdo apresentadas familias de wavelets derivadas dos polindmios classicos de
Legendre, Chebyshev e Gegenbauer. Bancos de filtros ndo ortogonais sdo propostos para a
implementacdo computacional de uma analise multirresolugdo baseada nestas novas familias de

wavelets.

6.1. INTRODUCAO

Os polindmios de Legendre e Chebyshev formam um conjunto de fungdes ortogonais no
intervalo [-1, 1], com relagdo as suas fungdes peso [Abramowitz & Stegun, 1968]. A decomposigdo
de sinais sobre o intervalo L*(-1, 1) tem sido proposta através de conexdes entre polindmios
ortogonais e as teorias de analise multirresolugdo de sinais e de wavelets [Kilgore & Prestin, 1996;
Fischer & Prestin, 1997; Cintra et al., 2003; Lira et al., 2003]. A metodologia proposta em [Kilgore
& Prestin, 1996; Fischer & Prestin, 1997] define func¢des escala e wavelet continuas, enquanto que
a técnica proposta em [Cintra et al., 2003; Lira et al., 2003], a qual é baseada em [Lira et al., 2004],
define funcdes escala e wavelet discretas, permitindo realizar analises de sinais através de bancos

de filtros digitais.

Em [Lira et al., 2004], foram definidas novas wavelets baseando-se nas fun¢des de Mathieu

(cossenos e senos elipticos), sendo estas denominadas wavelets de Mathieu. Segundo o autor, a

jm

estrutura matematica destas wavelets naturalmente induz uma imposi¢io de fase linear e /" para
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o filtro escala de uma MRA. Baseando-se neste trabalho, esta fase linear também foi empregada na

definicdo das wavelets de Legendre [Lira et al., 2003] e Chebyshev [Cintra et al., 2003].

Explorando estas ultimas relagdes, mostra-se neste capitulo que a imposigdo de uma fase
linear para a composicdo da resposta em freqii€ncia dos filtros escala de Legendre e Chebyshev ¢

compativel com a teoria de filtros digitais de fase linear generalizada [Oppenheim et al., 1999].

Adicionalmente, ¢ investigada a possibilidade de criagdo de uma nova familia de fungdes
escala e wavelet baseada nos polindmios de Gegenbauer, dos quais os outros dois polindmios sdo

casos particulares.

6.2. UMA FAMILIA DE WAVELETS DERIVADA DOS POLINOMIOS
DE LEGENDRE

Os polindmios de Legendre ja foram usados para o projeto de fungdes janela [Jaskula,
2002] e de uma familia de wavelets [Lira et al., 2003]. Entretanto, ao invés de impor uma fase
linear para a definigdo da resposta em freqiiéncia de filtros MRA de Legendre, que se baseia em
resultados obtidos na definicdo das funcdes escala de Mathieu, faz-se uma comparagdo entre a
magnitude da resposta em freqii€ncia proposta com a magnitude da resposta em freqiiéncia de

filtros FIR de fase linear generalizada.

Inicialmente sdo apresentados os polindmios de Legendre e em seguida todo o
desenvolvimento matematico necessario para a investigacao da existéncia de novas fungdes escala

e wavelet derivadas dos mesmos.

6.2.1. Os POLINOMIOS DE LEGENDRE

Os polindmios de Legendre, P, (z), sdo definidos pela seguinte relagdo de recorréncia

n

[Abramowitz & Stegun, 1968]:
1
PE)=—A@-n=1)-z-£(z)=(n=1)- (=)} 6.1)
onde PO(Z)=1, P(z)=z,n>1e |z| <1.

A figura 6.1 apresenta alguns polindmios de Legendre para z real, |z| <l1.
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Figura 6.1: Alguns polindmios de Legendre P, (z) : (a) n impar; (b) n par.

Os polindmios de Legendre de ordem impar t€ém valor médio nulo e os polindmios de
ordem par tém valor médio diferente de zero. Apesar disto, os polindmios de Legendre ndo devem
ser declarados como fungdes escala ou wavelet de uma WMRA, uma vez que estes ndo decaem
para zero em suas extremidades, como desejavel [Chui, 1992].

De acordo com as consideragdes anteriores, adota-se a mudanca de variavel z = cos(@), de

forma que os polindmios de Legendre sejam apresentados sob a forma P,(cos(@)). A figura 6.2

apresenta alguns exemplos de polinémios de Legendre considerando z = cos(6).

Amplitude
Amplitude

(a) (b)
Figura 6.2: Alguns polindmios de Legendre P, (cos(@)): (a) n impar; (b) n par.

Os polindmios de Legendre na forma P,(cos(@)) tém: (i) periodicidade 2-m para n impar,

com zeros comuns em 6=n-7n/2, de modo que tem-se |P, (cos(n- n/ 2))| =0; (ii) periodicidade 7
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para n par, ndo havendo zeros comuns; (iii) » raizes distintas dentro do intervalo 0<@<2-7 (n
impar) ou 0<@<m (n par). Dessa forma, a visdo no dominio do tempo dos polindmios de

Legendre como funcdes escala ou wavelet ¢ descartada e os polindmios sob a forma Pn(cos(ﬁ))

podem ser vistos como respostas em freqiiéncia de filtros digitais.

6.2.2. Os FILTROS PASSA-BAIXA DE LEGENDRE

Para ajustar os polinémios de Legendre P,(cos(@)) a resposta em freqiiéncia de um filtro

passa-baixa, faz-se necessario impor um valor nulo em w. Isto pode ser feito ao assumir 6

relacionado a freqiiéncia espectral @como 6 = @/2, para valores impares de n. Para os polindmios
de ordem par, n par, ndo é possivel definir uma relagdo entre € ¢ @ que permanega valida para
qualquer n. Logo, apenas valores impares para n sdo levados em consideragao.

A fungdo P, (cos(w/ 2)), com n=v, v impar, pode ser usada para definir o filtro escala
H(w) de uma MRA. Um filtro escala é um filtro passa-baixa e deve atender a condi¢des de
fronteira apropriadas, nominalmente |H (O)| =le |H (n)| =0 [Chui, 1992]. Entdo impde-se a H,(w)
uma fun¢ao magnitude que € dada pelo polinomio de Legendre:

4,(@)= P, (cos(w/2)). (6.2)

Exemplos ilustrativos dos filtros passa-baixa de Legendre sdo apresentados na figura 6.3.
Observa-se nesta figura que a medida que v aumenta, o 16bulo principal torna-se mais estreito e o
nivel de atenuacdo na banda de rejeicdo torna-se maior. O nimero de zeros no intervalo

0<w<2- -7 depende de v (o grau do polindmio de Legendre).
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Freqiiéncia (rad/amostra)

Figura 6.3: Magnitude da resposta em freqiiéncia de filtros passa-baixa de Legendre para

v=1,3,57.
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6.2.2.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Legendre

Como a fungdo magnitude 4, (@) estd definida, o proximo passo é adotar uma fase de
modo a definir H, (@) e, em seguida, determinar os coeficientes do filtro 4, (k), ke Z . Isto pode

ser feito ao aplicar expressdes explicitas envolvendo polindmios de Legendre e fungdes

trigonométricas [Abramowitz & Stegun, 1968]:

P, (cos(é?)):Zam -cos((n—2-m)-9), (6.3)
m=0
1 [2mj (2-n—2~m}
onde a,, =—- . e0<f<m.
4" m n—m

Substituindo & = @/2 e n =V na equagio (6.3) obtém-se:

(cos( D ’;)a cos(v 2-m)- 2) (6.4)

Expandindo os termos do somatorio da expressdo (6.4) obtém-se:

P{cos[%jj = q, -cos(%j +a - cos((v 2)- > j +..ta, cos(( v+2)- %j +a,- cos(_ VZ' w], (6.5)

de modo que, agrupando os termos coincidentes, o polindmio de Legendre, empregando as

consideragdes supracitadas, pode ser representado por:
Pv[cos(;)j} = (ao + av)- cos(‘};)j + (al +a,, ) cos((v -2) czoj +(a, +a, , ) cos((v —4). czoj +... (6.6)

A equagdo geral para um filtro FIR de fase linear generalizada tipo Il (filtros com simetria

par e comprimento par) [Oppenheim et al., 1999], ou seja, v impar, pode ser definida como:

H,(@)=B,(0)e *, (6.7)

v+1

onde B Zb cos([k——j J com b, =2- hET_kJ sendo {/;} os coeficientes de tal

filtro.

Expandindo os termos da expressao (6.7) obtém-se:

Bv(a)):bl-cos[§j+b2~cos[3éwj+ +b,, - co [(v 2)- 2)+bv+1 cos[vzwja (6.8)

que, em fungdo dos coeficientes do filtro, pode ser expresso por:
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B,(@)=2-h, 1 cos( j+2 h, 5 005(3 ]+ A2k cos((v 2): j+2 hy - cos( a)j (6.9)
2 2 2 2

2 2

Uma comparagdo termo-a-termo entre as expressdes (6.9) e (6.6) revela que
a,+a,_, , L .
h, = - ] para k=0,1,---,v e um dado v impar, e implica que H, (aJ) pode ser visto
como um filtro FIR de fase linear generalizada, sendo definido por:

.V
—j—

H,(0)=4,(0)-e 2, (6.10)
cujos coeficientes sao dados por:
h, (k)= (k)+;(v K g0t 6.11)

Finalmente, invocando os coeficientes da série de Legendre (6.3) e sabendo que a resposta

em freqiiéncia de filtros MRA ¢ dada por H,( 2 Zh @k os coeficientes do filtro
keZ

passa-baixa de Legendre sao expressos por:

hv(k) 1 .(2 kj (Z'V_Z'k} k=01,--,v. (6.12)

V2o |k v—k

Portanto, os filtros passa-baixa de Legendre sdo filtros FIR de fase linear generalizada tipo
II, portanto filtros de suporte compacto, apresentando v +1 coeficientes nao nulos, e simetria par,

uma vez que h, (k)=h,(v—k), com centro de simetria em /2. No plano Z, todos os zeros dos

filtros passa-baixa de Legendre estio localizados sobre o circulo unitario.

6.2.2.2. Avaliacao da Convergéncia da Resposta ao Impulso dos Filtros

Passa-Baixa de Legendre

Os coeficientes do filtro passa-baixa de Legendre satisfazem as condigdes basicas da MRA
no dominio da freqii€ncia e a algumas condi¢des necessarias de ortogonalidade [Burrus et al.,

1998]:

> k) =2, (6.13)

Zh(Z-k)th(z-kH):%. (6.14)

k k
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Embora as condi¢des basicas da MRA sejam obedecidas, faz-se necessario verificar se ha

convergéncia da resposta ao impulso destes filtros. Se existe convergéncia no L*, esta resposta ao
impulso pode ser chamada de funcdo escala ¢(r) de uma MRA e o filtro passa-baixa de Legendre

passa a denominar-se filtro escala de uma MRA.

Ha alguns métodos para verificar a convergéncia no L* [Burrus ef al., 1998]. Um deles
baseia-se em aproximacdes sucessivas da resposta ao impulso do filtro a partir de seus coeficientes
através de um processo iterativo, o algoritmo em cascata. Tal processo, brevemente discutido no
item 2.5.1.3, pode ser simplificado conforme apresentado na figura 6.4, na qual o niimero de
iteracdes do algoritmo, i, corresponde a quantidade de escalas de reconstrugdo, ou seja, a
quantidade de ramos superiores do processo de reconstrugdo do algoritmo de codificacdo por sub-
bandas baseado na WMRA. Quando ha convergéncia, o algoritmo em cascata garante a existéncia e
unicidade da fun¢do escala ¢(¢) e, conseqiientemente, garante a existéncia de uma MRA [Burrus et

al., 1998].

"o ) h(n) 3

|

Figura 6.4: Processo iterativo e representativo para teste de convergéncia da resposta ao impulso de

um filtro passa-baixa: it € o nimero de iteragdes.

A figura 6.5 apresenta fungdes derivadas apos 2, 3 e 4 iteragdes, para v=I1, 3, 5, 7, que
representam uma aproximag¢ao de uma Unica fungdo no dominio do tempo. Deste modo, pode-se
afirmar que ha convergéncia no L* e que as fungdes resultantes sao exemplos de fungdes escala da

familia MRA de Legendre.

Uma propriedade importante das fungdes escala em uma MRA ¢ a ortogonalidade. Esta

propriedade pode ser investigada através da seguinte relagdo [Chui, 1992; Burrus et al., 1998]:

D" h(k)-hlk—2-n)=68(n), (6.15)

onde &(n) é o impulso unitario discreto. Esta ¢ uma condigdo suficiente para ortogonalidade.

Apesar do fato de que os filtros escala de Legendre sempre obedecem as condigoes
necessdarias para ortogonalidade, v =1 € a tnica ordem dos filtros de Legendre que gera uma MRA
ortogonal. De fato, este filtro de Legendre (v = 1) reduz-se ao filtro de Haar, que € o tnico filtro

simétrico que atende a condicao de ortogonalidade [Chui, 1992].
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Figura 6.5: Fungoes escala de Legendre derivadas apos 2, 3 e 4 iteragodes: (a) v=1; (b) v=3;

(c) v=175; (d) v="17. Observa-se que ha convergéncia com o nimero de iteracdes.

6.2.3. UMA ANALISE MULTIRRESOLUGCAO BASEADA EM FUNCOES ESCALA

E WAVELET DE LEGENDRE

De modo a definir filtros passa-alta para gerar as wavelets de Legendre, faz-se necessario
um deslocamento de m-radianos na resposta em freqiiéncia das funcgdes escala de Legendre. No
dominio do tempo discreto, este deslocamento em freqiiéncia corresponde a um deslocamento

ciclico nos coeficientes do filtro passa-baixa. Portanto, os coeficientes do filtro wavelet, g(k),
ke Z,sao dados por g(k)z (—l)k -h(l—k), para k=0,1,---,v.

Definindo um banco de filtros ndo ortogonal baseado em filtros passa-baixa e passa-alta de
Legendre, as fungdes wavelet podem ser derivadas por um processo iterativo similar ao empregado
para gerar as funcdes escala. Para isto, substitui-se, na figura 6.4, os coeficientes do filtro passa-

baixa h(k), na entrada do processo iterativo, pelos coeficientes do filtro passa-alta g(k). A figura

6.6 apresenta algumas fungdes escala e wavelet de Legendre derivadas apds seis iteragdes.
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Figura 6.6: Fungoes de Legendre (v =1, 3, 5, 7) derivadas apos seis itera¢des: (a) funcdes escala;

(b) fungodes wavelet.

Assim como muitos filtros escala e wavelet de suporte compacto, ndo ha formulas

analiticas para descrever as fungdes escala e wavelet de Legendre no dominio do tempo.

6.3. UMA FAMILIA DE WAVELETS DERIVADA DOS POLINOMIOS
DE CHEBYSHEV

Assim como os polindmios de Legendre, os polindmios de Chebyshev ja foram usados para
o projeto de filtros digitais [Oppenheim et al., 1999] e de familias de wavelets [Kilgore & Prestin,
1996; Cintra et al., 2003]. Considerando o caso discreto, proposto em [Cintra ef al., 2003], faz-se
uma comparacao entre a magnitude da resposta em freqiiéncia proposta com a magnitude da
resposta em freqiiéncia de filtros FIR de fase linear generalizada, a exemplo do que foi feito com os

polindmios de Legendre.

Portanto, o mesmo procedimento empregado para a definicdo das fungdes WMRA de
Legendre, apresentado no item anterior, ¢ utilizado para a investigacao da existéncia das fungdes
WMRA derivada dos polindmios de Chebyshev. Salienta-se que os polinomios de Chebyshev
podem ser classificados como polindmios de Chebyshev tipo I e tipo II, dos quais a principal

diferenca entre os mesmos € a imposicao de diferentes condi¢des iniciais em uma expressao Unica.
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6.3.1. Os POLINOMIOS DE CHEBYSHEV Ti1pPO I

Os polindmios de Chebyshev tipo I, 7, (Z), sdo definidos pela seguinte relacdo de

recorréncia [ Abramowitz & Stegun, 1968]:
Tn(Z)z2'Z'Tn—l(z)_Tn—2(z)’ (616)

onde Ty(z)=1, T)(z)=z,n>1¢e |Z|S1.

A figura 6.7 apresenta alguns polindmios de Chebyshev tipo I para z real,

z| <1. Assim

como os polinomios de Legendre, os polinomios de Chebyshev tipo I de ordem impar tém valor
médio nulo e os polindmios de ordem par tém valor médio diferente de zero. Apesar disto estes
polindomios ndo devem ser declarados como fungdes wavelet e escala, uma vez que nao decaem

para zero, como desejavel [Chui, 1992].
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Figura 6.7: Alguns polindmios de Chebyshev tipo I 7, (z): (a) n impar; (b) n par.

Sobre as consideragdes apontadas anteriormente, ¢ adotada novamente a mudanca de

variavel z = cos(H), de forma que os polindmios de Chebyshev tipo I sdo agora apresentados sob a
forma 7, (005(9)). A figura 6.8 apresenta alguns exemplos de polindmios de Chebyshev tipo I

usando z = cos(8).

Os polinémios de Chebyshev tipo I na forma T, (cos(d)) tém: (i) periodicidade 2-7 para n
impar, com zeros comuns em @=n-n/2; (ii) periodicidade T para n par, ndo havendo zeros

comuns; (iii) z raizes distintas dentro do intervalo 0 <@ <2-7 (n impar) ou 0 <8 <7t (n par).
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Dessa forma, a visdo no dominio do tempo dos polindmios de Chebyshev tipo I como

fungdes escala ou wavelet é descartada e os polindmios sob a forma T, (cos(#)) podem ser vistos

como respostas em freqiiéncia de filtros digitais.

' NN AV

[ ;\ \“\‘J \ ‘\ ‘ A

Amplitude
Amplitude

(a) (b)
Figura 6.8: Alguns polindmios de Chebyshev tipo I 7, (cos(8)): (a) n impar; (b) n par.

6.3.2. Os FILTROS PASSA-BAIXA DE CHEBYSHEV TIPO I

De forma a ajustar os polindmios de Chebyshev tipo I de ordem impar 7, (005(9)) , n impar,

a resposta em freqii€ncia de um filtro passa-baixa, ¢ necessario impor um valor nulo em 7. Isto

pode ser feito ao assumir @ relacionado a freqiiéncia espectral @ como 6 =w@/2. Para os

polindmios de ordem par, n par, ndo ¢ possivel definir uma relagdo entre € e @ que permaneca

valida para qualquer n. Dessa forma, apenas valores impares para n sdo levados em consideracao.

O numero de zeros em 0 <@ <2 -7 e a largura dos lobulos dos polindmios escalonados de
Chebyshev T, (cos(aJ/ 2)) dependem apenas do grau (n) dos mesmos. Para n fixo, todos os 16bulos
apresentam mesma largura de banda, de modo que ndo ¢ possivel definir o 16bulo principal.

A funcdo T, (cos((u/ 2)), com n = v, v impar, pode ser usada para definir o filtro passa-baixa
H ((a) para uma MRA. Um filtro MRA deve atender a condi¢des de fronteira apropriadas,
nominalmente |H (0)| =1 e |H (n)| =0 [Chui, 1992]. Entdo impde-se a H, (w) uma fungdo
magnitude que € dada pelo polindmio normalizado de Chebyshev tipo I:

A, (w)=T,(cos(w/2)). (6.17)

Exemplos ilustrativos das fungdes de transferéncia dos filtros passa-baixa de Chebyshev

tipo I sdo apresentados na figura 6.9, onde se observa que estas fun¢des sdo naturalmente
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normalizadas, que a medida que v aumenta ocorrem mais ultrapassagens pelo zero e ainda que

todos os lobulos, para um v fixo, apresentam mesma largura de banda.

08} “‘w‘\‘ N

o
o

Magnitude

°
2
~ )
_—
-

02t “\ \ /‘“ \ /’/‘ {J \ / | \\‘
/

\ \ \ | 4
| | | \ \
\“ “{ \\ / \\/ ““ “‘ \/ \“ “p \:
VY , (o | ,
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Freqiiéncia (rad/amostra)

Figura 6.9: Magnitude da resposta em freqiiéncia de filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I para

v=1,3,57.

6.3.2.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Chebyshev Tipo I

Como A, (w) esta definida, o préximo passo ¢ adotar uma fase de modo a definir H, (@) e,
em seguida, determinar os coeficientes do filtro 4,(k), ke Z. Isto pode ser feito ao aplicar

expressdes explicitas envolvendo polindmios de Chebyshev tipo I e fungdes trigonométricas

[Abramowitz & Stegun, 1968]:

T, (cos(8))=cos(n-8). (6.18)

Substituindo € = @/2 e n =V na equagio (6.18) obtém-se:

T, (COS(QJJ = cos[v ~QJ . (6.19)
2 2

Uma comparagdo termo-a-termo entre as expressodes (6.19) e (6.9) revela que h(k): /2,
para k=0¢e k=v,e h(k): 0, para 0 <k <v, para um dado v impar, e implica que H, (aJ) pode

ser visto como um filtro FIR de fase linear generalizada, sendo definido por:

H,(0)=4,(0)e 2, (6.20)
e cujos coeficientes sdo dados por:
hv(k)zé,k=0ekzv. (6.21)
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Como a resposta em freqiiéncia de filtros MRA ¢ dada por H Zh e ok

2 keZ
os coeficientes do filtro MRA de Chebyshev sao:
_hv(k)zl, k=0chk=v. (6.22)
J2oo2

Portanto, os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I sdo filtros FIR de fase linear
generalizada tipo II, portanto filtros de suporte compacto e simetria par, b, (k)= h,(v—k),
apresentando v +1 coeficientes, porém apenas dois coeficientes ndo nulos, e centro de simetria em
/2. No plano Z, todos os zeros dos filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I estdo localizados sobre

o circulo unitario.

A expressdo completa representativa para os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I é dada

por:
H,(0)=T,(cos(w/2))-e "2, (6.23)

ou ainda, considerando a expressdo (6.19), por:

H,(@)=—=([+e7"). (6.24)

1
2

6.3.2.2. Avaliacao da Convergéncia da Resposta ao Impulso dos Filtros

Passa-Baixa de Chebyshev Tipo I

Os coeficientes do filtro passa-baixa de Chebyshev tipo I satisfazem as condigdes basicas
da MRA no dominio da freqiiéncia ¢ as condi¢des de ortogonalidade. Mas, embora estas
propriedades da MRA sejam satisfeitas, o processo iterativo do algoritmo em cascata para v > 1,
usando os coeficientes dos filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I, ndo converge para uma fungao

escala de uma MRA, conforme apresentado na figura 6.10.

Conseqiientemente, ndo ¢ possivel definir as wavelets de Chebyshev tipo I. Em outras

palavras, o limite do algoritmo em cascata ndo ¢ uma funcdo amortecida e o algoritmo nao
2 .. ~ .

converge no L°. A uUnica excegdo ¢ v = 1, que reduz-se ao conhecido banco de filtros de Haar. Esta

¢ a unica escolha de polindmios de Chebyshev tipo I que produz uma MRA.
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Figura 6.10: Resposta ao impulso dos filtros passa-baixa de Chebyshev tipo I derivadas apos 2, 3 e

4 iteragdes: (a) v=1; (b) v=3; (c) v=5; (d) v= 7. Ndo ha convergéncia no L* para v > 1.

6.3.3. Os POLINOMIOS DE CHEBYSHEV Ti1proO II

Os polindomios de Chebyshev tipo II, U, (z), também sdo construidos a partir da mesma

relacdo de recorréncia utilizada para os polindmios de Chebyshev tipo I. Entretanto, sdo

empregadas diferentes condi¢des iniciais [Abramowitz & Stegun, 1968]:
U,(e)=22:U,,(2)-U,,(2). (6.25)
onde Uy(z)=1,U,(z)=2-z,n>1e|7]<1.

A figura 6.11 mostra alguns polindmios de Chebyshev tipo Il para z real, |z| <1. Os

polindmios de Chebyshev tipo II de ordem impar t€ém valor médio nulo e os polindmios de ordem
par tém valor médio diferente de zero, mas apesar disto estes polindmios ndo devem ser declarados

como fungdes wavelet e escala, uma vez que ndo decaem para zero, como desejavel [Chui, 1992].
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Novamente, a mudan¢a de variavel z = cos(@) ¢ adotada de forma que os polindmios de
Chebyshev tipo II sejam apresentados sob a forma U, (cos(é?)). A figura 6.12 apresenta alguns

polindmios de Chebyshev tipo II considerando z = cos(ﬁ).

Amplitude
o
Amplitude

| e

[ -

sl | — n=3 (] 21
| —_pn=5

— n=7

| I I I I I I I I T T
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
z z

(a) (b)
Figura 6.11: Alguns polinomios de Chebyshev tipo I U, (z): (a) n impar; (b) n par.

Os polindmios de Chebyshev tipo II na forma U, (cos(@)) tém: (i) periodicidade 2-7 para n
impar, com zeros comuns em 6#=n-n/2, de modo que tem-se |U (cos(n-n/ 2))| =0; (i)
periodicidade  para n par, ndo havendo zeros comuns; (iii) # raizes distintas dentro do intervalo
0<8<2-n (nimpar) ou 0 <@ <7 (npar).

Dessa forma, a visdo no dominio do tempo dos polinomios de Chebyshev tipo II como

fungdes escala ou wavelet ¢ descartada e os polindmios sob a forma U, (cos(6)) podem ser vistos

como respostas em freqiiéncia de filtros digitais.

® o AN

3333

Amplitude
Amplitude

(a) (b)
Figura 6.12: Alguns polindmios de Chebyshev tipo I U, (cos(8)): (a) n impar; (b) n par.
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6.3.4. OSs FILTROS PASSA-BAIXA DE CHEBYSHEV Ti1PO II

De forma a ajustar os polinémios de Chebyshev tipo II de ordem impar U, (cos(d)), n

impar, a resposta em freqiiéncia de um filtro passa-baixa, ¢ necessario impor um valor nulo em 7.
Isto pode ser feito ao assumir @ relacionado & freqiiéncia espectral @ como 6= @/2. Para os
polindmios de ordem par, n par, ndo ¢ possivel definir uma relagdo entre 8 ¢ @ que permanega

valida para qualquer n. Dessa forma, apenas valores impares para » sdo levados em consideragao.

O numero de zeros em 0 < @w<2-m, a largura do lobulo principal e a atenuagdo na banda
de rejei¢do dos polindmios escalonados de Chebyshev U, (cos(a)/ 2)) dependem apenas do grau (n)
dos mesmos.

A fungio U, (cos(aw/ 2)), com n=v, v impar, pode ser usada para definir o filtro passa-
baixa H ((u) para uma MRA. Um filtro MRA deve atender a condigdes de fronteira apropriadas,
nominalmente |H (O)| =1 e |H (n)| =0 [Chui, 1992]. Entdo impde-se a H, (w) uma fungdo

magnitude que ¢ dada pelo polindmio normalizado de Chebyshev:

A, (w)= . 11 U, (cos(@/2)). (6.26)

Exemplos ilustrativos das fungdes de transferéncia dos filtros MRA de Chebyshev estio

mostrados na figura 6.13. O comportamento passa-baixa de |AV (a))| é observado, como esperado. A

medida que v aumenta, o 16bulo principal torna-se mais estreito e o nivel de atenuacdo na banda de

rejei¢do torna-se maior.
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Figura 6.13: Magnitude da resposta em freqiiéncia de filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II para
v=1,3,57.
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6.3.4.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Chebyshev Tipo II

Como 4, (w) esta definida, o proximo passo ¢ adotar uma fase de modo a definir H Y (w) e,
em seguida, determinar os coeficientes do filtro 74, (k), ke Z. Isto pode ser feito ao aplicar

expressoes explicitas envolvendo polindmios de Chebyshev tipo II e fungdes trigonométricas

[Abramowitz & Stegun, 1968]:

U (cos(8)) = sen((n+1)-6) (6.27)
sen(8)
ou ainda, como [Abramowitz & Stegun, 1968]:
U, (cos(8))= Zcos((n —2-m)-6). (6.28)
m=0

Substituindo & = @/2 e n =V na equagdo (6.28) obtém-se:

U, [cos(%jj = Z;)cos[(v —2. m)%j . (6.29)

Expandindo os termos do somatorio da expressdo (6.29) obtém-se:

Uv(cos(%jj = cos[%) + cos((v - 2)%) +o cos((— v+ 2)%) + cos(_

de modo que, agrupando os termos coincidentes, o polinomio de Chebyshev tipo II, empregando as

wj, (6.30)

consideragdes supracitadas, pode ser representado por:

Uv(cos(gn =2 cos(%j +2. cos[(v— 2)-%} +2- cos((v - 4)%) o (6.31)

Uma comparagdo termo-a-termo entre a expressdo (6.31) e aquela de filtros FIR de fase

linear generalizada tipo II (6.9) revela que h(k)zl, para k=0,1,---,v e um dado v impar, e
implica que H, (a)) pode ser visto como um filtro FIR de fase linear generalizada, sendo definido

por:

H,(0)=4,(0)-e 2, (6.32)
e cujos coeficientes sdo dados por:
1
h(k)=——, k=0,1,---,v. (6.33)
v+1
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Finalmente, como a resposta em freqiiéncia de filoos MRA ¢ dada por

H,(w)= € Zhv (k)-e™7“* | os coeficientes do filtro MRA de Chebyshev sdo expressos por:

\/5 keZ

hv—(k)zL, k=0,1v. (6.34)

V2 v+l

Portanto, os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II sdo filtros FIR de fase linear

generalizada tipo II, portanto filtros de suporte compacto e simetria par, b, (k)= h,(v—k),
apresentando v +1 coeficientes iguais e ndo nulos € centro de simetria em v/2. No plano Z, todos

os zeros dos filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II estdao localizados sobre o circulo unitario.

A expressao completa representativa para os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II ¢

dada por:

H,(0)= ﬁ'UV (cos(e/2))- e/ 2, (6.35)

ou ainda, considerando a expressao (6.27), por:

1 sen((v+1)-@/2)  iyap
i, ()= v+l sen(w/2) e

, (6.36)

que ¢é a expressdo de um filtro de média movel, ou ainda da janela retangular [Oppenheim et al.,
1999]. Conseqiientemente, os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II também podem ser

chamados de filtros de média movel.

6.3.4.2. Avaliacao da Convergéncia da Resposta ao Impulso dos Filtros

Passa-Baixa de Chebyshev Tipo II

Os coeficientes do filtro passa-baixa de Chebyshev tipo Il satisfazem as condigdes basicas
da MRA no dominio da freqii€ncia e a algumas condi¢coes necessarias de ortogonalidade [Burrus et
al., 1998]. Apesar do fato de que os filtros escala de Chebyshev tipo II sempre obedecem as
condigdes necessarias para ortogonalidade, v=1 ¢ a tinica ordem dos filtros de Chebyshev tipo 11
que gera uma MRA ortogonal. De fato, este filtro de Chebyshev (v = 1) reduz-se ao filtro de Haar,

que ¢ o unico filtro simétrico que atende a condicao de ortogonalidade [Chui, 1992].

O processo iterativo do algoritmo em cascata, usando os coeficientes dos filtros passa-
baixa de Chebyshev tipo II, converge para uma funcdo escala de uma analise multirresolucao,

conforme apresentado na figura 6.14. Esta figura apresenta funcdes derivadas apos 2, 3 e 4
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itera¢des, para v=1, 3, 5, 7, que representam uma aproximagdo de uma unica fun¢do no dominio
, A . 2 ~ ~
do tempo. Deste modo, pode-se afirmar que ha convergéncia no L” e que as fungdes resultantes sdo

exemplos de fungdes escala da familia MRA de Chebyshev tipo II.

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.5 1 1.5 2 25 3

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

(a) (b)

0.4 0.2

0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 0 1 2 3 4 5 6 7
0.4 T T T T T T T T T 0.2

0.4 T T T T T T T T T 0.2

0.21 1 0.1

() (d)
Figura 6.14: Fungdes escala de Chebyshev tipo II derivadas apds 2, 3 ¢ 4 iteragdes: (a) v=1;

(b)v=3;(c) v=15; (d) v="7. Observa-se que ha convergéncia com o numero de iteracoes.

6.3.5. UMA ANALISE MULTIRRESOLUGCAO BASEADA EM FUNCOES ESCALA

E WAVELET DE CHEBYSHEV

Nesta secdo 6.3 foi mostrado que apenas os filtros passa-baixa de Chebyshev tipo II podem
definir fungdes escala e wavelet de uma MRA. Conseqlientemente, a analise multirresolu¢do de
Chebyshev da qual trata este item esta baseada nas funcgdes escala e wavelet derivadas dos

polindmios de Chebyshev tipo II.

A figura 6.15 apresenta algumas funcgdes escala e wavelet de Chebyshev obtidas apos seis
iteragdes do algoritmo em cascata. Considera-se que as wavelets de Chebyshev sdo geradas de

forma semelhante a empregada na defini¢do das wavelets de Legendre.
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Assim como a vasta maioria de filtros escala e wavelet de suporte compacto, ndo ha

formulas analiticas para descrever tais fungdes no dominio do tempo.

v=1
0.5 1 of
L L L L L L L L L - L L L L L
0.4 T T T T 0.2

\ , \ ,
—— v=3 ~ v=3
0.2 J or J

. 1 . . . . 1 . I Y

0.4 T T T T T T T 0.1 T T T T T T T

0.2 4 O/\/_V\/\/
I 1 . . 1 I . I I 1 1 . . 1 I . 1 .

0.4 T T T T T 0.05

(a) (b)
Figura 6.15: Fungdes de Chebyshev (v=1, 3, 5, 7) derivadas apos seis itera¢des: (a) fungdes

escala; (b) fungdes wavelet.

6.4. FAMILIAS DE WAVELETS DERIVADAS DOS POLINOMIOS DE
GEGENBAUER

Os polindmios de Legendre e Chebyshev tipos I e II sdo casos particulares de uma classe
de polindmios mais abrangente: os polindmios (ultra-esféricos) de Gegenbauer. Portanto, espera-se
que novas fungdes WMRA derivadas dos polinomios de Gegenbauer, com maior grau de liberdade,
possam ser definidas baseando-se no procedimento empregado para a definicdo das fungdes

WMRA de Legendre e Chebyshev.

Os polindmios de Gegenbauer ja tém sido usados para o projeto de filtros passa-baixa ou
passa-alta [Soltis, 1993; Soltis, 1994; Sae¢d et al, 1995; Deczky, 2001; Schwarzweller &
Wintermantel, 2002], seja como a resposta ao impulso de filtros FIR, seja como a resposta em

freqiiéncia de fungdes janela e wavelets.

Foi mostrado em [Soltis, 1994] que tomando valores de ¢ (um pardmetro do polinémio de
Gegenbauer) fora de sua faixa de defini¢ao de ortogonalidade, € possivel gerar wavelets que se
assemelham as wavelets de Lemarie e gaussianas discretas, cujas respostas em freqii€ncia sdao do

tipo filtros de meia banda. Porém, como estas wavelets sdo geradas, no artigo em questdo, a partir
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do emprego de transformadas inversas de Fourier, ndo estdo disponiveis informagdes quanto aos

filtros digitais aos quais as mesmas correspondem.

Avalia-se ainda a possibilidade de criacdo de novas fungcdes WMRA derivadas dos
polindmios de Gegenbauer, quando considerados valores de « dentro de tal faixa de ortogonalidade

e o emprego do procedimento adotado para a defini¢do das fungdoes WMRA de Legendre ¢

Chebyshev.

Inicialmente, tal procedimento ¢é apresentado € em seguida avaliam-se os resultados

encontrados por Soltis [Soltis, 1994].

6.4.1. Os POLINOMIOS DE GEGENBAUER

O polindmio de Gegenbauer, ou polindmio ultraesférico harménico, é solugdo da equagao

diferencial, » inteiro:

2

(1-22)4 2y—(2.a+1).z.@+n.(n+2.a).y=0. (6.37)
dz dz

O polinémio ortogonal de Gegenbauer de ordem n, C(“)(z), pode ser obtido, para n>2,

n

|z| <1 e a>-1/2, pela seguinte relagdo de recorréncia [Abramowitz & Stegun, 1968]:

n

CO)=L.p (@rn=1)2.C ()= (2-a+n-2)-C9 ()], (6.38)
n

onde Cl(“)(z):Z-a'z e Céa)(z):Z'w(aH)'zz—a. Adicionalmente, mantém-se valida a

seguinte propriedade C'*(—z)=(=1)"-C“(z).

n n

Casos especiais classicos dos polindmios de Gegenbauer incluem os polindmios de

Legendre (Vn, @ =1/2), Chebyshev tipo I (Vn, @ = 0) e Chebyshev tipo I (Vn,a =1).

A figura 6.16 apresenta alguns polindmios de Gegenbauer para z real, z|Sl. Os

polinomios de Gegenbauer de ordem impar tém valor médio nulo ¢ os polindmios de ordem par
tém valor médio diferente de zero. Entretanto, apesar disto estes polindmios ndo devem ser
declarados como fung¢des wavelet e escala, uma vez que nao decaem para zero, como desejavel

[Chui, 1992].

Sobre as consideragdes apontadas anteriormente, ¢ adotada novamente a mudanga de

variavel z=cos(@), de forma que os polindmios de Gegenbauer sio agora apresentados sob a
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forma C,(,“)(COS(H)). A figura 6.17 apresenta exemplos de polindmios de Gegenbauer usando

z=cos(d).
8 10
6 o s |

Amplitude
Amplitude

(a) (b)
Figura 6.16: Alguns polindmios de Gegenbauer C () (z) para = 1: (a) n impar; (b) n par.

n

3333

Amplitude
Amplitude

(a) (b)
Figura 6.17: Alguns polinomios de Gegenbauer C () (cos(@)) para a= 1: (a) n impar; (b) n par.

n

Para valores estritamente positivos de ¢, os polinomios de Gegenbauer na forma

C,(l“) (cos(8)) tém: (i) periodicidade 27 para n impar, com zeros comuns em & =n-7/2, levando ao

mesmo valor

C ,5“) (cos(n/ 2)X =0; (ii) periodicidade T para n par, ndo havendo zeros comuns; (iii) #
raizes distintas dentro do intervalo 0 < @< 2.7 (n impar) ou 0 <8 <7 (n par).

Deste modo, a visdo no dominio do tempo dos polindmios de Gegenbauer como fungdes

escala ou wavelet ¢ descartada e os polindmios sob a forma C(“)(cos(ﬁ)) podem ser vistos como

n

respostas em freqiiéncia de filtros digitais.
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6.4.2. Os FILTROS PASSA-BAIXA DE GEGENBAUER COM RESPOSTA EM

FREQUENCIA SELETIVA

Para ajustar os polindmios de Gegenbauer C}(f‘)(cos(ﬁ)), a>-1/2, a resposta em

freqiiéncia de um filtro passa-baixa, € necessario impor um valor nulo em 7. Isto pode ser feito ao

assumir @ relacionado a freqiiéncia espectral @ como @ = @/2, quando n ¢ impar. Os polindmios
de ordem par ndo apresentam comportamento tipico de filtros passa-baixa, desde que

‘C,(,“)(cos(n))‘ # 0. Logo, apenas valores impares para n devem ser levados em consideracao.

Limitando « a faixa de ortogonalidade do polindmio, & >—1/2, o niimero de zeros em

0<w<2- -1 depende do grau do polindmio de Gegenbauer. Para um valor fixo de n, o parametro

« controla a largura do 16bulo principal e a atenuagdo na banda de rejeicdo dos polindmios

escalonados de Gegenbauer C (@) (cos(a)/ 2)).

n

Embora o polindmio de Gegenbauer mantenha a ortogonalidade para & >—1/2, ele ndo
tem um comportamento passa-baixa no intervalo —1/2<a <0. Além disto, polindmios de

Chebyshev tipo I (qualquer polindmio de Gegenbauer de ordem n com ¢ =0) ndo geram fungdes
escala, e conseqiientemente ndo geram uma MRA. Entdo, deve-se restringir ¢, quando limitado a

faixa de ortogonalidade do polindmio, a valores estritamente positivos.

A funcdo C,(f’)(cos(a)/ 2)), com 1 =v, v impar, pode ser usada para definir o filtro passa-
baixa H(w) de uma MRA. Um filtro MRA deve atender a condi¢des de fronteira apropriadas,
nominalmente |H (0)| =1 e |H (n)| =0 [Chui, 1992]. Entdo impode-se a H, (w) uma fungdo

magnitude de acordo com o polindmio normalizado de Gegenbauer:

C (cos(/2))
R (6.39)

A, () ==+
' (1)
Exemplos ilustrativos dos filtros passa-baixa de Gegenbauer estio mostrados na figura
6.18. O comportamento passa-baixa de |AV (a))| ¢ observado, como esperado. Além disto, observa-
se também que para um valor fixo de ¢, a medida que v aumenta, o 16bulo principal torna-se mais
estreito e aumenta a quantidade de 16bulos secundarios. Para um valor fixo de v, observa-se que a

medida que & aumenta, o lobulo principal torna-se mais largo e o nivel de atenuacdo na banda de

rejei¢do torna-se maior.
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Figura 6.18: Magnitude da resposta em freqiiéncia de filtros passa-baixa de Gegenbauer: (a) a=1¢

v=1,3,5(b) x=0.5,1.0,1.5ev=3.

6.4.2.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Gegenbauer

Como 4, (w) esta definida, o proximo passo ¢ adotar uma fase para definir H, (@) e para
determinar os coeficientes do filtro 4, (k), ke Z. Isto pode ser feito ao aplicar expressdes
explicitas envolvendo polindmios de Gegenbauer e fungdes trigonométricas [Abramowitz &

Stegun, 1968]:

C,(f’)(cos(ﬁ)) = iam -cos((n—2-m)-6), (6.40)

m=0

T(o+m) T(a+n—m)
m!'(n —-m)T? ()

onde a, = e T() é a fungio gama, @ #0 e 0<@<m. Para @=0, o

polinomio de Gegenbauer, expresso através de fungdes trigonométricas, ¢ dado por [Abramowitz &

Stegun, 1968]:

C,(,O)(COS(B)) = %-cos(n -9), (6.41)
n

que ¢ uma versao escalonada do polinomio de Chebyshev tipo I [Abramowitz & Stegun, 1968]:

C%(cos(6)) = 2. T, (cos(n-6)). (6.42)

n

Substituindo @ =@/2 e n=v na equagio (6.40) obtém-se:

Cé’”(cos(%)) = iam : cos[(v ~2-m)- %j . (6.43)

m=0
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Expandindo os termos do somatorio da expressao (6.43) obtém-se:

cw((;’jj Ca (2‘”} .co{(v-z).?] ‘ota,, .cos((_w 2). g}] va, .cos[‘vz' ‘”] (6.44)

de modo que, agrupando os termos coincidentes, o polinomio de Gegenbauer, empregando as

consideragdes supracitadas, pode ser representado por:
Cﬁ”)(cos[;ojj = (ao +a, ) cos(v;oj + (a1 +a,, ) cos((v - 2)~ 620] + (a2 +a,, ) cos[(v - 4)‘ (;j +...(6.45)

Comparando esta equagdo expandida (6.45) com aquela de filtros FIR de fase linear

. . . . +
generalizada tipo II (6.9) implica que #, = (Mj ,para k=0,1,---,v ¢ um dado v impar, e

ainda que H,(w) pode ser visto como um filtro FIR de fase linear generalizada, sendo definido

por:

H,(0)=4,(w)-e ?, (6.46)
e cujos coeficientes sdo dados por:
h, (k)= (1) '(a(k)”(v_k)), k=0,1v. (6.47)
(1) 2

Invocando os coeficientes da série de Gegenbauer (6.40) e sabendo que a resposta em

freqiiéncia de filtros MRA ¢ dada por H, ((0)2%-2}11, (k)-e™"“* , os coeficientes do filtro

keZ

MRA de Gegenbauer (6.47) podem ser expressos por:

h, (k) 1 D(a+k)T(e+v-k)
V2o D) kv -k )

, k=0,1v. (6.48)

Portanto, os filtros passa-baixa de Gegenbauer sdo filtros FIR de fase linear generalizada

tipo II, portanto filtros de suporte compacto e simetria par, h, (k)= h, (v —k), apresentando v +1
coeficientes ndo nulos € centro de simetria em v/2. No plano Z, todos os zeros dos filtros passa-

baixa de Gegenbauer estdo localizados sobre o circulo unitario.
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6.4.2.2. Avaliacao da Convergéncia da Resposta ao Impulso dos Filtros

Passa-Baixa de Gegenbauer

Os coeficientes do filtro passa-baixa de Gegenbauer satisfazem as condigdes basicas da
MRA no dominio da freqiiéncia e a algumas condi¢des necessarias de ortogonalidade [Burrus et
al., 1998]. Apesar do fato de que os filtros escala de Gegenbauer sempre obedecem as condi¢oes
necessdrias para ortogonalidade, v=1 € a Unica ordem dos filtros de Gegenbauer que gera uma
MRA ortogonal. De fato, este filtro de Gegenbauer (v = 1) reduz-se ao filtro de Haar, que ¢ o unico

filtro simétrico que atende a condicdo de ortogonalidade [Chui, 1992].

O processo iterativo do algoritmo em cascata, usando os coeficientes dos filtros passa-
baixa de Gegenbauer, converge para uma fung@o escala de uma analise multirresolucéo, conforme
apresentado na figura 6.19. Esta figura apresenta funcdes derivadas apods 2, 3 e 4 iteragdes, para
v=1,3, 5,7, que representam uma aproximag¢ao de uma tnica fung¢do no dominio do tempo. Deste

, A s 2 ~ ~
modo, pode-se afirmar que ha convergéncia no L e que as fungdes resultantes sdo exemplos de

fungdes escala da familia MRA de Gegenbauer.
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Figura 6.19: Fungdes escala de Gegenbauer derivadas apos 2, 3 e 4 iteragdes para > 0: (a) v=3¢
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a=1;(b)v=3ea=12;(c)v=Te a=1;(d) v=7 e a=12. Observa-se que ha convergéncia com

o numero de iteracdes.

L. R. SOARES, 2006 134



6.4.3. UMA ANALISE MULTIRRESOLUCAO BASEADA EM FUNCOES ESCALA

E WAVELET DE GEGENBAUER (o> O)

A resposta ao impulso dos filtros passa-baixa de Gegenbauer, &> 0, converge para uma
funcdo escala de uma andlise multirresolucdo (MRA), e conseqiientemente ¢ possivel gerar

wavelets por um procedimento semelhante.

As figuras 6.20, 6.21 e 6.22 apresentam algumas funcdes escala e wavelet de Gegenbauer
obtidas apos seis iteragdes do algoritmo em cascata. Considera-se que as wavelets de Gegenbauer

sdo geradas de forma semelhante a empregada na defini¢do das wavelets de Legendre e Chebyshev.

Assim como para 0s casos anteriores, € também para muitos filtros escala e wavelet de
suporte compacto, ndo ha formulas analiticas para descrever as fungdes escala e wavelet de

Gegenbauer no dominio do tempo.

-0.2f B
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
0 /H/
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0 //\/\//
0 0.5 1 15 2 2.5 3 0 0.5 1 15 2 2.5 3
i
0 0.5 1 15 2 2.5 3 0 0.5 1 15 2 2.5 3
0
-0.21
0 0.5 1 15 2 2.5 3 0 0.5 1 15 2 2.5 3
(a) (b)

Figura 6.20: Funcdes de Gegenbauer derivadas apos seis iteracdes. Pardmetros: v=3 e

a=0.5,1.0,2.0, 12.0, 80.0. (a) fungdes escala; (b) fungdes wavelet.
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Figura 6.21: Fungdes de Gegenbauer derivadas apos seis iteragdes. Parametros: v=15¢

a=0.5,1.0,2.0, 12.0, 80.0. (a) fungdes escala; (b) funcdes wavelet.
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Figura 6.22: Fungdes de Gegenbauer derivadas apos seis iteragdes. Pardmetros: v="7¢

a=0.5,1.0,2.0, 12.0, 80.0. (a) funcdes escala; (b) funcdes wavelet.
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6.4.4. OSs FILTROS PASSA-BAIXA DE GEGENBAUER COM RESPOSTA EM

FREQUENCIA PLANA

Considerando valores de « fora da faixa de defini¢do de ortogonalidade do polindmio de
Gegenbauer (a<-1/2), mostra-se em [Soltis, 1994] que ¢é possivel gerar wavelets que se
assemelham as wavelets de Lemarie e gaussianas discretas, cujas respostas em freqii€ncia sao do

tipo filtros de meia banda.

O polindmio de Gegenbauer para &< —1/2 ndo fornece funcdes que possam assemelhar-se
a respostas em freqiiéncia de filtros digitais para varios valores negativos de ¢. Entretanto, ao invés
de procurar por estes valores de «, procura-se por aqueles que fazem com que o polinomio de
Gegenbauer possa ser representado por uma resposta em freqiiéncia de um filtro com magnitude

plana na origem, w= 0.
Como exemplo, considere o polindmio de Gegenbauer de ordem v =3 expresso por

[Abramowitz & Stegun, 1968]:

C19(cos(8)) =+ - [4- (@), - (cos(8)) —6- (@), - (cos())], (6.49)

W | =

onde (@), =a - (a+1)-(@+2)-...-(@+n-1).
Supondo que existe uma condi¢ao na qual a magnitude ¢ plana, faz-se:

dlc(cos(6))]

d[cos(@)] =0 (6:50)

donde obtém-se que % [12-(0{)3 -(cos 6?)2 —6-(0{)2 ]: 0, e finalmente que:

1
cos(f)=t———. 6.51
) 2-(@+2) (€1
Portanto, se o filtro de Gegenbauer para v=3 tem magnitude plana em 6=0, entdo

a=-3/2,ou a=—v/2.

Supondo que o filtro passa-baixa de Gegenbauer tem resposta em freqiiéncia plana na
vizinhanga de @w=0, obtém-se or=—v/2 como um expressdo Unica para qualquer polinémio de

Gegenbauer de ordem impar (v). A figura 6.23 apresenta alguns polindmios de Gegenbauer

C,(,“)(cos(e)) de ordem impar e o= —v/2.
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Amplitude

Figura 6.23: Alguns polindmios de Gegenbauer C,S“)(cos(é’)) para n =v impar e oL = —v/2.

De forma a ajustar os polindmios de Gegenbauer C(“)(cos(e)), com n=v, v impar, e

n
o =-v/2, a resposta em freqiiéncia de um filtro passa-baixa, ¢ necessario impor um valor nulo em

7. Isto pode ser feito ao assumir @relacionado a freqiiéncia espectral @ como 6 = @/2 .

A fungdo C,(,a)(cos(a)/ 2)), com n=v, v impar, ¢ a=-v/2 pode ser usada para definir o

filtro passa-baixa H (aJ) de uma MRA, impondo a H, (a)) uma fun¢ao magnitude dada por:
A, (@)= C " (cos(w/2)). (6.52)

A figura 6.24 apresenta alguns filtros planos de Gegenbauer, onde se observa o
comportamento passa-baixa, que sdo naturalmente normalizados e ainda que sdo filtros de fase
linear [Oppenheim et al., 1999], uma vez que ocorre apenas uma ultrapassagem pelo zero no

intervalo 0 < @ <2-m para qualquer v impar. Para um valor fixo de v, o parametro ¢ ja ¢ definido

(ax=—v/2) e, portanto, este relaciona-se a freqii€ncia de corte destes filtros.

— v=leq=-12
— v=3eq=-32 []
— v=5eq=-52
N —v=Teq=-72

08} )
L
06} N\ “

0.4

Magnitude

0.2+

. . . . . .
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Freqiiéncia (rad/amostra)

Figura 6.24: Magnitude da resposta em freqiiéncia de filtros passa-baixa de Gegenbauer para

v=1,3,57T¢ea=-v/2.

L. R. SOARES, 2006 138



6.4.4.1. Coeficientes dos Filtros Passa-Baixa de Gegenbauer

Como Av(a)) estd definida e a expressdo dos coeficientes dos filtros passa-baixa de

Gegenbauer (6.48) foi obtida sem a influéncia dos valores de ¢, a resposta em freqiiéncia dos
filtros passa-baixa de Gegenbauer com magnitude plana também pode ser expressa por (6.46),

considerando 4, (a)) definida por (6.52) e os coeficientes ja definidos por (6.48).

Ressalta-se que o fator normalizador em (6.48) deve ser substituido pela soma dos

coeficientes do filtro, dada por x/E , para o caso em questdo: v impar e o= —v/2.

Sabendo que a resposta em freqiiéncia de filtros MRA ¢é dada por

1 o .
H, (w)=—=-> h,(k)-e7“* os coeficientes do filtro escala de Gegenbauer com resposta em

\/5 keZ

freqiiéncia plana podem ser expressos por:

hW) _ 1 Dev24k)T/2=k) (6.53)

V2 2 kMy-k)(=v)2)

Assim como a familia de filtros passa-baixa de Gegenbauer para >0, os filtros passa-
baixa de Gegenbauer com resposta em freqiiéncia plana também sdo filtros FIR, portanto de
suporte compacto, apresentando v+1 coeficientes ndo nulos, com simetria par. Porém como

A,(w), definida por (6.52), ¢ estritamente positiva, estes filtros sdo definidos por filtros FIR de fase

linear. No plano Z, os filtros planos de Gegenbauer apresentam apenas um zero sobre o circulo
unitario. Os outros zeros, para v> 1, estdo localizados dentro e fora de tal circulo, em posigdes

conjugadas.

6.4.4.2. Avaliacao da Convergéncia da Resposta ao Impulso dos Filtros

Passa-Baixa de Gegenbauer

Assim como para o caso em que >0, os coeficientes do filtro passa-baixa de
Gegenbauer, com resposta em freqiiéncia plana na origem, satisfazem as condigdes basicas da
MRA no dominio da freqiiéncia e a algumas condi¢cdes necessarias de ortogonalidade [Burrus et
al., 1998]. Entretanto, v =1 ¢ a Ginica ordem destes filtros que gera uma MRA ortogonal, a MRA de

Haar.

O processo iterativo do algoritmo em cascata, usando os coeficientes dos filtros passa-
baixa de Gegenbauer para a=-v/2, converge para uma fungdo escala de uma analise

multirresolugdo, como apresentado na figura 6.25. Esta figura apresenta fungdes derivadas apos 2,
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3 e 4 iteragOes, para v=1, 3, 5, 7, que representam uma aproximag¢do de uma tUnica fungdo no
ros r A . 2 ~
dominio do tempo. Deste modo, pode-se afirmar que ha convergéncia no L° e que as fungdes

resultantes sdo exemplos de fungdes escala da familia MRA de Gegenbauer.

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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L L L L L L L L L L L L L L L
[ 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 0 1 2 3 4 5 6 7

(c) (d)
Figura 6.25: Fung¢des escala de Gegenbauer derivadas apos 2, 3 e 4 iteragdes para o= —v/2:

(a)v=1;(b)v=3;(c)v=>5; (d) v="7. Observa-se que ha convergéncia com o nimero de iteragdes.

6.4.5. UMA ANALISE MULTIRRESOLUCAO BASEADA EM FUNCOES ESCALA

E WAVELET DE GEGENBAUER (o< -1/2)

Definindo um banco de filtros ndo-ortogonal baseado em filtros planos passa-baixa e passa-
alta de Gegenbauer as fungdes escala ¢ wavelet, no dominio do tempo, podem ser obtidas a partir
do algoritmo em cascata. A figura 6.26 apresenta algumas fungdes escala e wavelet de Gegenbauer,

obtidas ap0s seis iteragdes, para alguns valores de v e o= —v/2.

Assim como para os casos anteriores, ndo hd uma expressdo analitica para descrever tais

func¢des no dominio do tempo.
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(a) (b)
Figura 6.26: Fungdes de Gegenbauer derivadas ap0s seis iteragdes. Pardmetros: v=1,3,5,7 ¢

a=—-v/2. (a) fungdes escala; (b) fungdes wavelet.

6.5. IMPLEMENTACAO DE BANCOS DE FILTROS DE
GEGENBAUER NO MATLAB E ALGUMAS APLICACOES

Para introduzir tais bancos de filtros no Wavelet Toolbox do MATLAB decidiu-se por
definir uma familia de wavelets para cada parametro . Dessa forma, foi possivel definir as
familias de bancos de filtros de Gegenbauer e seus casos particulares: Legendre (ax=0.5) e
Chebyshev (a=1). Estas familias foram denominadas: ggleN (Legendre), ggchN (Chebyshev),
ggl2N (a=12) e ggarN (a=-v/2), sendo N=v. A implementa¢do das mesmas no referido

toolbox esté apresentada no Apéndice B.

Alguns casos exemplos sdo apresentados usando o MATLAB Wavelet Toolbox [Misiti et
al., 2002] para ilustrar o comportamento de tais bancos de filtros e identificar potenciais aplicagdes

na analise de sinais e imagens.
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6.5.1. APLICACAO DE BANCOS DE FILTROS DE GEGENBAUER NA ANALISE

DE SINAIS

A figura 6.27 apresenta o sinal “leleccum”, que corresponde ao consumo de energia
elétrica medido durante trés dias, em intervalos de trinta minutos, em um terminal de
monitoramento de um sistema elétrico [Misiti et al., 2002]. A medida é corrompida por dois sinais
de ruido provocados por defeitos no equipamento de medi¢ao: um ruido decorrente do erro de

medigdo pelos sensores e um ruido permanente [Misiti et al., 2002].

600

Amplitude

100

! ! ! ! ! ! ! !
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 6.27: Sinal “leleccum” correspondente ao consumo de energia elétrica em um terminal do

sistema elétrico.

Tendo como objetivo remover os ruidos provocados pelo erro de medicdo e observar o
comportamento suave de tal sinal, o mesmo ¢ analisado através do banco de filtros de Gegenbauer,

com parametros v="7 e &= 1, considerando trés escalas de decomposi¢ao.

A figura 6.28 apresenta a decomposi¢ao do sinal mostrado na figura 6.27 nestas trés escalas
da WMRA de Gegenbauer (Chebyshev). Considere ¢, o sinal original, c; os coeficientes escala de

terceira escala e d; , d> e d; os coeficientes wavelet de primeira, segunda e terceira escalas.

Observa-se nesta figura que c; fornece uma versdo amortecida do sinal original, com
dimensao reduzida e podendo ser considerado seu sinal aproximado, e ainda que d; , d; e d;

representam os ruidos nas trés escalas de decomposicao.

Com base nos resultados obtidos pode-se inferir que potenciais aplicagdes para os bancos
de filtros de Gegenbauer incluem a remocdo de ruidos, o reconhecimento de padrdes e,

possivelmente, a deteccdo de transitorios em sistemas de poténcia.
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Figura 6.28: Decomposicao do sinal “lelecum” em trés escalas usando o banco de filtros ggch7.

6.5.2. APLICACAO DE BANCOS DE FILTROS DE GEGENBAUER NA ANALISE

DE IMAGENS

A versdo bidimensional da analise multirresolucdo (MRA) associada a transformada de
wavelets discreta (DWT) tem sido usualmente empregada para a analise e processamento de
imagens ¢ videos. Freqiientemente, sdo empregadas bases de wavelets ortonormais ou biortogonais,
devido principalmente as suas propriedades intrinsecas de reconstrugdo perfeita [Mallat, 1989;

Graps, 1995].

Um algoritmo para a implementagdo do processo de codificagdo por sub-bandas para o
processamento de sinais bidimensionais (imagens) pode ser formulado baseando-se no algoritmo

unidimensional apresentado no capitulo 2.

A figura 6.29 descreve a configuragcdo de bancos de filtros unidimensionais para permitir a
decomposicao e a reconstrucao de sinais bidimensionais [Misiti et al., 2002]. Conforme esta figura,
a WMRA bidimensional pode ser descrita como uma WMRA unidimensional ao longo dos eixos x

e y de uma imagem. Tal andlise bidimensional permite decompor os coeficientes de aproximagao,
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no nivel j, em quatro componentes, no nivel j + 1: a aproximagao e os detalhes em trés orientacdes

(horizontal, vertical e diagonal). Conseqiientemente, uma funcéo escala e trés fungdes wavelet sdo

empregadas para realizar tal analise. Estas fungdes, bidimensionais, sdo baseadas no produto

tensorial obtido entre suas versdes unidimensionais [Mallat, 1989; Misiti et al., 2002].
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Figura 6.29: Configuragao de bancos de filtros unidimensionais na implementacdo da WMRA para

a analise de sinais bidimensionais: (a) processo de decomposicao; (b) processo de reconstrugao.

Uma caracteristica importante do emprego de filtros de fase linear no processamento de

imagens ¢ a sua tendéncia de preservar, em sua regido de passagem, a forma original da imagem. O
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uso de filtros de fase ndo linear pode provocar distorgdes em uma imagem de diversas formas,
fazendo com que diferentes componentes de freqiiéncias que “desenham” as linhas e os riscos da
imagem sejam distorcidas [Lim, 1990]. Esta distor¢do pode ocorrer de varias formas, uma delas € o

borramento em alguma parte da imagem, tornando-a menos nitida.

Por se tratarem de bancos de filtros com fase linear, neste item é apresentado um caso
exemplo de processamento de imagem usando um banco de filtros de Gegenbauer (com

redundancia).

Uma das aplicagcdes mais comuns da WMRA bidimensional é a compressdo de imagens,
cujos objetivos podem incluir a catalogagdo de um banco de imagens de impressao digital pelo FBI
(US Federal Bureau of Investigation) [Graps, 1995], a transmissdo de imagens meteorologicas
[Friha & Boulemden, 1998] e a transmissdo de imagens médicas [Tian & Ha, 2004], entre outras
aplicacdes. Recentemente, tem havido interesse por parte de empresas do setor elétrico no

processamento e na transmissao de imagens, especialmente de subestagdes desassistidas.

A compressdo de imagens através do processo de codificagdo por sub-bandas envolve o
estabelecimento de uma wavelet-mae e de um algoritmo para a remocdo de caracteristicas
(informagdes) da imagem que possam ser consideradas irrelevantes para uma determinada analise.

A caracterizacao da relevancia destas informagdes depende dos objetivos de cada analise.

Geralmente, a remo¢ao destas informagdes ¢ realizada eliminando-se os coeficientes de
detalhes cujos valores absolutos estdo abaixo de um determinado limiar de corte [Graps, 1995].
Este limiar pode ser Unico ou pode ser definido um valor para cada nivel de decomposigdo. Os
coeficientes de detalhes resultantes, associados aos coeficientes de aproximagdo, sdo usados na

transformacao inversa para a reconstrucao da imagem [Graps, 1995].

A figura 6.30 apresenta a imagem “subestacdo”, originaria de uma fotografia de um trecho
do patio de uma subestagdo do sistema elétrico, de dimensdo 480 x 480 pixels, sua imagem
reconstruida, sem compressdo, € sua imagem reconstruida, apos sua compressao. Adicionalmente,
apresentam-se também as imagens resultantes das diferengas entre a imagem original e cada uma
destas “novas” imagens. Neste processo, considerou-se a decomposi¢do da imagem original em

dois niveis da WMRA-2D usando o banco de filtros ggarS5.

Na compressao da imagem foi empregado um algoritmo suave para a eliminagdo dos
coeficientes de detalhes, ‘sorh =s’ [Misiti et al., 2002], considerando um limiar de corte inico para
todos os niveis de decomposicdo, ‘thr =20’ [Misiti et al., 2002]. Na imagem reconstruida, a
percentagem de coeficientes wavelet eliminados é de 76.70%, mantendo, entretanto, 98.16% da
energia da imagem original. A reconstru¢do da imagem foi obtida fazendo uso do mesmo banco de

filtros utilizados na decomposi¢do da imagem original.
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Figura 6.30: Imagem “subestagdo” (original), suas imagens reconstruidas, sem compressao
(reconstruida) e com compressao (comprimida), € as imagens diferenca entre a imagem original e

estas novas imagens apos dois niveis da WMRA-2D usando o banco de filtros ggar5.

Como estes filtros ndo sdo ortogonais observa-se, na figura 6.30, que a reconstrugdo da

imagem ndo ¢é perfeita.

O banco de filtros ggar5 apresenta sub-bandas com faixas de freqiiéncia redundantes, e
neste caso, as imagens processadas com este tipo de filtro devem apresentar um reforgo em seus
detalhes, o que € uma caracteristica do uso de filtros passa-alta no processamento de imagens [Lim,

1990].

Na figura 6.30 observa-se ainda que a imagem ‘“comprimida” pode apresentar-se
visualmente tdo boa quanto a imagem “reconstruida”, sem compressdo, e que a diferenca entre tais
imagens fornece um esbogo da imagem original, o qual pode nfo ser tdo acentuado quando do uso

de bancos de filtros ortogonais.

A figura 6.31 apresenta a imagem “subestacao” e seus coeficientes de aproximacgao obtidos
apos um e dois niveis de decomposicido da WMRA-2D. Nesta figura, observa-se que os
coeficientes de aproximagdo podem fornecer uma nova “imagem” da imagem original, com boa
qualidade visual e dimensdo reduzida. Apds a primeira e a segunda decomposicdes € possivel

reduzir, respectivamente, em 4 vezes e em 16 vezes a dimensao de tal imagem.
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Figura 6.31: Imagem “subestacdo” (original) e coeficientes de aproximacdo apos um e dois niveis

da WMRA-2D usando o banco de filtros ggar5.

6.6. CONCLUSOES

Novas familias de funcgdes escala e wavelet foram introduzidas baseando-se nas solugdes
das equagdes diferenciais de 2*-ordem de Legendre, Chebyshev e Gegenbauer. Os polindmios
resultantes sdo comparados a resposta em freqiiéncia dos filtros de uma analise em multirresolucao
e sdo entdo definidas as funcdes escala e, através de um deslocamento em freqiiéncia, as fungdes
wavelet. Embora os polindmios geradores caracterizem-se como ortogonais, as fungdes escala e

wavelet ndo mantém esta propriedade.

Como o pode assumir valores incontaveis (o € R; a> 0), a familia WMRA de Gegenbauer
€ composta por incontaveis fungdes escala e wavelet-méae, para qualquer ordem impar v (positivo).
Casos especiais da familia WMRA de Gegenbauer sido as familias de Haar (v =1, qualquer ),

Legendre (qualquer v, o= 1/2) e Chebyshev (qualquer v, o= 1).

A familia WMRA de Gegenbauer apresenta filtros escala com simetria par e filtros wavelet
com simetria impar, ambos com comprimento par. Para o> 0, estes filtros s@o, respectivamente,
filtros FIR de fase linear generalizada tipo Il (filtros com simetria par e comprimento par) e tipo [V
(filtros com simetria impar ¢ comprimento par) [Oppenheim et al., 1999]. Para o¢=—v/2, ambos os
filtros sdo filtros FIR de fase linear [Oppenheim ef al., 1999]. Para quaisquer destes casos, os filtros
escala e wavelet apresentam fase linear e atraso de grupo constante, dado por v/2, que significa que
ndo sdo introduzidos atrasos diferentes para freqiiéncias diferentes do sinal em analise. Outra
vantagem em favor dos filtros simétricos estd relacionada ao menor esfor¢o computacional
necessario para a obten¢do dos coeficientes escala e wavelet. Quando s3o utilizados filtros
simétricos ¢ possivel reduzir & metade (ou ainda menos) o numero de multiplicagdes necessarias

para a implementacdo de uma WMRA.
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De modo geral, estes filtros sdo usados para definir uma analise multirresolugdo nao
ortogonal com perdas (&> 0) ou com redundancia (&= —v/2). Para o caso em que v =1 (Haar), tal
analise ¢ ortogonal, permitindo a reconstrugdo perfeita do sinal em analise. Entretanto, ressalta-se

que a ortogonalidade pode ser irrelevante em alguns tipos de aplicacdo.

Foram apresentados casos exemplo da aplicagdo de bancos de filtros de Gegenbauer no
processamento de sinais e imagens. Os resultados apresentados mostram que € possivel obter
redu¢do de dimensionalidade do sinal (uni ou bidimensional), ao considerar os coeficientes de
aproximag¢ao como um sinal aproximado do sinal original. No caso especifico do processamento de
sinais bidimensionais, os bancos de filtros seletivos de Gegenbauer ressaltam as componentes de
mais baixa freqiiéncia, apresentando, muitas vezes, uma imagem borrada apds o processo de
reconstru¢do, ou de compressdao. Enquanto isso, os bancos de filtros redundantes de Gegenbauer
ressaltam as componentes de média e alta freqiiéncias, apresentando uma imagem com contornos
mais detalhados, podendo proporcionar melhor acuidade visual. Adicionalmente, ¢ possivel obter
um esbogo da imagem original a partir da diferenca entre as imagens reconstruida e original, o que

geralmente ndo ¢ possivel com o uso de bancos de filtros ortogonais ou biortogonais.

Potenciais aplicagdes para os bancos de filtros de Gegenbauer incluem a remocao de ruido,
o reconhecimento de padrdes, a detecgdo de transitorios e a compressao de imagens. Ressalta-se

que a escolha dos parametros v e & do banco de filtros depende do tipo de aplicagéo.
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CAPITULO 7

APLICACAO DE BANCOS DE FILTROS DE
GEGENBAUER NA ANALISE DE FALTAS EM
LINHAS DE TRANSMISSAO

Este capitulo apresenta uma aplicagcdo de bancos de filtros de Gegenbauer para a analise
das faltas simuladas em uma linha de transmissdo trifasica em 500 kV do sistema elétrico

interligado nacional.

7.1. INTRODUCAO

O processo de analise de uma falta em linhas de transmissdo implica em sua deteccao,
identificagdo de instante de ocorréncia, classificacdo e localizagdo da mesma na linha de
transmissdo. A implementacdo de algoritmos para promover a andlise de faltas em linhas de
transmissdo depende da configuragdo do sistema de monitoramento dos sinais de tensdo e/ou
corrente na linha de transmissdo e da freqiiéncia de amostragem empregada pelos instrumentos de

monitoragao para a aquisi¢do dos sinais.

Quando apenas um instrumento, instalado em um dos terminais da linha de transmisséo, € o
unico responsavel pela aquisi¢ao dos sinais de tensdo e/ou corrente, quando da ocorréncia de uma
falta, os algoritmos sdo classificados como baseados em técnicas uni-terminal. Quando se tém dois
instrumentos, um em cada terminal da linha, ou um instrumento instalado em um dos terminais da
linha e um enlace de comunicagdo que permita a amostragem dos sinais de tensdo e/ou corrente do

outro terminal, os algoritmos sdo classificados como baseados em técnicas multi-terminal.
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Os algoritmos utilizados para localizar faltas em linhas de transmissdo podem ser
classificados, basicamente, em duas categorias: (i) métodos que fazem uso das componentes a
freqiiéncia fundamental; (ii) métodos que fazem uso das componentes de alta freqiiéncia dos sinais

transitorios relacionados a falta.

Um dos algoritmos mais utilizados para localizar faltas em linhas de transmissdo, que
considera as componentes a freqiiéncia fundamental, esta baseado na determinagdo da impedancia
aparente da linha de transmissdo durante a falta. Esta impedancia é obtida em funcdo dos
parametros da linha de transmissdo e das componentes fundamentais dos sinais de tensdo e corrente

obtidos em um dos terminais da linha de transmisséo.

Os algoritmos baseados nas componentes de alta freqiiéncia dos sinais transitorios estao
fundamentados na teoria de ondas viajantes e em curtos intervalos de amostragem. Estes algoritmos
baseiam-se na determinag¢do do tempo de viagem da onda do ponto de falta ao terminal de

monitoramento e na velocidade de propagacdo da onda viajante na linha de transmissao.

A caracteristica de localizagdo tempo-freqiiéncia da transformada de wavelets permite
obter alta resolucdao no tempo nas altas freqiiéncias, devido aos curtos intervalos de amostragem
nas altas freqiiéncias, e alta resolucdo em freqiiéncia nas baixas freqiiéncias, devido aos longos
intervalos de amostragem nas baixas freqiiéncias. De acordo com esta propriedade da transformada
de wavelets, tanto os métodos baseados nas componentes de alta freqiiéncia quanto os métodos
baseados nas componentes a freqiiéncia fundamental podem ser utilizados em uma implementagao
para a localizagdo de faltas em linhas de transmissdo. A escolha por um dos métodos deve estar
condicionada a freqiiéncia de amostragem empregada pelo registrador digital de perturbacdes

(RDP) para a aquisi¢@o dos sinais.

A transformada de wavelets discreta associada a analise multirresolugdo de sinais tem sido
considerada uma ferramenta matematica bastante eficiente na analise de faltas em linhas de
transmissdo [Robertson et al., 1996; Wilkinson & Cox, 1996; Kim & Aggarwal, 2001]. Inclusive
na analise de faltas de dificil detecgdo, como faltas de alta impedancia [Magnago & Abur, 1998;
Wai & Yibin, 1998], faltas em linhas com compensagdo série ¢ faltas em linhas com acoplamento

mutuo [Magnago & Abur, 1998; Magnago & Abur, 2000].

Uma das maiores vantagens da associagcdo destas técnicas ¢ permitir a andlise local das
caracteristicas dos sinais em andlise através de sua representacdo simultdnea em dois dominios:
tempo e freqiiéncia [Mallat, 1989; Daubechies, 1992]. Com isto, os sinais de falta podem ser
decompostos em faixas de freqiiéncias distintas, através das quais € possivel analisar o

comportamento de suas componentes na faixa de freqiiéncia desejada.
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Novos algoritmos, baseados em wavelets, para a analise de faltas em linhas de transmissao
tém sido propostos tanto para esquemas que fazem uso das componentes a freqiiéncia fundamental
dos sinais de falta [Yibin et al., 1997; Soares, 2001; Liang & Jeyasurya, 2004; Osman & Malik,
2004], quanto para aqueles que fazem uso das componentes de alta freqiiéncia, sendo baseados na

teoria das ondas viajantes [Magnago & Abur, 1998; Silveira ef al., 2001].

Quando a taxa de amostragem empregada pelo RDP ¢é superior a 1024 amostras/ciclo ¢
factivel obter bons resultados através de métodos baseados em wavelets e nas componentes de alta
freqiiéncia dos sinais de falta [Magnago & Abur, 2000]. Porém, como as taxas de amostragem dos
RDPs disponiveis nas empresas do setor elétrico limita-se, freqiientemente, a 256 amostras/ciclo
[Ramos, 2000], a escolha por métodos baseados nas componentes a freqiiéncia fundamental ¢ mais

adequada para realizar a analise de faltas em linhas de transmissdo [Soares, 2001].

Neste capitulo sdo apresentados os resultados de analise das faltas simuladas em uma linha
de transmissdo trifasica em 500 kV, considerando o emprego de algoritmos para a deteccdo,
classificacdo e localizagdo de faltas em linhas de transmissdo, com base na transformada de
wavelets e na representacdo multirresolucdo de sinais [Soares, 2001]. As faltas sdo simuladas
através do uso do ATP (Alternative Transient Program), considerando que os sinais de falta sdo
obtidos por um instrumento de monitoragdo com taxa de amostragem de 128 amostras/ciclo em
apenas um dos terminais da linha. Com o objetivo de avaliar a aplicabilidade de bancos de filtros
de Gegenbauer na analise de faltas em linhas de transmissdo, as faltas simuladas sdo analisadas

através de bancos de filtros de Daubechies e Gegenbauer.

7.2. O SISTEMA EM ESTUDO E AS SIMULACOES REALIZADAS

O sistema em estudo consiste de uma linha de transmissao trifasica de 500 kV, pertencente
a interligagdo Norte/Nordeste, a LT Presidente Dutra/Boa Esperanca (LT PDD/BEA), com 205.6

km de comprimento.

A figura 7.1 apresenta o diagrama simplificado utilizado nas simulagdes. Nesta figura, Z; 7
e D;r sdo, respectivamente, a impedancia e o comprimento da linha de transmissdo, Z,; e Z,, sao,
respectivamente, as impedancias do equivalente Thévenin nos terminais de PDD e de BEA; E,; e

E.; sdo, respectivamente, as fontes de tensdo do equivalente Thévenin nestes mesmos terminais.
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Figura 7.1: Diagrama simplificado utilizado para as simulagdes de faltas na linha de transmissao

Presidente Dutra/Boa Esperanca (LT PDD/BEA).

As faltas foram simuladas no ATP, considerando que o monitoramento da linha é realizado
no terminal de PDD, onde sdo registradas as formas de onda das tensdes e correntes de fase para
cada uma das faltas simuladas. No ATP foi considerado um periodo de simulagdo de oito ciclos,
com impedancia de falta nula, ndo havendo a atuagao de sistemas de protecdo para a eliminagao da
falta, e um intervalo de amostragem de 65.10 ps. Em seguida, os sinais foram re-amostrados a taxa

de 128 amostras/ciclo.

Foi considerado o modelo a pardmetros distribuidos e a freqiiéncia constante para a
representacdo da linha de transmissdo, e ainda que a mesma ¢ totalmente transposta. Os pardmetros
das componentes de seqiiéncia positiva e zero da LT PPD/BEA estdo apresentados na tabela 7.1.
Nesta tabela, R, L e C sdo, respectivamente, a resisténcia, a indutincia e a capacitancia da LT

PPD/BEA, por unidade de comprimento da linha de transmissdo (km).

Tabela 7.1: Parametros distribuidos da LT PDD/BEA.

n . Parametros da LT PDD/BEA
Seqiiéncia
R (Q/km) L (mH/km) C (nF/km)
Positiva 0.0246 0.8539 13.66
Zero 0.3818 3.732 8.61

As faltas foram simuladas a 25%, 50% e 75% do comprimento total da linha de
transmissao, incluindo trés faltas fase-terra (FTA, FTB e FTC) trés faltas fase-fase (FFAB, FFAC e
FFBC), trés faltas fase-fase-terra (FFTAB, FFTAC e FFTBC) e uma falta trifasica (FFF ou ABC).

Trés condigdes de faltas foram simuladas: (1) ocorréncia da falta 4 ciclos apds o inicio das
simulagdes, quando a tensdo da fase a alcanga seu valor maximo; (2) a 4% ciclos; e (3) a 4% ciclos,

exatamente quando ha cruzamento pelo zero da tensdo da fase a.
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7.3. UM ALGORITMO BASEADO NA WMRA PARA A ANALISE DE
FALTAS EM LINHAS DE TRANSMISSAO

Um algoritmo para a analise de faltas em linhas de transmissdo baseado na WMRA
utilizando “Daubechies-4” como wavelet-mae, ou seja, fazendo uso de bancos de filtros de

Daubechies com 4 coeficientes, foi proposto em [Soares, 2001].

Este algoritmo ¢ discutido no decorrer deste capitulo e é empregado para a analise dos
sinais de falta oriundos das simulagdes realizadas através do ATP. Um breve resumo dos
algoritmos para detec¢do, identificacdo do instante de tempo, classificacdo e localizagdo de faltas ¢

apresentado na seqiiéncia.

7.3.1. DETECCAO E IDENTIFICACAO DO INSTANTE DE TEMPO DE

OCORRENCIA DA FALTA

O algoritmo proposto em [Soares, 2001] para a deteccdo de faltas em linhas de
transmissdo, com identificacdo do instante de tempo de sua ocorréncia, faz uso das componentes
modais das tensdes de fase e de sua decomposicio em apenas uma escala do processo de

codificag@o por sub-bandas baseado na WMRA.

Os sinais de fase das tensdes oriundos das simulagdes no ATP, obtidos em PDD, sdo

transformados para o dominio modal através da matriz de transformagdo de Clarke [Robba, 1973]:

Vv, 11 17[v,
V, [==-]2 -1 =1 [-|V, |, (7.1)

VB 0 \/g _\/§ Vc

onde V,, V, e V. sdo os sinais das tensoes de fase e Vi, V, e Vpsdo as componentes modais das

tensoes de fase.

Da analise das componentes modais das tensdes de fase para as simulagdes realizadas,
observou-se que o comportamento da componente de modo B, que durante a condigdo pré-falta é
senoidal, ndo ¢ influenciado quando da ocorréncia de faltas FTA. Isto pode ser justificado pelo fato
de que a componente de modo P ndo é excitada pela fase a, mas apenas pelas fases b e ¢, havendo
uma compensagdo entre as componentes transitorias dos sinais destas fases. Isto faz com que a

componente de modo B mantenha-se uma senoide quase perfeita, mesmo apos a incidéncia da falta.
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Observou-se também que o comportamento da componente de modo o, que durante a
condicdo pré-falta € senoidal, ndo ¢ influenciado quando da ocorréncia de faltas FFBC. A
componente de modo o é excitada pelas trés fases, mas como as fases b e ¢ estdo “quase” em fase,
no terminal de monitoramento, ocorre uma compensacao entre as componentes transitorias dos
sinais das trés fases, fazendo com que a componente de modo 0@ mantenha-se uma senoide quase

perfeita, mesmo apos a incidéncia da falta.

Quanto a componente de modo 0, que durante a condigdo pré-falta € nula, observou-se que
seu comportamento € influenciado apenas quando da ocorréncia de faltas com o envolvimento da

terra. Portanto, esta variavel indica se houve o envolvimento da terra em uma falta.

As componentes modais das tensdes de fase tém sido utilizadas freqiientemente em
algoritmos para a detecgdo de faltas em linhas de transmissdo [Magnago & Abur, 1998; Magnago
& Abur, 2000; Soares, 2001]. Porém, ressalta-se que o uso de apenas duas destas componentes ¢é
viavel desde que sejam empregadas as componentes 0 e B ou o ¢ B, conforme tabela 7.2 [Soares,

2001].

Tabela 7.2: Condig¢des para o uso das componentes modais das tensdes de fase na detecg¢ao de

faltas em linhas de transmissao [Soares, 2001].

Componente Restricao
0 Nao detecta faltas sem terra
o Nao detecta faltas FFBC
B Nao detecta faltas FTA
Oea Nao detecta faltas FFBC
0ecP Sem Restri¢do
aef Sem Restri¢do
0,0eP Sem Restri¢ao

O uso das componentes 0 e B apresenta como vantagens a identificagdo do envolvimento
da terra em uma falta, quando a componente de modo 0 ¢ sensibilizada pela falta, e a imediata
classificacdo de faltas FTA, quando a componente de modo 0 ¢ sensibilizada pela falta e a

componente de modo B ndo o é.

O uso das componentes o ¢ B apresenta como vantagens a imediata classificagdo de faltas
FTA, quando a componente de modo a ¢ sensibilizada pela falta ¢ a componente de modo B néo o
¢, e de faltas FFBC, quando a componente de modo [ ¢ sensibilizada pela falta ¢ a componente de

modo o ndo o é.
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Para quaisquer dos casos (uso das componentes 0 ¢ B, ot ¢ B ou 0, o e B), faz-se necessario
avaliar o comportamento das componentes modais em condi¢do normal de operagdo e sob falta,
para entdo determinar o limiar a ser adotado para a detecgdo de uma falta. A deteccdo da falta deve
ocorrer quando o valor absoluto dos coeficientes wavelet de primeira escala da tensdo de modos 0

ou B, ou de modos o ou B, ou de modos 0 ou o ou P ultrapassa este limiar.

A componente de modo 0 desempenha um papel importante, permitindo determinar se
houve o envolvimento da terra na falta. Como resultado das simulagdes de faltas que ndo
envolviam a terra foram obtidos valores da ordem de 107, para o maximo valor absoluto dos
coeficientes wavelet de primeira escala da tensdo de modo 0. Valores desta ordem de grandeza
podem ser considerados despreziveis quando comparados aos valores obtidos para as componentes
de modos a e P. Portanto, quando os coeficientes wavelet de modo 0 tém amplitudes ndo

significativas pode-se afirmar que a falta ndo envolveu a terra.

O emprego das componentes de modos o e B também permite identificar corretamente o
instante de tempo quando a falta teve inicio. Como o e B tém a mesma velocidade de propagagdo, a
deteccdo de uma falta, geralmente, ocorre no mesmo instante de tempo. Isto ndo ocorre
necessariamente quando do uso da componente de modo 0. Quando duas das componentes modais
utilizadas em um algoritmo para a deteccdo de uma falta sdo sensibilizadas pela falta, o instante da
falta pode ser caracterizado como o primeiro instante de tempo obtido dentre tais componentes.
Para a determinacgdo do inicio da falta é necessario identificar o ponto (instante de tempo) onde
ocorre a primeira variacao brusca nos coeficientes wavelet de primeira escala destas componentes

modais, com ultrapassagem do limiar de deteccdo de falta.

7.3.2. CLASSIFICACAO DE FALTAS NA LT PDD/BEA

Uma proposta de algoritmo para a classificagdo de faltas na LT PDD/BEA apresentada em
[Soares, 2001] esta baseada no contetdo de energia dos coeficientes wavelet de primeira escala das
tensdes de fase e de suas componentes modais. Este algoritmo foi desenvolvido com base em
simulacdes de falta considerando a ocorréncia das faltas a 4 ciclos do inicio das simula¢des, quando
a tensdo da fase a atinge o valor maximo. O fluxograma apresentado na figura 7.2 resume o
processo de classificacdo de faltas proposto, onde E|X]| corresponde ao conteudo de energia da

variavel X e E|X,Y| = (E|X| - E|Y|)/EX].

Apos a realizacdo de novas simulagdes de faltas, nas quais foram considerados outros

tempos de incidéncia (item 7.2), verificou-se que este algoritmo depende do tempo (dngulo) de
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incidéncia da falta, o que ndo havia sido investigado em [Soares, 2001]. Com isto, tornou-se

necessario desenvolver um novo estudo sobre o uso de wavelets para a classificagdo de faltas.

Baseado no estudo de propagacgdo de ondas (transitorios) durante a ocorréncia de faltas e na
analise dos coeficientes wavelet de primeira escala das tensdes de fase foi possivel desenvolver um

novo algoritmo, que se mostrou invariante ao angulo de incidéncia da falta.

Quando ndo ha o envolvimento da terra na falta, a propagacdo das componentes de alta
freqiiéncia ocorre apenas nas fases envolvidas na falta. Com isto, o envolvimento de uma fase em
uma falta fica caracterizado quando o valor maximo dos coeficientes wavelet de primeira escala da

tensdo da fase em questdo ¢é superior a um determinado limiar.

No caso de faltas com o envolvimento da terra, a propagag¢do das componentes de alta
freqiiéncia ocorre nas trés fases, portanto a imposicdo de um limiar ndo ¢ adequada. Neste caso,

para identificar as fases envolvidas na falta verifica-se a magnitude da impedancia de fase,

|Zi| = ‘V,‘ / ‘I i‘ parai=a,b e ¢, através dos fasores a freqiiéncia fundamental dos sinais de tensdo e

corrente para o ciclo subseqiiente ao inicio da falta. Se a magnitude da impedéncia de uma fase ¢
inferior a um determinado limiar, esta fase fica caracterizada como envolvida na falta. A escolha
deste limiar deve levar em consideracdo o comprimento da linha de transmissao e as condigdes de

operagdo em carga maxima e carga leve no terminal de monitoramento.
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Figura 7.2: Fluxograma simplificado do algoritmo para classificacao de faltas na LT PDD/BEA
proposto em [Soares, 2001].
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7.3.3. LOCALIZACAO DE FALTAS NA LT PDD/BEA

O algoritmo para localizagdo de faltas proposto em [Soares, 2001] faz uso dos sinais das
tensOes e correntes de fase, obtidos em PDD, e da decomposi¢do dos mesmos em trés escalas do
processo de codificagdo por sub-bandas baseado na WMRA. Uma estimativa da localizacdo da
falta ¢ obtida ao fazer uso do método da impedancia aparente, que consiste na determinagdo da

impedancia “vista” pelo terminal de monitoramento, quando da ocorréncia da falta.

Na implementagdo deste método, considera-se que as componentes a freqiiéncia
fundamental sdo extraidas das versdes aproximadas dos sinais de tensdo e corrente a terceira escala
de decomposicdo. Nesta escala, os sinais sdo representados por 16 amostras/ciclo, tendo sido
“removidas” as componentes na faixa de freqiiéncias de 480 Hz a 3840 Hz. Esta taxa de
amostragem corresponde a quantidade minima recomendada de amostras por ciclo para que seja

possivel realizar a analise de sinais de falta [Ramos, 2000-b; Ribeiro et al., 2001].

Na estimativa das distancias, considera-se que a impedancia de falta ¢ obtida através da

implementacdo de um algoritmo de janela fixa de um ciclo.

Ressalta-se que as estimativas da localizagdo da falta obtidas pelo algoritmo proposto,
fazendo uso de sinais “amostrados a taxa de 16 amostras/ciclo”, foram semelhantes as obtidas ao

fazer uso dos sinais originais, amostrados a taxa de 128 amostras/ciclo [Soares, 2001].

7.3.3.1. Determinacao da Impedancia de Falta

Quando uma falta envolve mais de uma fase, a impedancia de falta pode ser obtida por

[Warrington, 1968]:

=Xy (7.2)

X

Sk
~<‘)

Falta

~o>
~o>
~

onde Zp,;, ¢ a impedancia de seqiiéncia positiva “vista” pelo terminal de monitoramento, V' e [
sdo os fasores das componentes fundamentais das versdes aproximadas de terceira escala da tensao
e da corrente para uma dada fase, e X e Y sdo as fases envolvidas na falta. No caso de faltas FFF

podem ser empregadas quaisquer das combinagdes: fases a e b, fases a e ¢ ou fases b e c.

No caso de faltas FT, a impedéancia de falta pode ser obtida por [Warrington, 1968]:

14 Z
ZFalta == A - ) k :_Oa (73)
I,+1,-(k=1) |
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onde Zr,,, ¢ a impedancia de seqiliéncia positiva “vista” pelo terminal de monitoramento, X ¢ a fase
envolvida na falta, /, ¢ a corrente de seqiiéncia zero que circula a partir do terminal de

monitoramento em dire¢do ao ponto de falta, e Z, e Z; sdo, respectivamente, a impedancia de

seqiiéncia zero e de seqiiéncia positiva da linha de transmissao (geralmente dadas em Q/km).
Como estas expressdes fornecem uma impedancia de seqiiéncia positiva, a distancia da
falta, Dy, em relag@o ao terminal de monitoramento, pode ser estimada por:

z
D, ==L 7.4
r=7 (7.4)

7.4. ANALISE DE FALTAS USANDO BANCOS DE FILTROS DE
DAUBECHIES E GEGENBAUER

Bancos de filtros ortogonais (Daubechies, Symlets, Coiflets, etc.) sdo freqiientemente
preferidos para promover analises de sinais em sistemas de poténcia [Robertson et al., 1996;
Wilkinson & Cox, 1996; Yibin ef al., 1997; Magnago & Abur, 1998; Kim & Aggarwal, 2001;
Soares, 2001; Liang & Jeyasurya, 2004; Osman & Malik, 2004].

Entretanto, mostra-se neste item que sinais oriundos de um banco de filtros ndo-ortogonal
podem alternativamente fornecer eficientes algoritmos para a detecgdo e localizagdo de faltas em
linhas de transmissdo. Os resultados obtidos de analises de faltas através do emprego de bancos de
filtros de Gegenbauer sdo comparados aos resultados obtidos com um banco de filtros de

Daubechies.

O procedimento para a analise de faltas foi apresentado no item 7.3.

7.4.1. BANCO DE FILTROS: ORTOGONAL VERSUS NAO-ORTOGONAL

Se os sinais monitorados sdo amostrados a uma taxa de 128 amostras/ciclo, durante 8
ciclos, e se o comprimento N do sinal pode ser expresso por N=2/, estes sinais podem ser
decompostos até o décimo nivel: j.x = 10, ou seja, podem ser divididos em até vinte faixas de

freqiiéncias.

A tabela 7.3 mostra que apos o terceiro nivel de decomposigio, as versdes aproximadas dos

sinais originais sdo representadas por menos que 16 amostras/ciclo, e portanto ndo sdo adequadas
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para promover a analise de faltas [Ribeiro et al., 2001]. Conseqiientemente, o terceiro nivel de
decomposicdo é selecionado para obter as versdes aproximadas dos sinais originais que serdo
empregados no algoritmo para localizacdo de faltas. A tabela 7.3 mostra também que tais versdes
aproximadas, oriundas de analises com um banco de filtros ortogonal, t€m componentes na faixa de

freqiiéncias de 0 a 480 Hz. A freqiiéncia de corte ¢ obtida a —3 dB.

Tabela 7.3: Comprimentos do sinal e faixas de freqiiéncias em diferentes niveis de decomposi¢io

em uma WMRA ortogonal para sinais amostrados a taxa de 128 amostras/ciclo durante § ciclos.

Nivel (/) Comprimento do Sinal Filtro Escala (Hz) | Filtro Wavelet (Hz)
(V) (amostras/ciclo)

1 512 64 0-1920 1920 — 3840
2 256 32 0-960 960 — 1920
3 128 16 0-480 480 — 960
4 64 8 0-240 240 — 480
5 32 4 0-120 120 - 240
6 16 2 0-60 60—-120

7 8 1 0-30 30-60

8 4 - 0-15 15-30

9 2 0-7 7-15
10 1 — 0-3 3-7

Estas faixas de freqliéncias podem ser mais seletivas quando se faz uso de um conjunto de
bancos de filtros de Gegenbauer com perdas, ou seja, para &> 0. Ou ainda, podem ser redundantes,
quando se faz uso de um conjunto de bancos de filtros de Gegenbauer com redundéncia, ou seja,

para a=—-v/2.

As tabelas 7.4 e 7.5 apresentam as faixas de freqii€ncias quando se faz uso dos filtros de
Gegenbauer com perdas de terceira, v=3, e de sétima, v =7, ordens, respectivamente. Nestes
casos, consideram-se =1 e a=12. Considere que Gegvaa denota um banco de filtros de

Gegenbauer com parametros v ¢ ¢, de modo que Geg3al corresponde a um banco de filtros de

Gegenbauer comv=3¢ a=1.

A tabela 7.6 apresenta as faixas de freqiiéncias dos filtros de Gegenbauer redundantes de
terceira e sétima ordem. Neste caso, considere que Gegvar denota um banco de filtros de
Gegenbauer com parametros v e = —v/2, de modo que Geg3ar corresponde a um banco de filtros

de Gegenbauer com v =3 ¢ #=—3/2, e r denota redundancia.

Da tabela 7.4 observa-se que as versdes aproximadas no terceiro nivel de decomposicdo
tém componentes de freqii€ncias abaixo de 219 Hz e 278 Hz, para =1 ¢ or= 12, respectivamente.

Na tabela 7.5, estas freqiiéncias sdo abaixo de 107 Hz ¢ 171 Hz. A tabela 7.6 mostra claramente a
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redundédncia das faixas de freqiiéncias dos filtros escala e wavelet em todos os niveis de
decomposicdao. Deste modo, algumas componentes de freqii€éncias do sinal em andlise estardo
representadas em duplicidade, através de suas versdes aproximadas e detalhadas em um mesmo

nivel de decomposicao. Os valores de freqiliéncias apresentados nestas tabelas estdo arredondados.

Tabela 7.4: Faixas de freqiiéncias em trés niveis de decomposicdo em duas WMRAs de

Gegenbauer, considerando v=3 e a=1, 12, para sinais amostrados a taxa de 128 amostras/ciclo.

Nivel () Filtro Escala (Hz) Filtro Wavelet (Hz)
Geg3al Geg3al2 Geg3al Geg3al2
1 0_877 01110 2963 — 3840 2730 _ 3840
2 0-439 0—555 1481 — 1920 1365 — 1920
3 0-219 0-278 741 — 960 682 — 960

Tabela 7.5: Faixas de freqiiéncias em trés niveis de decomposi¢do em duas WMRAs de

Gegenbauer, considerando v=7 ¢ =1, 12, para sinais amostrados a taxa de 128 amostras/ciclo.

Nivel (j) Filtro Escala (Hz) Filtro Wavelet (Hz)
Geg7al Geg7al2 Geg7al Geg7al2
1 0-—427 0-683 3413 - 3840 3157 — 3840
2 0-214 0-341 1706 — 1920 1579 — 1920
3 0-107 0-171 853 - 960 789 — 960

Tabela 7.6: Faixas de freqiiéncias em trés niveis de decomposi¢do em duas WMRAs de

Gegenbauer, considerando v =3, 7 ¢ = —v/2, para sinais amostrados a taxa de 128 amostras/ciclo.

Nivel (/) Filtro Escala (Hz) Filtro Wavelet (Hz)
Geg3ar Geg7ar Geg3ar Geg7ar
1 0-2513 0-2918 1327 - 3840 922 — 3840
2 0-1256 0-—1459 664 — 1920 461 — 1920
3 0-628 0-729 332 -960 231 - 960

Devido a seletividade da resposta em freqiiéncia do banco de filtros de Gegenbauer (o > 0),
tais filtros escala podem ser mais adequados para localizar faltas do que os filtros escala de
Daubechies. Uma eventual redugdo na amplitude das componentes fundamentais das versoes
aproximadas dos sinais de tensdo e corrente, em decorréncia do processo de filtragem dos sinais
originais, ndo ¢ prejudicial ao processo de localizagdo de faltas, devido ao relacionamento entre

estes sinais na determinagdo da impedancia da falta.

O banco de filtros de Daubechies com 4 coeficientes ¢ um dos bancos de filtros ortogonais

mais empregados para a analise de faltas em linhas de transmissdo. Com o objetivo de avaliar o
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desempenho de bancos de filtros de Gegenbauer, ndo-ortogonais, na analise de faltas em linhas de
transmissdo, as faltas simuladas, discutidas no item 7.2, sdo analisadas através do algoritmo
discutido no item 7.3, e dos seguintes bancos de filtros de 4 coeficientes: Daubechies (Daub4),
Gegenbauer com =1 (Geg3al), também chamado Chebyshev, Gegenbauer com =12

(Geg3al2) e Gegenbauer com o= —3/2 (Geg3ar).

A figura 7.3 apresenta as fungdes escala e wavelet no dominio do tempo, obtidas apds
cinco iteracdes do algoritmo em cascata, para tais bancos de filtros. As figuras 7.4 ¢ 7.5
apresentam, respectivamente, as respostas em freqiiéncia dos filtros escala e wavelet. Na figura 7.6
sdo apresentados os atrasos de grupo dos filtros escala e wavelet. Por tratar-se de filtros simétricos,
a fase da resposta em freqiiéncia dos filtros de Gegenbauer € linear e, conseqiientemente, o atraso

de grupo € constante, o que indica que ndo ha retardo de amostras para diferentes freqiiéncias.
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Figura 7.3: Fungdes obtidas apos cinco iteragdes do algoritmo em cascata para bancos de filtros de

(a)

Daubechies e Gegenbauer com 4 coeficientes: (a) fungdes escala; (b) fungdes wavelet.
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Figura 7.4: Resposta em freqiiéncia de filtros escala de Daubechies e Gegenbauer com 4

coeficientes: (a) magnitude; (b) fase.
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Figura 7.5: Resposta em freqiiéncia de filtros wavelet de Daubechies e Gegenbauer com 4

coeficientes: (a) magnitude; (b) fase.
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Figura 7.6: Atraso de grupo de filtros de Daubechies e Gegenbauer com 4 coeficientes:

(a) filtros escala; (b) filtros wavelet.

7.4.2. O PROCESSO DE ANALISE DE FALTAS

O processo de analise de uma falta inicia-se com o calculo das componentes modais (o, B e
0) das tensdes de fase. Suas componentes de mais alta freqii€ncia sdo usadas para identificar a
ocorréncia da falta. Uma condiggo de falta ¢ detectada quando os coeficientes wavelet de primeiro
nivel de decomposi¢ao excedem limiares pré-estabelecidos. Dois limiares devem ser impostos: um
para as componentes de modos o e B e outro para a componente de modo 0. A condigdo de falta
deve ser detectada quando quaisquer dos dois primeiros modos s2o sensibilizados, enquanto que a

componente de modo 0 indica se houve o envolvimento da terra na falta. Detectada a falta, os
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proximos passos correspondem a sua classificagdo e, logo em seguida, ao emprego de algoritmo

baseado no calculo da impedancia de falta para a localizagdo da falta na linha de transmissao.

A figura 7.7 apresenta as formas de onda das tensdes e correntes de fase registradas no
terminal de PDD da linha de transmissao para uma falta trifasica simulada a 51.4 km distante deste
terminal, a 4% ciclos do inicio das simulagdes. As formas de onda das correntes durante a condi¢ao
de regime permanente, antes da incidéncia da falta, ndo s3o legiveis devido a escala do grafico, que

esta definida para a condigao pos-falta.
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Figura 7.7: Sinais de fase para uma falta trifasica simulada a 51.4 km do terminal de PDD:

(a) tensdo; (b) corrente.

As versoes detalhadas das componentes modais das tensdes (V,, Vp € Vo) sdo mostradas na

figura 7.8 considerando apenas um nivel de decomposicdo.

Como esperado, apenas a componente de modo 0 foi insensivel a falta, indicando que a

terra ndo esteve envolvida na falta.

Considerando as componentes de modos o e B e os mesmos limiares para a detecgdo de
faltas para quaisquer dos filtros, o emprego dos filtros Daub4 e Geg3al2 permitiram indicar
corretamente o inicio da falta. O emprego dos filtros Geg3al e Geg3ar forneceram uma indicagdo
de condicdo de falta errada, uma vez que houve indicativo de ocorréncia da falta ainda durante a
condi¢do de regime permanente. Este fato pode ser atribuido & magnitude de sua resposta em
freqiiéncia (figura 7.5), uma vez que a componente fundamental aparece com uma pequena, porém

significativa, magnitude.
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Figura 7.8: Versodes detalhadas das componentes modais das tensdes de fase, apds um nivel de

decomposicao, associadas aos filtros wavelet de: (a) Daub4; (b) Geg3al; (c) Geg3al2; (d) Geg3ar.

Destes resultados, conclui-se que valores mais elevados de & parecem ser mais apropriados

para este tipo de analise e ainda que a escolha dos limiares para fornecer uma indicacdo de

condi¢do de falta depende também dos parametros do filtro.

Como nido houve o envolvimento da terra na falta, a classificagdo da falta é realizada com

base nas versdes detalhadas das tensdes de fase considerando apenas um nivel de decomposicao.

Tais versdes detalhadas sdo mostradas na figura 7.9.

¢ FFF.

Como esperado, houve ultrapassagem do limiar nas trés fases, indicando que o tipo de falta

As versdes aproximadas dos sinais de tensdo e corrente, apos trés niveis de decomposigao,

sdo apresentadas, respectivamente, nas figuras 7.10 e 7.11.
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Figura 7.9: Versdes detalhadas das tensoes de fase, apds um nivel de decomposicao, associadas aos

filtros wavelet de: (a) Daub4; (b) Geg3al; (c) Geg3al2; (d) Geg3ar.
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Figura 7.10: Versdes aproximadas das tensoes de fase, apos trés niveis de decomposicao,

associadas aos filtros escala de: (a) Daub4; (b) Geg3al; (c) Geg3al2; (d) Geg3ar.
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Figura 7.11: Versoes aproximadas das correntes de fase, apos trés niveis de decomposicao,

associadas aos filtros escala de: (a) Daub4; (b) Geg3al; (c) Geg3al2; (d) Geg3ar.

A remogdo das componentes de alta freqliéncia pode ser mais facilmente observada nos
sinais das tensdes de fase ao comparar estas figuras com a figura 7.7. Além disto, as versdes
aproximadas dos sinais resultantes da andlise pelos filtros escala seletivos de Gegenbauer (o > 0)
apresentam uma oscilagdo mais suave apos a incidéncia da falta do que aquelas apresentadas pelos
sinais oriundos da analise com o filtro escala de Daubechies ou com o filtro redundante de

Gegenbauer (o < —v/2).

Uma estimativa da localizagdo da falta, considerando o célculo das componentes
fundamentais das versdes aproximadas das tensdes e correntes de fase a cada janela deslizante de
1-ciclo, ¢ apresentada na figura 7.12. Tal algoritmo coleta um ciclo de dados por sinal,

considerando que a amostra mais antiga ¢ descartada para cada nova amostra.
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Figura 7.12: Estimativa da localizacdo da falta fazendo uso da transformada de Fourier com janela
deslizante de 1-ciclo para extracdo das componentes fundamentais das versdes aproximadas de
terceira escala dos sinais de tensao e corrente associadas aos filtros escala de Daub4, Geg3al,

Geg3al2 e Geg3ar.

Da figura 7.12, observa-se que a estimativa da localizagdo da falta depende da janela de
dados e oscila em torno da distancia simulada, apds a incidéncia da falta. Este fato pode ser
atribuido, principalmente, ao decaimento exponencial das correntes de falta apos a incidéncia da

falta.

Embora outros requisitos possam ser incorporados a este algoritmo para que seja possivel
obter uma indicag@o mais precisa da localizacdo da falta, estes ndo foram utilizados, uma vez que o
principal objetivo era investigar a potencialidade de aplicacao de bancos de filtros de Gegenbauer

na analise de faltas.

7.4.3. RESULTADOS DAS SIMULACOES

A tabela 7.7 apresenta o codigo identificador (Id) para os arquivos de faltas monofasicas
obtidas das simula¢des no ATP. Como exemplo: AT25 1 descreve uma falta monofasica entre a
fase a e a terra (FTA) a 25% do comprimento da linha de transmissdo, na posi¢ao 1, ou seja, a 4

ciclos do inicio das simulagdes. Os codigos Id sdo usados na tabela 7.8 e na figura 7.13.
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Tabela 7.7: Rotulo para as faltas monofasicas simuladas: Id versus Tipo da Falta.

Id Tipo da Falta Id Tipo da Falta Id Tipo da Falta
1 AT25 1 10 AT50 1 19 AT75 1
2 AT25 2 11 AT50 2 20 AT75 2
3 AT25 3 12 AT50 3 21 AT75 3
4 BT25 1 13 BT50 1 22 BT75 1
5 BT25 2 14 BT50 2 23 BT75 2
6 BT25 3 15 BT50 3 24 BT75 3
7 CT25 1 16 CT50 1 25 CT75_1
8 CT25 2 17 CT50 2 26 CT75 2
9 CT25 3 18 CT50 3 27 CT75 3

A tabela 7.8 mostra a posi¢do da falta considerando a primeira das trés componentes
modais das tensdes de fase a ultrapassar o limiar pré-estabelecido, apds uma escala de
decomposicao, associada aos filtros wavelet de Daub4, Geg3al, Geg3al2 e Geg3ar, para todas as

faltas monoféasicas simuladas.

A posi¢do da falta ¢ indicada em fungdo do niimero da amostra, que ¢ correspondente a
metade do nimero da amostra (posi¢do da falta simulada) dos sinais originais, devido ao processo

de decimacao por dois.

Como comentado para o caso exemplo, os filtros wavelet Geg3al e Geg3ar fornecem uma
indicagdo errada da posicdo da falta. Este fato pode ser atribuido a magnitude das respostas em

freqiiéncia de tais filtros na faixa da freqiiéncia fundamental (figura 7.5).

Nesta tabela, também estdo apresentados os erros entre a posi¢do da falta obtida pelo
algoritmo comparada a posicdo simulada da falta, mostrado apenas para os filtros de Daub4 e
Geg3al2. Estes erros estdo baseados em atrasos em relagdo as amostras do sinal original e em
relacdo ao tempo. Observa-se que o maior atraso temporal foi de aproximadamente 1.3 ms, que

pode ser considerado um erro de estimag@o muito curto para a detec¢ao de uma falta.

Como nas faltas monofasicas ha o envolvimento da terra, e isto foi identificado pela
componente de modo 0 para todas as faltas monofasicas simuladas, faz-se necessario o calculo das
impedancias de fase, para o ciclo subseqiiente ao instante da falta, para determinar o tipo e as fases

envolvidas na falta, ou seja, para realizar a classificacdo da falta.

As faltas foram classificadas corretamente para todas as faltas monofasicas simuladas.
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Tabela 7.8: Posi¢do da falta considerando o menor (ndo nulo) dos trés componentes modais e o erro

entre a posicao da falta obtida pelo algoritmo comparado a posi¢do simulada para as faltas

monofasicas.

Id Posicio da falta Erro (em amostras) Erro (ms)

Daub4  Geg3al Geg3al2 Geg3ar Simulada| Daub4 Geg3al2 | Daub4 Geg3al2
1 257 2 258 2 256 -1 -2 -0.2604  -0.5208
2 265 2 266 2 264 -1 -2 -0.2604  -0.5208
3 275 2 274 2 272 -3 -2 -0.7813  -0.5208
4 257 2 257 2 256 -1 -1 -0.2604  -0.2604
5 265 2 266 2 264 -1 -2 -0.2604  -0.5208
6 273 2 273 2 272 -1 -1 -0.2604  -0.2604
7 257 2 258 2 256 -1 -2 -0.2604  -0.5208
8 265 2 266 2 264 -1 -2 -0.2604  -0.5208
9 273 2 274 2 272 -1 -2 -0.2604  -0.5208
10 258 2 260 2 256 -2 -4 -0.5208  -1.0417
11 266 2 269 2 264 -2 -5 -0.5208  -1.3021
12 275 2 274 2 272 -3 -2 -0.7813  -0.5208
13 258 2 258 2 256 -2 -2 -0.5208  -0.5208
14 266 2 266 2 264 -2 -2 -0.5208  -0.5208
15 274 2 274 2 272 -2 -2 -0.5208  -0.5208
16 258 2 259 2 256 -2 -3 -0.5208 -0.7813
17 266 2 267 2 264 -2 -3 -0.5208  -0.7813
18 274 2 275 2 272 -2 -3 -0.5208  -0.7813
19 259 2 259 2 256 -3 -3 -0.7813  -0.7813
20 267 2 267 2 264 -3 -3 -0.7813  -0.7813
21 277 2 276 2 272 -5 -4 -1.3021  -1.0417
22 259 2 259 2 256 -3 -3 -0.7813  -0.7813
23 267 2 267 2 264 -3 -3 -0.7813  -0.7813
24 275 2 275 2 272 -3 -3 -0.7813  -0.7813
25 259 2 259 2 256 -3 -3 -0.7813  -0.7813
26 267 2 267 2 264 -3 -3 -0.7813  -0.7813
27 275 2 275 2 272 -3 -3 -0.7813  -0.7813

O erro cometido na localizagdo de uma falta é expresso, geralmente, em relagdo ao

comprimento da linha de transmissdo, sendo obtido a partir da seguinte expressao:

Erro = M, (7.39)

LT

onde Dy, ¢ a distancia da falta simulada a partir do terminal de monitoragcdo, Dy é a distancia

estimada da falta e D;r é o comprimento da linha de transmissdo.

A figura 7.13 mostra o erro na localizagdo de faltas na sexta janela (no sexto ciclo), das
versdes aproximadas de terceira escala dos sinais de tensdo e corrente, associado aos filtros escala

de Daub4, Geg3al, Geg3al2 e Geg3ar para todas as faltas monofasicas simuladas.
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Da figura 7.13, observa-se que s@o obtidos resultados semelhantes quando se faz uso de

filtros escala de Daubechies ou de Gegenbauer para a localizagdo de faltas monofasicas na LT
PDD/BEA.
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Figura 7.13: Erro na localizacdo da falta, calculada na sexta janela (no sexto ciclo), fazendo uso da
transformada de Fourier para extragdo das componentes fundamentais das versdes aproximadas de
terceira escala dos sinais de tensao e corrente para faltas monofasicas associadas aos filtros escala

de Daub4, Geg3al, Geg3al2 e Geg3ar.

Considerando todas as faltas simuladas, foi possivel detectar e identificar apropriadamente
o instante de tempo de ocorréncia das faltas simuladas na LT PDD/BEA, fazendo uso das
componentes de modos o e B. Foram obtidos erros inferiores a 1.3 ms, em relagdo ao instante de

falta simulado.

As faltas foram classificadas corretamente para todos os casos simulados e os erros
maximos obtidos na localiza¢do da falta estdo apresentados na tabela 7.9. Todos os valores foram
obtidos pela leitura da sexta janela de um ciclo (ou seja, no sexto ciclo) dos oito ciclos

monitorados.

Estes resultados indicam que quaisquer dos filtros escala de Gegenbauer sdo atrativos em
algoritmos para localizagao de faltas. Entretanto, ressalta-se que os filtros seletivos de Gegenbauer
(Geg3al ou Geg3al2) apresentam versdes aproximadas mais suaves ¢ podem fornecer melhores
resultados quando utilizados em conjunto com algoritmos para estimagdo das componentes

fundamentais através da modelagem dos sinais de falta.
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Tabela 7.9: Erros maximos obtidos na localizagao de todas as faltas simuladas considerando filtros

de Daubechies e Gegenbauer com 4 coeficientes.

. Erros Maximos
Tipo da Falta
Daub4 Geg3al Geg3al2 Geg3ar
Faltas monofasicas 8.05% 8.90% 8.81% 8.58%
Faltas trifasicas 1.11% 0.71% 0.78% 1.56%
Faltas bifasicas 9.32% 5.47% 5.16% 8.73%
Faltas bifésicas c/ terra 9.32% 5.47% 5.16% 8.73%

7.5. CONCLUSOES

Um algoritmo [Soares, 2001] fundamentado no processo de codificagdo por sub-bandas
baseado na WMRA, considerando Daubechies-4 como wavelet-mae, para a analise de sinais de
faltas capturados em um dos terminais de uma linha de transmissao, a uma taxa de amostragem de

128 amostras/ciclo, foi avaliado considerando novos tempos de incidéncia de falta.

Identificou-se que o algoritmo para a classificagdo de faltas na LT PDD/BEA mostrou-se
dependente do angulo de incidéncia da falta. Uma nova metodologia foi proposta baseada no
estudo de propagacdo de transitorios durante a ocorréncia das faltas. Neste caso, propde-se que as
versoes detalhadas dos sinais das tensdes de fase, ap6és um nivel de decomposicdo, sejam
empregadas para identificar as fases quando da ocorréncia de faltas que ndo envolvem a terra. No
caso de faltas com o envolvimento da terra, sugere-se o calculo das impedancias de fase, para o

ciclo subseqiiente ao instante de falta, para a identificagdo das fases envolvidas na falta.

A WMRA de Gegenbauer foi explorada neste capitulo com o proposito de investigar sua
aplicabilidade na analise de faltas em linhas de transmissdo. Em decorréncia dos resultados obtidos,
os filtros de Gegenbauer podem ser oferecidos como uma alternativa aos filtros de Daubechies, ou
a qualquer banco de filtros assimétricos, especialmente quando um rdpido processamento ¢
essencial ou quando o atraso de grupo desempenha um fator importante na analise de sinais.
Entretanto, ressalta-se que um tratamento especial deve ser dado a escolha dos parametros do
banco de filtros de Gegenbauer, v ¢ &, uma vez que a defini¢do dos limiares para o estabelecimento
de uma condigdo de falta ¢ dependente dos mesmos. Valores mais elevados para « parecem ser

mais apropriados para a detecgdo e classificacdo de faltas.

Ressalta-se ainda que, devido a simetria, a implementacdo de um algoritmo baseado em um
banco de filtros de Gegenbauer apresenta metade do esforco computacional exigido na
implementacdo dos filtros de Daubechies, considerando o emprego de filtros com mesmo

comprimento. Para o caso particular em que o= 1, os filtros de Gegenbauer reduzem-se aos filtros
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de Chebyshev (tipo II), que apresentam todos os coeficientes de cada filtro idénticos, requerendo

um esfor¢o computacional ainda menor.

Dentre os aspectos que afetam uma boa estimativa da localizacdo da falta estdo as
componentes de alta freqiiéncia e a componente exponencial de freqiiéncia nula, presentes nos
sinais de tensdo e corrente quando da ocorréncia de uma falta [Senger & Santana, 1998]. Por se
tratarem de componentes ndo periddicas, elas comprometem a determinagdo das componentes

fundamentais destes sinais através do emprego da transformada de Fourier.

O efeito das componentes de alta freqiiéncia pode ser eliminado, ou reduzido, ao considerar
as versOes aproximadas dos sinais de tensdo e corrente de fase obtidos no terminal de
monitoramento, conforme apresentado neste capitulo. Com relacdo a componente exponencial de
freqiiéncia nula, faz-se necessario considerar técnicas que permitam reduzir, ou eliminar, seus
efeitos sobre os sinais de falta. Em [Sachdev & Nagpal, 1991; Senger & Santana, 1998] sdo
apresentadas propostas para a filtragem da componente exponencial nos sinais de tensdo e corrente

através da modelagem dos sinais de falta.
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CAPITULO 8

APLICACAO DE “FUNCOES BASE”
CONTINUAS NO PROCESSAMENTO DE
SINAIS DO SISTEMA ELETRICO

Neste capitulo sdo apresentados exemplos de aplicacdo da transformada de wavelets
continua, associada ou ndo a analise multirresolucdo de sinais, usando as “fungdes base” propostas

nesta Tese para a analise de distiirbios em sinais do sistema elétrico.

8.1. INTRODUCAO

A transformada de wavelets discreta (DWT) tem sido freqiientemente empregada para a
analise de sinais através da implementagdo em bancos de filtros e do uso de bases de wavelets
ortonormais. No capitulo anterior foi proposto o emprego de bancos de filtros ndo-ortogonais para
a analise de faltas em linhas de transmissdo e mostrado que resultados bastante satisfatorios podem
ser obtidos quando comparados aos resultados oriundos de andlises com bancos de filtros

ortogonais.

Apesar disto, a resposta em freqiiéncia dos filtros implementados através do processo de
codificagdo por sub-bandas baseado na WMRA pode ndo ser adequada para alguns tipos de
aplicagoes [Pham & Wong, 2001]. Nestes casos, o emprego da transformada de wavelets continua
(CWT), que permite obter um maior grau de liberdade para a escolha dos parametros de

escalonamento, pode promover analises mais coerentes para tais aplicagdes.
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Através de uma escolha adequada da wavelet-mae e dos parametros escala a, a CWT pode
fornecer a localizagdo no tempo de diferentes componentes de freqiiéncia presentes no sinal em

analise, assim como sua amplitude.

A implementacdo da CWT, fazendo uso de wavelets complexas, tem sido utilizada em
diversos ramos da analise de sinais em sistemas de poténcia. Alguns exemplos destas aplicagdes
incluem a deteccgdo de faltas [Zhang et al., 2003], o controle de filtros ativos [Driesen & Belmans,
2002] e a analise de flicker, harmonicas e inter-harmonicas [Pham & Wong, 1999; Chen &
Meliopoulos, 2000; Huang & Hsieh, 2000; Huang & Hsieh, 2000-b; Pham & Wong, 2001; Chen &
Meliopoulos, 2002; Huang & Lu, 2004]. Nestas implementacGes as wavelets complexas
“Gaussian” e “Morlet” tém sido utilizadas freqiientemente como wavelet-mae. Porém, como
mostrado no capitulo 2, tais wavelets-mae ndo apresentam respostas em freqiiéncia com magnitude
plana. Conseqiientemente, deve-se dar uma atencdo especial a escolha do parametro escala a de
modo que a freqii€ncia de interesse esteja situada no centro da faixa de passagem de suas respostas

em freqiiéncia, de maneira que as amplitudes dos sinais sob analise possam ser bem representadas.

Neste capitulo sdo apresentados exemplos de aplicagdo da CWT, associada ou ndo a MRA,
para ilustrar o comportamento das “fungdes base” continuas propostas nesta Tese na analise de
sinais de faltas simuladas em uma linha de transmissdo (capitulo 7) e de sinais reais oriundos de

registradores digitais de perturbacao do sistema elétrico.

Particularmente, considera-se o emprego de wavelets de Fourier e das “funcdes base” “de
Oliveira” na analise de faltas, na analise de eventos multiplos e na estratificagdo das poténcias ativa

e reativa em uma linha de transmissao.

8.2. ANALISE DE FALTAS EM LINHAS DE TRANSMISSAO

Como enfatizado no capitulo 7, a obtencdo de uma boa estimativa da localizacdo de faltas
em linhas de transmissdo pode ser influenciada pela presenca de componentes de alta freqiiéncia
(transitorios) e da componente exponencial de freqiiéncia nula presente, principalmente, nos sinais
das correntes de falta. Através da escolha da faixa de freqiiéncia que inclua a freqiiéncia
fundamental do sistema de poténcia, selecionada por uma dada wavelet-mae e parametro escala, é

possivel eliminar estes dois fatores.

Neste item ¢ apresentado o mesmo caso exemplo mostrado no capitulo 7, porém usando a
CWT com a fun¢ao wavelet complexa de Fourier Mexican Hat para estimar a localizagdo da falta

na LT PDD/BEA.
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A localizagdo de uma falta em uma linha de transmissdo pode ser estimada através do
método da impedancia aparente, conforme empregado no capitulo 7. Neste algoritmo, quando uma
falta envolve mais de uma fase, como para este caso exemplo, a impedancia da falta, Z,,,, pode ser
obtida por (7.2):

=X X, 8.1)

¥

o
%‘)

A Falta

~o
~o>
~

e a distancia da falta, Dy, em relacdo ao terminal de monitoramento, pode ser estimada por (7.4):

Z
D. = Falta . 8 2
rET (8.2)

onde Z; ¢ a impedancia de seqiiéncia positiva da linha de transmissao (geralmente dada em €/km).

Entretanto, ao invés de usar os fasores das componentes fundamentais dos sinais de tensao
e corrente, V., V, e I, I, sdo substituidos pelos sinais complexos de tensdo e corrente obtidos
da CWT, considerando que tais sinais representam as componentes fundamentais através da

escolha adequada do parametro escala a.

A figura 8.1 reapresenta os sinais das tensdes e correntes de fase (a, b, ¢) para a falta
trifasica simulada na LT PDD/BEA a 51.4 km distante do terminal de PDD e 4'% ciclos apods o

inicio das simulagdes.

500 T T T
s
<
B
@ =2 °
Q
£
<
-500
0
10 T
— la
< 54— b
= — lc
[}
by 2°
E—
< 5r
-10 L L I

I I I
20 40 60 80 100 120
Tempo (ms)

Figura 8.1: Sinais de fase para uma falta trifasica simulada a 51.4 km do terminal de PDD:

(a) tensdo; (b) corrente.

Fazendo uso da wavelet de Fourier Mexican Hat e considerando pardmetros escala inteiros

no intervalo de 1 a 64, a figura 8.2 apresenta os graficos “escala a X translagdo 5 da decomposigdo
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dos sinais de tensdo e corrente da fase a dos sinais apresentados na figura 8.1. Os graficos

correspondentes para os sinais das fases b e ¢ sdo similares aos apresentados para a fase a.

Na figura 8.2 estdo apresentados, graficamente, a parte real, a parte imaginaria, o valor
absoluto (magnitude) e a fase dos coeficientes wavelet complexos resultantes da analise dos sinais
da fase a. Nestes graficos, a distribui¢do de cores indica que valores mais elevados tém cores mais

escuras, enquanto que valores menores tém cores mais claras.

Parte Real Parte Imaginaria

Escala a
Escala a

200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
( ) Translagéo b Translagéo b
a
Magnitude Fase
61
57
53
49
45
. o 4
© ©
w© w© 33
] 3 29
w w 25
21
17
13
9
5
1 . . . . . 1
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
Translagéo b Translagao b
Parte Real Parte Imaginaria
© ©
S S
© ©
o o
(73 (73
w w
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
(b) Translagéo b Translagao b
Magnitude Fase

Escala a
w
W

-0
Escala a

200 400 60 800 1000 400 600 800 1000
Translagdo b Translagao b

Figura 8.2: Coeficientes wavelet dos sinais da fase a usando a wavelet de Fourier Mexican Hat e

parametros escala inteiros no intervalo de 1 a 64: (a) tensdo; (b) corrente.
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Observa-se nestes graficos que através da escolha de valores intermediarios para o
parametro escala a, na faixa entre 28 e 36, ¢ possivel obter uma aproximagao dos sinais das tensoes

e correntes de fase.

A figura 8.3 apresenta os coeficientes wavelet dos sinais de tens@o e corrente da fase a para
a =32. Sdo apresentados as partes real e imaginaria e o valor absoluto de tais coeficientes wavelet.
O valor absoluto representa a envoltdria das formas de onda dos sinais de tensdo e corrente, quando
estes estdo defasados de m/2 radianos (90 graus), como ¢ o caso. Ressalta-se que a parte real ¢

obtida pela wavelet “geradora” (Mexican Hat) e a parte imaginaria por sua transformada de Hilbert.
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Figura 8.3: Partes real e imaginaria e o valor absoluto dos coeficientes wavelet dos sinais da fase a

usando a wavelet de Fourier Mexican Hat e parametro escala ¢ = 32: (a) tensdo; (b) corrente.

Na figura anterior observa-se que ndao ha a contribuicdo da componente exponencial de
freqiiéncia nula, principalmente, nos sinais das correntes de fase quando da ocorréncia da falta.
Este fato é decorrente da eliminacdo da freqiiéncia nula através do emprego da transformada de
wavelets continua, desassociada da MRA. Conforme apresentado na figura 7.11, tal componente
esta presente nas aproximacdes destes sinais quando do emprego de bancos de filtros que

implementam a WMRA.

Para este mesmo nivel de decomposi¢do (a=32), a figura 8.4 apresenta os valores
absolutos e os angulos de fase dos coeficientes wavelet dos sinais das tensdes e correntes de fase.
Observa-se, especialmente nos sinais das correntes de fase, o deslocamento de fase provocado pela
ocorréncia da falta, indicando que a deteccdo do distirbio e até mesmo a selegdo das fases

envolvidas na falta podem ser obtidas através desta variavel [Kasztenny et al., 2000].
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Figura 8.4: Coeficientes wavelet dos sinais de fase usando a wavelet de Fourier Mexican Hat e

parametro escala a = 32: (a) tensoes; (b) correntes.

A figura 8.5 apresenta a estimativa da distancia da falta usando os coeficientes wavelet
complexos para a =32, considerando as expressdes (8.1) e (8.2). Como ndo se faz necessario o
calculo das componentes fundamentais através do emprego da transformada de Fourier, conforme
empregado no capitulo 7, o resultado de tal operacdo € de tempo continuo. Para este caso exemplo,

esse fator tornou possivel obter com maior rapidez uma estimativa da falta.

Uma comparagio deste resultado com o apresentado na figura 7.12 pode ser estabelecida
ao fazer uso de valores médios das estimativas de distancia calculados a cada janela deslizante de
1-ciclo (os sinais foram amostrados a taxa de 128 amostras/ciclo), conforme apresentado na figura
8.6. Para este caso exemplo € possivel visualizar maior precisdo na estimativa da falta,

apresentando convergéncia por 1 ciclo, decorridos 2 ciclos da detec¢do da falta.
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Figura 8.5: Estimativa da distincia da falta em relagcdo ao terminal de monitoramento usando a

wavelet de Fourier Mexican Hat e parametro escala a = 32.

80

T
—— FasesAeB
—— FasesBeC
—— FasesCeA
—— Posigéo da Falta Simulada

70+

65 -

55+

50| ~ 4

451 -

Distancia da falta em relagdo ao terminal PDD (km)
D
o
T

40 ! ! ! ! ! !
0 20 40 60 80 100 120

Tempo (ms)

Figura 8.6: Valores médios da estimativa da distancia da falta apresentada na figura 8.5 calculados

com janela deslizante de 1-ciclo.

8.3. SELECAO DAS COMPONENTES DE BAIXA FREQUENCIA DE
SINAIS DE FALTAS EM LINHAS DE TRANSMISSAO

Conforme apresentado no capitulo 2, a decomposi¢do de um sinal em seus coeficientes
escala e wavelet € realizada através de operagdes de convolugdo deste sinal com os filtros escala e
wavelet, respectivamente, e de operacdes de subamostragem por 2. Como a CWT ¢ freqiientemente

utilizada considerando todas as transla¢des possiveis, ou seja, ndo sendo consideradas as operagdes
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de dizimagdo, a CWT pode ser vista apenas como uma convolugdo entre uma fungdo wavelet € o

sinal em analise. O mesmo ¢ valido para a MRA, quando de seu emprego através da fungdo escala.

Através da WMRA continua, considerando a associagdo da CWT com a MRA, ¢é possivel
observar as componentes de baixa freqiiéncia dos sinais sob analise, de modo que as componentes
fundamentais estejam acessiveis através dos coeficientes wavelet e as componentes de freqii€ncias
inferiores a esta, através dos coeficientes escala. Neste Gltimo caso, pode ser possivel evidenciar o
comportamento das componentes exponenciais de freqiiéncia nula presentes, principalmente, nos

sinais das correntes de fase apos a ocorréncia de faltas.

A figura 8.7 apresenta os sinais das tensoes e correntes de fase (a, b, ¢), e de modo zero (0),
para uma falta entre as fases a e b e a terra, simulada na LT PDD/BEA a 154.2 km distante do
terminal de PDD e 4% ciclos apds o inicio das simula¢des. O envolvimento da terra pode ser

comprovado pelo surgimento da componente de modo 0 apds a ocorréncia da falta.
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Figura 8.7: Sinais de fase (a, b, ¢), e de modo zero (0), para uma falta entre as fases a ¢ b ¢ a terra

simulada a 154.2 km do terminal de PDD: (a) tensoes; (b) correntes.
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Uma analise prévia das respostas em freqiiéncia das funcdes escala e wavelet “de Oliveira”
com fator de rolamento o = 0.33333, permite identificar M =2-N como o comprimento das func¢des
escala e wavelet de modo que tal objetivo seja alcancado, onde N é o comprimento do sinal em
analise. Ressalta-se que M esta relacionado ao fator de escalonamento das fungdes escala e wavelet

no dominio do tempo.

A figura 8.8 apresenta a resposta em freqiiéncia das fungdes escala e wavelet “de Oliveira”,
considerando os pardmetros descritos anteriormente. Observa-se que tais fungdes impdem um

defasamento linear nas suas respectivas faixas de passagem.
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Figura 8.8: Resposta em freqiiéncia das fungdes escala e wavelet “de Oliveira” com fator de

rolamento oo = 0.33333 e M =2-N: (a) magnitude; (b) fase.

A figura 8.9 apresenta as tensdes e correntes de fase e seus respectivos coeficientes escala e
wavelet com relagdo as fungdes escala e wavelet “de Oliveira” em questdo. Considere ¢, os sinais
das tensdes (a) e correntes (b) de fase, ¢; seus respectivos coeficientes escala e d; seus respectivos

coeficientes wavelet.

Observa-se nesta figura que as componentes fundamentais das tensdes e correntes de fase
podem ser representadas pelos seus respectivos coeficientes wavelet enquanto que as componentes
de freqiiéncias inferiores a esta podem ser representadas por seus respectivos coeficientes escala.
Neste ultimo caso, evidencia-se o comportamento das componentes exponenciais presentes nos

sinais das correntes de fase.

Ressalta-se que a analise do comportamento das componentes de freqiiéncias inferiores a
freqiiéncia fundamental do sistema de poténcia, através dos coeficientes escala, pode vir a ser
empregada em um algoritmo para a identificacdo das fases envolvidas em faltas. Outra aplicagdo

4

que pode vir a ser considerada é o desenvolvimento de um algoritmo para a classificacdo de

L. R. SOARES, 2006 181



distirbios quando da analise de sinais semelhantes a estes, que sdo decorrentes da adi¢do de

componente continua nos sinas das tensodes de fase, podendo provocar oscilagdo de 0.5 Hz no valor

RMS destas tensdes [McEeachern, 1989].
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Figura 8.9: Sinais de fase e seus coeficientes escala e wavelet com relagdo as fungdes escala e

wavelet “de Oliveira” da familia deo0.33333 e M =2-N: (a) tensdes; (b) correntes.

A figura 8.10 apresenta a corrente da fase ¢ e seus coeficientes wavelet, podendo ser

observada a remo¢ao de componentes harmonicas da freqiiéncia fundamental, em decorréncia da

selecdo adequada do parametro escala. Observa-se ainda que apesar desta fase ndo estar envolvida

na falta, a mesma ¢ influenciada pela mudanca momentanea das condi¢des de operacdo do sistema

de poténcia. Porém, isto ndo ocorre de forma tdo significativa quanto nas outras fases.
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Figura 8.10: Sinal da corrente da fase ¢ e seus coeficientes wavelet com relagdo a fungdo wavelet

“de Oliveira” da familia deo0.33333 e M =2-N.

8.4. ANALISE DE EVENTOS MULTIPLOS

A analise de eventos sucessivos que ocorrem em um curtissimo intervalo de tempo é um
tema de recente interesse por pesquisadores do setor elétrico, devido as necessidades das empresas
do setor em automatizarem seus processos e a analise de seus dados. Tais eventos sdo denominados

eventos multiplos e sdo geralmente decorrentes de condigdes de faltas consecutivas e distintas.

Neste item € apresentado um caso exemplo fazendo uso da wavelet de Fourier Gaussian-4
para a identificacdo de intervalos entre eventos sucessivos a partir dos sinais das tensdes de fase
registradas em um terminal de monitoramento do sistema elétrico a taxa de amostragem de 64

amostras/ciclo durante 28 ciclos.

A figura 8.11 apresenta os sinais das tensdes de fase apds a ocorréncia de trés eventos
sucessivos: uma falta monofasica entre a fase ¢ e a terra, uma falta bifasica entre as fasesceae a
terra e uma falta monofasica entre a fase a e a terra. O envolvimento da terra em todos estes
eventos pode ser comprovado pelo surgimento da componente de modo 0 apds a ocorréncia do

primeiro evento e pela manuten¢ao da mesma nos eventos subseqiientes.

Fazendo uso da wavelet de Fourier Gaussian-4 e considerando parametros escala inteiros
no intervalo de 1 a 64, a figura 8.12 apresenta os graficos “escala a X translacdo b” para os sinais
apresentados na figura 8.11. Nestes graficos, a CWT ¢ representada pelos valores absolutos dos
coeficientes wavelet complexos e a distribuicdo de cores indica que valores mais elevados tém

cores escuras, enquanto que valores menores tém cores mais claras.
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Figura 8.11: Sinais das tensdes de fase (a, b, ¢), e tensdo de modo zero (0), registradas em um

terminal de monitoramento do sistema elétrico para um caso exemplo de evento multiplo.
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usando a wavelet de Fourier Gaussian-4 e pardmetro escala inteiro no intervalo de 1 a 64: (a) fase
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Na figura 8.12 observa-se que nas escalas inferiores, ou seja, para valores mais baixos do
parametro escala, a CWT evidencia as transi¢cdes do sinal em analise. Observa-se ainda que nas
escalas intermediarias ¢ possivel visualizar uma versao aproximada da envoltoria do sinal original,

uma vez que ¢ empregada uma wavelet complexa.

Uma estimativa precisa do instante de tempo onde ocorrem transigdes nos sinais em analise
pode ser identificada através da escolha apropriada do pardmetro escala. A analise dos coeficientes
wavelet para os parametros escala no intervalo de 1 a 12 permite identificar trés valores nos quais a

deteccao dos intervalos entre tais eventos sucessivos pode ser precisamente estimada: @ =4, 5 ou 6.

O mesmo tipo de analise deve ser realizado para obter uma boa aproximagdo das
envoltorias dos sinais originais. Desta analise obtém-se que, dos pardmetros escala no intervalo de
16 a 48, alguns valores podem ser identificados de modo a estimar a envoltoria e ainda caracterizar

os intervalos entre os eventos sucessivos: a = 18 a 23.

A figura 8.13 apresenta os valores absolutos dos coeficientes wavelet complexos das
tensoes de fase (a, b, ¢) e de modo zero (0) para dois parametros escala: a = 5, onde se observam as
transigoes entre as diferentes condicoes de falta, e @ =21, onde se observam as aproximagodes das

envoltorias das tensdes apresentadas na figura 8.11.

Através da imposicdo de um limiar sobre o valor absoluto dos coeficientes wavelet
complexos das tensdes de fase (a, b, ¢) e de modo zero (0) apresentados na figura 8.13-(a) ¢
possivel detectar a ocorréncia de distirbios e ainda identificar os intervalos de ocorréncia de

diferentes eventos.

A figura 8.14 apresenta a identificagdo dos intervalos entre eventos sucessivos através da
imposicdo de um limiar sobre o valor absoluto dos coeficientes wavelet das tensoes tensdes de fase
(a, b, ¢) e de modo zero (0) considerando a wavelet de Fourier Gaussian-4 e parametro escala
a=15. O inicio do intervalo estd explicito no grafico e é determinado pelo instante de tempo em que

a primeira das quatro grandezas ultrapassa o limiar de deteccdo naquele intervalo.

Identificados os intervalos, o proximo passo em uma analise de eventos multiplos depende
dos objetivos da referida investigacdo, que pode incluir desde a identificagdo do tipo de evento em
cada um dos intervalos definidos ou apenas a identificagdo das fases envolvidas em cada evento,
para cada um dos intervalos. Em muitos casos, da-se prioridade a analise do primeiro evento, uma
vez que este pode ter desencadeado os outros, € neste caso, o evento multiplo é freqiientemente

denominado um processo evolutivo.
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usando a wavelet de Fourier Gaussian-4 e os seguintes pardmetros escala: (a) a =5; (b) a =21.

Este caso exemplo ilustra a potencialidade de aplicacdo da CWT, fazendo uso de wavelets

complexas e da analise individual das escalas, na analise de distirbios em sistemas de poténcia.

Através da escolha adequada da wavelet-mae e do pardmetro escala é possivel detectar disturbios e

identificar intervalos entre eventos distintos. Além disto, € possivel obter uma aproximagao das

envoltorias dos sinais originais em cada um dos intervalos.

Ressalta-se que a escolha adequada dos pardmetros de escalonamento, além de depender da

wavelet-mae, depende da taxa de amostragem com a qual os sinais foram amostrados e da duragdo

(comprimento) dos sinais em andlise.
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Figura 8.14: Identificacdo dos intervalos entre eventos sucessivos através da imposi¢ao de um
limiar para a deteccdo de distirbios sobre o valor absoluto dos coeficientes wavelet das tensdes

apresentadas na figura 8.11 usando a wavelet de Fourier Gaussian-4 e pardmetro escala a = 5.

8.5. ESTRATIFICACAO DAS POTENCIAS ATIVA E REATIVA EM
LINHAS DE TRANSMISSAO

O uso da transformada inversa de Fourier para obter a versdo transformada de Hilbert de
um determinado sinal para a determinacdo da impedéancia em circuitos elétricos [Fu ef al., 2002] ou
da poténcia reativa em sistemas de poténcia [Croes et al., 2004] ndo deve ser um método preciso
quando este sinal ndo apresenta periodicidade. A analise de sinais ndo-periddicos através do projeto
de filtros que implementem uma defasagem de 90 graus, associados a bancos de filtros IIR [Yoon
& Devaney, 2000], ou do uso de wavelets complexas [Driesen & Belmans, 2003] deve ser mais

apropriada.

Neste item ¢é apresentado um caso exemplo, fazendo uso de wavelets complexas “de
Oliveira”, para a determinagdo das poté€ncias ativa e reativa a partir dos sinais das tensdes e
correntes de fase, ndo-periddicos, registrados em um terminal de monitoramento do sistema elétrico

a taxa de amostragem de 32 amostras/ciclo durante 54 ciclos.

A poténcia ativa monofasica, ou poténcia instantdnea monofasica, pode ser obtida a partir

dos sinais de tensdo e corrente pela seguinte expressao [Saitou & Shimizu, 2002]:
P=V I, (8.3)

onde V; e I; sdo os sinais das tensoes e correntes da fase i = a, b, c.
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A poténcia reativa monofésica pode ser obtida via [Saitou & Shimizu, 2002]:
o,=V-I, (8.4)
onde o sobrescrito * denota o conjugado complexo de /, de forma a obter sua versio em
quadratura, defasada em 90 graus.

As expressoes (8.3) e (8.4) resultam nas formas de onda destas poténcias, que podem ser
obtidas através da CWT usando wavelets complexas e parametros escala apropriados. Neste caso, a
poténcia ativa pode ser obtida pelas partes reais dos coeficientes wavelet complexos das tensdes e
das correntes, enquanto que a poténcia reativa pode ser obtida pelas partes real da tensdo e

imaginaria da corrente dos seus respectivos coeficientes wavelet.

Alternativamente, as poténcias ativa e reativa podem ser obtidas, respectivamente, por

[Driesen & Belmans, 2003]:
P(i.a)=|d;(V,.a)-|d;(1,.a)- cos(<d ,(v;.a)- £d,(1,.a)). (8.5)
0,(i.a)=|d,(v;.a) |d,(1,.a) -sen(zd, (V,.a)- £d (1,.q). (8.6)

onde d i(Vi,a) ed i(l .,a) sdo, respectivamente, os coeficientes wavelet complexos decorrente da

analise de V; e [, i=a, b, ¢, para o pardmetro escala ¢ do nivel j de decomposi¢do. Considere,

como exemplo,

dj(V,.,a)( e Adj(Vl.,a) a magnitude e a fase de dj(V,.,a).

A figura 8.15 apresenta os sinais das tensdes e correntes de fase, sendo ressaltado o
intervalo entre 450 ms e 650 ms para melhor visualizagdo do trecho com “perturbacao”. Tal
perturbagdo teve uma duragdo de 100 ms, provocou um afundamento de tensdo para 0.635 pu e foi
decorrente do desligamento automatico de outra linha de transmissdo em 500 kV, do mesmo

sistema de transmissao, em virtude de queima de vegetagdo sob a mesma.

Tendo como objetivo identificar as poténcias ativa e reativa e localizar no tempo as
componentes harmonicas da freqiiéncia fundamental (60 Hz), foram analisadas as respostas em
freqiiéncia das fungdes wavelet complexas “de Oliveira”, considerando diferentes valores de M e

de fatores de rolamento o

Através da escolha de oo=0.25 (familia cdeo0.25) e de duas escalas de decomposicdo,
considerando M; =4-N/27 e M,=8-N/27, onde N ¢ o comprimento do sinal em analise, ¢ possivel
isolar a componente a freqiiéncia fundamental (60 Hz) e adicionalmente agregar as componentes de
segundo e terceiro harmoénicos em faixas de freqiiéncias distintas. Ressalta-se que M esta

relacionado ao fator de escalonamento das fungdes wavelet no dominio do tempo.
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Figura 8.15: Sinais de fase (a, b, ¢) registradas em um terminal de monitoramento do sistema

elétrico e selecdo do intervalo entre 450 ms e 650 ms: (a) tensoes; (b) correntes.

A figura 8.16 apresenta a magnitude das respostas em freqii€ncia das fungdes wavelet
complexas “de Oliveira”, considerando os parametros descritos anteriormente. Considere os indices

1 e 2 relativos, respectivamente, a primeira e segunda escalas de decomposigao.

A figura 8.17 apresenta a decomposicdo dos sinais apresentados na figura 8.15 nestas duas
escalas da CWT complexa “de Oliveira”. Considere ¢, os sinais de fase das tensdes, figura 8.13-(a),
e das correntes, figura 8.13-(b), e |d)| e |d5| os valores absolutos dos seus respectivos coeficientes

wavelet de primeira e segunda escalas.

Observa-se nesta figura que as envoltorias das componentes fundamentais dos sinais de
tensdo e corrente podem ser extraidas através de d; e, que através de d; € possivel visualizar trechos

de eventos distintos, a exemplo do que foi apresentado no item anterior (item 8.4).
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Figura 8.16: Magnitude das respostas em freqiiéncia das fungdes wavelet complexas “de Oliveira”
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Figura 8.17: Sinais de fase (¢y) e o valor absoluto dos coeficientes wavelet complexos em duas
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A figura 8.18 apresenta os sinais das poténcias instantaneas de fase, 2. =V,-1,,i=a, b, ¢,

representados por ¢, apenas como carater ilustrativo, e as poténcias ativa e reativa de fase de

primeira e segunda escalas (P; e P, O, e O,), obtidas pelas expressoes (8.5) e (8.6).
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Figura 8.18: Poténcias instantaneas de fase (c) e as poténcias calculadas para as duas escalas de

decomposicao: (a) poténcias ativa; (b) poténcias reativa.

A figura 8.19 ilustra as poténcias ativa e reativa total (Pr, Or) com base na soma de suas
respectivas poténcias monofasicas na faixa da freqiiéncia fundamental, ou seja, na segunda escala

de decomposicao.

Observa-se nas figuras 8.18 e 8.19 que houve inversdo do fluxo de poténcia reativa na linha
de transmissdo durante a perturbacdo. Antes da mesma fluia pela linha +45 Mvar por fase, em
média, durante a perturbagdo o fluxo de poténcia reativa chegou a atingir —410 Mvar em uma das
fases, e ap6s a “eliminagdo do defeito”, neste caso a abertura da linha sobre queima de vegetacao, o

retorno para +38 Mvar por fase, em média.
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Figura 8.19: Poténcias ativa e reativa total (Pr, Or) com base na soma de suas respectivas poténcias

monofasicas na faixa da freqii€ncia fundamental (60 Hz).

Ressalta-se que, apesar da freqiiéncia fundamental dos sinais das poténcias ser igual a 120
Hz, a nomenclatura baseada na figura 8.16 ¢ mantida, uma vez que as poténcias sdao obtidas a partir

da decomposicao dos sinais das tensdes e correntes de fase.

A estimativa das poténcias ativa e reativa ¢ um fator importante na analise de perturbacdes
em sistemas de poténcia. E possivel que seja vidvel identificar a origem do disturbio através de

analise conjunta de diversos terminais de monitoramento do sistema elétrico.

Este caso exemplo mostra que o emprego das wavelets complexas “de Oliveira”,
considerando faixas de freqiiéncias ortogonais, pode permitir a selecdo da componente fundamental
e de suas componentes harmonicas em faixas de freqiiéncias distintas. Isto torna possivel
estratificar as poté€ncias ativa e reativa em diversas faixas de freqiiéncias, que podem vir a compor a
poténcia de distor¢do [Dugan et al., 1996] para a avaliacdo de eventos relacionados a qualidade da

energia elétrica em sistemas de poténcia.

8.6. CONCLUSOES

Os casos exemplos apresentados neste capitulo ilustram que as wavelets continuas
propostas nesta Tese t€m potencial aplicagdo na analise de perturbagdes do sistema elétrico.
Particularmente, para a analise de faltas, transitorios, deteccdo de padroes, deteccdo de multiplos

eventos e, especialmente, para a estratificagdo das poténcias ativa e reativa na analise de

L. R. SOARES, 2006 192



perturbagdes em sistemas de poténcia, para a avaliacdo da qualidade da energia elétrica. Outra
aplicag@o que pode ser vislumbrada com a obtencao da poténcia reativa a freqiiéncia fundamental é
a possibilidade de implementagdo de outro algoritmo para a localizagdo de faltas em linhas de
transmissdo [Takagi et al., 1982] e para o calculo de impedancias em circuitos elétricos, cujos

sinais ndo sejam necessariamente estacionarios [Fu et al., 2002].

Um estudo compreensivo dos sinais em analise, associando-os a uma determinada wavelet-
mae continua, faz-se necessario para que todo o potencial da CWT possa ser bem explorado através
da selecdo apropriada dos parametros escala (¢) de modo a consolidar a analise em questdo.
Ressalta-se que a escolha de tal parametro, além de depender da wavelet-mae, depende da taxa de
amostragem com a qual os sinais foram amostrados ¢ da duracdo (comprimento) dos sinais em

analise.
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CAPITULO 9

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA
PESQUISAS FUTURAS

Esta Tese teve como objetivo o desenvolvimento de novas “fungdes base” para a aplicacao
da analise multirresolucdo de sinais e das transformadas de wavelets, a implementagdo
computacional das mesmas e a identificacdo de suas possiveis aplicacdes na andlise de sinais do

sistema elétrico.

9.1. CONCLUSOES

Apesar das conclusdes terem sido destacadas ao final de cada capitulo, neste item sdo

sumarizados alguns dos principais aspectos relacionados as pesquisas realizadas.

Novas classes de func¢des invariantes a transformada de Fourier, fungées com mesmo
formato nos dominios do tempo e da freqiiéncia, foram apresentadas baseando-se em autofungdes
da transformada de Fourier e em suas propriedades da dualidade e da diferenciacdo no tempo e na
freqiiéncia. Uma destas classes de sinais, definida por polindmios de Hermite multiplicados por
uma gaussiana, ¢ solugdo da equagdo de Schrodinger para o oscilador harmonico e define uma nova
familia de wavelets: as wavelets de Gabor-Schrodinger. Para o caso em que n =1 a wavelet de
Gabor-Schrodinger reduz-se a wavelet primeira derivada da fungdo Gaussiana, tradicionalmente

conhecida como a wavelet Gaussian-1.

Uma nova andlise multirresolu¢do completa e ortogonal, denominada WMRA “de
Oliveira”, foi proposta baseando-se em uma generalizac¢do da fung@o escala da MRA de Shannon,

relacionando-a com filtros do tipo cosseno-levantado, no processo de ortogonalizacdo de Meyer e
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na equacao de relagdo dupla entre fungdes escala e wavelet. Diferente das wavelets continuas mais
freqiientemente empregadas para a analise de sinais em sistemas de poténcia, a familia de fungodes
da WMRA “de Oliveira” ¢ composta por fungdes escala (real e par) e wavelet (real e par; ou
complexa, com parte real par e parte imagindria impar). Esta nova familia de fungdes foi
implementada no Wavelet Toolbox do MATLAB (Apéndice B) e tem potencial aplicagdo na
detecgdo de transitorios, analise de faltas, analise de harmdnicas e estratificacdo das poténcias ativa
e reativa em sistemas de poténcia. Adicionalmente, uma outra possivel aplicagdio ¢é na

multiplexag@o em sistemas de comunicagdo [de Oliveira et al., 2003].

Através de uma analogia entre as teorias de Fourier e WMRA propde-se uma nova analise
em wavelets. Esta técnica baseia-se em um conjunto de wavelets ortogonais, uma com simetria par
e outra com simetria impar, sendo denominada anélise em wavelets de Fourier ou em wavelets de
Hartley. A transformada de Hilbert ¢ empregada para obter a versdo em quadratura de uma
wavelet simétrica, ou anti-simétrica, ¢ como conseqiiéncia, novas funcdes wavelet que se
assemelham aos nucleos das transformadas de Fourier e de Hartley sdo introduzidas. Por analogia
as transformadas de Fourier e de Hartley, o nucleo “cosine and sine” ¢é substituido por “y e
transformada de Hilbert de y’. Esta nova familia de fungdes foi implementada no Wavelet Toolbox
do MATLAB (Apéndice B) e tem potencial aplicacdo na deteccdo de transitorios, analise de faltas,
analise de eventos multiplos e estratificacdo das poténcias ativa e reativa em sistemas de poténcia.
No dominio discreto foram apresentadas solugdes em bancos de filtros para a implementacdo das
wavelets discretas analiticas, de Fourier e de Hartley. Foram apresentados os parametros M e 3
para a definicdo de transformadores de Hilbert para algumas wavelets discretas das familias de

Daubechies, Symlets e Coiflets.

Uma nova familia WMRA de Gegenbauer foi introduzida baseando-se nas solucdes das
equagdes diferenciais de 2°-ordem de Gegenbauer. Os polindmios resultantes foram comparados a
resposta em freqii€éncia dos filtros de uma WMRA e de filtros FIR de fase linear generalizada,
definindo filtros escala com simetria par e filtros wavelet com simetria impar. Casos especiais da
familia WMRA de Gegenbauer sdo as familias de Haar (v =1, qualquer ), Legendre (qualquer v,
a=1/2) e Chebyshev (qualquer v, &= 1). Para v> 1, os filtros de Gegenbauer sdo propostos para
definir uma WMRA ndo ortogonal com perdas, quando >0, ou com redundancia, quando
o=—v/2. Para quaisquer destes casos, os filtros escala e wavelet apresentam fase linear e atraso de
grupo constante, dado por v/2, que significa que ndo sdo introduzidos atrasos diferentes para
fregiiéncias diferentes do sinal em analise. Outra vantagem em favor dos filtros simétricos esta
relacionada ao menor esfor¢o computacional necessario para a obtencdo dos coeficientes escala e
wavelet. Quando sdo utilizados filtros simétricos € possivel reduzir a metade (ou ainda menos) o

nimero de multiplicagdes necessarias para a implementacdo de uma WMRA. Ressalta-se que a
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escolha dos parametros v e « do banco de filtros de Gegenbauer depende do tipo de aplicagdo.
Apesar da ndo-ortogonalidade expressa pela WMRA de Gegenbauer, foram obtidos resultados
bastante satisfatorios para a analise de faltas em linhas de transmissdo e interessantes para o
processamento de imagens, quando estes sdo comparados aos obtidos com uma WMRA ortogonal.
Entretanto, especial atencdo deve ser dada a escolha dos parametros v e ¢, no caso de uso de filtros
de Gegenbauer, de modo que as componentes de freqiiéncia presentes no sinal ou imagem em
analise ndo comprometam a confiabilidade dos resultados obtidos. Esta nova familia de fungdes foi
implementada no Wavelet Toolbox do MATLAB (Apéndice B) e tem potencial aplicagdo na
remocao de ruidos, no reconhecimento de padrdes, na analise de faltas em sistemas de poténcia e

no processamento de imagens.

9.2. SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

A investigagdo da aplicabilidade das “fungdes base” propostas nesta Tese, considerando as
potenciais aplicagOes identificadas, ja configura uma série de sugestdes para dar continuidade a esta

pesquisa. Alguns temas sao destacados neste item..

O emprego de técnicas recentes de processamento digital de sinais, especialmente das
transformadas de wavelets, ¢ um tema que tem despertado o interesse de especialistas de empresas
do setor elétrico para a andlise de sinais transitorios em sistemas de poténcia. Sugere-se avaliar as
“fungdes base” propostas nesta Tese, em particular as funcdes escala e wavelet “de Oliveira”, as
wavelets de Fourier e os bancos de filtros de Gegenbauer, na analise de um conjunto representativo

de eventos, cujos sinais sejam oriundos de registradores digitais de perturbagdo do sistema elétrico.

As autofuncdes de Fourier podem ser tteis para fornecer seqiiéncias de assinatura para
usudrios em sistemas de comunicacdo. Um exemplo de aplicagdo, que se encontra sob investigagao
por pesquisadores deste DES/UFPE, consiste na transmissdo de informagdes em sistemas de
comunicacdo com multiplos usudrios no canal aditivo real [Campello de Souza & de Oliveira,

2006]. Sugere-se dar continuidade a pesquisa para avaliagdo de desempenho do sistema proposto.

As wavelets de Hartley, no dominio de tempo continuo, parecem ser bastante interessantes
na analise de sinais que apresentem algum tipo de simetria. Como estas wavelets sdo formadas pela
superposicdo de duas wavelets, uma com simetria par e outra impar, a analise destes tipos de sinais
pode apresentar caracteristicas que estariam escondidas em uma analise através de wavelets
simétricas. No dominio discreto, as wavelets de Hartley podem ser implementadas através do

arranjo de um banco de filtros onde n3o necessariamente as wavelets sdo simétricas ou anti-

L. R. SOARES, 2006 196



simétricas. E possivel que estas wavelets sejam adequadas para a compressdo de sinais [Ozturk et
al., 2000] e/ou imagens. Sugere-se a implementacdo computacional das mesmas de modo que seja

possivel avalia-las nestas aplicagdes.

Foi apresentado um exemplo de aplicagdo de bancos de filtros de Gegenbauer no
processamento de imagens. Os resultados obtidos indicam que ¢é possivel obter reducdo de
dimensionalidade da imagem, com boa “qualidade visual”, ao considerar os coeficientes de
aproximac¢ao nos primeiros niveis de decomposi¢do como uma imagem aproximada da imagem
original. Além disto, os bancos de filtros redundantes de Gegenbauer podem ser apropriados para
ressaltar os contornos de uma imagem, uma vez que a imagem reconstruida pode evidenciar as
componentes de mais alta freqiiéncia da imagem original. Devido ao crescente interesse do setor
elétrico no processamento e na transmissao de imagens, especialmente como mecanismo de auxilio
a decisdo e ao diagnostico de equipamentos e na monitoragao de subestacdes desassistidas, sugere-

se avaliar como a vasta gama de fungdes WMRA de Gegenbauer pode ser aplicada a este caso.

L. R. SOARES, 2006 197



APENDICE A

PUBLICACOES

Publicacao em Periodico

H. M. de Oliveira, L. R. Soares, and T. H. Falk, “A Family of Wavelets and a New Orthogonal
Multiresolution Analysis based on the Nyquist Criterion,” Revista da Sociedade Brasileira de
Telecomunicagoes, vol. 18, no. 1, nimero especial dedicado ao ITS’2002, pp. 69-76, Rio de

Janeiro, RJ: SBrT, Jun. 2003.

Publicacao em Capitulo de Livro

R. J. S. Cintra, H. M. de Oliveira, and L. R. Soares, On Filter Banks and Wavelets Based on
Chebyshev Polynomials. In: Computational Methods in Circuits and Systems Applications,
N.E. Mastorakis, I.A. Stahpulos, C. Manikopoulos, G.E. Antoniou, V.M. Mladenov, I.LF. Gonos
(Eds.), Electrical and Computer Engineering Series, Greece: WSEAS Press, 2003, pp. 195-200.

Publicacoes em Conferéncias

L. R. Soares, H. M. de Oliveira, and R. J. S. Cintra, “Applications of Non-Orthogonal Filter Banks
to Signal and Image Analysis,” in Proc. of the 2006 IEEE/PES Transmission and Distribution
Latin America Conference and Exposition (IEEE/PES T&D 2006 Latin America), Caracas,
Venezuela: IEEE, Aug. 15-18, 2006.

L. R. SOARES, 2006 198



R

. R. Soares, H. M. de Oliveira, and R. J. S. Cintra, “Signal Analysis Using Fourier-like
Wavelets,” in Proc. of the 2006 IEEE/PES Transmission and Distribution Latin America
Conference and Exposition (IEEE/PES T&D 2006 Latin America), Caracas, Venezuela: IEEE,
Aug. 15-18, 2006.

. R. Soares, H. M. de Oliveira, and R. J. S. Cintra, “The Fourier-like and Hartley-like Wavelet
Analysis Based on Hilbert Transforms”, in Anais do XXII Simposio Brasileiro de
Telecomunicagoes (SBT'05), CD-ROM, Campinas, SP: SBrT, Set. 4-8, 2005.

. R. Soares and H. M. de Oliveira, “Fault Analysis Using Gegenbauer Multiresolution Analysis,”
in Proc. of the 2004 IEEE/PES Transmission and Distribution Latin America Conference and
Exposition (IEEE T&D 2004 Latin America), CD-ROM, Sao Paulo, SP, Brazil: IEEE, Nov. 8-
11, 2004.

. R. Soares, H. M. de Oliveira, and R. J. S. Cintra, “New Compactly Supported Scaling and
Wavelet Functions derived from Gegenbauer Polynomials,” in Proc. of the 2004 IEEE
Canadian Conference on Electrical and Computer Engineering (IEEE CCECE’2004), CD-
ROM, Niagara Falls, Canada: IEEE, May 2-5, 2004.

. R. Soares, H. M. de Oliveira, and M. A. de Carvalho Junior, “Deteccdo e Classificagdao de

2

Faltas Utilizando a Transformada de Wavelets,” in Anais do XVII Semindrio Nacional de
Produgdo e Transmissdo de Energia Elétrica (SNPTEE’2003), CD-ROM, Uberlandia, MG:

CIGRE-BRASIL/CEMIG, Out. 19-24, 2003.

R. Soares, H. M. de Oliveira, R. J. S. Cintra, and R. M. Campello de Souza, ‘“Fourier
Eigenfunctions, Uncertainty Gabor Principle and Isoresolution Wavelets,” in Anais do XX
Simposio Brasileiro de Telecomunicagoes (SBT'03), CD-ROM, Rio de Janeiro, RJ: SBrT/PUC-
RJ/IME, Out. 5-8, 2003.

. J. S. Cintra, H. M. de Oliveira, and L. R. Soares, “Chebyshev Wavelets,” in Anais do XX
Simposio Brasileiro de Telecomunicagoes (SBT'03), CD-ROM, Rio de Janeiro, RJ: SBrT/PUC-
RJ/IME, Out. 5-8, 2003.

. R. Soares and H. M. de Oliveira, “Wavelets na Detec¢ao, Classificagdo e Localiza¢do de Faltas
em Linhas de Transmissdo,” in Anais do V Semindrio Brasileiro sobre Qualidade da Energia
Elétrica (SBOEE’2003), vol. 2, pp. 405-410, Aracaju, SE: CIGRE-BRASIL/NEPEN, Ago. 17-
20, 2003.

. J. S. Cintra, H. M. de Oliveira, and L. R. Soares, “On Filter Banks and Wavelets Based on
Chebyshev Polynomials,” in Proc. of the 7th WSEAS International Multiconference on

. R. SOARES, 2006 199



Circuits, Systems, Communications and Computers (WSEAS CSCC’2003), CD-ROM, Corfu
Island, Greece: WSEAS, July 7-10, 2003.

H. M. de Oliveira, L. R. Soares, and T. H. Falk, “A Family of Wavelets and a New Orthogonal
Multiresolution Analysis based on the Nyquist Criterion,” in Proc. of the 2002 IEEE
International Telecommunications Symposium (IEEE ITS’2002), CD-ROM, Natal, RN, Brazil:
SBrT/IEEE/UFRN, Sept. 8-12, 2002.

L. R. Soares, H. M. de Oliveira, and M. A. de Carvalho Junior, “Localiza¢do de Faltas em Linhas
de Transmissdao Utilizando a Representagdo Wavelet Multiresolugdo,” in Anais do XIV
Congresso Brasileiro de Automatica (CBA’2002), CD-ROM, Natal, RN: SBA/UFRN, Set. 2-5,
2002.

L. R. SOARES, 2006 200



APENDICE B

IMPLEMENTACAO DAS “FUNCOES BASE”
PROPOSTAS NO MATLAB

O procedimento para a implementacao das “funcdes base” propostas nesta Tese no Wavelet
Toolbox do MATLAB [Misiti et al., 2002] contempla a elaboracdo de arquivos MATLAB M-file
(*.m), para cada uma das familias propostas, a identificagdo dos tipos correspondentes de wavelets

possiveis de implementagao e, finalmente, sua inclusdo no referido toolbox.

B.1. O WAVELET TOOLBOX DO MATLAB

O Wavelet Toolbox do MATLAB ¢ reconhecidamente um dos aplicativos mais poderosos
com suporte para analise em wavelets [Bruce ef al., 1996; Kamen & Heck, 1997; Kim & Aggarwal,

2000], especialmente devido a sua interface grafica.

Na caixa de ferramentas (toolbox) de wavelets do MATLAB, existem cinco tipos de
wavelets [Misiti et al., 2002]: (1) wavelets ortogonais com filtros FIR, definidas a partir de um
filtro escala para cada wavelet-mae; (2) wavelets biortogonais com filtros FIR, definidas a partir de
dois filtros escala para cada wavelet-mae; (3) wavelets ortogonais sem filtro FIR, mas com fungao
escala; (4) wavelets sem filtro FIR e sem funcdo escala; e (5) wavelets complexas sem filtro FIR e

sem funcao escala.

Portanto, as classes de wavelets tipos (1) e (2) sdo destinadas as fungdes escala e wavelet
discretas com suporte compacto, sendo implementadas através de filtros FIR, e as classes (3), (4) e

(5) sdo destinadas as fungdes (escala e/ou wavelet) continuas.
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B.2. ELABORACAO DE ARQUIVOS MATLAB M-FILE E INCLUSAO
DAS FUNCOES BASE PROPOSTAS NO WAVELET TOOLBOX

Para cada familia de wavelets pelo menos dois arquivos devem ser criados [Misiti ef al.,
2002]: (1) um contendo informacgdes sobre a familia proposta; (2) outro contendo as expressoes

matematicas para definir suas fungdes escala (quando existir) e wavelet.

De posse dos arquivos MATLAB M-file para uma dada familia de wavelets faz-se
necessario identificar os tipos correspondentes de wavelets (item B.1) para, em seguida, adiciona-
las ao toolbox fazendo uso do gerenciador de wavelets (wavemngr) do MATLAB [Misiti et al.,

2002].

A seguir sdo apresentados arquivos, ou exemplos de arquivos, para as familias de “funcdes

base” propostas.

B.2.1. FAMILIAS DE FUNCOES “DE OLIVEIRA”

Como as fungdes “de Oliveira” sdo definidas por uma fungdo escala real e uma fungao
wavelet complexa, ambas continuas e permitindo definir bases ortogonais, pode-se observar que

ndo ha uma classe de wavelets que as represente.

Para introduzir tais fun¢des no Wavelet Toolbox do MATLAB foi necessario entdo criar
duas familias de wavelets “de Oliveira”: deo (composta pela fun¢do escala “de Oliveira” e pela
parte real da fung@o wavelet “de Oliveira”), adicionada como tipo 3, ¢ cdeo (composta apenas pela
funcdo wavelet complexa “de Oliveira”), adicionada como tipo 5. Tendo sido definido que o fator
de rolamento deve pertencer ao intervalo 0<a <1/3, os seguintes cinco valores padrao foram
estabelecidos: oo =0, 0.08333, 0.16666, 0.25000 e 0.33333. Para este ultimo caso, oo =0.33333, a
wavelet complexa “de Oliveira” ¢ caracterizada por cdeo0.33333. Adicionalmente, as fungdes
escala e wavelet “de Oliveira” t€m suporte infinito e foram definidas com suporte efetivo no

intervalo [-12, 12].

Para cada uma destas familias dois arquivos MATLAB M-file devem ser criados [Misiti et
al., 2002]: (1) um contendo informagdes sobre a familia proposta; (2) outro contendo as expressoes
analiticas que a define. Os programas B.1 e B.2 reproduzem o conteudo dos arquivos MATLAB M-
file necessarios para a implementa¢do computacional da familia deo e os programas B.3 e B.4, para

a implementacdo computacional da familia cdeo.
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De posse dos arquivos MATLAB M-file, a inclusdo das familias deo e cdeo no referido

toolbox realiza-se através do uso do gerenciador de wavelets (wavemngr) do MATLAB [Misiti et

al., 2002]:

>> wavemngr(‘add','de Oliveira','deo’,3,'0 0.08333 0.16666 0.25000 0.33333','deowavf,[-12,12])

>> wavemngr(‘add','Complex de Oliveira','cdeo',5,'0 0.08333 0.16666 0.25000 0.33333''cdeowavf,[-12,12])

Programa B.1: Arquivo MATLAB M-file “deoinfo.m”.

function deoinfo
%DEOINFO Information on deo wavelet.

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

de Oliveira Wavelet

Family de Oliveira
Short name deo
Orthogonal yes
Compact support no

DWT no
complex CWT possible
Support width infinite
Effective support [-12 12]
Symmetry yes

Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira

"de Oliveira Wavelets"

Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006
Last Revision: 05-May-2006.

Programa B.2: Arquivo MATLAB M-file “deowavf.m”.

function varargout = deowavf(varargin);
% deo wavelet -- TYPE 3 WAVELET according to waveinfo

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

case nargin = 4

[PHIPSI,T] = deo(LOWB,UPPB,N,alpha) returns deO
scaling and wavelet functions evaluated on

a N point regular grid on the interval [LOWB,UPPB].
Output arguments are the scaling function PHI, the
wavelet function PSI computed on the grid T

(defined in terms of LOWB, UPPB and N)

These functions have [-12 12] as effective support.

case nargin = 5
A fifth argument is allowed, if only one function
is required:
[PHL T] = DEOWAFV(LOWB,UPPB,N,alpha,'phi')
[PSI,T] = DEOWAFV(LOWB,UPPB,N,alpha,'psi')
When the fourth argument is used, but not equal to
'phi' or 'psi', outputs are the same as in main option.

N must be a power of two.

See also DEOINFO, WAVEFUN, WAVEINFO.
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% Reference: L. R.Soares, H. M. de Oliveira

% "de Oliveira Wavelets"

% Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006
% Last Revision: 05-May-2006.

% Check arguments
if errargn(mfilename,nargin,[4:5],nargout,[0:3]), error('*'), end

% Translate input arguments...
switch nargin
case 4
[lowb,uppb,N,label] = deal(varargin{:}); opt = 'two';
ind = strncmpi('deo’,label,3);
if isequal(ind,1) label([1:3]) =[]; end
alpha = wstr2num(deblank(label));

case 5
[lowb,uppb,N,alpha,opt] = deal(varargin{:});
if ~(isequal(opt,'two'") | isequal(opt,'phi") | isequal(opt,'psi'))
opt ='"two'; end
end

% Check alpha factor (roll-off)
if isempty(alpha) error('"** deO: Invalid wavelet number!"); end
if (alpha < 0) | (alpha > 1/3)
error("** deO: Invalid value for alpha **")
end
if (alpha == 0)
alpha = 10.#-5; % alpha ~ 0
disp('deO: Shannon Wavelet');
end

% Check N

if errargt(mfilename,log(N)/log(2),'int")
error('** deO: Invalid value for N **')

end

% Check Interval
if errargt(mfilename,uppb-lowb,'re0")

error("** deO: Verify upper/lower bound... **")
end

% Transform interval bounds to grid
lint = (uppb-lowb);
step = lint/N;
if step > 0.3
disp('** deO: the number of grid points is not enough for that support... Be carefull **');
end
t = [lowb:step:uppb];
td=t-1/2;

% Initial Variables
va =2*(1 - alpha);
vb =1 + alpha;

ve =1 - alpha;

vd = 2*(1 + alpha);
epslon =0.0001;

% Computing critical values...
x = find(t==0);

crit_cbl = 1/(2*(ve-vb));
xcbl = find(t == crit_cbl);
crit_cb2 = -1/(2*(vc-vb));
xcb2 = find(t == crit_cb2);

y = find(td==0);
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ycb1 = find(abs(td - crit_cb1) < epslon);
ycb2 = find(abs(td - crit_cb2) < epslon);

crit_dal = 1/(2*(vd-va));

ydal = find(abs(td - crit_dal) < epslon);
crit_da2 =-1/(2*(vd-va));

yda2 = find(abs(td - crit_da2) < epslon);

% Avoiding critical values...
t(x)= epslon;

t(xcb1)= t(xcbl) + epslon;
t(xcb2)= t(xcb2) + epslon;

td(y) = epslon;

td(ycb1) = crit_cbl + epslon;
td(ycb2) = crit_cb2 + epslon;
td(ydal) = crit_dal + epslon;
td(yda2) = crit_da2 + epslon;

% Scaling function (phi)

if opt =="phi' | opt =="two'
hec = sin(ve*pi*t)./(pi*t);
mcb = (2*abs(vb-vc).*(cos(vb*pi*t) + 2*(vb-ve).*t.*sin(vc*pi*t)))./(pi. *(1-(2.*t.*(vb-vc))."2));
phi = (hc + mcb)/(sqrt(2*pi));

end

% Wavelet function (psi)
if opt =="psi' | opt == "two'
% Real part of the complex deO Wavelet
hra = sin(va*pi*td)./(pi*td);
hrb = sin(vb*pi*td)./(pi*td);
mrbc = (2*abs(ve-vb)*(cos(ve*pi*td) + 2*(ve-vb). *td. *sin(vb*pi*td)))./(pi. *(1-(2*td*(vc-vb)). 2));
mrad = (2*abs(vd-va)*(cos(vd*pi*td) + 2*(vd-va).*td. *sin(va*pi*td)))./(pi. *(1-(2*td*(vd-va))."2));
RdeO = (hra - hrb + mrbc + mrad)/(2*sqrt(2*pi));
psi = RdeO;
end

% Set output arguments
if opt =="two' & nargout ~=3

error("**deQ: too few output parameters: should be [phi, psi, t]=...");
end

switch opt
case 'psi', varargout = {psi,t};
case 'phi' , varargout = {phi/2,t};
otherwise , varargout = {phi/2,psi,t};
end

Programa B.3: Arquivo MATLAB M-file “cdeoinfo.m”.

function cdeoinfo
%CDEOINFO Information on cdeo wavelet.

%

% de Oliveira Wavelet

%

% Family de Oliveira
% Short name cdeo

%

% Orthogonal yes

% Compact support no

% DWT no

% complex CWT possible
%

% Support width infinite
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% Effective support  [-12 12]

% Symmetry yes

%

% Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira

% "de Oliveira Wavelets"

% Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006
% Last Revision: 05-May-2006.

Programa B.4: Arquivo MATLAB M-file “cdeowavf.m”.

function varargout = cdeowavf(varargin);

% cdeo wavelet -- TYPE 5§ WAVELET according to waveinfo
% [PSLT] = cdeo(LOWB,UPPB,N,alpha) returns deO

% complex wavelet function evaluated on an

% N point regular grid on the interval [LOWB,UPPB].

% Output arguments are the wavelet function PSI

% computed on the grid T (defined by LOWB, UPPB and N)
%

% These functions have [-12 12] as effective support.

%

% N must be a power of two.

% See also CDEOINFO, WAVEFUN, WAVEINFO.

%

% Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira

% "de Oliveira Wavelets"

% Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006

% Last Revision: 05-May-2006.

% Check arguments
if errargn(mfilename,nargin,[4],nargout,[0:2]), error('*'), end

% Translate input arguments...

[lowb,uppb,N,label] = deal(varargin{:});
ind = strncmpi('cdeo',label,4);

if isequal(ind,1) label([1:4]) = []; end
alpha = wstr2num(deblank(label));

% Check alpha factor (roll-off)
if isempty(alpha) error('"** deO: Invalid wavelet number!"); end
if (alpha < 0) | (alpha > 1/3)
error('"** deO: Invalid value for alpha **')
end
if (alpha == 0)
alpha = 10.#-5; % alpha ~ 0
disp('deO: Shannon Wavelet');
end

% Check N

if errargt(mfilename,log(N)/log(2),'int")
error("** deO: Invalid value for N **")

end

% Check Interval
if errargt(mfilename,uppb-lowb,'re0")

error("** deO: Verify upper/lower bound... **")
end

% Transform interval bounds to grid
lint = (uppb-lowb);
step = lint/N;
if step > 0.3
disp('** deO: the number of grid points is not enough for that support... Be carefull **');
end
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t = [lowb:step:uppb];
td=t-1/2;

% Initial Variables
va =2*(1 - alpha);
vb =1 + alpha;

ve =1 - alpha;

vd = 2*(1 + alpha);
epslon =0.0001;

% Computing critical values...

crit_cbl = 1/(2*(ve-vb));
crit_cb2 = -1/(2*(vc-vb));

y = find(td==0);
ycb1 = find(abs(td - crit_cb1) < epslon);
ycb2 = find(abs(td - crit_cb2) < epslon);

crit_dal = 1/(2*(vd-va));

ydal = find(abs(td - crit_dal) < epslon);
crit_ da2 =-1/(2*(vd-va));

yda2 = find(abs(td - crit_da2) < epslon);

% Avoiding critical values...

td(y) = epslon;

td(ycb1) = crit_cbl + epslon;
td(ycb2) = crit_cb2 + epslon;
td(ydal) = crit_dal + epslon;
td(yda2) = crit_da2 + epslon;

% Wavelet function (psi)

% Real part

hra = sin(va*pi*td)./(pi*td);

hrb = sin(vb*pi*td)./(pi*td);

mrbc = (2*abs(ve-vb)*(cos(ve*pi*td) + 2*(ve-vb). *td. *sin(vb*pi*td)))./(pi. * (1-(2*td*(vc-vb)).*2));
mrad = (2*abs(vd-va)*(cos(vd*pi*td) + 2*(vd-va).*td.*sin(va*pi*td)))./(pi.*(1-(2*td*(vd-va))."2));
RdeO = (hra - hrb + mrbc + mrad)/(2*sqrt(2*pi));

% cdeO Wavelet

psi = hilbert(RdeO);

% Set output arguments
if nargout ~=2
error("**deO: too few output parameters: should be [psi, t]=...");
end
varargout = {psi,t};

B.2.2. FAMILIAS DE WAVELETS DE FOURIER E DE HARTLEY

E possivel definir um conjunto de arquivos MATLAB M-file para cada familia de wavelets
continuas e reais. Os programas B.5 e B.6 apresentam o conteudo dos arquivos MATLAB M-file
necessarios para a inclusdo da wavelet de Fourier para a wavelet-mae Mexican Hat. Estes arquivos
sdo apresentados como exemplo e podem ser empregados na criagdo de novos arquivos para outras

wavelets continuas e reais.
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Baseando-se no exposto no item B.1, a transformada de Hilbert e o nucleo de Hartley da

wavelet Mexican Hat devem ser identificados como tipo (4) e seu nicleo de Fourier como tipo (5).

Propde-se que estas familias sejam denominadas, respectivamente, “hbmx”, “htmx” e “ftmx”,

mantendo o suporte efetivo da fungdo geradora, o intervalo [-5, 5].

De posse dos arquivos MATLAB M-file a inclusdo das familias hbmx, htmx e ftmx no

referido toolbox realiza-se através do uso do gerenciador de wavelets (wavemngr) do MATLAB

[Misiti et al., 2002]:

>> wavemngr('add','Hilbert Mexican_hat','hbmx’,4,",'Hbmexhat',[-5 5]);
>> wavemngr('add','Hartley Mexican_hat','htmx",4,",'Htmexhat',[-5 5]);

>> wavemngr('add','Fourier Mexican_hat','ftmx',5,",'Ftmexhat',[-5,5]);

Programa B.5: Arquivo MATLAB M-file “Ftmxinfo.m”.

function Ftmxinfo
%FTMXINFO Information on Fourier-Like Mexican Hat wavelet.

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

%
%
%
%

Fourier-Like Mexican Hat Wavelet

Definition: Fourier kernel of the Mexican Hat Wavelet
Fourier-Like mexh = mexh - j*Hilbert(mexh)

mexh(x) = ¢ * exp(-x"2/2) * (1-x2)
where ¢ = 2/(sqrt(3)*pi*{1/4})

Family Fourier-Like Mexican Hat
Short name ftmx

Orthogonal no

Biorthogonal no

Compact support no

DWT no

CWT possible

Support width infinite

Effective support  [-5 5]

Symmetry yes

Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira
"Hilbert, Fourier-like and Hartley-like Wavelets"
Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006
Last Revision: 05-May-2006.

Programa B.6: Arquivo MATLAB M-file “Ftmexhat.m”.

function [outl,out2] = Ftmexhat(varargin)
%FOURIER-LIKE MEXIHAT Fourier-Like Mexican Hat wavelet.

%
%
%
%
%

[PSI,X] = Ftmexhat(LB,UB,N) returns values of
the Fourier-like Mexican Hat wavelet on an N point
regular grid in the interval [LB,UB].

Output arguments are the Fourier-Like wavelet
function PSI computed on the grid X.
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%

% This wavelet has [-5 5] as effective support.
%

% See also WAVEINFO.

% Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira

% "Hilbert, Fourier-like and Hartley-like Wavelets"
% Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006
% Last Revision: 05-May-2006.

% Check arguments.
if errargn(mfilename,nargin,[3 4],nargout,[0:2]), error('*"); end

% Compute values of the Mexican Hat wavelet.

out2 = linspace(varargin{1:3}); % wavelet support.
out3 = out2.”2;

out3 = (2/(sqrt(3)*pi*0.25)) * exp(-out3/2) .* (1-out3);

% Added by L.R.Soares, 29-Feb-2004

N = varargin{3};

fft PSI = fft(out3,N);

% Frequency response of the Hilbert transform of a wavelet...
% w=0:

fft PSIH(1) =0;

% w = (0, pi]:

fft PSIH(2:(N/2)+1) = -j*fft PSI(2:(N/2)+1);

% w >0 (pi, 2pi) or (-pi, 0):

fft PSTH((N/2)+2:N) = j*fft PSI((N/2)+2:N);

% Time domain...

ifft PSIH = ifft(fft PSTH,N);

PReal = real(ifft PSIH);

PImag = imag(ifft PSIH);

% Compute the Fourier-like Mexican Hat Wavelet...
outl = (1/sqrt(2))*(out3 - i*PReal);

B.2.3. FAMILIAS DE WAVELETS DE GEGENBAUER

No caso de familias de wavelets discretas, freqiientemente, faz-se necessario criar trés
arquivos [Misiti et al., 2002]: (1) um contendo informagdes sobre a familia proposta; (2) outro
contendo os coeficientes dos filtros escala (os filtros wavelet sdo obtidos através dos filtros escala);
(3) outro contendo informagdes sobre o calculo dos coeficientes dos filtros escala para parametros

ndo definidos no arquivo (2).

E possivel definir um conjunto de arquivos MATLAB M-file para cada familia de wavelets
de Gegenbauer. Neste caso, decidiu-se por definir uma familia de wavelets para cada pardmetro .
Dessa forma, € possivel definir varias familias de bancos de filtros de Gegenbauer, incluindo seus
casos particulares: Legendre (a=0.5) e Chebyshev (a=1). Alguns exemplos das familias de
Gegenbauer podem ser denominadas: ggleN (Legendre), ggchN (Chebyshev), ggl2N (a=12) e
ggarN (o= —v/2), para N = v.
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Os programas B.7, B.8 e B.9 apresentam o conteido dos arquivos MATLAB M-file

necessarios para a inclusdo das wavelets de Gegenbauer com parametro =1 (Chebyshev). Estes

arquivos sdo apresentados como exemplo e podem ser empregados na criacdo de novos arquivos,

considerando outros valores de ¢.

Baseando-se no exposto no item B.1, as familias de wavelets de Gegenbauer sdo

identificadas como tipo (1), apesar de ndo se constituirem bases ortogonais. Para =1, propde-se

que esta familia seja denominada “ggch”, sendo definidos os primeiros cinco filtros:

v=1,3,5,7,9. Para a defini¢do de filtros de ordens superiores, o arquivo “ggchwavf.m” contém as

informacdes necessarias para o calculo dos coeficientes destes filtros.

De posse dos arquivos MATLAB M-file a inclusdo da familia ggch no referido foolbox

realiza-se através do uso do gerenciador de wavelets (wavemngr) do MATLAB [Misiti et al.,

2002]:

>> wavemngr('add','Gegenbauer-Chebyshev','ggch',1,'l 3 57 9 ** ' 'gochwavf").

Programa B.7: Arquivo MATLAB M-file “ggchinfo.m”.

function ggchinfo

%GGCHINFO Information on Gegenbauer (alpha = 1) wavelets.

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

Gegenbauer (Chebyshev) Wavelets

General characteristics: Compactly supported
wavelets with generalized linear phase.
Associated scaling filters are mirror

filters of the wavelet filters.

Family Gegenbauer

Short name ggch

Order N N strictly positive odd integer
Examples ggchl or haar, ggch3, ggchS
Orthogonal no

Biorthogonal no

Compact support  yes

DWT possible

CWT possible

Support width N

Filters length N+1

Symmetry yes

Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira
"Gegenbauer Wavelets"

Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006
Last Revision: 05-May-2006.
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Programa B.8: Arquivo MATLAB M-file “ggchwavf.m”.

function F = ggchwavf(wname)

%GGCHWAVF Gegenbauer (alpha = 1) wavelet filters.
% F=GGCHWAVF(W) returns the scaling filter

% associated with Gegenbauer wavelet specified

% Dby the string W where W ="'ggchN'.

% Possible values for N are:

% N=1,3,5,..,45.

%

% See also GGCHAUX, WAVEINFO, WFILTERS.

% Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira

% "Gegenbauer Wavelets"

% Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006
% Last Revision: 05-May-2006.

% Check arguments.

if nargin==
F =45;
% F contains the number max for Gegenbauer wavelet.
return

end

if lower(wname(1:2))=="ha'
num = 1;
else
lw = length(wname); ab = abs(wname);
il =1wtl;
while (ii>1) && (47<ab(ii-1)) && (ab(ii-1)<58) && (ii>5) , ii = ii-1; end
num = wstr2num(wname(ii:lw));
end

switch num
case 1
F=[..
0.50000000000000 0.50000000000000 ...
I3
case 3
F=[..
1/4 1/4 1/4 1/4 ...
5
case 5
F=[..
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6...
I3
case 7
F=[..
/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8..
5
case 9
F=[..
/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 ...
5
otherwise
if (11<=num) && (num<=45)
F = ggchaux(num);
else
errargt(mfilename,'Invalid Gegenbauer wavelet number !','msg');
error("*");
end
end
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Programa B.9: Arquivo MATLAB M-file “ggchaux.m”.

function w = ggchaux(N,sumw);

%GGCHAUX Gegenbauer (alpha = 1) wavelet filter computation.
% W =GGCHAUX(N,SUMW) is the order N Gegenbauer scaling
% filter such that SUM(W) = SUMW.

% Possible values for N are:

% N=1,3,5,..

% Caution: High frequency selectivity when N is too large.

%

% W =GGCHAUX(N) is equivalent to W = GGCHAUX(N,1)
% W =GGCHAUX(N,0) is equivalent to W = GGCHAUX(N,1)
%

% See also GGCHWAVF, WFILTERS.

% Reference: L. R. Soares, H. M. de Oliveira

% "Gegenbauer Wavelets"

% Federal University of Pernambuco, Brazil, 2006
% Last Revision: 05-May-2006.

% Check arguments.
if nargin < 2 | sumw==0 , sumw = 1; end

% The scaling filter of order N has the following coefficients:
coefs = 1/(N+1);
Leng w=N+1;
w = coefs;
for aa =2: Leng_ w
waux = coefs;
w = [w waux];
end

L. R. SOARES, 2006

212



APENDICE C

NOTACAO

Neste apéndice é apresentada a notagdo para nimeros, simbolos e fun¢des utilizados nesta

Tese, porém ndo definidos nos capitulos.

[132]

Separador decimal (quando numérico)

a Fim de demonstragao

R Conjunto dos nimeros reais

Z Conjunto dos niameros inteiros

C Conjunto dos niimeros complexos

1) Freqiiéncia angular: continua (rad/s) ou discreta (rad/amostra)
cos(.) Funcao cosseno

sen(.) Funcéo seno

cosh(.) Fung@o cosseno hiperbolico

sech(.) Fungdo secante hiperbdlica

Sinc(.) Funcao amostral: Sinc(f) = sen(m-£)/(n-); Sinc(0) =1
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