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CAPÍTULO1INTRODUÇ�O
Não se pode ensinar tudo a alguém, pode-se,apenas, ajudá-lo a enontrar por si mesmo.�Galileu Galilei
E STE apítulo tem por objetivo apresentar alguns oneitos que são disutidos ao longodesta dissertação. Iniialmente, são abordados sistemas de omuniação digital queenvolvem um emissor e um destinatário. Depois, esta situação é generalizada para asos queenvolvem vários emissores e um ou mais reeptores. Algumas ténias utilizadas para tornara transmissão de dados possível nestes asos são mostradas. Posteriormente, apresenta-se amotivação e o objetivo do trabalho proposto nesta dissertação. Por �m, é dada uma rápidadesrição do onteúdo dos apítulos.1.1 SISTEMAS DE COMUNICAÇ�O DIGITAL1.1.1 SISTEMAS DE COMUNICAÇ�O PONTO-A-PONTOUm sistema de omuniação digital tem por objetivo transportar os dados de uma fontede informação (usuário A) até um destinatário (usuário B). O sistema é denominado digitalpelo fato de que a informação é representada por meio de um alfabeto �nito1 de símbolos,1Ou, no máximo, in�nito ontável.
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Figura 1.1: Diagrama de bloos de um típio sistema de omuniação digital.sendo esta a diferença básia om relação a sistemas de omuniação analógios, em que asmensagens são representadas por um alfabeto ujos símbolos variam ontinuamente em ertointervalo [1℄. Desde a publiação dos trabalhos de Shannon [2℄, [3℄ e Hamming [4℄, e maisreentemente devido à evolução da tenologia de iruitos integrados de larga esala, téniasdigitais têm substituído ténias analógias em sistemas de omuniação. Ao utilizar a infor-mação em formato digital, habilita-se o uso de ténias poderosas de proessamento digitalde sinais, inluindo o uso da odi�ação de fonte, da riptogra�a da informação transmitidae dos ódigos orretores de erro. A Figura 1.1 mostra, por meio de um diagrama de bloos,um típio sistema de omuniação digital2. A seguir, é dada uma breve desrição das funçõesdesempenhadas por ada um dos bloos da Figura 1.1.A fonte de informação gera a informação a ser transmitida seja ela texto, voz ou imagens.Por exemplo, o sistema de telefonia móvel é um sistema de omuniação digital ujo prinipalobjetivo é transmitir informação em formato de voz. O bloo que representa a fonte de infor-mação, neste aso, é omposto (1) pelo ser humano que gera a mensagem a ser transmitida,(2) pelo mirofone que onverte a voz em sinais elétrios (transdutor), e (3) por um onversoranalógio-digital que onverte a informação para o formato digital (os dois últimos, ompo-nentes de um aparelho móvel digital). Como as fontes de informação digital são representadas2É omum o uso dos bloos Cifrador/Deifrador em apliações que exigem uma segurança quanto ao onteúdo da infor-mação transmitida. Em geral, eles são omitidos nos diagramas.



15por um alfabeto �nito, elas podem ser araterizadas pela distribuição de probabilidade dossímbolos deste alfabeto e, portanto, a informação produzida pode ser medida por meio daentropia da fonte [5℄. Por �m, a sequênia de símbolos é emitida pela fonte a uma taxa médiade Rs símbolos por segundo.O odi�ador de fonte é utilizado para remover a redundânia não-ontrolada que é natu-ralmente produzida pela fonte de informação. Em outras palavras, esse bloo minimiza onúmero médio de bits neessários para representar os símbolos emitidos pela fonte, de modoque toda a informação seja preservada. Além do mais, a odi�ação utilizada deve permitirque o destinatário seja apaz de reuperar a mensagem original sem ambiguidade, trabalho aser realizado pelo deodi�ador de fonte. Para mais detalhes sobre este assunto, reomenda-seas referênias [5℄�[7℄.O bloo ifrador da Figura 1.1 riptografa a informação transmitida de modo que só odestinatário seja apaz de entendê-la. Uma introdução a este assunto pode ser enontrada nareferênia [8℄.O odi�ador de anal tem omo objetivo inserir redundânia ontrolada na sequênia deinformação, proveniente dos bloos anteriores, de tal forma que ao hegar no destino, odeodi�ador de anal seja apaz de detetar e possivelmente orrigir erros que surjam durantea transmissão. Em outras palavras, a informação transmitida torna-se mais imune aos efeitosdo ruído oriundo do anal físio (ar, �bra ótia, �o metálio, et.). Os ódigos utilizados peloodi�ador de anal são onheidos omo ódigos orretores de erro. Eles são abordados noCapítulo 3 e podem ser onsultados nas referênias [9℄�[14℄.Ao inserir odi�adores de anal em um sistema de omuniação digital, pode-se interpre-tar a trajetória perorrida pela informação a partir do bloo odi�ador de anal até hegar aobloo deodi�ador de anal omo um anal no qual é possível transmitir informação de formasu�ientemente on�ável. Tal anal é denominado anal de tempo disreto e está destaado naFigura 1.1. Uma vez que é possível utilizar modelos matemátios para representar o analfísio [15℄, [16℄, a apaidade do anal de tempo disreto pode ser alulada por meio dosresultados estabeleidos pela teoria da informação [5℄�[7℄.O modulador tem a função de mapear os símbolos disretos emitidos pelo odi�ador deanal em formas de onda apropriadas para transmissão por um anal físio. Existem váriostipos de modulação digital que permitem diferentes desempenhos ao sistema [15℄, [16℄ e ujaesolha depende da apliação. Na maioria dos asos, porém, a esolha da modulação para
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Figura 1.2: Diagrama de bloos de um sistema de múltiplo aesso.um sistema de omuniação digital é limitada por questões de eonomia de energia ou da dis-ponibilidade da largura de banda. Por exemplo, em um sistema de omuniação via satélite,a modulação esolhida visa minimizar a energia utilizada pelos reeptores-transmissores lo-alizados no satélite, ao passo que em um sistema de telefonia móvel, a modulação esolhidavisa minimizar a largura de faixa utilizada por ada usuário [10℄.Para �nalizar a desrição do modelo do sistema digital da Figura 1.1, destaa-se que oprojeto do demodulador e do deodi�ador de anal é, em geral, mais omplexo que o projetodos respetivos, modulador e odi�ador de anal. Projetos de demoduladores podem ser enon-trados em [15℄, [16℄, enquanto deodi�adores de anal podem ser enontrados em [9℄�[14℄.Existem também projetos que ontemplam uma junção entre os bloos odi�ador de anal emodulador, e os respetivos deodi�ador de anal e demodulador (por exemplo, sistemas TCM),os quais podem ser enontrados em [16℄.1.1.2 SISTEMAS DE MÚLTIPLO ACESSOO sistema de omuniação digital da Figura 1.1 é utilizado para modelar situações em queum únio emissor (usuário A) transmite informação para um únio destinatário (usuário B).Sendo assim, este modelo deve ser generalizado para representar sistemas de omuniaçãomais omplexos que envolvem múltiplos emissores e múltiplos destinatários. Sistemas deomuniação envolvendo mais de um usuário e um ou mais destinatários são onheidosomo sistemas de omuniação multiusuários e foram iniialmente estudados por Shannon [17℄.Há vários modelos de sistemas de omuniação multiusuário [7℄, [16℄. Nesta dissertação,o interesse é no modelo espeí�o de sistema de omuniação multiusuário em que vários
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Figura 1.3: Exemplos de anais de múltiplo aesso.emissores (usuários) ompartilham o mesmo anal de omuniação e enviam mensagens paraum únio destinatário (reeptor). Esses sistemas são onheidos na literatura por sistemas demúltiplo aesso [16℄ e o anal de omuniação usado por eles é denominado anal de múltiploaesso [7℄. A Figura 1.2 ilustra esta situação. Exemplos de anais de múltiplo aesso, emsituações prátias, apareem em omuniação via satélite e em telefonia móvel, em que váriosusuários (estações terrestres e telefones elulares), enviam sinais para o mesmo destinatário(satélites ou estações base). Esses exemplos são ilustrados na Figura 1.3. Nesses asos, alémdo ruído inserido pelo anal físio sobre os sinais transmitidos, ada usuário deve preoupar-se om a interferênia ausada pelos sinais emitidos pelos outros usuários que ompartilham oanal. Alguns modelos teórios de anais de múltiplo aesso podem ser enontrados em [18℄.Ténias de múltiplo aessoHá várias ténias que permitem dois ou mais usuários ompartilharem o mesmo anal deomuniação [1℄, [7℄, [16℄, [18℄, [19℄. Entretanto, as prinipais ténias utilizadas em anaisde múltiplo aesso são: múltiplo aesso por divisão de frequênia (FDMA � Frequeny DivisionMultiple Aess), múltiplo aesso por divisão de tempo (TDMA � Time Division Multiple Aess)e múltiplo aesso por divisão em ódigos (CDMA � Code-Division Multiple Aess).Em sistemas FDMA, a banda disponível é dividida em subanais. Cada usuário transmiteseus dados em um subanal exlusivo. Se um determinado usuário não está transmitindo, istoé, está inativo durante um erto intervalo de tempo, outros usuários não podem utilizar osubanal deste usuário para transmitir, o que diminui a e�iênia de transmissão do sistema.Em sistemas TDMA, ada usuário só pode transmitir ou reeber dados em intervalos detempo bem de�nidos e exlusivos de ada um. Analogamente ao que oorre em sistemas
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Figura 1.4: Comparação entre as ténias de múltiplo aesso FDMA, TDMA e CDMA.FDMA, em que os subanais inativos não podem ser usados por outros usuários, em sistemasTDMA, intervalos de tempo inativos também não podem ser utilizados para aumentar ae�iênia de transmissão do sistema. Sistemas TDMA neessitam que os usuários estejam omseus relógios de transmissão sinronizados para evitar que mais de um usuário transmita emum mesmo intervalo de tempo e, além disso, alguns intervalos de tempo são utilizados omoproteção para separar os intervalos de transmissão de dois usuários. Essas espei�açõesaumentam a omplexidade de implementação de sistemas TDMA.Por �m, em sistemas CDMA ada usuário reebe uma sequênia de assinatura, a qual per-mite que o sinal utilizado por ada usuário para transmitir oupe toda largura de bandadisponível do anal. Nesse aso, o destinatário da Figura 1.2 distingue os sinais enviadospelos vários usuários realizando uma orrelação [15℄, [16℄ entre o sinal reebido e a sequên-ia de assinatura do usuário, identi�ando omo emissor aquele uja sequênia de assinaturamaximiza o valor da orrelação.As três ténias de múltiplo aesso (FDMA, TDMA e CDMA) são ilustradas na Figura 1.4.Por meio da Figura 1.4, permite-se omparar omo ada ténia divide o anal de múltiploaesso. Por onveniênia, denomina-se de subanal ada um dos intervalos de tempo nosistema TDMA e ada uma das sequênias de assinatura (ódigos) no sistema CDMA.Ténias de resolução de olisãoEm alguns sistemas de múltiplo aesso, os usuários que ompartilham o anal passam amaior parte do tempo inativos, ou seja, realizam transmissões eventualmente. Assim, utilizaras ténias FDMA, TDMA ou CDMA aarreta numa baixa relação usto-benefíio. Para es-sas situações, em geral, são utilizadas ténias onheidas omo Resolução de olisão [20℄. Essas



19ténias são inspiradas pelo sistema ALOHA proposto por Norman Abramson em 1970 [21℄.O objetivo de Abramson era onetar vários terminais de omputadores, espalhados pelasdiversas ilhas do arquipélago do Havai, ao omputador entral da universidade. Como osterminais de omputadores onetavam-se esporadiamente ao omputador entral e perma-neiam onetados por um período de tempo variável, ténias tradiionais, omo FDMA eTDMA, demandariam mais reursos para implementação além de sobrearregarem o ompu-tador entral que frequentemente veri�aria os terminais por eventuais transmissões.A ideia básia proposta no sistema ALOHA é desrita a seguir. Os terminais dividem suasmensagens em bloos de omprimento �xo, denominados paotes, e os transmitem quandodisponíveis. Se durante o intervalo de tempo em que o terminal i transmite seus paotes,nenhum outro terminal está transmitindo simultaneamente, então os paotes do terminal i sãoreebidos orretamente pelo omputador entral e este informa ao terminal i que a operaçãofoi realizada om suesso. Porém, se outros usuários transmitem simultaneamente om oterminal i, então os paotes olidem e são desartados pelo omputador entral. Nestassituações, o omputador entral informa a todos os terminais que houve olisão e os usuáriosque tiveram seus paotes desartados devem esperar, ada um deles, um tempo aleatório pararealizar nova transmissão. O tempo de retransmissão deve ser aleatório para evitar que osusuários envolvidos na olisão ontinuem a ter paotes olidindo inde�nidamente. Nessasondições, Abramson [21℄ mostra que a máxima vazão de paotes é de 1/2e ≈ 0, 184. Emoutras palavras, o valor de 18% representa a porentagem de paotes que são reebidos omsuesso, sendo este o melhor desempenho obtido pelo sistema ALOHA.O sistema proposto por Abramson passou a ser denominado ALOHA puro (pure ALOHA)depois que Roberts [22℄ prop�s um modo de melhorar o desempenho do sistema riado porAbramson. A diferença fundamental, proposta por Roberts, é partiionar o tempo em inter-valos disretos de duração �xa de modo que ada intervalo de tempo orresponda ao temponeessário para transmissão de um paote, ujo omprimento também é �xo. O sistema pre-tendido por Roberts é denominado ALOHA partiionado (slotted ALOHA) e a vazão máximaobtida por ele é o dobro do ALOHA puro, ou seja, 1/e ≈ 0, 368.Como é itado por Gallager em [20℄, a estratégia básia utilizada pelo sistema ALOHA,puro ou partiionado, foi melhorada, generalizada e analisada de diferentes modos ao longodos anos. Entre elas, uma em espeial, o anal de olisão sem realimentação introduzido porMassey [23℄ e desrito detalhadamente por Massey e Mathys [24℄. Uma araterístia impor-



20tante desse modelo é a ausênia de um elo de realimentação que, por exemplo, impossibilitaos usuários de reeber avisos do reeptor sobre os paotes perdidos em olisões. Outra ara-terístia importante é a estratégia pela qual os usuários ompartilham o anal. Cada usuárioreebe uma sequênia de protoolo determinístia que determina os intervalos de tempo em queeles podem transmitir seus paotes. No Capítulo 2 desta dissertação, é apresentado o anal deolisão sem realimentação. São apresentados o modelo básio do anal e as restrições ao usodo anal que, segundo Massey e Mathys [24℄, são neessários para uma desrição ompletado modelo.1.2 MOTIVAÇ�OCom os reentes desenvolvimentos em redes ad ho, redes de sensores e sistemas de iden-ti�ação por rádio frequênia (RFID), são desejáveis protoolos simples que não exijam ummonitoramento frequente do anal. Redes de sensores, por exemplo, representam um desa�ointeressante. Além de possuir um grande número de dispositivos distribuídos em uma topo-logia de rede que muda dinamiamente, os sensores, em geral, possuem restrições quanto aotamanho e quanto ao onsumo de energia [25℄.O modelo do anal de olisão sem realimentação, proposto por Massey [23℄, [24℄, mostra-se adequado para ser utilizado nas apliações itadas anteriormente. Em [24℄, Massey eMathys propuseram o uso de sequênias de protoolo para de�nir quando os usuários podemtransmitir paotes pelo anal de olisão sem realimentação. Posteriormente, A, Györ� e Mas-sey [26℄ �zeram um ontribuição importante mostrando que as palavras de um ódigo ilia-mente permutável [27℄, de peso onstante, podem ser usadas omo sequênias de protoolo.Um outro modo de onstruir sequênias de protoolo, baseado no oneito de sequênia denúmeros primos, foi proposto por Wong [28℄.Trabalhos relaionados à onstrução de sequênias de protoolo para o anal de olisãosem realimentação podem ser enontrados nas referênias [29℄�[31℄. Trabalhos reentes po-dem ser vistos nas referênias [32℄�[36℄.1.3 OBJETIVOSO prinipal objetivo desta dissertação é propor uma maneira original de onstruir sequên-ias de protoolo para o anal de olisão sem realimentação. O trabalho é desenvolvido



21baseado na ideia proposta por A, Györ� e Massey [26℄ de que ódigos iliamente permu-táveis [27℄ onstituem uma solução natural para onstrução de sequênias de protoolo paraesse anal. A proposta desta dissertação, entretanto, utiliza uma lasse de ódigos orretoresde erro diferente da que foi usada em [26℄. É utilizada a lasse de ódigos onstaílios [12℄que ainda não haviam sido explorados neste ontexto. Um método para assoiar arranjos bi-dimensionais e N -uplas, distinto daquele proposto em [26℄, é utilizado. No desenvolvimentopara onstrução de sequênias de protoolo, são propostos novos métodos para onstruçãode ódigos ílios binários não-lineares.1.4 ORGANIZAÇ�O DA DISSERTAÇ�OO onteúdo desta dissertação está dividido em seis apítulos. As referênias enontram-senas páginas �nais e são ordenadas de aordo om a ordem em que foram itadas no texto. Aseguir, um resumo dos apítulos seguintes da dissertação.Capítulo 2. O objetivo prinipal deste apítulo é apresentar o anal de olisão sem realimen-tação introduzido por Massey [23℄ e desrito detalhadamente por Massey e Mathys [24℄.O anal é apresentado por meio do seu modelo básio e das restrições ao seu uso. Noque diz respeito às restrições ao uso do anal são abordadas as sequênias de proto-olo utilizadas pelos usuários do anal, as quais determinam quando eles estão aptos autilizá-lo. A apaidade do anal é apresentada e um aso partiular do uso do modeloé desrito.Capítulo 3. Neste apítulo, os ódigos utilizados pelo bloo odi�ador de anal da Figura 1.1são apresentados. Embora o objetivo não seja utilizá-los no ontexto de odi�açãode anal, são introduzidos os oneitos básios destes ódigos. São disutidos ódigosde bloo e as propriedades que podem ser aproveitadas ao se utilizar uma estruturaalgébria para estes ódigos. Após a introdução, é estudada a lasse de ódigos onsta-ílios [12℄ que são explorados na onstrução de ódigos ílios binários não-linearese na onstrução das sequênias de protoolo (Capítulo 2).Capítulo 4. Após a apresentação dos ódigos orretores de erro, é apresentada, neste apítulo,uma lasse de ódigos introduzida por Gilbert [27℄, os ódigos iliamente permutáveis(ódigos CP). Os ódigos CP foram utilizados por A, Györ� e Massey [26℄ para onstruiras sequênias de protoolo para o anal de olisão sem realimentação. Para onstruir



22os ódigos CP propostos nesta dissertação, são utilizados os ódigos onstaílios doCapítulo 3 juntamente om uma representação ília para os elementos de um orpo�nito [9℄, [10℄ e uma relação adequada para onverter arranjos bidimensionais em N -uplas binárias.Capítulo 5. Uma vez que as onstruções de ódigos CP foram propostas no Capítulo 4, esteapítulo mostra tais onstruções apliadas omo sequênias de protoolo. O desempe-nho das sequênias de protoolo propostas nesta dissertação é analisado e omparadoao desempenho de outras sequênias de protoolo [26℄, [29℄, também onstruídas pormeio de ódigos CP.Capítulo 6. Este apítulo é dediado à onlusão da dissertação juntamente om as ontri-buições e sugestões para futuras investigações.



CAPÍTULO2O CANAL DE COLIS�O SEMREALIMENTAÇ�O
A teoria é o general; os experimentos são os sol-dados.�Leonardo da Vini
C ONFORME menionado no Capítulo 1, modelos de anais de múltiplo aesso são utili-zados para situações em que vários usuários ompartilham omesmo anal de transmis-são para enviarem informação a um únio reeptor. Neste apítulo apresenta-se um modelode anal de múltiplo aesso introduzido porMassey [23℄, desrito detalhadamente por Masseye Mathys [24℄ e denominado anal de olisão sem realimentação. Esse anal é apresentado pormeio do seu modelo básio e das restrições ao seu uso. No que diz respeito às restrições aouso do anal, são abordadas as sequênias de protoolo que determinam quando os usuáriosdo anal estão aptos a utilizá-lo. As regiões de apaidade desse anal são apresentadas e umaso partiular do uso do modelo é desrito.2.1 O CANAL DE COLIS�O SEM REALIMENTAÇ�OO anal de olisão sem realimentação [24℄ é um modelo proposto para situações em queum dado número de usuários ompartilha o mesmo anal de omuniação, mas devido à



24defasagem entre seus relógios e de um elo de realimentação, eles não podem enviar suasmensagens em um modo de transmissão por divisão de tempo (TDMA). Além do mais, aausênia desse elo de realimentação impede que os usuários tenham alguma informação sobreas mensagens enviadas. Sendo assim, o reeptor não é apaz de soliitar ao usuário o reenviode uma determinada mensagem perdida em uma olisão, por exemplo. Neste modelo deanal, ada usuário possui uma sequênia de protoolo que determina quando ele está apto autilizar o anal e que é independente dos dados a serem enviados.Nesta seção, é disutido o modelo teório para o anal de olisão sem realimentação.De aordo om [24℄, modelos de anais, em geral, possuem duas araterístias distintas eneessárias para espei�ar por ompleto o modelo:i. O modelo básio do anal, que espei�a as regras, probabilístias ou determinístias, queestabeleem a transição entre as entradas e as saídas do anal;ii. As restrições ao uso do anal.2.1.1 O MODELO BÁSICOPara dar iníio à disussão sobre o modelo teório do anal de olisão sem realimentação[24℄, ilustra-se na Figura 2.1 o modelo básio do anal por meio de um diagrama de bloos. Oobjetivo é reproduzir uma situação em que um número M de usuários ompartilha o mesmoanal de omuniação. Nesta situação, os paotes emitidos por ada um dos M usuáriospodem assumir q valores distintos, sendo q um número inteiro tal que q ≥ 2. Sendo assim,ada paote pode onter até log2 q bits de informação. Além do mais, de�ne-se que ada umdesses paotes de informação possui uma duração �xa de T segundos.Diz-se que um usuário está ativo, em um dado intervalo de tempo, quando ele está lan-çando seus paotes no anal, aso ontrário, o usuário está em silênio. As formas de ondautilizadas por ada usuário, para transmitir seus paotes pelo anal, são representadas na Fi-gura 2.1 por xi(t), i = 1, 2, 3, . . . ,M . Quando o usuário i está ativo, xi(t) é uma forma deonda apropriada om duração de T segundos (de aordo om a duração de tempo estabele-ida para os paotes de informação). Entretanto, quando o usuário está silenioso, xi(t) é umsinal nulo, ou seja, assume o valor nulo durante os T segundos estabeleidos.Conforme é dito no iníio desta seção, neste modelo de anal, o relógio de ada usuárioestá, em prinípio, fora de fase om o relógio dos outros usuários. Essa situação é reproduzidano modelo da Figura 2.1 pelos desloamentos de tempo, δi, atribuídos aos sinais xi(t) emitidos
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Figura 2.1: Diagrama de bloos para o modelo básio do anal de olisão sem realimentação.pelos usuários. Em geral, ada usuário i possui um valor diferente para δi. O desloamentode tempo δi pode ser interpretado omo o tempo de propagação que o sinal de ada usuárioleva para hegar ao reeptor. Porém, o ponto have no modelo é que o usuário i não tenhaonheimento prévio do valor do seu próprio desloamento de tempo δi nem dos desloamen-tos de tempo δj , j 6= i, dos outros M − 1 usuários. Além do mais, esses valores não podemser determinados, à medida que os usuários utilizam o anal, devido à falta de um elo derealimentação entre o anal e os usuários. O reeptor também desonhee, previamente, odesloamento de tempo dos sinais emitidos pelos usuários.Continuando sobre a análise do modelo do anal da Figura 2.1, de�ne-se em que situaçãooorre olisão entre os paotes emitidos por dois ou mais usuários. Seja Pi um paote enviadopelo usuário i e Pj um paote enviado pelo usuário j. Lembrando que os paotes duram umtempo �xo de T segundos e admitindo que os paotes Pi e Pj iniiaram, respetivamente, nostempos ti e tj , então há olisão entre os paotes Pi e Pj se e somente se
|(ti − δi)− (tj − δj)| < T, (2.1)ou seja, se a diferença de tempo, na reepção, entre suas bordas iniiais for menor que o tempo

T de duração de um paote. Na Desigualdade (2.1), o relógio do reeptor é utilizado omoreferênia. É importante ressaltar que, para a desrição do modelo ser preisa, o reeptor temde ser apaz de reonheer paotes que não olidiram e que estão preisamente adjaentes.A saída y(t) do meanismo de olisão orresponde a uma das seguintes situações:a. y(t) é uma forma de onda que está assoiada a um paote de informação que não sofreu
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Figura 2.2: (a) No modo de operação sínrono os paotes sobrepõem-se ompletamente. (b) No modo de operaçãonão-sínrono os paotes sobrepõem-se parialmente. Em ambos, o relógio do reeptor é usado omo referênia.olisão;b. y(t) é uma forma de onda orrompida devido à olisão entre dois ou mais paotes;. y(t) é o sinal nulo, indiando um intervalo de silênio em que paotes, om olisão ousem olisão, não foram reebidos.Para �nalizar a desrição do modelo básio do anal, são de�nidos os dois modos de ope-ração utilizados no modelo. Em ambos os asos, os usuários partiionam o tempo dos seusrespetivos relógios em intervalos de tempo de duração T e os seus paotes são transmitidosalinhados om estes intervalos. A diferença entres os dois modos de operação está, então,assoiada aos valores assumidos pelos desloamentos de tempo δi. Na primeira situação, de-nominada modo de operação om intervalos de tempo sinronizados, δi só assume valores que sãomúltiplos inteiros de T (tempo de duração de ada paote). Na outra situação, denominadamodo de operação om intervalos de tempo não-sinronizados, δi assume valores arbitrários perten-entes ao onjunto dos números reais. Por simpliidade, faz-se referênia a estes modos deoperação, respetivamente, omo modo sinronizado e modo não-sinronizado. De�nindo o n-ésimo intervalo de tempo omo sendo o intervalo semiaberto nT ≤ t < (n + 1)T , se o analestá operando no modo sinronizado e o usuário i emite um paote no seu n-ésimo intervalode tempo, então o paote é reebido preisamente no intervalo de tempo n+δi/T do reeptor,tomando omo referênia o relógio do usuário i. Assim, se todos os usuários transmitem seuspaotes alinhados om os intervalos de tempo de seus relógios, só há olisões quando os pa-otes sobrepõem-se totalmente. Entretanto, no modo de operação não-sinronizado, olisõesoorremmesmo que a sobreposição dos paotes transmitidos seja parial. A Figura 2.2 ilustraos dois modos de operação. Os paotes enviados pelos usuários i e j são representados pelos
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Figura 2.3: Diagrama de bloos do modelo proposto para ada usuário.retângulos em or inza. Em ambos, o relógio do reeptor é usado omo referênia. Perebe-se que no modo não-sinronizado os paotes não estão alinhados om o relógio do reeptordevido aos valores assumidos por δi não serem múltiplos inteiros de T .2.1.2 AS RESTRIÇÕES AO USO DO CANALPara ompletar a desrição do modelo do anal de olisão sem realimentação, falta espei-�ar as restrições ao seu uso. Em outras palavras, se um determinado usuário deseja transmitirno anal de múltiplo aesso ele tem de fazer isto de aordo om as regras estabeleidas paraeste �m. A Figura 2.3 mostra, por meio de um diagrama de bloos, a estrutura que é utilizadapor ada usuário para ter aesso ao modelo básio da Figura 2.1.Os proessos de geração e transmissão de mensagens, exeutados pelos bloos da Fi-gura 2.3, são desritos a seguir. Os paotes que são transmitidos orrespondem aos símbolosemitidos pela fonte de informação q-ária, quando demandada, no n-ésimo intervalo de tempo.Porém, esses paotes só são odi�ados e onvertidos nas formas de onda xi(t), trabalho exe-utado pelo bloo odi�ador, dependendo dos sinais si(t) emitidos pelo bloo gerador de sinalde protoolo. Os valores assumidos por si(t) dependem da sequênia de protoolo usada por adausuário. As sequênias de protoolo são sequênias binárias de omprimento N , denotadaspor si = {sil}
N
l=1, uja relação om o sinal si(t) é tal que si(t) = sil para lT ≤ t < (l + 1)T .Para si(t) = 1, o odi�ador emite os paotes, aso ontrário, quando si(t) = 0, o odi�adoremite o sinal nulo e o usuário �a em silênio. Os usuários ontinuam usando periodiamentesua respetiva sequênia de protoolo para transmitir até que não tenham mais paotes paraenviar. Após esse tempo de atividade, o usuário i deve permaneer inativo por, no mínimo,

N − 1 intervalos de tempo para poder voltar a emitir paotes.



28Embora o proesso desrito anteriormente, de fato, resuma o que oorre internamentenos bloos de ada usuário, algumas onsiderações preisam ser dadas. Iniialmente, destaa-se o fato de que a fonte de informação emite símbolos quando demandada, pois isto podepareer estranho já que em sistemas de aesso aleatório os usuários não utilizam o analfrequentemente. Como é justi�ado em [24℄, pode-se interpretar o fato da fonte transmitirquando demandada omo sendo o pior aso possível para os usuários utilizarem o anal. Istoé, pode-se presumir uma situação em que, num dado intervalo de tempo, todos os usuáriosestão ativos e possuem uma �la de paotes esperando para ser transmitida. A apaidade doanal, alulada a partir dessa hipótese, pode ser vista, então, omo o melhor desempenhoatingido pelo sistema de múltiplo aesso em uma situação de sobrearga. Vale destaar que opropósito iniial do álulo da apaidade, para esse modelo de anal, é determinar o quantode perda resulta quando M usuários ompartilham o mesmo anal de omuniação umavez que eles são impedidos, devido à ausênia de um elo de realimentação, de realizar oompartilhamento por um modo de divisão de tempo.Dando ontinuidade às onsiderações sobre as restrições ao uso do anal, destaa-se oodi�ador da Figura 2.3. Esse odi�ador é utilizado para enviar paotes redundantes juntoom os paotes emitidos pela fonte q-ária de modo que o reeptor seja apaz de reuperaros paotes transmitidos, a partir do sinal reebido y(t), desde que a probabilidade de erro,durante a transmissão, seja su�ientemente pequena. Lembrando que o reeptor deve realizaresta tarefa para ada um dos M usuários. Vale ressaltar que o bloo odi�ador da Figura 2.3exeuta o papel dos bloos odi�ador de anal e modulador do sistema de omuniação digitalilustrado na Figura 1.1.A última onsideração a ser feita é sobre as sequênias de protoolo. As sequênias deprotoolo são utilizadas neste modelo para evitar que o desempenho do sistema varie omas propriedades probabilístias da fonte de informação. Ou seja, a inerteza da fonte deinformação não interfere nos intervalos de tempo em que determinado usuário emite seuspaotes. Portanto, é tarefa exlusiva das sequênias de protoolo determinar os intervalosde tempo em que os usuários transmitem. O sinal si(t), gerado pelo bloo gerador de sinalde protoolo, é uma forma de onda predeterminada om período τi
1 que assume valores 0 ou

1, para todo t, somente em intervalos de tempo semiabertos om duração de T segundos.E, por de�nição, quando si(t) = 1 o odi�ador emite o paote no n-ésimo intervalo de1Embora, por onveniênia analítia, sejam usados sinais si(t) ujo período é �nito, não há neessidade de limitar superior-mente os possíveis valores para τi [24℄, pois o modelo de anal em questão não possui essa limitação.



29tempo, aso ontrário, si(t) = 0, o odi�ador não emite o paote e o usuário permanee emsilênio neste intervalo de tempo. Além do mais, pode pareer estranho utilizar sequênias deprotoolo determinístias para ontrolar o aesso de usuários em um modelo de anal ujosistema de aesso é aleatório. Porém, nada impede que a esolha da sequênia de protoolo,mais preisamente do primeiro período de si(t), de ada usuário seja feita por um proessoaleatório. Por �m, é assumido que ada usuário saiba qual a sequênia de protoolo a serutilizada pelos demais usuários e que, além disso, o reeptor tenha onheimento da esolhafeita por ada um.2.1.3 REGIÕES DE CAPACIDADEA �m de derivar os resultados desejados para as regiões de apaidade deste anal, assume-se, daqui em diante, que a fonte de informação q-ária da Figura 2.3 é uma fonte disreta simétriasem memória [5℄ e ela emite informação a uma taxa de Ri paotes/unidade de tempo. Como ousuário i só está apto a utilizar o anal nos intervalos de tempo em que si(t) = 1, então a taxaefetiva de transmissão de informação do usuário i, denotada por ri paotes/unidade de tempo, difereda taxa Ri e só oorre igualdade entre elas, Ri = ri, aso o usuário i esteja apto a utilizar oanal em todos os intervalos de tempo, ou seja, si(t) = 1 ∀t. Para estabeleer uma relaçãoentres as taxas Ri e ri, é onveniente de�nir o fator de trabalho pi omo um número raionalno intervalo 0 ≤ pi ≤ 1 de modo que ele represente a fração de tempo em que a sequêniade protoolo do usuário i assume o valor 1. Desta forma, a relação entre Ri, ri e pi é talque ri = Ri/pi e oorre igualdade aso pi = 1, pois, pela de�nição do fator de trabalho, issoindia que o usuário está apto a utilizar o anal em todos os intervalos de tempo.Em geral, regiões de apaidade para anais de múltiplo aesso são de�nidas omo o on-junto C de todos os vetores R = (R1, R2, . . . , RM ) tal que é possível transmitir, pelo anal,om uma probabilidade de erro arbitrariamente pequena para qualquer vetorR ∈ C e, onse-quentemente, impossível para qualquer outro vetor R′ /∈ C. O termo região é bem apliado,pois o onjunto C orresponde a uma região R do espaço R
M que ontém todos os pon-tos de�nidos pelo onjunto de vetores R, ou seja, R = {(R1, R2, . . . , RM ) ∈ R

M | R =

(R1, R2, . . . , RM ) ∈ C}. Como R é uma região no espaço R
M , existe um onjunto de pontosem R que a delimitam do restante do espaço R

M , ou seja, este onjunto de pontos é o ontornoda região R. Portanto, o ontorno de uma região de apaidade C é de�nido omo o onjuntode vetores C ∈ C tal que não exista nenhum outro vetor C′ ∈ C tal que C ≤ C′, em que a



30desigualdade entre C e C′ é avaliada entre as respetivas omponentes destes vetores. Daquiem diante, os vetores C = (C1, C2, . . . , CM ) denotam pontos no ontorno de uma região deapaidade qualquer.Para o modo de operação om intervalos de tempo não-sinronizados, menionado ante-riormente, a região de apaidade do anal de olisão sem realimentação, denotada por Cns,é de�nida [24℄ omo o onjunto de todos os vetores R = (R1, R2, . . . , RM ), om Ri ≥ 0e 1 ≤ i ≤ M , aessíveis2 no sentido que, dados quaisquer números positivos σ e ǫ, existeuma sequênia de protoolo si(t) e um ódigo de bloo de omprimento ni paotes para adausuário i tal que1. bloos de, no mínimo, (Ri/pi − σ)ni paotes da fonte de informação do usuário i sãoodi�ados em bloos de omprimento ni paotes para serem transmitidos durante in-tervalos de tempo suessivos nos quais o usuário i realmente usa o anal; e2. o deodi�ador é apaz de reonstruir, por meio da saída do anal y(t), a sequêniaemitida pela fonte de informação do usuário i om uma probabilidade de erro de paotemédia de valor no máximo ǫ, desonsiderando os valores dos desloamentos de tempo
δ1, δ2, . . . , δM .A região de apaidade om probabilidade de erro nula [24℄ para o anal de olisão sem re-alimentação operando no modo não-sinronizado, denotada por Cns0, é de�nida de modosemelhante à de�nição de Cns tal que ǫ = 0. As regiões de apaidade para o anal de olisãosem realimentação operando no modo sinronizado podem, também, ser de�nidas de modosemelhante. Neste aso, denota-se estas regiões de apaidade por Cs e Cs0.O teorema a seguir estabelee uma importante relação para as regiões de apaidade doanal de olisão sem realimentação.Teorema 2.1 � Teorema 1 em [24℄Para o anal de olisão sem realimentação om M usuários, C , Cns0 = Cns = Cs0 = Cs.Além do mais, o ontorno desta região de apaidade C é o onjunto de todos os vetores C =

(C1, C2, . . . , CM ) tal que
Ci = pi

M∏

j=1

j 6=i

(1− pj), (2.2)em que p = (p1, p2, . . . , pM ) é um vetor probabilidade que satisfaz pi ≥ 0 e ∑
i

pi = 1 para
1 ≤ i ≤ M e ada vetorC é determinado por um únio vetor p. �2Segundo o oneito de Shannon [2℄ de taxa aessível em que as regiões de apaidade são sempre onjuntos fehados.



31A prova do Teorema 2.1 é uma prova onstrutiva dada ao longo da referênia [24℄. Por setratar de uma prova extensa, ela é omitida.O Teorema 2.1 a�rma que a apaidade C do anal de olisão sem realimentação independese o anal está sendo operado no modo sinronizado ou no modo não-sinronizado. Alémdo mais, ele mostra que existe uma orrespondênia unívoa entre vetores probabilidade p epontos no ontorno da região de apaidade C. A região de apaidade C não é onvexa para
M ≥ 2, pois, de aordo om [24℄, a ausênia de um elo de realimentação impede os usuáriosdeste anal de usarem diferentes esquemas de odi�ação em um modo TDMA.Para �nalizar a disussão sobre as regiões de apaidade para o anal de olisão semrealimentação, trata-se do aso em que todos os usuários emitem informação om a mesmataxa. Nessa situação, de�ne-se a apaidade simétria, denotada por Csym, para o anal deolisão sem realimentação omo a taxa máxima r tal que R = (r/M, r/M, . . . , r/M) ∈ C.Desta de�nição, segue um orolário para o Teorema 2.1.Corolário 2.1 � Teorema 2.1Para o modo sinronizado ou não-sinronizado e para uma probabilidade de erro arbitrariamentepequena ou nula, a apaidade simétria para o anal de olisão sem realimentação é dada por

Csym =

(

1−
1

M

)M−1 paotes/unidade de tempo. (2.3)Além do mais, o vetor (Csym/M,Csym/M, . . . , Csym/M) é realizável no modo de operação sin-ronizado. �2.1.4 UM CASO PARTICULARUm aso partiular para o anal de olisão sem realimentação foi introduzido em [37℄,[38℄. Neste aso, denotando por U o número total de usuários que ompartilham o anal,no máximo, M usuários, M ≤ U , estão ativos e ada quadro (do inglês, frame) que hega aoreeptor é o onjunto de N intervalos de tempo de transmissão, em que ada intervalo possuiduração de T segundos orrespondendo ao tempo de duração dos paotes emitidos pelosusuários. Ao onsiderar que M usuários estão ativos em um determinado quadro, admite-seque ada um deles emite, pelo menos, um paote durante os N intervalos de transmissão deada quadro reebido pelo reeptor. Os M usuários ativos em um determinado quadro nãosão neessariamente os mesmos em todos os quadros.Seja si uma sequênia binária de omprimento N e {s1, s2, s3, . . . , sU} seja o onjunto for-



32mado por U sequênias binárias. O onjunto {si}
U
i=1 é denominado um onjunto de sequêniasde protoolo, representado por (U,M,N, σ), se ada uma das sequênias binárias do onjuntofor utilizada omo sequênia de protoolo pelos usuários do anal. Além do mais, para qual-quer quadro que hegue ao reeptor, assume-se que: (1) no máximo M usuários estão ativos,(2) o reeptor é apaz de identi�ar ada um dos usuários ativos e que (3) σ paotes emitidospor ada um dos usuários ativos hegam ao reeptor sem sofrer olisão, no mínimo.A, Györ� eMassey [26℄ mostraram que ódigos iliamente permutáveis [27℄ onstituem umasolução natural para o aso partiular de aesso múltiplo em que M usuários, de um total de

U , estão ativos em um dado quadro. No Capítulo 4 e no Capítulo 5, disute-se ódigosiliamente permutáveis (ódigos CP) e são dadas algumas onstruções de ódigos CP quesão apliadas omo sequênias de protoolo.



CAPÍTULO3CÓDIGOS CORRETORES DEERRO
Ciênia é fato; assim omo asas são feitas detijolos, iênia é onstituída de fatos; mas umapilha de tijolos não é uma asa assim omo umaoleção de fatos não é neessariamente iênia.� Jules Henri Poinaré
S HANNON estabeleeu, por meio do teorema para odi�ação de anais ruidosos [2℄, queexistem ódigos orretores de erro apazes de permitir a transmissão da informação porum anal ruidoso om uma taxa de erro de bit arbitrariamente pequena, desde que a taxade informação transmitida seja menor que uma grandeza de�nida omo apaidade do anal.Embora o teorema em questão garanta a existênia desses ódigos, ele não mostra omoobtê-los. Desde então, um novo ramo surgiu na área de omuniações, os ódigos orretores deerro. Como menionado no Capítulo 1, a �nalidade dos ódigos orretores de erro é inserirredundânia de maneira ontrolada na informação a ser transmitida de modo que o reeptorseja apaz de detetar e até mesmo orrigir eventuais erros introduzidos durante a transmissão.Entretanto, nesta dissertação ódigos orretores de erro são usados em um ontexto distinto.O intuito é utilizá-los omo um meio de se onstruir ódigos ílios binários não-lineares eódigos iliamente permutáveis para serem apliados omo sequênias de protoolo para o



34anal de olisão sem realimentação [26℄ apresentado no Capítulo 2.Neste apítulo, são apresentados os oneitos básios destes ódigos. São disutidos ódi-gos de bloo e as propriedades que podem ser usufruídas ao se utilizar uma estrutura algébriapara eles. Após esta introdução, aborda-se a lasse de ódigos onstaílios [12℄ que são ex-plorados na onstrução de ódigos ílios binários não-lineares que, por sua vez, são usadospara onstruir ódigos iliamente permutáveis os quais são utilizados omo sequênias deprotoolo para o anal de olisão sem realimentação do Capítulo 2. Ao leitor que desejar umaprofundamento sobre o tema, reomenda-se a leitura das referênias bibliográ�as [9℄�[14℄.Para um bom entendimento deste apítulo é neessário um onheimento básio de orpos�nitos e álgebra linear. Uma exelente introdução a esses onteúdos pode ser enontradaem [9, Cap. 2℄ e [10, Caps. 2 e 3℄.3.1 CÓDIGOS DE BLOCOEm prinípio, é dada uma de�nição para ódigos de bloo e em seguida são disutidasalgumas de suas araterístias e propriedades. Nesta dissertação, só são abordados ódigosde bloo, de modo que sempre que se utilizar o termo ódigo, om relação a ódigos orretoresde erro, ele está referindo-se a ódigos de bloo.De�nição 3.1 � Código de blooUm ódigo de bloo q-ário C é o onjunto {c0, c1, c2, . . . , cL−1} formado por L n-uplas q-árias deomprimento n denotadas por ci = (c0, c1, c2, . . . , cn−1), i = 0, 1, 2, . . . , L − 1, e denominadaspalavras-ódigo ou vetores-ódigo. �Ao ódigo C da De�nição 3.1, é assoiado um odi�ador que é responsável pelo mapea-mento das mensagens, emitidas por uma fonte de informação q-ária, nas palavras-ódigo ci.Vale ressaltar que um ódigo C é únio. Entretanto, o odi�ador não é únio [14℄. Isto é,o mapeamento entre mensagens e vetores-ódigo pode mudar, mas todos os possíveis vetoresobtidos na saída do odi�ador pertenem a C.O proesso de odi�ação onsiste, primeiramente, em dispor os dados emitidos pela fontede informação em bloos de omprimento k, em seguida, mapeá-los em palavras-ódigo. Essemapeamento é um-a-um, para permitir que o destinatário seja apaz de reuperar a mensagemoriginal enviada. Se a fonte de informação emite símbolos de um alfabeto q-ário, então aspossíveis mensagens a serem odi�adas orrespondem a k-uplas, m = (m0,m1, . . . ,mk−1),
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PSfrag replaements

Figura 3.1: Proesso de odi�ação dos ódigos de bloo.que formam um espaço vetorial sobre GF (q). Visto que ada vetor m possui k símbolos eada símbolo pode assumir q valores distintos, o total de possíveis vetores-mensagem é igual a
qk. Desta forma, L = qk. O proesso de odi�ação é ilustrado na Figura 3.1. Entretanto, hásituações em que L 6= qk. Nesses asos, a implementação, em geral, torna-se mais omplexa.Em [10, pág. 69℄ mostra-se um exemplo em que o odi�ador tem de arranjar as mensagensem bloos om omprimento variável para tratar o aso em que L 6= qk.É analisado, neste ponto, omo a utilização dos ódigos de bloo permite inserir redun-dânia, de modo ontrolado, nas mensagens odi�adas. O onjunto de todas as n-uplas
q-árias de omprimento n onstituem o espaço vetorial V sobre GF (q) ontendo um totalde qn vetores. O onjunto de vetores que pertenem a C é um subonjunto de V, portantoexistem vetores de V que não estão em C. Diz-se, então, que um ódigo de bloo possui re-dundânia quando o número de vetores que pertenem ao ódigo é menor que o número totalde vetores q-ários de omprimento n, ou seja, L < qn. A redundânia r pode ser expressa emforma logarítmia [10℄ por

r = n− logq L. (3.1)Em geral, utilizam-se ódigos em que L = qk. Portanto, a Fórmula (3.1) torna-se r = n−k.Ou seja, dos n símbolos transmitidos, k símbolos são de informação e o restante, n−k, são deredundânia. Uma maneira mais usual para expressar a redundânia de um ódigo, é de�nira taxa deste ódigo.De�nição 3.2 � Taxa de um ódigoSeja C um ódigo de bloo q-ário om L palavras-ódigo, ada uma de omprimento n. A taxa R doódigo C é dada por
R =

logq L

n
. (3.2)



36Para os asos em que L = qk, a Fórmula (3.2) reduz-se a
R =

k

n
. (3.3)

�A seguir, são apresentadas algumas de�nições e teoremas importantes na teoria dos ódi-gos de bloo.De�nição 3.3 � Peso de Hamming de um vetorO peso de Hamming, ou simplesmente peso, de um vetor q-ário, em geral denotado por w(v), é onúmero de oordenadas não nulas deste vetor. �Exemplo 3.1Considere os seguintes vetores: v1 = (1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1) um vetor binário,
v2 = (2, 0, 2, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1) um vetor ternário e v3 = (α3, 0, 0, 0, 0, 0, α4, 0, 0, 0) ujos ele-mentos pertenem a GF (23). Os respetivos pesos são: w(v1) = 6, w(v2) = 7 e w(v3) = 2. �De�nição 3.4 � Distânia de HammingA distânia de Hamming entre dois vetores v e w, de mesmo omprimento n, é o número deoordenadas em que eles diferem.

dHamming(v,w) = d(v,w) , #{i | vi 6= wi, i = 0, 1, . . . , n− 1}, (3.4)em que #{.} denota a ardinalidade1 do onjunto. �Exemplo 3.2No exemplo 3.1, os vetores v1, v2 e v3 são todos de mesmo omprimento, n = 10. Desta forma, adistânia de Hamming entre eles é: d(v1,v2) = 2, d(v1,v3) = 6 e d(v2,v3) = 7. �A De�nição 3.4 tem uma importânia signi�ativa na teoria de ódigos orretores de erro.A partir dela, pode-se de�nir uma importante propriedade dos ódigos de bloo, um impor-tante parâmetro para araterizar a apaidade de deteção de erro, a apaidade de orreçãode erro e a apaidade de orreção de apagamento. Tal propriedade é de�nida a seguir.De�nição 3.5 � Distânia mínima de um ódigoA distânia mínima, em geral denotada por dmin, de um ódigo de bloo C é a menor distânia deHamming entre todos os pares distintos de palavras-ódigo pertenentes a C. �1Termo utilizado para designar o número de elementos de um onjunto



37Exemplo 3.3Considere um ódigo binário C formado pelo seguinte onjunto de palavras: {c0; c1; c2; c3}, emque c0 = (0, 0, 0, 1), c1 = (1, 1, 0, 1), c2 = (0, 1, 0, 1) e c3 = (1, 0, 1, 0). Para determinar adistânia mínima do ódigo C, alula-se a distânia de Hamming entre todos os pares de palavras-ódigo. Como o ódigo possui quatro palavras no total e d(v,w) = d(w,v), o total de distâniasaluladas que é dado por (4
2

)
= 6. Os resultados são: d(c0, c1) = 2, d(c0, c2) = 1, d(c0, c3) = 3,

d(c1, c2) = 1, d(c1, c3) = 3 e d(c2, c3) = 4. Logo, dmin = 1. �Por meio do Exemplo 3.3, perebe-se que enontrar a distânia mínima de um ódigopode ser um proesso exaustivo à medida que o número de palavras do ódigo aumentar.Para ser mais espeí�o, o número de omparações neessárias é dado por (L2) = L(L− 1)/2ou qk(qk − 1)/2, quando L = qk, o que mostra que a omplexidade do álulo é exponeniale é ada vez maior à medida que k aumenta. Uma vez de�nida a distânia mínima de umódigo, pode-se determinar a apaidade de deteção de erro, a apaidade de orreção deerro e a apaidade de orreção de apagamento para um ódigo de bloo. Daqui em diante,denomina-se padrão de erro o vetor que representa os possíveis erros inseridos pelo anal napalavra-ódigo transmitida.Teorema 3.1 � Capaidade de deteção de erro [9℄Um ódigo C om distânia mínima dmin é apaz de detetar todos os padrões de erro om peso menorou igual a dmin − 1. �Demonstração: Pela de�nição da distânia mínima de um ódigo, uma palavra-ódigodifere das demais em, no mínimo, dmin oordenadas. Portanto, se um padrão de erro tempeso maior ou igual a dmin, então a palavra-ódigo transmitida pode tornar-se uma outrapalavra-ódigo, diferente daquela transmitida, e o reeptor não será apaz de detetar quehouve um erro na transmissão. Entretanto, se o peso do padrão de erro é menor ou iguala dmin − 1, então a palavra transmitida se tornará um vetor que não pertene ao ódigo,desta forma, sendo possível para o reeptor detetar que houve erro na transmissão. �Teorema 3.2 � Capaidade de orreção de erro [11℄Um ódigo C om distânia mínima dmin é apaz de orrigir todos os padrões de erro om peso menorou igual a t = ⌊dmin−1
2 ⌋, em que ⌊x⌋ denota o únio número inteiro i tal que i ≤ x < i + 1. Se

dmin é um número par, então o ódigo orrige (dmin − 2)/2 erros ou deteta dmin/2. �



38Demonstração: Vide referênia [11, pág. 10℄. �Códigos orretores de erro também são utilizados em anais om apagamento. Nestassituações, o deodi�ador é projetado para delarar omo apagamento um símbolo para oqual existe dúvida om relação ao real valor transmitido. Por exemplo, num anal binário omapagamento [5℄, os símbolos transmitidos assumem o valor 0 ou 1, mas nas saída do anal ossímbolos podem ser 0, 1 ou ⋆, em que este último india que o deodi�ador não tem ertezase o símbolo transmitido foi 0 ou 1. Em geral, um anal q-ário om apagamento possui qsímbolos para o alfabeto de entrada e q+1 para o alfabeto de saída, tendo ⋆ omo o símboloadiional no alfabeto de saída para indiar apagamento. O número de apagamentos que umódigo de bloo om distânia mínima dmin pode orrigir é dado no teorema a seguir.Teorema 3.3 � Capaidade de orreção de apagamento [13℄Um ódigo C om distânia mínima dmin é apaz de orrigir todos os padrões de apagamento ompeso menor ou igual a ρ se dmin ≥ ρ + 1. Além do mais, quaisquer padrões de erro e apagamentoem que oorram t ou menos erros e ρ ou menos apagamentos simultaneamente, podem ser orrigidosse dmin ≥ 2t+ ρ+ 1. �Demonstração: Vide referênia [13, pág. 14℄ �Para o aso partiular do Capítulo 2, a�rma-se que os usuários do anal transmitem σpaotes livres de olisão de um total de w paotes enviados por quadro. Neste aso, até w−σpaotes podem ser onsiderados omo apagamentos devido à olisão om paotes de outrosusuários. Logo, para garantir que os usuários transmitam σ paotes livres de olisão, osodi�adores destes usuários devem utilizar um ódigo apaz de orrigir w− σ apagamentos.Assim, os ódigos usados devem possuir, de aordo om o Teorema 3.3, omprimento n = w,bloos de mensagem de omprimento k = σ e distânia mínima dmin ≥ w−σ+1, ou seja, umódigo de bloo (w, σ,w − σ + 1).Um dos problemas om os ódigos de bloo, em geral, é que é neessário armazenartodas as palavras do ódigo para poder exeutar os proessos de odi�ação e deodi�açãoe quando o valor de k aumenta, o número de palavras-ódigo aumenta exponenialmente. Évisto na próxima seção que a omplexidade desse problema pode ser reduzida se os ódigosde bloo forem lineares.



393.2 CÓDIGOS DE BLOCO LINEARESNesta seção, mostra-se que a linearidade provê uma estrutura matemátia aos ódigos debloo que permite fazer várias simpli�ações om relação às propriedades disutidas na seçãoanterior. Iniialmente, de�ne-se um ódigo de bloo linear.De�nição 3.6 � Códigos de bloo linearesUm ódigo de bloo q-ário C om qk palavras-ódigo é um ódigo de bloo linear (n, k, dmin) se esomente se suas qk palavras-ódigo formam um subespaço de dimensão k do espaço vetorial de todasas n-uplas sobre GF (q). �A De�nição 3.6 permite que se utilize várias propriedades da teoria de espaços vetoriaisamplamente onheidas da álgebra linear [10, Cap. 2℄.Propriedade 3.1 � [10℄A ombinação linear de qualquer onjunto de palavras-ódigo é uma palavra-ódigo. Uma on-sequênia disto é que um ódigo linear sempre ontém a palavra-ódigo toda nula, daqui por diante,denotada por 0. �Demonstração: A prova é uma onsequênia direta da de�nição de espaço vetorial [10,Cap. 2℄. �Propriedade 3.2 � [10℄A distânia mínima de um ódigo de bloo linear é igual ao peso da palavra-ódigo de menor pesoentre todas as palavras do ódigo não-nulas. �Demonstração: A distânia mínima de um ódigo C pode ser esrita matematiamenteomo dmin = min
c,c′∈C, c 6=c′

d(c, c′). Deste modo, pode-se reesrevê-la omo
dmin = min

c,c′∈C, c 6=c′
w(c − c′). Como o ódigo é linear c′′ = c − c′ e c′′ ∈ C. Logo,

dmin = min
c′′∈C, c′′ 6=0

w(c′′). �Pela Propriedade 3.2 perebe-se omo a omplexidade para enontrar a distânia mínimade um ódigo é reduzida. Anteriormente, foi menionado que a omplexidade para enontrara dmin de um ódigo de bloo é dada por qk(qk − 1)/2. Para ódigos lineares, este valordiminui para qk − 1, pois só é preiso enontrar a palavra-ódigo não nula om menor peso.



403.2.1 MATRIZ GERADORA E MATRIZ DE VERIFICAÇ�O DE PARIDADEDado um espaço vetorial V, pode-se esolher um subonjunto �nito de vetores, {vi} talque vi ∈ V, de modo que qualquer outro vetor pertenente a V pode ser obtido omo umaombinação linear dos vetores que estão no subonjunto {vi}. Entretanto, se os vetores queonstituem o subonjunto {vi} forem linearmente independentes, obtém-se uma base vetorialpara o espaçoV. Por meio de uma base vetorial, o mapeamento entre as ombinações linearesdos vetores-base e todos os vetores que pertenem a V é um-a-um. A de�nição de ódigoslineares omo subespaços vetoriais, permite, então, obter uma e�iente representação paraesses ódigos.Seja {g0,g1, . . . ,gk−1} uma base de vetores-ódigo de um ódigo linear q-ário (n, k, dmin).Então, ada palavra-ódigo c pode ser representada de modo únio por c = m0g0 +m1g1 +

. . . + mk−1gk−1, em que mi ∈ GF (q), para 0 ≤ i ≤ k − 1, representam as oordenadas dovetor-mensagem m = (m0,m1, . . . ,mk−1) . Esta situação pode ser representada matriial-mente aso de�na-se os vetores-base gi omo linhas de uma matriz geradora denotada por G,do seguinte modo
G =











g0

g1...
gk−1











=











g0,0 g0,1 . . . g0,n−1

g1,0 g1,1 . . . g1,n−1... ... . . . ...
gk−1,0 gk−1,1 . . . gk−1,n−1











. (3.5)Pode-se usar diretamente a matriz G para odi�ar os vetores-mensagem
m = (m0,m1, . . . ,mk−1) em vetores-ódigo c proedendo da seguinte forma

c = mG = (m0,m1, . . . ,mk−1)











g0

g1...
gk−1











= m0g0 +m1g1 + . . . +mk−1gk−1. (3.6)A representação dos ódigos lineares, por meio da matriz G, soluiona o problema dearmazenar todas as palavras de um ódigo de bloo para exeutar o proesso de odi�ação.Basta, neste aso, armazenar k palavras-ódigo linearmente independentes. Vale ressaltar queo número de matrizes G distintas que podem representar um mesmo ódigo linear q-ário
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(n, k, dmin) é dado por [8℄

k−1∏

i=0

(
qk − qi

)
. (3.7)É interessante destaar que o número de possíveis odi�adores para um ódigo de bloonão-linear om qk palavras-ódigo é igual (qk)! [8℄. Esse número é bem maior que o númerode matrizes geradoras distintas para um ódigo linear dado por (3.7). A redução, deve-seao fato da restrição de que as linhas de G são linearmente independentes. Dentre todos ospossíveis odi�adores previstos por (3.7), um deles destaa-se dentre os demais, é o odi�adorsistemátio. Ao utilizar esse odi�ador, é possível distinguir na palavra-ódigo quais são ossímbolos de informação e quais são os símbolos de redundânia. Em situações prátias, osódigos onstruídos na forma sistemátia são preferidos. A matriz geradora de um ódigosistemátio possui a seguinte forma

G = [P|Ik] =














p0,0 p0,1 . . . p0,n−k−1 1 0 0 . . . 0

p1,0 p1,1 . . . p1,n−k−1 0 1 0 . . . 0

p2,0 p2,1 . . . p2,n−k−1 0 0 1 . . . 0... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
pk−1,0 pk−1,1 . . . pk−1,n−k−1 0 0 0 . . . 1














. (3.8)
Exemplo 3.4O ódigo linear binário (7, 4, 3) possui a seguinte matriz geradora:

G =











g0

g1

g2

g3











=











1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 0 1 0

1 0 1 0 0 0 1











.As palavras-ódigo g0, g1, g2 e g3 são linearmente independentes e formam uma base vetorial parao subespaço de dimensão k que orresponde às palavras do ódigo. �Outra importante matriz assoiada a um ódigo de bloo linear é a matriz de veri�açãode paridade denotada por H. As linhas desta matriz são elementos do onjunto de vetores
{h0,h1, . . . ,hn−k−1} que formam uma base vetorial do espaço C⊥ o qual denota o espaço



42dual do ódigo C gerado por G.
H =











h0

h1...
hn−k−1











=











h0,0 h0,1 . . . h0,n−1

h1,0 h1,1 . . . h1,n−1... ... . . . ...
hn−k−1,0 hn−k−1,1 . . . hn−k−1,n−1











. (3.9)Na forma sistemátia, a matriz H pode ser obtida diretamente da matriz G sistemátia(3.8).
H = [In−k| −PT ] =














1 0 0 . . . 0 −p0,0 −p1,0 . . . pk−1,0

0 1 0 . . . 0 −p0,1 −p1,1 . . . pk−1,1

0 0 1 . . . 0 −p0,2 −p1,2 . . . pk−1,2... ... ... . . . ... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1 −p0,n−k−1 −p1,n−k−1 . . . pk−1,n−k−1














. (3.10)
Teorema 3.4 � [10℄Um vetor c é uma palavra do ódigo C se e somente se cHT = 0, em que HT denota a matriztransposta da matriz de veri�ação de paridadeH. �Demonstração: Vide [10, pág. 84℄. �Teorema 3.5 � [10℄Seja C um ódigo linear om matriz de paridade H. A distânia mínima de C é igual ao menornúmero, diferente de zero, de olunas da matrizH uja ombinação linear resulta em 0T . �Demonstração: Vide [10, pág. 84℄. �Teorema 3.6 � Cota de Singleton [10℄A distânia mínima de um ódigo (n, k, dmin) é limitada superiormente por

dmin ≤ n− k + 1. (3.11)
�Demonstração: Vide [10, pág. 84℄. �Códigos que satisfazem a ota de Singleton om igualdade são onheidos omo ódigosMDS (Maximum Distane Separable), ou seja, ódigos uja distânia mínima é a máxima possí-vel.



43Para evitar dúvidas quando se �zer referênia a ódigos de bloo lineares e ódigos debloo não-lineares, daqui por diante, usa-se a terminologia ódigos não-lineares para designaródigos de bloo que não são lineares.3.3 CÓDIGOS CÍCLICOSAssim omo a linearidade agregou mais propriedades aos ódigos de bloo, mais propri-edades podem ser aresentadas se, além de lineares, estes ódigos forem ílios. Os ódigosílios obtiveram grande destaque em apliações prátias omo, por exemplo, no ompat dis(CD) e no NASA Deep Spae Standard para omuniações via satélite [10℄.De�nição 3.7 � Códigos íliosUm ódigo de bloo C é denominado ílio se qualquer desloamento ílio de uma palavra-ódigoresulta em uma palavra-ódigo. �Embora seja bastante omum empregar o termo ódigo ílio a um ódigo que é simultane-amente linear e ílio [9℄, [10℄, [14℄, a De�nição 3.7 abrange os ódigos lineares e os ódigosnão-lineares. De modo que, para evitar ambiguidade, usa-se a expressão ódigo ílio linearpara designar os asos em que o ódigo em questão é linear e ílio.Ao trabalhar om ódigos ílios, é omum representar as palavras-ódigo por meio depolin�mios. Isto é, a palavra-ódigo c = (c0, c1, c2, . . . , cn−1) pode ser representada pelopolin�mio-ódigo c(x) = c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cn−1x

n−1. Considere, neste ponto, omo osdesloamentos ílios realizados nas palavras-ódigo podem ser reproduzidos na representa-ção polinomial. Se c = (c0, c1, c2, . . . , cn−1) ∈ C, então a palavra-ódigo obtida ao desloar
c uma posição para direita é c′ = (cn−1, c0, c1, . . . , cn−2) ∈ C. Este resultado é obtido narepresentação polinomial ao se efetuar a seguinte operação

xc(x) = (c0x+ c1x
2 + c2x

3 + . . .+ cn−1x
n) mod (xn − 1)

= (cn−1 + c0x+ c1x
2 + . . . + cn−2x

n−1) mod (xn − 1)

= c′(x) mod (xn − 1).Sendo assim, efetuar dois desloamentos para a direita em c seria equivalente a multipliar
c(x) por x2 mod (xn − 1) e assim suessivamente até n − 1 desloamentos, os quais seriamobtidos, na forma polinomial, multipliando c(x) por xn−1. Obviamente, multipliar por xnseria o mesmo que multipliar por 1, pois xn = 1 mod (xn − 1). Na forma vetorial, signi�a



44dizer que desloar iliamente n vezes obtém-se a palavra-ódigo original. A partir destaonstatação, pode-se de�nir a ordem ília de uma palavra-ódigo.De�nição 3.8 �Ordem íliaA ordem ília de uma palavra-ódigo é o menor inteiro positivo i tal que xic(x) = c(x) mod

(xn − 1). �Embora a De�nição 3.8 re�ra-se a vetores que pertenem a um ódigo ílio, o oneito deordem ília pode ser expandido a qualquer n-upla q-ária de omprimento n. É importanteressaltar que os possíveis valores para a ordem ília de uma palavra-ódigo são os divisoresde n. Diz-se, então, que uma palavra-ódigo tem ordem ília plena quando a ordem íliadesta palavra é igual a n.Teorema 3.7 � [10℄Seja C um ódigo ílio linear q-ário (n, k, dmin).a. Existe um únio polin�mio m�nio g(x) de grau n− k, o qual representa uma palavra-ódigo
g, que é o polin�mio de menor grau entre todos os polin�mios que representam as palavras-ódigo de C. g(x) é denominado polin�mio gerador do ódigo C.b. O polin�mio gerador g(x) de um ódigo ílio linear (n, k, dmin) é fator de xn − 1.. Cada polin�mio-ódigo c(x) ∈ C é expresso uniamente omo c(x) = m(x)g(x), em que
m(x) é o polin�mio-mensagem de grau menor que k e g(x) é o polin�mio gerador de C. �Demonstração:a. Seja g(x) = g0+g1x+ . . .+gn−k−1x

n−k−1+xn−k um polin�mio-ódigo m�nio nãonulo. Supondo que g(x) não é únio, então existe outro polin�mio-ódigo m�nio degrau n−k, digamos f(x) = f0+f1x+. . .+fn−k−1x
n−k−1+xn−k. Uma vez que C é li-near, g(x)−f(x) = (g0−f0)+(g1−f1)x+. . .+(gn−k−1−fn−k−1)x

n−k−1+

=0
︷ ︸︸ ︷

(1− 1)xn−ké um outro polin�mio-ódigo ujo grau é n − k − 1. Mas, isto é impossível, pois
n− k− 1 < n− k. Logo, g(x)− f(x) = 0 ⇒ g(x) = f(x). Consequentemente, g(x)é únio.b. Vide [11, pág. 191℄.. Vide [11, pág. 191℄. �



45Uma observação importante é que para garantir a Propriedade a no Teorema 3.7, g0 6= 0.Pois, desloar iliamente g(x) uma posição para a esquerda produz g′(x) = g1+ g2x+ . . .+

xn−k−1 + g0x
n−k. Logo, g0 6= 0, senão um polin�mio de grau menor que n − k seria umpolin�mio-ódigo, o que é impossível.A forma geral da matrizG de um ódigo ílio linear pode ser obtida por meio da Propri-edade  no Teorema 3.7. Sendo o polin�mio mensagemm(x) = m0 +m1x+ . . .+mk−1x

k−1,a multipliação c(x) = m(x)g(x) pode ser esrita da seguinte forma
c(x) = (m0 +m1x+ . . . +mk−1x

k−1)g(x)

= m0g(x) +m1xg(x) + . . . +mk−1x
k−1g(x). (3.12)A Expressão (3.12) pode ser reesrita na forma de multipliação de matrizes omo podeser observado em (3.13).

c(x) = [m0 m1 . . . mk−1]











g(x)

xg(x)...
xk−1g(x)











. (3.13)Lembrando que multipliar g(x) por xi mod (xn−1), sendo i um número inteiro positivo,é equivalente a desloar iliamente g de i posições para a direita, então a matriz G pode seresrita onforme (3.14). Também é possível onstruir a matriz G na forma sistemátia paraum ódigo ílio linear. Um algoritmo mostrando omo realizar este proedimento pode servisto em [10, pág. 107℄.
G =











g(x)

xg(x)...
xk−1g(x)











≡














g0 g1 . . . gn−k 0

g0 g1 . . . gn−k. . . . . . . . . . . .
g0 g1 . . . gn−k

0 g0 g1 . . . gn−k














. (3.14)
Segue da Propriedade b que para ada polin�mio gerador g(x), existe um polin�mio-paridade h(x) m�nio, om h0 6= 0 e de grau k, tal que g(x)h(x) = xn − 1. Sabe-se que

c(x) é um polin�mio-ódigo se e somente se ele é um múltiplo de g(x), alternativamente, c(x)é um polin�mio-ódigo se e somente se c(x)h(x) = 0 mod (xn − 1). Esta equação pode sermanipulada [10℄ de modo a ser esrita na forma matriial omo HT = 0. A matrizH(n−k)×n



46em questão é a matriz de veri�ação de paridade para o ódigo gerado por g(x).
H =














hk . . . h1 h0 0

hk . . . h1 h0. . . . . . . . . . . .
hk . . . h1 h0

0 hk . . . h1 h0














T

. (3.15)
Como pode ser visto em (3.15), as linhas da matriz H são formadas pelo desloamentoílio de um polin�mio que não é o polin�mio-paridade h(x) = h0 + h1x + . . . + hkx

k,mas é um polin�mio ujos oe�ientes são os mesmos de h(x) só que em ordem reversa. Talpolin�mio, h∗(x) = hk + hk−1x+ . . . + h1x
k−1 + h0x

k, é denominado polin�mio-reíproo2 de
h(x). O teorema a seguir mostra uma importante relação entre h∗(x) e o ódigo dual C⊥ deum ódigo ílio linear C gerado por g(x).Teorema 3.8 � [10℄Seja C um ódigo linear ílio q-ário (n, k) om polin�mio gerador g(x). O ódigo dual C⊥, doódigo C, é um ódigo ílio linear q-ário (n, n− k) ujo polin�mio gerador é h∗(x). �Demonstração: A matriz H tem a mesma estrutura da matriz G em (3.14), portantoesta matriz H gera um subespaço de dimensão (n− k) que é o ódigo C⊥. �3.3.1 CÓDIGOS BCHOs ódigos BCH são assim denominados em homenagem aos pesquisadores que os inves-tigaram iniialmente: A. Hoquenghem em 1959 [39℄, Bose e Ray-Chaudhuri em 1960 [40℄,[41℄. Entretanto, oube a outro pesquisador, W. Peterson, mostrar que esses ódigos eramílios e onstruir o primeiro algoritmo de deodi�ação algébria para ódigos BCH [42℄.Em geral, quando se esolhe um polin�mio gerador g(x) e gera-se um ódigo ílio li-near não se tem ideia do valor da distânia mínima deste ódigo. Por isto, os ódigos BCHdestaam-se em relação a ódigos ílios arbitrários, por garantirem um limite inferior para adistânia mínima do ódigo. Tal resultado é obtido impondo algumas restrições à esolha dopolin�mio gerador g(x). O limite inferior para a distânia mínima do ódigo é denominadodistânia projetada do ódigo e é denotado por δ. O teorema a seguir espei�a omo esolheras raízes do polin�mio gerador a �m de garantir a distânia projetada do ódigo.2Em geral, o polin�mio-reíproo de a(x) = a0 + a1x + . . . + an−1x

n−1 + anx
n é o polin�mio a

∗(x) = x
n
a(x−1) =

an + an−1x+ . . .+ a1x
n−1 + a0x

n.



47Teorema 3.9 � ota BCH [10℄Seja C um ódigo linear ílio q-ário (n, k, dmin) ujo polin�mio gerador é g(x). Além do mais, seja
m a ordem multipliativa de q mod n tal que GF (qm) é o menor orpo de extensão de GF (q) queontém a n-ésima raiz da unidade. Considere α a n-ésima raiz primitiva da unidade. Assegure que
g(x) foi esolhido omo o polin�mio de menor grau tal que g(αb) = g(αb+1) = g(αb+2) = . . . =

g(αb+δ−2) = 0, em que b é um número inteiro b ≥ 0 e δ ≥ 1. Desta forma, g(x) tem (δ − 1)potênias onseutivas de α omo raízes. Portanto, o ódigo C gerado por g(x) tem distânia mínima
dmin ≥ δ. �Demonstração: Vide [10, pág. 176�180℄ �Vale destaar que em muitas situações a distânia mínima, dmin, do ódigo BCH oinideom a distânia projetada, δ. Entretanto, há também várias situações em que dmin é maiorque δ [9℄.Uma vez que a distânia mínima do ódigo BCH está garantida pela ota BCH do Teorema3.9, um proedimento para onstruir um ódigo BCH q-ário de omprimento n e orretor de

t erros pode ser o seguinte [10℄:i. Enontre uma n-ésima raiz primitiva α de xn − 1 em um orpo GF (qm) para o menorvalor possível de m;ii. Seleione (δ − 1) = 2t potênias onseutivas de α: αb, αb+1, αb+2,. . . , αb+2t, sendo bum número inteiro não negativo;iii. Seja Mi(x) o polin�mio mínimo de αi e seus onjugados. Então faça g(x) o mínimomúltiplo omum entre os polin�mios mínimos de todas as potênias onseutivas de α.
g(x) = MMC{Mb(x),Mb+1(x),Mb+2(x), . . . ,Mb+2t(x)}. (3.16)Para b = 1 os ódigos BCH são denominados de sentido restrito. Para n = qm − 1, m sendoum número inteiro positivo, o ódigo BCH é denominado primitivo. Quando n 6= qm − 1, osódigos BCH são denominados não-primitivos e os possíveis valores de n são os divisores de

qm − 1.3.3.2 CÓDIGOS REED-SOLOMONCódigos Reed-Solomon (RS), assim omo oorre om os ódigos BCH, reebem esta de-nominação em homenagem aos primeiros pesquisadores a investigá-los, I. S. Reed e G. Solo-



48mon [43℄. Entretanto, há várias formas de de�nir um ódigo RS [10℄. A de�nição usada nestadissertação segue aquela em que esses ódigos são uma extensão natural dos ódigos BCH.De�nição 3.9 � Códigos Reed-SolomonUm ódigo Reed-Solomon é um ódigo BCH de omprimento n = qm−1 ujos símbolos pertenema GF (qm). �A partir da De�nição 3.9, pode-se destaar que, diferentemente dos ódigos BCH men-ionados na subseção anterior, a n-ésima raiz da unidade não preisa ser prourada numorpo de extensão GF (qm), pois os ódigos RS são de�nidos sobre este orpo e, portanto,
α ∈ GF (qm). Além do mais, os polin�mios mínimos Ms(x) são da forma (x − αs), poisos elementos não nulos de GF (qm) são as raízes de xqm−1 − 1 e, desta forma, não há raízesonjugadas.Códigos RS destaam-se om relação a outros ódigos BCH por possuírem várias proprie-dades que estes outros ódigos não ompartilham. Não é por aaso que ódigos RS onstituema sublasse dos ódigos BCH não-binários mais onheida, haja vista as várias apliações emque eles são utilizados [44℄. Entre essas propriedades, a mais importante está relaionada àdistânia mínima dos ódigos RS omo mostra o teorema a seguir.Teorema 3.10 � Distânia mínima de um ódigo RS [10℄Um ódigo RS (n, k, dmin) possui distânia mínima igual a dmin = n− k + 1. �Demonstração: Iniialmente, lembre-se de que grau[g(x)] = n − k (Teorema 3.7). Po-rém, o polin�mio gerador g(x) de um ódigo RS possui δ − 1 potênias onseutivas de

α omo raízes, sendo α a n-ésima raiz primitiva da unidade. Logo, grau[g(x)] = δ − 1 eassim δ− 1 = n− k. Pela ota BCH (Teorema 3.9), dmin ≥ δ = n− k+1. Entretanto, pelaota de Singleton (Teorema 3.6) dmin ≤ n− k + 1. Portanto, a únia maneira de satisfazera ota BCH e a ota de Singleton simultaneamente oorre para dmin = n− k + 1. �Desta forma, ódigos RS são ódigos MDS. Códigos MDS possuem propriedades interes-santes que podem ser vistas em [10℄. Uma destas propriedades tem um papel importante notrabalho apresentado nesta dissertação, portanto ela é enuniada no teorema a seguir.Teorema 3.11 � [10℄O número de palavras-ódigo om peso de Hamming j em um ódigo q-ário (n, k) e MDS é dado



49por
Aj =

(
n

j

)

(q − 1)

j−dmin∑

i=0

(−1)i
(
j − 1

i

)

qj−i−dmin . (3.17)
�Demonstração: Vide [12, pág. 429�431℄. �3.4 CÓDIGOS CONSTACÍCLICOSCódigos onstaílios [12℄, também onheidos omo ódigos pseudoílios [45℄�[47℄, podemser de�nidos de aordo om a De�nição 3.10.De�nição 3.10 � Códigos onstaíliosUm ódigo C é dito ser um ódigo onstaílio se qualquer desloamento onstaílio de umapalavra-ódigo resulta em uma palavra-ódigo. �Na De�nição 3.10, desloar onstailiamente uma posição para a direita a palavra-ódigo c = (c0, c1, c2, . . . , cn−1) produz a palavra-ódigo c′ = (acn−1, c0, c1, . . . , cn−2), emque a é um elemento não nulo de GF (q). Observando om atenção a De�nição 3.10, é pos-sível pereber que a lasse de ódigos onstaílios ontém a lasse de ódigos ílios, paraisto basta fazer a = 1 na De�nição 3.10. Além do mais, os ódigos negaílios [12℄, obtidosfazendo a = −1 na De�nição 3.10, também são um aso partiular dos ódigos onstaílios.3.4.1 CÓDIGOS CONSTACÍCLICOS DE COMPRIMENTO q + 1A onstrução de ódigos onstaílios pode ser obtida omo uma generalização da ons-trução de ódigos ílios. Sendo assim, as palavras-ódigo de um ódigo onstaílio linear

q-ário (n, k) são reduzidas mod(xn − a), a ∈ GF (q), e o polin�mio gerador g(x), de grau
(n−k), é fator de xn−a. Os polin�mios-ódigo são da forma c(x) = m(x)g(x), em quem(x)é o polin�mio-mensagem de grau menor ou igual a k − 1.Nesta dissertação, estamos interessados na onstrução de ódigos onstaílios de om-primento n = q + 1, sendo q um número primo tal que q > 3, e om o elemento a de xn − asendo um elemento primitivo do grupo multipliativo de GF (q). Esta esolha deve-se ao fatode que algumas propriedades interessantes são onheidas para ódigos onstaílios omesses parâmetros [45℄. Uma desrição da existênia de ódigos onstaílios para outros va-lores de n e a pode ser enontrada em [48℄. Daqui por diante e até que se informe o ontrário,o elemento a do polin�mio xn−a é um elemento primitivo do grupo multipliativo deGF (q).



50Para n = q + 1 e a um elemento primitivo do grupo multipliativo de GF (q), é bemonheido [45℄ que as raízes de xq+1 − a pertenem a GF (q2) e podem ser esritas na forma
α1+(q−1)i, para 0 ≤ i ≤ q, ou ainda na forma αq+(q−1)i, para −(q − 1)/2 ≤ i ≤ (q + 1)/2.De aordo om [45℄, o polin�mio xq+1 − a é fatorado em (q + 1)/2 polin�mios de grau dois.Logo, as raízes de xq+1−a pertenem a lasses onjugadas de ardinalidade dois. Sendo assim,também é possível representá-las por meio de seus expoentes omo {1− (q−1)i, q+(q−1)i},para 0 ≤ i ≤ (q − 1)/2. Uma onsequênia deste fato é que o grau dos possíveis polin�miosgeradores g(x) é um número par, isto é, n− k sempre é par. Como n = q + 1 também é par, adimensão do ódigo, k, sempre será um número par entre 2 ≤ k ≤ q − 1.Exemplo 3.5Considere q = 5. Os elementos de GF (5) são {0, 1, 2, 3, 4} sendo 2 e 3 elementos geradores dogrupo multipliativo de GF (5), ou seja, elementos uja ordem multipliativa é igual a q − 1 = 4.Desta forma, podemos onstruir ódigos onstaílios 5-ários (n = q + 1, k) ujos polin�mios-ódigo são reduzidos mod(x6− 2) ou mod(x6− 3). Como a dimensão do ódigo, k, é um númeropar entre 2 ≤ k ≤ 4, os possíveis ódigos onstaílios 5-ários possuem parâmetros (6, 2, dmin) e

(6, 4, dmin). �Analisa-se, neste ponto, os resultados disutidos no parágrafo anterior para o polin�mio
x6 − 3 do Exemplo 3.5. Como q = 5, onsidere o orpo de extensão GF (25) gerado por
p(x) = 3 + 2x + x2 que é um polin�mio primitivo sobre GF (5). Além do mais, onsidere αum elemento primitivo do grupo multipliativo de GF (25), tal que p(α) = 3 + 2α + α2 = 0.Portanto, as raízes de x6 − 3 em GF (25) esritas na forma α1+4i, para 0 ≤ i ≤ 5, são
{α,α5, α9, α13, α17, α21}. Alternativamente, esrevendo as raízes pela forma α5+4i, para−2 ≤

i ≤ 3, obtemos {α17, α21, α, α5, α9, α13}. As lasses onjugadas para as raízes de x6 − 3 são
{1, 5}, {9, 21} e {13, 17} e todas as lasses possuem ardinalidade dois, omo era esperado.Os polin�mios mínimos assoiados a ada uma das lasses onjugadas podem ser vistos naTabela 3.1. Desta forma, o polin�mio x6 − 3 é fatorado em três, (5+ 1)/2 = 3, polin�mios degrau dois, ou seja, x6 − 3 = M1(x)M9(x)M13(x).Observando o onjunto de raízes {α,α5, α9, α13, α17, α21} perebe-se que os expoentes dasraízes formam uma progressão aritmétia (PA) de razão 4, no aso geral q−1, e om primeirotermo 1 ou, ainda, pode-se dizer que estas raízes formam um progressão geométria (PG) derazão α4, no aso geral αq−1, ujo primeiro termo é α. Como é provado em [45℄, oorreque, em geral, pode-se esolher um polin�mio gerador g(x) om 2t raízes onseutivas, pois



51Tabela 3.1: Classes onjugadas e polin�mios mínimos sobre GF (5) para x6 − 3Classe onjugada Polin�mio mínimo
{1, 5} M1(x) = 3 + 2x+ x2

{9, 21} M9(x) = 3 + x2

{13, 17} M13(x) = 3 + 3x+ x2elas são termos onseutivos de uma PG de razão αq−1, e onstruir um ódigo onstaílioorretor de t erros uja distânia mínima é limitada inferiormente por dmin ≥ 2t+1. É válidosalientar que os expoentes de α, nestes asos, são reduzidos mod(q2 − 1). Isto implia, porexemplo, que as raízes α21 e α são onsideradas onseutivas neste ontexto. Esta ota infe-rior para a distânia mínima dos ódigos onstaílios é semelhante à ota BCH do Teorema3.9. Como o grau do polin�mio gerador g(x) é igual a n− k e este polin�mio possui 2t raízes,
n − k = 2t e, assim, dmin ≥ n − k + 1. Porém, pela ota de Singleton, dmin ≤ 2t + 1 ou
dmin ≤ n−k+1. Portanto, desde que o polin�mio gerador g(x) possua 2t raízes onseutivasde xq+1 − a, o ódigo gerado por g(x) tem dmin = n − k + 1 (MDS) para satisfazer a otaBCH e a ota de Singleton simultaneamente. A vantagem de onstruir ódigos onstaíliosMDS é que a distribuição dos pesos das palavras-ódigo é onheida, Fórmula (3.17). Paraódigos onstaílios que não são MDS não há uma fórmula fehada para obter a distribui-ção de pesos das palavras-ódigo, sendo neessária a onstrução do diionário do ódigo paraonseguir esta informação.Exemplo 3.6Para gerar os ódigos (6, 4, dmin) do Exemplo 3.5 o grau de g(x) é igual a n − k = 2, logo tem-setrês opções para o polin�mio gerador, são elas: g(x) = Mi(x) para i = {1, 9, 13} (Tabela 3.1).Para g1(x) = M1(x) e g2(x) = M13(x) os polin�mios geradores possuem duas raízes que sãotermos onseutivos da PG {α,α5, α9, α13, α17, α21}, logo dmin = 3 e estes ódigos são MDS omparâmetros (n, k, dmin) = (6, 4, 3). Entretanto, para g3(x) = M9(x) as raízes são α9 e α21 e estasnão são termos onseutivos da PG, logo o ódigo não é MDS. Neste aso, dmin = 2 e o ódigo possuiparâmetros (n, k, dmin) = (6, 4, 2). �Baseando-se no Exemplo 3.6, para onstruir os ódigos onstaílios 5-ários de parâme-tros (6, 2, dmin), previstos no Exemplo 3.5, o grau do polin�mio gerador g(x) tem de ser iguala n−k = 4. De aordo om a Tabela 3.1, polin�mios geradores de grau 4 são obtidos quando
g(x) = Mi(x)Mj(x), i 6= j e i, j = {1, 9, 13}. Logo, os possíveis polin�mios geradores são



52Tabela 3.2: Desloamentos onstaílios de g(x) = 4 + 2x2 + x4 ↔ g = (4, 0, 2, 0, 1, 0).
i xig(x) mod (x6 − 3)

0 (4, 0, 2, 0, 1, 0)

1 (0, 4, 0, 2, 0, 1)

2 (3, 0, 4, 0, 2, 0)

3 (0, 3, 0, 4, 0, 2)

4 (1, 0, 3, 0, 4, 0)

5 (0, 1, 0, 3, 0, 4)

6 (2, 0, 1, 0, 3, 0)

7 (0, 2, 0, 1, 0, 3)

8 (4, 0, 2, 0, 1, 0)

g1(x) = M1(x)M9(x), g2(x) = M1(x)M13(x) e g3(x) = M9(x)M13(x). Os polin�mios g1(x) e
g3(x) possuem quatro raízes que são termos onseutivos da PG, logo os ódigos gerados poreles são MDS de parâmetros (6, 2, 5). O ódigo gerado por g2(x) não possui as quatro raízesomo termos onseutivos da PG e, neste aso, há duas raízes onseutivas que são as raízesde M1(x) ou, equivalentemente, as de M13(x), logo este ódigo possui parâmetros (6, 2, 3).3.4.2 ORDEM CONSTACÍCLICA DAS PALAVRAS-CÓDIGODe�nição 3.11 � Ordem onstaíliaConsidere um ódigo onstaílio linear q-ário (n, k, dmin) em que as palavras-ódigo são reduzidas

mod(xn − a), em que a é um elemento não nulo de GF (q). A ordem onstaília de umapalavra-ódigo é o menor inteiro positivo i tal que xic(x) = c(x) mod (xn − a). �Analogamente ao que oorre om os ódigos ílios, multipliar um polin�mio-ódigo
c(x) por xi equivale a desloar onstailiamente (De�nição 3.10) em i posições a palavra-ódigo c.Exemplo 3.7Considere um ódigo onstaílio 5-ário (6, 2, 3) gerado por g(x) = M1(x)M13(x) = 4+2x2+x4(Vide Tabela 3.1) e que os polin�mios-ódigo são reduzidos mod (x6 − 3). Como g(x) é umpolin�mio-ódigo, ele pode ser representado pela palavra-ódigo g = (4, 0, 2, 0, 1, 0). A Tabela 3.2mostra os desloamentos onstaílios de g. Logo, a ordem onstaília de g(x) é 8.



53Exemplo 3.8De maneira semelhante ao Exemplo 3.7, pode-se mostrar que o polin�mio gerador
g(x) = M1(x)M9(x) = 4 + x + x2 + 2x3 + x4 ↔ g = (4, 1, 1, 2, 1, 0), o qual gera umódigo onstaílio 5-ário (6, 2, 5) om os polin�mios-ódigo reduzidos mod(x6 − 3), possui ordemonstaília 24. �A partir dos Exemplos 3.7 e 3.8 é possível de�nir um oneito importante sobre a ordemonstaília das palavras de um ódigo onstaílio e este oneito é bastante menionadodeste ponto em diante.De�nição 3.12 �Ordem onstaília plenaUma palavra-ódigo, pertenente a um ódigo onstaílio, om n = q+1, tem ordem onstaíliaplena quando o menor valor de i tal que xic(x) = c(x) mod (xn − a) é i = q2 − 1. �Neste ponto, pode-se notar que, diferentemente do que oorre om os ódigos íliosuja ordem ília é um divisor de n (omprimento do ódigo), a ordem onstaília pode sermaior que o omprimento, n = q + 1, do ódigo onstaílio. De fato, no aso dos ódigosílios BCH primitivos, por exemplo, as raízes do polin�mio xqm−1 − 1 estão em GF (qm),logo a ordem multipliativa das raízes do polin�mio gerador g(x) de um ódigo BCH primi-tivo é igual ao omprimento do ódigo n = qm − 1 ou a um dos seus divisores. Portanto, aordem ília não será maior que o omprimento do ódigo. Mas, no aso dos ódigos ons-taílios, as raízes do polin�mio xq+1 − a estão em GF (q2), portanto a ordem multipliativadas raízes do polin�mio gerador g(x) de um ódigo onstaílio é igual a q2 − 1 ou a umdos seus divisores. Desta forma, a ordem onstaília pode ser maior que o omprimentodo ódigo. Para q = 5, por exemplo, temos q2 − 1 = 24, logo os possíveis valores para a or-dem onstaília das palavras-ódigo dos ódigos (6, 2, 3) e (6, 2, 5) são 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.Observando os Exemplos 3.7 e 3.8, perebe-se que este resultado é satisfeito.A relação entre a ordemmultipliativa das raízes do polin�mio xq+1−a, onsequentementedas raízes de g(x), e a ordem onstaília das palavras de um ódigo onstaílio é exploradana onstrução destes ódigos tal que o maior número possível de palavras-ódigo tenha ordemonstaília plena. Essa araterístia é interessante, pois maximiza o número de possíveispalavras de um ódigo onstaílio que podem ser usadas na onstrução de ódigos íliosbinários omo é feito no Capítulo 4.Voltando ao Exemplo 3.8, o ódigo onstaílio (6, 2, 5) tem dimensão k = 2, logo elepossui qk = 52 = 25 palavras-ódigo. Como o ódigo é linear, a palavra-ódigo 0 pertene



54Tabela 3.3: Palavras não nulas do ódigo (6, 2, 3) gerado por g(x) = 4+2x2+x4. A primeira oluna orrespondeà quantidade de desloamentos onstaílios para direita.
i c1 = (4, 0, 2, 0, 1, 0) c2 = (2, 1, 1, 3, 3, 4) c3 = (3, 1, 4, 3, 2, 4)

1 (0, 4, 0, 2, 0, 1) (2, 2, 1, 1, 3, 3) (2, 3, 1, 4, 3, 2)

2 (3, 0, 4, 0, 2, 0) (4, 2, 2, 1, 1, 3) (1, 2, 3, 1, 4, 3)

3 (0, 3, 0, 4, 0, 2) (4, 4, 2, 2, 1, 1) (4, 1, 2, 3, 1, 4)

4 (1, 0, 3, 0, 4, 0) (3, 4, 4, 2, 2, 1) (2, 4, 1, 2, 3, 1)

5 (0, 1, 0, 3, 0, 4) (3, 3, 4, 4, 2, 2) (3, 2, 4, 1, 2, 3)

6 (2, 0, 1, 0, 3, 0) (1, 3, 3, 4, 4, 2) (4, 3, 2, 4, 1, 2)

7 (0, 2, 0, 1, 0, 3) (1, 1, 3, 3, 4, 4) (1, 4, 3, 2, 4, 1)ao ódigo e, pela De�nição 3.11, possui ordem onstaília igual a 1. Sendo assim, restam
24 palavras-ódigo. Conforme o Exemplo 3.8, a palavra-ódigo g = (4, 1, 1, 2, 1, 0) possuiordem onstaília 24. Logo, as 24 palavras-ódigo restantes do ódigo (6, 2, 5) gerado por
g(x) = 4 + x+ x2 + 2x3 + x4 orrespondem à palavra-ódigo g e seus desloamentos onsta-ílios. Com esse exemplo, é possível deduzir que o maior número de palavras-ódigo omordem onstaília plena que é possível obter para um ódigo onstaílio é igual a qk − 1,pois omo estes ódigos são lineares, a palavra toda nula sempre pertene ao ódigo. Em on-trapartida, o ódigo onstaílio do Exemplo 3.7, que também possui 25 palavras-ódigo, éomposto pela palavra-ódigo 0 e por outras 24 palavras-ódigo de ordem onstaília 8. ATabela 3.3 mostra as palavras não-nulas do ódigo (6, 2, 3) do Exemplo 3.7. Nela pode-se ob-servar omo as palavras-ódigo não-nulas podem ser obtidas por intermédio do desloamentoonstaílio das palavras-ódigo c1, c2 e c3.Conforme menionado, a relação entre a ordem multipliativa das raízes do polin�mio
xq+1 − a e a ordem onstaília das palavras-ódigo é de fundamental importânia na ons-trução de ódigos onstaílios om o maior número possível de palavras-ódigo om ordemonstaília plena. O teorema a seguir mostra omo esolher um polin�mio gerador g(x)tal que o ódigo onstaílio obtido tenha qk − 1 palavras-ódigo om ordem onstaíliaplena.Teorema 3.12Seja o polin�mio xq+1 − a, em que q é um número primo, q > 3, e a 6= 0 é um elemento primitivodo grupo multipliativo de GF (q). As raízes de xq+1 − a pertenem a GF (q2) e podem ser esritasna forma α1+(q−1)i, para 0 ≤ i ≤ q. Assuma que pelo menos um par de raízes onjugadas de

xq+1 − a tenha ordem multipliativa q2 − 1. Se todas as raízes de xq+1 − a que não têm ordem



55multipliativa igual a q2 − 1 são esolhidas omo raízes do polin�mio gerador g(x) de um ódigo Constaílio linear q-ário (q + 1, k, dmin), então todas as palavras-ódigo não-nulas de C possuemordem onstaília plena. �Demonstração: Para que qualquer c(x) ∈ C tenha ordem ília plena, o menor valorde i tal que
xic(x) = c(x) mod (xq+1 − a)ou, equivalentemente,

(xi − 1)c(x) = 0 mod (xq+1 − a) (3.18)tem de ser i = q2 − 1. Entretanto, pode-se esrever c(x) = m(x)g(x) e substituir c(x) por
m(x)g(x) na Equação (3.18). Logo,

(xi − 1)m(x)g(x) = 0 mod (xq+1 − a). (3.19)A Equação (3.19) implia que todas as raízes do polin�mio xq+1 − a estão presentes em
(xi − 1)m(x)g(x). Como grau[m(x)g(x)] ≤ q, no mínimo uma raiz de xq+1 − a é omuma xi − 1. Por hipótese, todas as raízes de xq+1 − a que possuem ordem multipliativadiferente de q2 − 1 estão em g(x). Desta forma, as raízes de xq+1 − a omuns a xi − 1possuem ordem multipliativa q2 − 1. Portanto, i = q2 − 1 é o valor mínimo para quea Equação (3.19) seja satisfeita e, sendo assim, todas as palavras-ódigo não-nulas de Cpossuem ordem onstaília plena. �É interessante utilizar os Exemplos 3.7 e 3.8 para ilustrar os resultados enuniados noTeorema 3.12. Os ódigos daqueles exemplos, possuem polin�mios geradores que são fatoresde x6 − 3 o qual possui quatro raízes om ordem multipliativa 24, {α,α5, α13, α17} e duasraízes om ordem multipliativa 8, {α9, α21}. No Exemplo 3.7, o ódigo onstaílio (6, 2, 3)é gerado por g(x) = M1(x)M13(x) ujas raízes são {α,α5, α13, α17}. Observe que as raízes de

x6 − 3 que não têm ordem multipliativa 24 não fazem parte de g(x). Logo, este ódigo nãosatisfaz a onstrução do Teorema 3.12. Além do mais, este ódigo possui todas as palavras-ódigo não-nulas om ordem onstaília 8 (Vide Tabela 3.3). Entretanto, no Exemplo 3.8, oódigo onstaílio (6, 2, 5) é gerado por g′(x) = M1(x)M9(x) e, neste aso, as raízes de x6−3que não têm ordem multipliativa 24 estão em g′(x). Logo, todas as palavras deste ódigopossuem ordem onstaília plena (24). Este resultado já era esperado, pois as palavras-ódigo não nulas do ódigo (6, 2, 5) gerado por g′(x) = M1(x)M9(x) são formadas pelos



56desloamentos onstaílios de g′(x) uja ordem onstaília é plena. Ainda pelo Teorema3.12, não há dúvidas que o ódigo onstaílio gerado por g′′(x) = M9(x)M13(x) (Tabela 3.1)possui todas as palavras-ódigo não-nulas om ordem onstaília plena. Finalmente, aso aesolha do polin�mio gerador do ódigo onstaílio não satisfaça as ondições do Teorema3.12, ainda é possível prever qual a ordem onstaília das palavras-ódigo. No ódigo
(6, 2, 3) do Exemplo 3.7, o polin�mio M9(x), que possui raízes om ordem multipliativa 8,não é fator do polin�mio gerador, logo o ódigo possui palavras om ordem onstaília 8.Embora o Teorema 3.12 garanta uma maneira de onstruir ódigos onstaílios ujaspalavras-ódigo não-nulas tenham ordem onstaília plena, não se tem a garantia de queestes ódigos também serãoMDS, já que a esolha do polin�mio gerador para garantir que eleseja MDS está relaionada om a esolha das raízes onseutivas de xq+1 − a. Para onstruiródigos onstaílios que sejam MDS e que possuam todas as palavras-ódigo om ordemonstaília plena limita-se as possíveis esolhas para o polin�mio gerador desses ódigos,visto que é neessário se preoupar em seleionar raízes de xq+1 − a que sejam onseutivase que possuam ordem multipliativa diferente de q2 − 1. Nem sempre é possível esolherpolin�mios geradores om essas araterístias. Porém, há um aso partiular do Teorema3.12 [36℄ que garante a onstrução de ódigos onstaílios MDS ujas palavras-ódigo não-nulas tenham ordem onstaília plena.Lema 3.1Se q = 2m − 1 e m é um número inteiro ímpar tal que 2m − 1 seja um primo de Mersenne [49℄,então todas as raízes de xq+1 − a possuem ordem multipliativa igual a q2 − 1. �Demonstração: Como já é onheido, as raízes de xq+1−a pertenem aGF (q2) e podemser esritas na forma α1+(q−1)i, para 0 ≤ i ≤ q, em que α é um elemento primitivo dogrupo multipliativo de GF (q2), ou seja, a ordem multipliativa de α é igual a ord(α) =

q2 − 1. Fazendo β = α1+(q−1)i, a ordem multipliativa de β é dada por [10, pág. 35℄
ord(β) =

ord(α)

mdc [ord(α), 1 + (q − 1)i]

=
q2 − 1

mdc [q2 − 1, 1 + (q − 1)i]
. (3.20)Substituindo q = 2m − 1 no denominador da Equação (3.20)

mdc
[
22m − 2m+1, 1 + (2m − 2)i

]
= mdc [2m(2m − 2), 1 + (2m − 2)i]

= 1.



57Pois, 1+(2m−2)i é um número ímpar e não possui fatores omuns om 2m ou 2m−2 quesão números pares. Portanto, todas as raízes de xq+1 − a possuem ordem multipliativaord(β) = q2 − 1 quando q é um primo de Mersenne. �Corolário 3.1 � Teorema 3.12Se q = 2m − 1 é um primo de Mersenne, então todas as palavras-ódigo não-nulas de um ódigoonstaílio q-ário (q+1, k, dmin), ujo polin�mio gerador g(x) é fator de xq+1−a, possuem ordemonstaília plena. �O Corolário 3.1 garante que se q = 2m − 1 é um primo de Mersenne, não é neessárioesolher para o polin�mio gerador g(x) de um ódigo onstaílio as raízes de xq+1 − aque possuam ordem multipliativa diferente de q2 − 1, pois todas as raízes, neste aso, sãoelementos primitivos do grupo multipliativo de GF (q2). Desta forma, se são seleionadas 2traízes onseutivas de xq+1 − a para o polin�mio gerador de um ódigo onstaílio, entãoé obtido um ódigo onstaílio MDS om todas as palavras-ódigo não-nulas om ordemília plena.3.4.3 CLASSES DE EQUIVALÊNCIA CONSTACÍCLICADe�nição 3.13 � Classe de equivalênia onstaíliaConsidere dois polin�mios-ódigo c1(x) e c2(x) pertenentes a um ódigo onstaílio q-ário C ujospolin�mios-ódigo são reduzidos mod(xq+1 − a). Diz-se que c1(x) e c2(x) pertenem à mesmalasse de equivalênia onstaília se xic1(x) = c2(x) mod (xq+1 − a) para 1 ≤ i < q2 − 1.Se c1(x) tem ordem onstaília igual a j, então a lasse de equivalênia onstaília que ontém
c1(x) possui j polin�mios-ódigo, que orrespondem aos desloamentos onstaílios de c1(x), e alasse de equivalênia onstaília, da qual c1(x) agora é denominado líder, também tem ordemonstaília igual a j. �Deorre da De�nição 3.13 que a palavra-ódigo 0 onstitui uma lasse de equivalêniaonstaília de ordem igual a 1. Além do mais, qualquer palavra-ódigo pertenente a umamesma lasse de equivalênia pode ser de�nida omo líder de sua lasse.Pode-se exempli�ar o uso da De�nição 3.13 utilizando a Tabela 3.3 na qual estão todasas palavras não-nulas do ódigo do Exemplo 3.7. As palavras-ódigo c1, c2 e c3 são líderesde suas respetivas lasses de equivalênia onstaília. Essas palavras-ódigo possuem todas



58ordem onstaília igual a 8, logo ada uma dá origem, por meio de seus desloamentos ons-taílios, a uma lasse de equivalênia om ordem onstaília igual a 8 e om oito elementosada. Portanto, o ódigo do Exemplo 3.7 possui uma lasse de equivalênia onstaília omordem onstaília igual a 1 e três lasses de equivalênia om ordem onstaília 8. Para�nalizar, o ódigo dado no Exemplo 3.8 possui duas lasses de equivalênia onstaília, umaque tem a palavra-ódigo 0 omo líder e, portanto, tem ordem onstaília igual a 1 e outraom ordem onstaília igual a 24 a qual tem omo líder o polin�mio gerador do ódigo.



CAPÍTULO4CONSTRUÇ�O DE CÓDIGOSCICLICAMENTEPERMUTÁVEIS
Eu ouço, eu esqueço. Eu vejo, eu lembro. Eufaço, eu aprendo.�Confúio
N ESTE apítulo, apresenta-se uma lasse de ódigos introduzida por Gilbert [27℄, osódigos iliamente permutáveis (ódigos CP). Essa lasse de ódigos foi utilizada porA, Györ� e Massey [26℄ para onstruir sequênias de protoolo para o anal de olisão semrealimentação (Capítulo 2) no aso de M usuários ativos de um total de U . Para onstruirsequênias de protoolo por meio dessa lasse de ódigos, são utilizados os ódigos onstaí-lios disutidos no Capítulo 3.Este apítulo iniia abordando uma relação adequada para onverter arranjos bidimensi-onais em N -uplas binárias. Depois, de�ne-se uma representação ília para os elementos deum orpo �nito, GF (q). Utilizando estes dois resultados iniiais, juntamente om os ódigosonstaílios (Capítulo 3), mostra-se omo onstruir ódigos ílios binários não-lineares.Finalmente, são apresentadas as onstruções para ódigos CP.



604.1 CONSTRUÇ�O DE CÓDIGOS CÍCLICOS BINÁRIOS4.1.1 ARRANJOS BIDIMENSIONAIS E N -UPLASO objetivo é estabeleer uma orrespondênia um-a-um entre arranjos bidimensionais eN -uplas. Os arranjos bidimensionais onsiderados são semelhantes ao arranjo Am×n mostradoem (4.1), ujos elementos a(i, j), i = {0, 1, . . . ,m− 1} e j = {0, 1, . . . , n− 1}, pertenem a umalfabeto arbitrário.
A =











a(0, 0) a(0, 1) . . . a(0, n− 1)

a(1, 0) a(1, 1) . . . a(1, n− 1)... ... . . . ...
a(m− 1, 0) a(m− 1, 1) . . . a(m− 1, n− 1)











m×n

. (4.1)Em [26℄ foi utilizada uma orrespondênia um-a-um entre arranjos bidimensionais e N -uplas, om N = mn, que é garantida pelo teorema hinês do resto [49℄. Nesta situação, éneessário que m e n sejam primos entre si, isto é, md(m,n) = 1. Nesta dissertação, utiliza-se uma orrespondênia entre arranjos bidimensionais e N -uplas que foi proposta em [50℄ eapresentada de uma forma mais simples em [36℄. Tal orrespondênia é distinta da propostautilizada em [26℄ e, além disso, não neessita que m e n sejam primos entre si.De aordo om [36℄, [50℄, param e n números inteiros a relação que estabelee uma orres-pondênia um-a-um entre o arranjo Am×n da Equação (4.1) e N -uplas da forma
b = (b0, b1, . . . , bmn−1), ambos om elementos pertenentes a um mesmo alfabeto, é dadapor

bin+j = a(i, j), 0 ≤ i ≤ m− 1 e 0 ≤ j ≤ n− 1. (4.2)Exemplo 4.1Considere o arranjo A3×3 a seguir
A =








a(0, 0) a(0, 1) a(0, 2)

a(1, 0) a(1, 1) a(1, 2)

a(2, 0) a(2, 1) a(2, 2)








3×3

=








1 2 3

4 5 6

7 8 9








3×3

. (4.3)Pela relação dada em (4.2), om n = 3, a 9-upla orrespondente ao arranjo dado em (4.3) é b =

(b0, b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8) = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Veja os álulos na Tabela 4.1. �



61Tabela 4.1: Correspondênia entre os elementos do arranjo A3×3 e os elementos da 9-upla b.
(i, j) in+ j bin+j = a(i, j)

(0, 0) 0 b0 = a(0, 0) = 1

(0, 1) 1 b1 = a(0, 1) = 2

(0, 2) 2 b2 = a(0, 2) = 3

(1, 0) 3 b3 = a(1, 0) = 4

(1, 1) 4 b4 = a(1, 1) = 5

(1, 2) 5 b5 = a(1, 2) = 6

(2, 0) 6 b6 = a(2, 0) = 7

(2, 1) 7 b7 = a(2, 1) = 8

(2, 2) 8 b8 = a(2, 2) = 9De�nição 4.1 � OperadorDB(.)O operador DB(.) atua sobre um arranjo bidimensional Am×n, produzindo o arranjo A′′
m×n, daseguinte forma:1. O operadorDB(.), iniialmente, desloa iliamente todas as olunas do arranjoAm×n umaposição para a direita produzindo um novo arranjo A′

m×n;2. depois, o operador DB(.) desloa iliamente uma posição para baixo a oluna mais à es-querda do arranjo A′
m×n produzindo o arranjo A′′

m×n. �Exemplo 4.2Apliando o operador DB(.) da De�nição 4.1 ao arranjo A3×3 do Exemplo 4.1 obtém-se
A =








1 2 3

4 5 6

7 8 9








3×3

DB(A)
−−−−→ A′′ =








9 1 2

3 4 5

6 7 8








3×3

. (4.4)
�A 9-upla b′′ = (9, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) é obtida apliando a relação dada em (4.2) ao arranjo

A′′ do Exemplo 4.2. Nota-se que b′′ orresponde a um desloamento ílio para direita da
9-upla b = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) do Exemplo 4.1. Desta forma, de�nindo um operador Si(.),o qual apliado a uma N -upla a desloa iliamente de i posições para a direita, a relaçãoentre as 9-uplas b e b′′ pode ser expressa por intermédio deste operador omo S(b) = b′′.Vale lembar que a ordem ília, de�nida em termos do operador Si(.), é o menor valor de i



62para o qual Si(b) = b; e os possíveis valores de i são os divisores de N (omprimento da N -upla). O teorema a seguir faz uso dos operadoresDB(.) e Si(.) para estabeleer um resultadoimportante relaionando um onjunto de arranjos bidimensionais m × n e o onjunto de
mn-uplas derivado deste onjunto de arranjos por meio da relação dada em (4.2).Teorema 4.1Considere um onjunto X formado por arranjos bidimensionaism×n ujos elementos pertenem aum alfabeto arbitrário. O onjunto X será fehado em relação à operação realizada por DB(.) se esomente se o onjunto orrespondente de mn-uplas for fehado em relação à operação realizada por

Si(.). �Demonstração: Seja Am×n um arranjo bidimensional pertenente ao onjunto X e seja
b a mn-upla binária orrespondente ao arranjo Am×n de aordo om a Relação (4.2).Seja A′′

m×n um arranjo bidimensional tal que DB(Am×n) = A′′
m×n. A relação entre oselementos dos arranjos Am×n e A′′

m×n é dada por
a′′(i, j) = a(i mod m, j − 1 mod n), para 0 ≤ i ≤ m− 1, 1 ≤ j ≤ n− 1, e (4.5)
a′′(i, 0) = a(i− 1 mod m,n− 1), para 0 ≤ i ≤ m− 1 e j = 0, (4.6)em que l mod y denota o resto da divisão quando l é dividido por y. Sendo S(b) = b′, arelação entre os elementos das mn-uplas b e b′ é tal que

b′in+j mod mn = bin+j−1 mod mn, para 0 ≤ i ≤ m− 1 e 0 ≤ j ≤ n− 1. (4.7)A mn-upla b′′ é obtida apliando-se a Relação (4.2) ao arranjo A′′
m×n. Logo, usando asRelações (4.5) e (4.6) e para i = {0, 1, 2, . . . ,m− 1} obtém-se

b′′in+j mod mn = bin+j−1 mod mn, 1 ≤ j ≤ n− 1, e (4.8)
b′′in+j mod mn = bin−1 mod mn, j = 0. (4.9)Comparando as Relações (4.8) e (4.9) om a Relação (4.7), onlui-se que b′ = b′′ e,assim, S(b) = b′′. Portanto, uma ondição su�iente para o onjunto X ser fehado omrelação à operação realizada porDB(.) é o onjunto demn-uplas ser fehado om relaçãoà operação realizada por Si(.). De maneira análoga, pode-se mostrar que uma ondiçãoneessária para o onjunto X ser fehado om relação à operação realizada por DB(.) éo onjunto de mn-uplas ser fehado em relação à operação realizada por Si(.). �



634.1.2 UMA REPRESENTAÇ�O CÍCLICA PARA OS ELEMENTOS DE GF (q)Nesta subseção, o interesse é representar os elementos {0, 1, 2, . . . , q − 1} de GF (q) pormeio deN -uplas binárias. Sendo q um número primo ímpar, q−1 sempre será um número par.Conforme menionado anteriormente, a ordem ília de uma N -upla é igual a N ou a um deseus divisores. Logo, paraN = q− 1, sempre existe uma (q− 1)-upla binária de ordem íliaigual a 2 que orresponde a (q− 1)-upla de peso igual a (q− 1)/2 ujas oordenadas assumemvalores alternados 0 ou 1, isto é, (1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0) ou (0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1). Além do mais,sempre existe pelo menos uma (q − 1)-upla binária de ordem ília q − 1 que orresponde à
(q− 1)-upla de peso unitário. Porém, pode haver outras (q− 1)-uplas om ordem ília iguala q − 1, além da que foi itada, e que não tenham peso igual a 1.Exemplo 4.3Para q = 7, as 6-uplas binárias v1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0), v2 = (1, 1, 1, 0, 0, 0) e v3 = (1, 1, 0, 1, 0, 0)possuem ordem ília igual a 6, enquanto que a 6-upla binária v4 = (1, 0, 1, 0, 1, 0) possui ordemília igual a 2. �A de�nição a seguir estabelee uma representação para os elementos de GF (q) por meiode (q − 1)-uplas binárias.De�nição 4.2 � Representação-VSeja v uma (q − 1)-upla binária uja ordem ília é igual a q − 1. De�ne-se a representação-

V, omo sendo uma representação para os elementos de GF (q) por intermédio de (q − 1)-uplasbinárias tal que os elementos não-nulos ai, i = 0, 1, 2, . . . , q − 2, são representados pelas (q − 1)-uplas binárias Si(v) em que a é um elemento gerador do grupo multipliativo de GF (q) e Si(.)é o operador que desloa iliamente de i posições para a direita a (q − 1)-upla v. Além disso, oelemento 0 pode ser representado por uma (q − 1)-upla binária não-nula v′ e seus desloamentosílios tal que v′ 6= Si(v) para 0 ≤ i ≤ q − 2. Em partiular, v′ pode ser esolhida omo a
(q − 1)-upla toda nula 0. �Exemplo 4.4 � Continuação do Exemplo 4.3Considere q = 7, a = 3, v′ = v4 = (1, 0, 1, 0, 1, 0) e v = v3 = (1, 1, 0, 1, 0, 0). A representação-
V resultante para GF (7) é dada na Tabela 4.2. �A representação-V dada na De�nição 4.2 nada mais é que um onjunto de (q − 1)-uplasbinárias, logo é possível interpretá-la omo um ódigo de bloo ílio não-linear. Assim,



64Tabela 4.2: representação-V para o elementos de GF (7).
ai 6-upla
0 (1, 0, 1, 0, 1, 0)

0 (0, 1, 0, 1, 0, 1)

30 (1, 1, 0, 1, 0, 0)

31 (0, 1, 1, 0, 1, 0)

32 (0, 0, 1, 1, 0, 1)

33 (1, 0, 0, 1, 1, 0)

34 (0, 1, 0, 0, 1, 1)

35 (1, 0, 1, 0, 0, 1)pode-se assoiar uma distânia mínima, denotada por d(v), uja de�nição é a mesma dada naDe�nição 3.5. Baseando-se nesta a�rmação, se existir uma representação-V na qual a distân-ia de Hamming entre qualquer par de (q−1)-uplas deste onjunto for igual a d(v), então estarepresentação é dita ser equidistante. Claramente, a representação-V dada na Tabela 4.2 nãoé uma representação equidistante. Se a representação-V for limitada aos elementos do grupomultipliativo de GF (q), e a denotando por representação-V∗, então, por exemplo, para
v∗ = (1, 0, 0, . . . , 0) ou v∗ = (0, 1, 1, . . . , 1) a representação-V∗ é equidistante om d(v∗) = 2.4.1.3 CONSTRUÇÕESNeste ponto, o objetivo é onstruir ódigos ílios binários não-lineares. Para isto, sãoutilizados os ódigos onstaílios lineares q-ários (n, k, d), de�nidos no Capítulo 3, emque n, k e d representam, respetivamente, o omprimento das palavras, a dimensão e adistânia mínima do ódigo. Juntamente om esses ódigos, utiliza-se a representação í-lia de�nida para GF (q) e a relação entre arranjos bidimensionais e N -uplas. O proe-dimento para onstruir os ódigos ílios binários é desrito a seguir. Primeiro, ada pa-lavra q-ária c = (c0, c1, . . . , cn−1), pertenente ao ódigo onstaílio, é mapeada em umarranjo bidimensional ujas olunas são as transpostas das (q − 1)-uplas binárias, dadas pelarepresentação-V, para ada oordenada ci, 0 ≤ i ≤ n − 1, da palavra-ódigo c. Depois, osarranjos bidimensionais são onvertidos em N -uplas binárias por meio da relação dada em(4.2).Antes de enuniar o Teorema 4.2, que estabelee o prinipal resultado para gerar ódigosílios binários, vale ressaltar que na representação-V, De�nição 4.2, o elemento 0 é repre-sentado por uma (q−1)-upla v′ e seus desloamentos ílios, logo uma palavra-ódigo q-ária
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c = (c0, c1, . . . , cn−1) que tenha uma ou mais oordenadas nulas, ci = 0 para 0 ≤ i ≤ n − 1,pode ser assoiada a mais de um arranjo bidimensional e, onsequentemente, a mais de uma
N -upla binária. Sendo assim, deve-se ter um uidado espeial para que as qk palavras do ó-digo onstaílio representem exatamente qk N -uplas binárias orrespondendo as palavrasdo ódigo ílio binário. Para isto, as palavras do ódigo onstaílio devem ser separadasem lasses de equivalênia onstaília onforme a De�nição 3.13. Depois disso, seleiona-se,arbitrariamente, uma palavra-ódigo c para ser líder de sua respetiva lasse de equivalêniaonstaília e a ela assoia-se um arranjo bidimensional A(q−1)×n. Se c possui todas asoordenadas não-nulas, o mapeamento de c para A(q−1)×n é um-a-um e, portanto, não háproblemas. Entretanto, se c possui uma ou mais oordenadas nulas, o mapeamento de c para
A(q−1)×n é feito esolhendo-se, iniialmente, uma (q − 1)-upla v′ arbitrária para represen-tar o elemento 0 e mantendo �xa esta esolha. Os arranjos assoiados às palavras-ódigoque pertenem à mesma lasse de equivalênia onstaília de c, são obtidos apliando-se ooperador DB(.) ao arranjo A(q−1)×n de modo que a palavra-ódigo c′, orrespondente ao
i-ésimo desloamento onstaílio de c, é representada pelo arranjo bidimensional Z(q−1)×nobtido ao apliar o operador DB(.) i vezes ao arranjo A(q−1)×n. Daqui em diante, faz-sereferênia a esse proesso omo geração biunívoa de arranjos.Teorema 4.2 � Códigos ílios bináriosSeja q um número primo, q > 3, e C um ódigo onstaílio linear q-ário de parâmetros (n, k, d).Considere que ada palavra-ódigo, c = (c0, c1, . . . , cn−1), líder de lasse de equivalênia onsta-ília determine um arranjo bidimensional A(q−1)×n de modo que a i-ésima oluna de A(q−1)×nseja a transposta de uma (q − 1)-upla binária que orresponde à representação-V da i-ésima om-ponente de c e de�na b omo sendo a N -upla, om N = (q − 1)n, que orresponde ao arranjo

A(q−1)×n por meio da Relação (4.2). Além do mais, onsidere que as demais palavras-ódigo sãomapeadas em N -uplas binárias om o auxílio do proesso de geração biunívoa de arranjos. En-tão, o onjunto de qk N -uplas binárias orrespondentes às qk palavras-ódigo de C formam umódigo ílio binário de distânia mínima dmin ≥ dd(v) om igualdade se a representação-V de
GF (q) for equidistante. �Demonstração: Seja c ∈ C uma palavra-ódigo líder de lasse de equivalênia onsta-ília e seja A(q−1)×n o arranjo bidimensional orrespondente a c. Uma vez que C é umódigo linear onstaílio, desloar onstailiamente para a direita a palavra-ódigo cproduz uma palavra-ódigo c′ ∈ C ujo arranjo bidimensional, denotado por A′

(q−1)×n
, é



66tal que DB(A(q−1)×n) = A′
(q−1)×n. Sendo assim, os qk arranjos bidimensionais, orres-pondentes às palavras-ódigo de C, formam um onjunto Y fehado em relação à operaçãorealizada pelo operador DB(.). Segue do Teorema 4.1 que o onjunto de qk N -uplas bi-nárias b, om N = (q − 1)n, obtidas ao se apliar a relação dada em (4.2) aos arranjosbidimensionais do onjunto Y , é um onjunto fehado em relação à operação realizadapelo operador Si(.) e, portanto, é um ódigo ílio binário.Para onluir a demonstração, resta deduzir o limitante inferior dado para dmin. Comoo ódigo C tem distânia mínima d, duas palavras-ódigo distintas c1 e c2 diferem em doordenadas no mínimo, isto é, a distânia de Hamming entre elas satisfaz d(c1, c2) ≥

d. Sendo assim, as N -uplas binárias b1 e b2, orrespondendo a c1 e c2, respetiva-mente, diferem em dd(v) oordenadas no mínimo, em que d(v) é a distânia mínimada representação-V. Uma vez que d(c1, c2) ≥ d é satisfeita om igualdade para algumasesolhas de c1 e c2, onlui-se que dmin ≥ dd(v) e ela é satisfeita om igualdade aso arepresentação-V seja equidistante. �Exemplo 4.5Considere as 6-uplas 5-árias (4, 0, 2, 0, 1, 0) e (2, 1, 1, 3, 3, 4), palavras do ódigo onstaílio doExemplo 3.7, e a representação-V em que v = (1, 1, 0, 0) e v′ = (1, 0, 1, 0). Sendo assim, arepresentação-V para os elementos {0, 1, 2, 3, 4} de GF (5) é: 0 ↔ (1, 0, 1, 0) ou 0 ↔ (0, 1, 0, 1),
30 = 1 ↔ (1, 1, 0, 0), 31 = 3 ↔ (0, 1, 1, 0), 32 = 4 ↔ (0, 0, 1, 1) e 33 = 2 ↔ (1, 0, 0, 1). Logo,os arranjos bidimensionais A4×6 orrespondentes às duas palavras-ódigo dadas são:
(4, 0, 2, 0, 1, 0) ⇔











0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 0

1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 0 0











4×6

e (2, 1, 1, 3, 3, 4) ⇔











1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 0 1











4×6

.

As respetivas 24-uplas são
(4, 0, 2, 0, 1, 0) ⇔ (0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0) e
(2, 1, 1, 3, 3, 4) ⇔ (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1). �Os ódigos ílios binários onstruídos por meio do Teorema 4.2 podem ser de pesoonstante ou não, tal araterístia depende da esolha feita para as (q − 1)-uplas v e v′ darepresentação-V. Se w(v) = w(v′), então o ódigo ílio binário é de peso onstante om
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w = nw(v). Caso ontrário, se w(v) 6= w(v′), então o ódigo ílio binário não é de pesoonstante.A seguir, são apresentadas algumas onstruções de ódigos ílios binários baseadas noTeorema 4.2.Construção 4.1Seja q um número primo, q > 3, n = q+1 e k um número par tal que 2 ≤ k ≤ q−1. Esolha umarepresentação-V om w(v) = w(v′), e um ódigo onstaílio linear q-ário (q + 1, k, q − k + 2)(MDS). Pelo Teorema 4.2, obtém-se um ódigo ílio binário de peso onstante om qk palavras-ódigo de omprimento N = q2 − 1 e om distânia mínima dmin ≥ (q − k + 2)d(v). �Construção 4.2Seja q um número primo, q > 3, n = q+1 e k um número par tal que 2 ≤ k ≤ q−1. Esolha umarepresentação-V om w(v) = w(v′), e um ódigo onstaílio linear q-ário (q+1, k, d) onstruídode aordo om o Teorema 3.12. Pelo Teorema 4.2, obtém-se um ódigo ílio binário de peso onstanteom qk palavras-ódigo de omprimento N = q2 − 1, om distânia mínima dmin ≥ dd(v) e talque todas as palavras-ódigo têm ordem ília plena. �Construção 4.3Seja q = 2m − 1 um primo de Mersenne, n = q + 1 e k um número par tal que 2 ≤ k ≤

q − 1. Esolha uma representação-V om w(v) = w(v′), e um ódigo onstaílio linear q-ário
(q+1, k, q−k+2) (MDS). Pelo Teorema 4.2, obtém-se um ódigo ílio binário de peso onstanteom qk palavras-ódigo de omprimentoN = q2−1, om distânia mínima dmin ≥ (q−k+2)d(v)e tal que todas as palavras-ódigo têm ordem ília plena. �Na onstrução de ódigos CP é interessante esolher uma representação-V om v =

(1, 0, 0, . . . , 0) e v′ = (0, 0, 0, . . . , 0). Portanto, substituindo esta representação-V nas Cons-truções 4.1, 4.2 e 4.3 obtém-se as onstruções a seguir.Construção 4.4Seja q um número primo, q > 3, n = q + 1 e k um número par tal que 2 ≤ k ≤ q − 1. Esolhauma representação-V om v = (1, 0, 0, . . . , 0) e v′ = (0, 0, 0, . . . , 0), e um ódigo onstaíliolinear q-ário (q+1, k, q−k+2) (MDS). Pelo Teorema 4.2, obtém-se um ódigo ílio binário om
qk palavras-ódigo de omprimento N = q2 − 1 e om distânia mínima dmin = q − k + 2. �



68Construção 4.5Seja q um número primo, q > 3, n = q + 1 e k um número par tal que 2 ≤ k ≤ q − 1. Esolhauma representação-V om v = (1, 0, 0, . . . , 0) e v′ = (0, 0, 0, . . . , 0), e um ódigo onstaíliolinear q-ário (q + 1, k, d) onstruído de aordo om o Teorema 3.12. Pelo Teorema 4.2, obtém-se umódigo ílio binário om qk palavras-ódigo de omprimento N = q2 − 1, om distânia mínima
dmin = d e tal que todas as palavras-ódigo não nulas têm ordem ília plena. �Construção 4.6Seja q = 2m − 1 um primo de Mersenne, n = q + 1 e k um número par tal que 2 ≤ k ≤

q − 1. Esolha uma representação-V om v = (1, 0, 0, . . . , 0) e v′ = (0, 0, 0, . . . , 0), e um ódigoonstaílio linear q-ário (q+1, k, q−k+2) (MDS). Pelo Teorema 4.2, obtém-se um ódigo íliobinário om qk palavras-ódigo de omprimentoN = q2−1, om distânia mínima dmin = q−k+2e tal que todas as palavras-ódigo não-nulas têm ordem ília plena. �Vale destaar que para as Construções 4.4 a 4.6, se no lugar de v = (1, 0, 0, . . . , 0) for uti-lizada v = (0, 1, 1, . . . , 1) os resultados obtidos seriam semelhantes, sendo o peso das palavrasdos ódigos ílios binários obtidos a únia diferença.4.2 CONSTRUÇ�O DE CÓDIGOS CICLICAMENTE PERMUTÁVEISCódigos iliamente permutáveis (ódigos CP) foram introduzidos por Gilbert [27℄ em1963. A de�nição a seguir é semelhante àquela introduzida em [27℄.De�nição 4.3Um ódigo iliamente permutável é um ódigo de bloo binário de omprimentoN em que adapalavra-ódigo tem ordem ília plena e tal que as palavras-ódigo são iliamente distintas. �A De�nição 4.3 garante que dada uma palavra do ódigo, digamos c, nenhuma outrapalavra deste ódigo pode ser obtida desloando iliamente a palavra-ódigo c uma oumais vezes.O oneito de lasse de equivalênia onstaília (De�nição 3.13), de�nido para as pa-lavras de um ódigo onstaílio, pode ser apliado de maneira semelhante às palavras deum ódigo ílio ou para uma N -upla, em geral. Desta forma, sendo b uma N -upla l-ária,
l um número inteiro, pode-se de�nir lasse de equivalênia ília omo sendo o onjunto de
N -uplas ujos elementos orrespondem a todos os desloamentos ílios distintos de b. Em



69termos do operador Si(.), duas N -uplas, b e b′, pertenem à mesma lasse de equivalêniaília se Si(b) = b′ para algum valor de i, 1 ≤ i ≤ N − 1. Se b tem ordem ília j, entãoa lasse de equivalênia a qual b pertene tem j N -uplas e, portanto, esta lasse tem ordemília j. Desta forma, um ódigo CP pode ser de�nido, alternativamente, omo um ódigode bloo binário tal que suas palavras-ódigo pertenem a diferentes lasses de equivalêniaília ada uma om ordem ília igual ao omprimento das palavras-ódigo.Exemplo 4.6Um ódigo de bloo onstituído pelas palavras-ódigo {(0, 0, 0, 1); (0, 0, 1, 1); (0, 1, 1, 1)} é um ó-digo CP. Observe que todas as palavras-ódigo tem ordem ília igual a 4, ou seja, igual ao ompri-mento das palavras-ódigo e nenhum desloamento ílio de uma palavra-ódigo gera outra palavra-ódigo. �A distânia mínima ília de um ódigo CP de omprimento N , denotada por dc, é de-�nida omo a menor distânia de Hamming entre uma palavra-ódigo, digamos c, e seusdesloamentos ílios Si(c), 1 ≤ i ≤ N − 1, ou os desloamentos ílios de uma outrapalavra-ódigo Si(c′). Por exemplo, para determinar a distânia mínima ília do ódigoCP do Exemplo 4.6, deve-se onstruir as lasses de equivalênia ília, geradas por meiode ada uma das palavras deste ódigo CP, e enontrar a menor distânia de Hamming en-tre um par de 4-uplas de um total de doze 4-uplas binárias. Na Tabela 4.3 mostra-se aslasses de equivalênia ília para as palavras do ódigo CP do Exemplo 4.6. Neste aso,
dc = dHamming{(0, 0, 1, 1); (0, 1, 1, 1)} = 1. Observando atentamente a Tabela 4.3, perebe-seque o onjunto de doze 4-uplas onstitui um ódigo ílio binário, pois, de aordo om a De-�nição 3.7, os desloamentos ílios de qualquer uma das doze 4-uplas pertene ao onjunto.Isto implia que o proedimento para alular a distânia mínima ília dc do ódigo CP doExemplo 4.6, realizado anteriormente, é equivalente a alular a distânia mínima dmin do ó-digo ílio binário omposto pelas doze 4-uplas da Tabela 4.3. Portanto, em geral, a distâniamínima ília dc de um ódigo CP é igual a distânia mínima dmin do ódigo ílio binárioobtido ao gerar as lasses de equivalênia ília para ada uma das palavras do ódigo CP.Daqui em diante, denota-se um ódigo CP por CCP (N,Mc, dc) em que N é o omprimentodas palavras-ódigo,Mc é o número de palavras-ódigo e dc é a distânia mínima ília desteódigo.Em geral, dado um ódigo ílio binário (N, k, dmin), se seu diionário for dividido emlasses de equivalênia ília e, no máximo, uma palavra-ódigo de ada uma das distintas



70Tabela 4.3: Classes de equivalênia ília para as palavras do ódigo CP do Exemplo 4.6.
i (0, 0, 0, 1) (0, 0, 1, 1) (0, 1, 1, 1)

1 (1, 0, 0, 0) (1, 0, 0, 1) (1, 0, 1, 1)

2 (0, 1, 0, 0) (1, 1, 0, 0) (1, 1, 0, 1)

3 (0, 0, 1, 0) (0, 1, 1, 0) (1, 1, 1, 0)lasses de equivalênia ília, de ordemN , for seleionada, então obtém-se umCCP (N,Mc, dc)om dc ≥ dmin e Mc igual ao número de palavras do ódigo ílio binário seleionadas. Istoimplia que se pode obter ódigos CP utilizando os ódigos ílios binários das Construções4.1 a 4.6 da subseção anterior. Um proedimento direto para realizar essa tarefa é denomi-nado de força-bruta e é desrito na sequênia. Iniialmente, esolhe-se, arbitrariamente, umapalavra c do ódigo ílio binário para ser uma palavra do ódigo CP. Depois, outra palavrado ódigo ílio binário c′ é esolhida e ompara-se todos os desloamentos ílios de c′,
Si(c′), om a palavra-ódigo c. Se Si(c′) = c, 1 ≤ i ≤ N − 1, então a palavra é desartada,aso ontrário, c′ é esolhida omo uma palavra do ódigo CP. Este proesso ontinua até quetodas as qk palavras do ódigo ílio binário sejam testadas.Se o número de palavras do ódigo ílio binário é elevado, então o proesso de seleçãopor força-bruta é ine�iente. Além do mais, segundo A, Györ� e Massey [26℄, para o proedi-mento de geração de um ódigo CP ser quali�ado omo onstrução, tal proedimento deve serfailmente implementável. Construções de ódigos CP, no sentido de�nido em [26℄, são apre-sentadas em [26℄, [29℄, [51℄, [52℄. O teorema a seguir baseia-se no proedimento para geraçãode ódigos CP usado em [51℄ e estabelee um resultado importante para o proedimento degeração de ódigos CP proposto nesta dissertação.Teorema 4.3Seja C um ódigo onstaílio linear q-ário (q + 1, k, d) gerado por g(x) e seja s(x) um polin�miode grau 2 que pertene ao expoente q2 − 1 e é fator do polin�mio de veri�ação de paridade h(x).Além do mais, onsiderem(x) um polin�mio-mensagem ujo grau é menor ou igual a k− 3. Então,as palavras-ódigo c(x) seleionadas tal que c(x) = g(x)[1 + s(x)m(x)] têm ordem onstaíliaplena e são onstailiamente distintas. �Demonstração: Se c(x) ∈ C tem ordem onstaília plena, então o menor valor para o



71qual i satisfaz
xic(x) = c(x) mod xq+1 − a ou, equivalentemente,

(xi − 1)c(x) = 0 mod xq+1 − a, (4.10)é i = q2 − 1. Visto que s(x) é um fator de h(x), pode-se esrever h(x) = a(x)s(x), em que
a(x) é fator de h(x). Substituindo c(x) por g(x)[1 + s(x)m(x)] em (4.10) obtém-se

(xi − 1)g(x)[1 + s(x)m(x)] = 0 mod g(x)h(x),

(xi − 1)[1 + s(x)m(x)] = 0 mod h(x)

= 0 mod a(x)s(x). (4.11)Como md[1 + s(x)m(x), s(x)] = 1, a Equação (4.11) é satisfeita se e somente se s(x)tem fator omum om xi − 1. Porém, por de�nição, s(x) pertene ao expoente q2 − 1.Assim, o menor valor de i para o qual a Equação (4.11) é satisfeita é i = q2 − 1. Portanto,as palavras-ódigo c(x) seleionadas de modo que c(x) = g(x)[1 + s(x)m(x)] têm ordemonstaília plena.Para provar que as palavras-ódigo são onstailiamente distintas, onsidere duaspalavras-ódigo, distintas, c1(x) = g(x)[1 + s(x)m1(x)] e c2(x) = g(x)[1 + s(x)m2(x)].Suponha que c1(x) e c2(x) pertençam à mesma lasse de equivalênia onstaília. Ouseja,
xic2(x) = c1(x) mod xq+1 − a, 0 < i < q2 − 1. (4.12)Manipulando algebriamente a Equação (4.12) obtém-se

xic2(x)− c1(x) = 0 mod xq+1 − a,

xi[1 + s(x)m2(x)]g(x)− [1 + s(x)m1(x)]g(x) = 0 mod g(x)h(x),

xi − 1 + s(x)[xim2(x)−m1(x)] = 0 mod a(x)s(x). (4.13)Para que a Equação (4.13) seja satisfeita, s(x) deve ser fator de xi− 1. Entretanto, estaondição é impossível, pois s(x) pertene ao expoente q2 − 1 e 0 < i < q2 − 1. Assim, ahipótese de que as palavras-ódigo c1(x) e c2(x) pertenem à mesma lasse de equivalêniaonstaília é falsa e, portanto, elas são onstailiamente distintas. �



72Construção 4.7Seja q um número primo, q > 3, n = q + 1 e k um número par tal que 4 ≤ k ≤ q − 1. Esolhauma representação-V om v = (1, 0, 0, . . . , 0), v′ om ordem ília q − 1 e w(v′) ≥ 3, e umódigo C onstaílio linear q-ário (q + 1, k, q − k + 2) (MDS). Apliando o Teorema 4.2 a adapalavra-ódigo c(x) seleionada de aordo om o Teorema 4.3, obtém-se um CCP (N,Mc, dc) om
N = q2 − 1,Mc = qk−2 e om distânia mínima ília dc ≥ (q − k + 2)d(v). �De maneira análoga ao que é feito em [26℄, a e�iênia do proedimento utilizado paragerar os ódigos CP da Construção 4.7 é analisada. As palavras do ódigo CP da Constru-ção 4.7 pertenem a um ódigo ílio binário om N = q2 − 1 e Mp = qk palavras-ódigo.Desta forma, a razão Mp/N = qk/q2 − 1 é um limitante superior para o número de palavrasque podem ser seleionadas para o ódigo CP. O proedimento utilizado na Construção 4.7seleionaMc = qk−2 e este valor é menor que o limitante superior por um fator de (q2−1)/q2que tende ao valor 1 à medida que o valor de q aumenta.Uma das onstruções de ódigos CP propostas em [26℄ utiliza ódigos Reed-Solomon. Aspalavras do ódigo CP pertenem a um ódigo binário ílio de omprimento N = q(q − 1)om Mp = qk palavras-ódigo. O proedimento utilizado em [26℄ seleiona Mc = qk−2palavras para o ódigo CP. Logo, o limitante superior é dado por Mp/N = qk−1/(q − 1) e ototal de palavrasMc = qk−2 difere desse limitante por um fator de (q− 1)/q. Comparando-seeste fator om o fator (q2 − 1)/q2, perebe-se que para qualquer valor de q, (q2 − 1)/q2 >

(q−1)/q. Portanto, a Construção 4.7 é mais e�iente do que a Construção baseada em ódigosRS proposta em [26℄. De modo semelhante, é failmente demonstrável que a Construção 4.7é mais e�iente do que a outra onstrução de ódigos CP, baseada em ódigos Berlekamp-Justesen, também proposta em [26℄. Portanto, esta é uma ontribuição signi�ativa destadissertação.Os ódigos CP da Construção 4.7 não são de peso onstante. Embora seja su�iente es-olher uma representação-V om w(v) = w(v′) para obter ódigos CP de peso onstante pormeio da Construção 4.7, essa esolha não é boa para apliar os ódigos CP omo sequên-ias de protoolo. Para onstruir ódigos CP de peso onstante adequados para apliaçãoomo sequênia de protoolo, utiliza-se um subonjunto de palavras de um ódigo onsta-ílio om peso onstante tal que elas não possuam nenhuma oordenada nula. As duasonstruções propostas a seguir ontemplam as ondições propostas.



73Construção 4.8Seja q um número primo, q > 3, n = q + 1 e k um número par tal que 4 ≤ k ≤ q − 1.Esolha a representação-V∗ om v∗ = (1, 0, 0, . . . , 0), e um ódigo C onstaílio linear q-ário
(q + 1, k, q − k + 2) (MDS) onstruído de aordo om o Teorema 3.12. Divida o subonjunto depalavras de C om peso w = q + 1 em lasses de equivalênia onstaília e de�na uma palavra-ódigo para ser a líder de ada uma destas lasses. Apliando o Teorema 4.2 a ada palavra líderde uma lasse de equivalênia onstaília, obtém-se um CCP (N,Mc, dc) om N = q2 − 1,
Mc = Aq+1/N , em que Aq+1 é dado pela Fórmula (3.17), e om distânia mínima ília igual a
dc = 2(q − k + 2). �Observe que na Construção 4.8, o ódigo onstaílio deve serMDS e todas suas palavras-ódigo devem ter ordem onstaília plena. Tal onstrução é possível esolhendo adequada-mente o polin�mio gerador g(x), mesmo não tendo a garantia de que todas as raízes de

xq+1 − a sejam primitivas omo oorre quando q é um primo de Mersenne. O ódigo onsta-ílio do Exemplo 3.8mostra que é possível esse tipo de onstrução. Com relação aos primosde Mersenne, a onstrução a seguir, proposta em [36℄, é um aso partiular da Construção 4.8quando q é um primo de Mersenne.Construção 4.9Seja q = 2m − 1 um primo de Mersenne, n = q + 1 e k um número par tal que 4 ≤ k ≤ q − 1.Esolha a representação-V∗ om v∗ = (1, 0, 0, . . . , 0), e um ódigo C onstaílio linear q-ário
(q+1, k, q− k+2) (MDS). Divida o subonjunto de palavras de C om peso w = q+1 em lassesde equivalênia onstaília e de�na uma palavra-ódigo para ser a líder de ada uma destas lasses.Apliando o Teorema 4.2 a ada palavra líder de uma lasse de equivalênia onstaília, obtém-seum CCP (N,Mc, dc) omN = q2−1,Mc = Aq+1/N , em queAq+1 é dado pela Fórmula (3.17),e om distânia mínima ília igual a dc = 2(q − k + 2). �



CAPÍTULO5SEQUÊNCIAS DE PROTOCOLO
Ninguém é tão sábio que nada tenha paraaprender, nem tão tolo que nada tenha para en-sinar.�Blaise Pasal
N ESTE apítulo, o objetivo é mostrar a apliação de ódigos iliamente permutáveis(ódigos CP) omo sequênias de protoolo para o anal de olisão sem realimenta-ção (Capítulo 2). O desempenho das sequênias de protoolo propostas é analisado e é feitauma omparação om as sequênias de protoolo, também onstruídas por meio de ódigosCP, propostas em [26℄, [29℄.5.1 SEQUÊNCIAS DE PROTOCOLO PARA O CANAL DE COLIS�O SEMREALIMENTAÇ�OA, Györ� eMassey [26℄ mostraram que ódigos iliamente permutáveis [27℄ onstituem umasolução natural para o aso partiular de aesso múltiplo em que M usuários, de um total de
U , estão ativos em um dado quadro. Nesta situação, ada usuário reebe uma palavra doódigo CP e a utiliza omo sequênia de protoolo para ontrolar suas transmissões. Destaforma, as palavras do ódigo CP onstituem um onjunto (U,M,N, σ) de sequênias de pro-



75toolo, em que U denota o total de usuários que ompartilham o anal, M denota o númerode usuários ativos por quadro, ujo omprimento é denotado por N , e σ denota o número to-tal de paotes que os usuários podem emitir, por quadro, om a garantia de que são reebidoslivres de olisão.Uma outra abordagem, omplementar ao trabalho de A, Györ� e Massey [26℄, é utili-zar ódigos iliamente permutáveis de peso não-onstante omo sequênias de protoolo.Nesta situação, usuários distintos podem ter sequênias de protoolo om diferentes fatoresde trabalho. Lembrando que no Capítulo 2, o fator de trabalho pi do usuário i, 1 ≤ i ≤ U ,é de�nido omo a fração de tempo em que a sua sequênia de protoolo assume o valor 1.Então para sequênias de protoolo provenientes das palavras de um ódigo CP de ompri-mento N , pode-se, alternativamente, de�nir o fator de trabalho pi omo sendo a razão entreo peso wi da palavra-ódigo, orrespondente à sequênia de protoolo, e o omprimento Ndas palavras-ódigo, logo pi = wi/N . Obviamente, se o ódigo CP é de peso onstante, entãotodos os usuários possuem fator de trabalho dado por p = w/N .O Teorema 5.1, enuniado na sequênia, estabelee o prinipal resultado para o álulode M e σ quando as palavras de um ódigo CP, de peso onstante ou não, são usadas omosequênias de protoolo. Na prova do Teorema 5.1, faz-se uso da propriedade de orrelação queé de�nida omo o número de oordenadas em que duas N -uplas binárias oinidentementepossuem valor 1.Lema 5.1Em um ódigo iliamente permutável de peso não-onstante, CCP (N,Mc, dc), a orrelação,denotada por ρ, entre qualquer palavra-ódigo e seus desloamentos ílios ou entre quaisquer des-loamentos ílios de duas palavras-ódigo distintas satisfaz
ρ ≤ wmax − dc/2, (5.1)em que wmax denota o maior peso de Hamming dentre as palavra do ódigo. �Demonstração: Para duas N -uplas binárias quaisquer que possuam pesos wi e wj euja distânia de Hamming entre elas seja d, o número de 1's em que elas oinidem éexatamente (wi+wj)/2−d/2. Sendo asN -uplas binárias palavras de um ódigo CP, sendo

wmax o maior peso de Hamming dentre as palavras-ódigo e sendo dc a distânia mínimaília, então o valor máximo para orrelação entre duas palavras do ódigo é obtidoquando ambas possuem peso wmax. Assim, ρ = wmax − dc/2. Portanto, a orrelação entre



76quaisquer desloamentos ílios de duas palavras-ódigo distintas satisfaz ρ ≤ wmax −

dc/2. �Teorema 5.1SejaCCP (N,Mc = U, dc) um ódigo iliamente permutável de peso não-onstante ujas palavras-ódigo possuem peso mínimo e peso máximo denotados, respetivamente, por wmin e wmax. Para umnúmero inteiro σ, 1 ≤ σ ≤ wmax, um ódigo iliamente permutável CCP (N,Mc = U, dc) éum onjunto de sequênias de protoolo, representadas por (U,M,N, σ), para
M ≥ min

{

U,

⌊
wmin − 1

wmax − dc/2

⌋

,

⌊
wmin − σ

wmax − dc/2

⌋

+ 1

}

. (5.2)
�Demonstração: Iniialmente, onsidere a estratégia pela qual o reeptor é apaz de iden-ti�ar os usuários ujos paotes foram reebidos om suesso. Para isto, onsidere o on-juntoW ujos elementos são os pesos das sequênias de protoolo dos U usuários do anale onsidere um quadro arbitrário de omprimento N que é proessado pelo reeptor emum instante de tempo também arbitrário. Seja τ = [τ1, τ2, . . . , τN ] a N -upla binária querepresenta o vetor atividade de transmissão, em que τj , 1 ≤ j ≤ N , assume valores 0 ou 1orrespondendo, respetivamente, ao símbolo de silênio ou outro símbolo qualquer (pa-ote ou olisão) reebido no j-ésimo intervalo de tempo desse quadro. O reeptor deidese o usuário i está ativo no quadro reebido se e somente se os valores de j para os quais

τj = 1, 1 ≤ j ≤ N , oinidem om os valores de l para os quais sil = 1, 1 ≤ l ≤ N ,em que si = {sil}
N
l=1, 1 ≥ i ≥ U , denota a sequênia de protoolo do usuário i. Se ousuário i, de fato, está ativo no quadro, então a regra de deisão desrita está sempreorreta. No entanto, se o usuário i não está ativo no quadro, então a regra de deisãoutilizada falha. Para deduzir uma ondição su�iente assegurando que o usuário i nãoestá ativo em um quadro arbitrário, onsidere um número M de usuários ativos ujassequênias de protoolo possuem peso qualquer, não neessariamente iguais, pertenenteaW e onsidere, ainda, que o usuário i possui sequênia de protoolo ujo peso é wi ∈ W .Portanto, se o usuário i não está ativo no quadro, seM usuários estão ativos, no máximo,e se ρ denota o número máximo de 1's em que as sequênias de protoolo dos M usuáriosobrem, uma por vez, os 1's em si, então Mρ < wmin é uma ondição su�iente paraidenti�ar orretamente que o usuário i não está ativo, qualquer que seja o wi ∈ W . Mas,

ρ ≤ wmax − dc/2 de aordo om o Lema 5.1 e pelo fato de que a sequênia de protoolo



77de ada usuário pode estar desloada iliamente. Assim, M(wmax − dc/2) < wmin ou,equivalentemente, M(wmax − dc/2) ≤ wmin − 1 é uma ondição su�iente para identi�arorretamente os usuários ativos por quadro. Logo, o número de usuários ativos M quesatisfaz essa ondição é dado por
M =

⌊
wmin − 1

wmax − dc/2

⌋

. (5.3)Dando ontinuidade a demonstração, o objetivo é mostrar uma ondição su�ientepara que ada um dosM usuários ativos, por quadro, possa enviar, no mínimo, σ paotesque são reebidos livres de olisão. Para isto, suponha que o usuário i está ativo. Comoos paotes dos demaisM −1 usuários ativos podem olidir om, no máximo, wmax−dc/2paotes enviados pelo usuário i, então o usuário i tem a garantia de que wmin − (M −

1)(wmax−dc/2) dos seus paotes hegam ao reeptor sem sofrer olisão qualquer que sejao peso wi ∈ W da sequênia de protoolo do usuário i. Logo, σ ≥ wmin− (M −1)(wmax−

dc/2) ou, equivalentemente,
M =

⌊
wmin − σ

wmax − dc/2

⌋

+ 1. (5.4)Por �m, é trivial que a ondiçãoM ≤ U seja satisfeita e, portanto, se o valor deM é omínimo entre U e os valores inteiros dados pelas Fórmulas (5.3) e (5.4), então o reeptoré apaz de identi�ar orretamente os usuários ativos por quadro e ada um deles tem agarantia de poder enviar σ paotes que são reebidos livres de olisão. Porém, as Fórmulas(5.3) e (5.4) foram deduzidas onsiderando o pior aso, pois é possível situações em quesó há usuários ativos que possuem sequênias de protoolo om peso wmin e, então, onúmero de usuários ativos é maior que o valor alulado em (5.3) e (5.4). Logo, justi�a-se a desigualdade em (5.2) e a ondição de igualdade oorre quando o ódigo CP é de pesoonstante. �Obviamente, se o ódigo CP for de peso onstante, então wmin = wmax = w e o Teo-rema 5.1 reduz-se ao resultado proposto pelo Teorema 4 em [26℄ para ódigos CP de pesoonstante. Portanto, o Teorema 5.1 é uma generalização do Teorema 4 em [26℄, sendo estauma ontribuição importante desta dissertação.Pelo Teorema 5.1, as onstruções de ódigos CP propostas no Capítulo 4 podem ser apli-adas omo sequênias de protoolo para o anal de olisão sem realimentação apresentadono Capítulo 2. Os ódigos CP da Construção 4.7 são adequados para situações em que os



78usuários possuem diferentes fatores de trabalho, pois os ódigos não são de peso onstante. Jáos ódigos CP das Construções 4.8 e 4.9 são de peso onstante e são adequados para situaçõesem que os usuários possuem o mesmo fator de trabalho.5.1.1 USUÁRIOS COM DIFERENTES FATORES DE TRABALHOConforme dito anteriormente, os ódigos CP da Construção 4.7 não são de peso-onstante,logo as suas palavras-ódigo são adequadas para o uso omo sequênias de protoolo numasituação em que os usuários possuem diferentes fatores de trabalho. Lembrando que os fatoresde trabalho são alulados por pi = wi/N, 1 ≤ i ≤ U , em que wi é o peso da palavra-ódigoesolhida omo sequênia de protoolo e N é o omprimento do ódigo CP, então os fatoresde trabalho dependem do peso w(v′) da (q − 1)-upla binária v′. Assim, variando o valor de
w(v′) pode-se ajustar o valor dos fatores de trabalho pi. No entanto, deve-se pereber que àmedida que o valor de w(v′) aumenta, o valor do peso máximo wmax na Desigualdade (5.2)também aumenta, mas a distânia mínima ília dc permanee onstante. Logo, o limitanteinferior para o número de usuários ativos por quadro diminui e, portanto, deve-se ter uidadoao de�nir o valor para w(v′).Do ponto de vista prátio, aumentar o valor de w(v′) implia aumentar o número deintervalos de tempo em que os usuários transmitem paotes num quadro. Como se trata deum anal de múltiplo aesso, se um número onsiderável de usuários possuem altas taxas detransmissão, o número de olisões aumenta e o número de usuários ativos por quadro devediminuir, onordando om o resultado previsto pela Desigualdade (5.2).Exemplo 5.1Para q = 41 e k = 4, o ódigo onstaílio (42, 4, 39) satisfaz as ondições da Construção 4.7.Sendo v = (1, 0, 0, . . . , 0) e esolhendo v′ = (1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0), ambos om 40 oordenadas,

w(v′) = 3, obtém-se um CCP (1680, 1681, 78). Como o ódigo onstaílio possui palavras-ódigo de peso 42, 41, 40 e 39, os possíveis pesos das palavras do ódigo CP são 42, 44, 46 e 48.Logo, as sequênias de protoolo obtidas possuem fatores de trabalho 42
1680

, 44
1680

, 46
1680

e 48
1680

. PelaDesigualdade (5.2), om wmin = 42, wmax = 48 e σ = 24, obtém-se M ≥ 3. Isto é, o onjuntode sequênias de protoolo (1681, 3, 1680, 24) permite que, no mínimo, 3 usuários, om quaisquerdos quatro fatores de trabalho permitidos, possam estar ativos num mesmo quadro emitindo 24paotes que são reebidos livres de olisão. É valido observar que para σ = 15 é possível atingir
M ≥ 4, produzindo um onjunto de sequênias de protoolo (1681, 4, 1680, 15). A esolha de



79utilizar um dos dois onjuntos de sequênias de protoolo depende da apliação, pois em algumas onúmero de usuários ativos pode ser prioridade, enquanto que em outras um número maior de paotestransmitidos pode ser mais importante. �Conforme menionado no �nal da demonstração do Teorema 5.1, é possível alular onúmeromáximo de usuários por quadro, onsiderando o aso quando só usuários om fatoresde trabalho igual p = wmin/N estão ativos. Assim, o número máximo de usuários ativos,
M , pode ser alulado por meio da Desigualdade (5.2) substituindo wmax por wmin. Para oExemplo 5.1, o valor máximo é M = 13 om σ = 6, portanto o número de usuários ativospor quadro varia no intervalo 3 ≤ M ≤ 13, enquanto que o número de paotes reebidoslivres de olisão varia entre 6 ≤ σ ≤ 24.5.1.2 USUÁRIOS COM O MESMO FATOR DE TRABALHOOs exemplos a seguir ilustram o uso dos ódigos CP das Construções 4.8 e 4.9 quandoapliados omo sequênias de protoolo para o anal de olisão sem realimentação.Exemplo 5.2Para q = 13 e k = 4, o ódigo onstaílio (14, 4, 11) om polin�mio gerador

g(x) = M1(x)M25(x)M37(x)M49(x)M61(x) (Tabela 5.1) satisfaz as ondições da Construção 4.8.Pela Fórmula (3.17), A14 = 8736, logo Mc = 8736/168 = 52 e, portanto, obtém-se um
CCP (168, 52, 22) de peso onstante w = 14. Utilizando a Desigualdade (5.2) do Teorema 5.1para σ = 8, o valor obtido paraM é dado por

M = ⌊(w − 1)/(w − dc/2)⌋ = ⌊(14− 1)/(14− 11)⌋

= ⌊13/3⌋ = 4 ou,

M = ⌊(w − σ)/(w − dc/2)⌋+ 1 = ⌊(14− 8)/(14− 11)⌋+ 1

= ⌊6/3⌋+ 1 = 3.Finalmente o onjunto de sequênias de protoolo possui parâmetros (U,M,N, σ) = (52, 3, 168, 8).Em outras palavras, desde que, no máximo, M = 3 usuários, de um total de U = 52 estejam ativosem ada quadro reebido, é garantido para estes usuários ativos enviarem 8 paotes livres de olisãode um total de 14 paotes enviados em um quadro om N = 168 intervalos de tempo. �



80Tabela 5.1: Classes onjugadas e polin�mios mínimos sobre GF (13) para x14 − 2. Considere GF (132) geradopor p(x) = 2 + x+ x2.Classe onjugada Ordem multipliativa Polin�mio mínimo
{1, 13} 168 M1(x) = 2 + x+ x2

{25, 157} 168 M25(x) = 2 + 4x+ x2

{37, 145} 168 M37(x) = 2 + 6x+ x2

{49, 133} 24 M49(x) = 2 + x2

{61, 121} 168 M61(x) = 2 + 7x+ x2

{73, 109} 168 M73(x) = 2 + 9x+ x2

{85, 97} 168 M85(x) = 2 + 12x+ x2Exemplo 5.3Para q = 31 e k = 4, o ódigo onstaílio (32, 4, 29) satisfaz as ondições da Construção 4.9.Pela Fórmula (3.17), A32 = 297600, logo Mc = 297600/960 = 310 e, portanto, obtém-se um
CCP (960, 310, 58) de peso onstante w = 32. Utilizando a Desigualdade (5.2) do Teorema 5.1para σ = 17, o valor obtido paraM é dado por

M = ⌊(w − 1)/(w − dc/2)⌋ = ⌊(32− 1)/(32− 29)⌋

= ⌊31/3⌋ = 10 ou,

M = ⌊(w − σ)/(w − dc/2)⌋+ 1 = ⌊(32− 17)/(32− 29)⌋+ 1

= ⌊15/3⌋+ 1 = 6.Finalmente o onjunto de sequênias de protoolo possui parâmetros (U,M,N, σ) = (310, 6, 960, 17).Em outras palavras, desde que, no máximo,M = 6 usuários, de um total de U = 310 estejam ativosem ada quadro reebido, é garantido para estes usuários ativos enviarem 17 paotes livres de olisãode um total de 32 paotes enviados em um quadro om N = 960 intervalos de tempo. �5.2 DESEMPENHO DAS SEQUÊNCIAS DE PROTOCOLODe aordo om [28℄, avaliar o desempenho de sequênias de protoolo não é simples e oresultado depende, em geral, da natureza da apliação pretendida. No entanto, os seguintesritérios são omumente onsiderados.a. O número de usuários, M , que podem estar ativos por quadro;



81b. A taxa total de transmissão (Rsum) dada por
Rsum =

Mσ

N
, (5.5)em que M é o número de usuários ativos por quadro, σ é o número de paotes transmi-tidos que são reebidos livres de olisão e N é o omprimento do quadro;. O número máximo de sequênias distintas que podem ser geradas;d. O omprimento do quadro, N , utilizado pelos usuários (o qual oinide om o ompri-mento das sequênias de protoolo);e. Suporte a usuários om diferentes fatores de trabalho. Isso é desejável, pois diferentessensores (redes de sensores) ou estações de trabalho (redes ad ho), podem neessitar dediferentes taxas de transmissão;f. Uso de abeçalhos para resolver, por exemplo, o problema de identi�ar os usuáriosujos paotes são reebidos orretamente.O desempenho das sequênias de protoolo propostas nesta dissertação, obtidas por meiodas Construções 4.7, 4.8 e 4.9, é analisado om base nos ritérios itados anteriormente. Odesempenho também é analisado fazendo uma omparação om as sequênias de protoolopropostas em [26℄, [29℄, que também são obtidas por meio da onstrução de ódigos CP. Umdos onjuntos de sequênias de protoolo propostos por [26℄ são baseados na onstrução deódigos CP por meio de ódigos Reed-Solomon (RS), portanto, daqui em diante, refere-se aessas sequênias omo Sequênias-RS. As sequênias de protoolo propostas por [29℄ são base-adas na onstrução de ódigos CP por meio de ódigos BCH e, assim, refere-se a elas omoSequênias-BCH. Vale destaar que as Sequênias-RS são um aso partiular das Sequênias-BCH, onforme foi demonstrado em [29℄.A seguir, são apresentados os parâmetros (U,M,N, σ) para as Sequênias-BCH, Sequênias-RS e para as sequênias de protoolo baseadas nas Construções 4.7, 4.8 e 4.9. Também sãomostrados, para ada uma das sequênias menionadas, um limitante superior para o valorde M e um limitante inferior para o valor de Rsum. Depois, é feita uma omparação entre assequênias utilizando os ritérios apresentados no iníio desta seção.



825.2.1 SEQUÊNCIAS-BCH E SEQUÊNCIAS-RSDe aordo om [29℄, os parâmetros (U,M,N, σ) das sequênias-BCH são
U = q(k−2)r, (5.6)
N = q(qr − 1), (5.7)
M = min

{

U,

⌊
w − 1

w − dc/2

⌋

,

⌊
w − σ

w − dc/2

⌋

+ 1

}

, (5.8)em que q ≥ 5, 1 ≤ r e 3 ≤ k ≤ q − 1. As sequênias de protoolo são palavras de umódigo CP de peso onstante om w = qr − 1 e dc ≥ 2(qr − 1 − (k − 1)qr−1). Para r = 1, asSequênias-BCH equivalem às Sequênias-RS, onsiderando o omprimento máximo, q − 1,para os ódigos Reed-Solomon utilizados em [26℄.De aordo om [28℄, o limitante superior para o valor de M pode ser deduzido onside-rando o número máximo de usuários ativos que podem transmitir, no mínimo, um paote queseja reebido livre de olisão (σ = 1) em um quadro de omprimento N . Assim, para σ = 1,o segundo termo, do lado direito, na Fórmula (5.8) é o menor, logo
M =

⌊
w − 1

w − dc/2

⌋

≥

⌊
(qr − 1)− 1

(qr − 1)− [qr − 1− (k − 1)qr−1]

⌋

=

⌊
qr − 2

(k − 1)qr−1

⌋

.Para valores elevados de q, esse limitante inferior para o valor de M é aproximadamenteigual a ⌈q/(k − 1)⌉. Se este resultado é utilizado para avaliar o número de usuários ativos,então, no máximo, ⌈q/2⌉ podem estar ativos, uma vez que 3 ≤ k ≤ q − 1.De aordo om o desenvolvimento realizado em [29℄, para deduzir o limitante inferiorpara o valor de Rsum, o primeiro passo é avaliar para quais valores de σ, no lado direito daFórmula (5.8), o tereiro termo é o menor. Para isto, o segundo e o tereiro termos do ladodireito de (5.8) podem ser reesritos, respetivamente, do seguinte modo
m1 ≤

w − 1

w − dc/2
e

m2 ≤
w − σ

w − dc/2
+ 1

=
2w − σ − dc/2

w − dc/2
,em que m1 e m2 denotam o segundo e o tereiro termos em questão. Para que m2 ≤ m1, ésu�iente que (2w − σ − dc/2) ≤ (w − 1), o que implia em σ ≥ w + 1 − dc/2. Logo, para



83
σ ≥ (k − 1)qr−1 + 1, o tereiro termo é o menor, assim

M ≥

⌊
w − σ

(k − 1)qr−1

⌋

+ 1 >
w − σ

(k − 1)qr−1
,o qual, quando substituído na Fórmula (5.5), produz

Rsum ≥
σ(w − σ)

N(k − 1)qr−1
, (5.9)ujo valor é máximo para σ = w/2, desde que (w/2) ≥ (k − 1)qr−1 + 1. Logo, sendo

N = q(qr − 1) = qw,
Rsum ≥

(w/2)(w − w/2)

qw(k − 1)qr−1

=
w2

4qw(k − 1)qr−1

=
w

4(k − 1)qr

=
qr − 1

4(k − 1)qr
,que para valores elevados de q pode ser aproximado para

Rsum ≈
1

4(k − 1)
, (5.10)sendo este um limitante inferior para Rsum.5.2.2 SEQUÊNCIAS BASEADAS NA CONSTRUÇ�O 4.7De aordo om a Construção 4.7, os parâmetros (U,M,N, σ) das sequênias baseadasnessa onstrução são

U = qk−2, (5.11)
N = q2 − 1, (5.12)
M ≥ min

{

U,

⌊
wmin − 1

wmax − dc/2

⌋

,

⌊
wmin − σ

wmax − dc/2

⌋

+ 1

}

, (5.13)em que q ≥ 5 e 4 ≤ k ≤ q − 1. As sequênias de protoolo são palavras de um ódigo CP, depeso não onstante, om wmin = q+1, wmax = (q−k+2)+(k−1)w(v′) e dc ≥ (q−k+2)d(v),em que w(v′), w(v′) ≥ 3, denota o peso da (q − 1)-upla que representa o elemento 0 narepresentação-V uja distânia mínima é denotada por d(v).Para se obter o limitante superior para o valor deM , segue-se o mesmo raioínio apliadoanteriormente para as Sequênias-BCH om a hipótese adiional de que todos os usuários



84ativos, num determinado quadro, possuam sequênias de protoolo que orrespondem a pa-lavras do ódigo CP om peso mínimo (wmin). Tal hipótese orresponde a substituir wmax por
wmin na Desigualdade (5.13) que, nesse aso, é satisfeita om igualdade. Além do mais, parapalavras do ódigo CP om peso igual a wmin, d(v) = 2. Assim, para σ = 1, wmax = wmin e
d(v) = 2, obtém-se

M =

⌊
wmin − 1

wmin − dc/2

⌋

≥

⌊
(q + 1)− 1

(q + 1)− (q − k + 2)

⌋

=

⌊
q

(k − 1)

⌋

.Assim, se este resultado é utilizado para avaliar o número de usuários ativos, então, nomáximo, ⌊q/3⌋ podem estar ativos, uma vez que 4 ≤ k ≤ q − 1.Para deduzir o limitante inferior para o valor de Rsum, o primeiro passo é avaliar paraquais valores de σ, no lado direito da Desigualdade (5.13), o tereiro termo é o menor. Se-guindo o mesmo raioínio utilizado para as Sequênias-BCH, obtém-se σ ≥ wmax+1−dc/2.Como d(v) ≥ 2 para w(v′) ≥ 3, σ ≥ (k − 1)w(v′) + 1. Logo, para σ ≥ (k − 1)w(v′) + 1 otereiro termo é o menor, assim
M ≥

⌊
wmin − σ

(k − 1)w(v′)

⌋

+ 1 >
wmin − σ

(k − 1)w(v′)
,o qual, quando substituído na Fórmula (5.5), produz

Rsum ≥
σ(wmin − σ)

N(k − 1)w(v′)
, (5.14)ujo valor é máximo para σ = wmin/2, desde que (wmin/2) ≥ (k − 1)w(v′) + 1. Logo, sendo

N = q2 − 1 = (q + 1)(q − 1) = wmin(q − 1),
Rsum ≥

(wmin/2)(wmin − wmin/2)

wmin(q − 1)(k − 1)w(v′)

=
w2

min

4wmin(q − 1)(k − 1)w(v′)

=
wmin

4(q − 1)(k − 1)w(v′)

=
(q + 1)

4(q − 1)(k − 1)w(v′)
,que para valores elevados de q pode ser aproximado para

Rsum ≈
1

4(k − 1)w(v′)
, (5.15)sendo este um limitante inferior para Rsum.



855.2.3 SEQUÊNCIAS BASEADAS NAS CONSTRUÇÕES 4.8 E 4.9De aordo om as Construções 4.8 e 4.9, os parâmetros (U,M,N, σ) das sequênias base-adas nessas onstruções são
U = Aq+1/N, (5.16)
N = q2 − 1, (5.17)
M = min

{

U,

⌊
w − 1

w − dc/2

⌋

,

⌊
w − σ

w − dc/2

⌋

+ 1

}

, (5.18)em que q ≥ 5, 4 ≤ k ≤ q − 1 e o valor de Aq+1 é dado pela Fórmula (3.17). As sequênias deprotoolo são palavras de um ódigo CP de peso onstante om w = q+1 e dc = 2(q−k+2).O limitante superior para o valor de M é o mesmo deduzido para as sequênias baseadasna Construção 4.7, pois a hipótese assumida, naquele ponto, de que todos os usuários ativospossuem sequênias de protoolo que são as palavras do ódigo CP om peso mínimo (wmin),orresponde às sequênias baseadas nas Construções 4.8 e 4.9. Logo, M ≤ ⌊q/3⌋.A dedução para o limitante inferior para o valor de Rsum segue o raioínio já disutidoanteriormente para as outras sequênias. Dessa forma, σ ≥ w + 1 − dc/2. Logo, para σ ≥ k,o tereiro termo, do lado direito, na Fórmula (5.18) é o menor, assim
M ≥

⌊
w − σ

(k − 1)

⌋

+ 1 >
w − σ

k − 1
,o qual, quando substituído na Fórmula (5.5), produz

Rsum ≥
σ(w − σ)

N(k − 1)
, (5.19)ujo valor é máximo para σ = w/2, desde que (w/2) ≥ k. Logo, sendo N = q2 − 1 =

(q + 1)(q − 1) = w(q − 1),
Rsum ≥

(w/2)(w − w/2)

w(q − 1)(k − 1)

=
w2

4w(q − 1)(k − 1)

=
w

4(q − 1)(k − 1)

=
(q + 1)

4(q − 1)(k − 1)
,que para valores elevados de q pode ser aproximado para

Rsum ≈
1

4(k − 1)
, (5.20)sendo este um limitante inferior para Rsum.



865.2.4 ANÁLISE DO DESEMPENHO DAS SEQUÊNCIASNeste ponto, realiza-se uma omparação entre as sequênias de protoolo apresentadassegundo os ritérios vistos no iníio desta seção. O objetivo é omparar o desempenho dassequênias propostas nesta dissertação, sequênias baseadas nas Construções 4.7, 4.8 e 4.9,om as Sequênias-RS e Sequênias-BCH, propostas em [26℄, [29℄, respetivamente. A Ta-bela 5.2 apresenta os ritérios menionados no iníio desta seção e que são utilizados paraavaliar o desempenho das sequênias.Iniialmente, omo todas as sequênias de protoolo menionadas são obtidas por meiode palavras de um ódigo CP, isto implia que quando os paotes hegam ao reeptor numdado quadro de transmissão, ele é apaz de distinguir os usuários ativos sem a neessidade deabeçalhos de identi�ação [28℄, [51℄. Pois, a sequênia de protoolo de ada usuário podeser identi�ada mesmo que ela seja reebida om algum desloamento ílio, uma vez quea sequênia resultante do desloamento ílio dela é diferente da sequênia de protoolodos outros usuários e também dos desloamentos ílios de tais sequênias. Este fato éonsequênia direta da de�nição de ódigos CP (De�nição 4.3).Outra araterístia interessante é que as sequênias de protoolo deem suporte a usuáriosom diferentes fatores de trabalho [28℄. Como dito anteriormente, isso é desejável, pois dife-rentes sensores (redes de sensores) ou estações de trabalho (redes ad ho), podem neessitar deusuários om diferentes taxas de transmissão. Dentre as sequênias disutidas, só as sequên-ias baseadas na Construção 4.7 apresentam essa araterístia, pois o ódigo CP utilizadoomo base não é de peso onstante, omo oorre om as demais sequênias. Portanto, assequênias baseadas na Construção 4.7 são uma ontribuição relevante desta dissertação.Tabela 5.2: Resumo dos ritérios de desempenho para as sequênias de protoolo. Para as sequênias propostas nestadissertação, q ≥ 5, 4 ≤ k ≤ q− 1 e w(v′) ≥ 3. Para as Sequênias-RS e Sequênias-BCH, q ≥ 5, 3 ≤ k ≤ q− 1e r > 1. SequêniasCritérios Construção 4.7 Construções 4.8 e 4.9 RS BCHLimitante inferior para Rsum
1

4(k−1)w(v′)
1

4(k−1)
1

4(k−1)
1

4(k−1)Limitante superior para M ⌊q/3⌋ ⌊q/3⌋ ⌈q/2⌉ ⌈q/2⌉Nº de sequênias geradas (U) qk−2 Aq+1

N
qk−2 q(k−2)rComprimento do quadro (N) q2 − 1 q2 − 1 q2 − q q(qr − 1)Diferentes fatores de trabalho sim não não nãoCabeçalhos de Identi�ação não não não não



87Outro parâmetro importante, ao se analisar o desempenho das sequênias de protoolo, éo omprimentoN do quadro utilizado nas transmissões (o qual oinide om o omprimentodas sequênias). Segundo [29℄, quanto maior o omprimento do quadro, maior a omple-xidade de deodi�ação por intervalo de tempo, pois os algoritmos para deodi�ação deapagamento possuem omplexidade proporional a n2 (lembrando que, onforme foi disu-tido após o Teorema 3.3 sobre orreção de apagamentos, Capítulo 3, os paotes emitidospelos usuários são odi�ados utilizando um ódigo orretor de erro de parâmetros n = w,
k = σ e dmin ≥ w−σ+1). Portanto, om relação ao omprimento dos quadros, as sequêniasde protoolo propostas nesta dissertação possuem omprimento N = q2 − 1, em que q ≥ 5,que é aproximadamente o mesmo valor do omprimento das Sequênias-RS,N = q2 − q para
q ≥ 5. Comparando om as Sequenias-BCH, ujo omprimento é N = q(qr − 1), em que
q ≥ 5 e r > 1, as sequênias propostas possuem omprimento bem inferior, prinipalmente, àmedida que o valor de r aumenta. Por exemplo, para q = 13, k = 4 e r = 2, o omprimentodas Sequênias-BCH é N = 2184, enquanto que para as sequênias propostas nesta disserta-ção e para as Sequênias-RS, onsiderando os mesmos valores de q e k, os omprimento são
N = 168 e N = 156, respetivamente.Com relação ao número máximo de sequênias distintas que podem ser geradas, o de-sempenho das sequênias propostas nesta dissertação é analisado. O número de sequêniasdistintas que podem ser geradas é igual ao número total de usuários que ompartilham o anale que é denotado por U . Assim, as sequênias baseadas na Construção 4.7 geram U = qk−2,
q ≥ 5 e 4 ≤ k ≤ q−1, sequênias distintas, enquanto que as sequênias baseadas nas Constru-ções 4.8 e 4.9 geram U = Aq+1/N sequênias distintas, em que N denota o omprimento doquadro e Aq+1, dado pela Fórmula (3.17), denota o número de palavras do ódigo onstaí-lio om peso w = q + 1. Primeiramente, omparando o valor de U das sequênias baseadasna Construção 4.7 om o valor de U das Sequênias-RS e Sequênias-BCH, onlui-se que eleé igual ao valor da primeira e inferior ao valor da segunda, U = q(k−2)r (3 ≤ k ≤ q − 1,
q ≥ 5 e r > 1), prinipalmente para valores elevados de r. Já o valor de U das sequêniasbaseadas nas Construções 4.8 e 4.9, quando omparado om os valore de U das sequêniasbaseadas na Construção 4.7, Sequênias-RS e Sequênias-BCH, é sempre inferior e deve-se aofato de restringir-se a onstrução das sequênias às palavras do ódigo onstaílio de pesoigual w = q + 1.A respeito do limitante superior para o valor de M , as sequênias de protoolo propostas



88possuem o mesmo valor,M ≤ ⌊q/3⌋, que é menor que o limitante inferior para as Sequênias-RS e Sequênias-BCH dado porM ≤ ⌈q/2⌉. Porém, a diferença entre os valores dos limitantesé ada vez menor à medida que o valor de q aumenta.Por �m, são omparados os valores enontrados para os limitantes inferiores de Rsum.De aordo om a Tabela 5.2, as sequênias baseadas nas Construções 4.8 e 4.9 possuem omesmo limitante inferior das Sequênias-RS e das Sequênias-BCH. Já as sequênias baseadasna Construção 4.7 possuem um limitante inferior que é menor que o limitante inferior dasdemais sequênias por um fator de 1
w(v′)

, w(v′) ≥ 3. Esta diminuição é devida ao fato dosódigos CP da Construção 4.7 não serem de peso onstante e o valor de w(v′) in�ueniardiretamente no peso das palavras-ódigo. Assim, omo há usuários om fatores de trabalhomaiores do que outros, o número de usuários ativos por quadro pode diminuir. Porém, omojá foi analisado anteriormente, as sequênias baseadas na Construção 4.7 são as únias, entreas apresentadas, que ofereem suporte a usuários om diferentes fatores de trabalho.



CAPÍTULO6CONCLUSÕES, COMENTÁRIOSE SUGESTÕESA meânia quântia está a impor-se. Porém,uma voz interior diz-me que ainda não é a te-oria erta. . . estou onvenido de que Ele nãojoga dados.�Albert Einstein
N ESTE apítulo, é sumarizado o trabalho desrito nesta dissertação. São feitos algunsomentários, é apresentada uma lista das ontribuições e, �nalmente, são propostosalguns tópios para futuras investigações.6.1 RESUMO DO CONTEÚDO E COMENTÁRIOS FINAISO prinipal objetivo desta dissertação é propor uma maneira original de onstruir sequên-ias de protoolo para o anal de olisão sem realimentação. O trabalho é desenvolvidobaseado na idéia proposta por Györ� e Massey [26℄ de que ódigos iliamente permutáveisonstituem uma solução natural para onstrução de sequênias de protoolo para este anal.Entretanto, a proposta apresentada nesta dissertação utiliza uma lasse de ódigos diferenteda que foi utilizada em [26℄. Utiliza-se a lasse de ódigos onstaílios os quais ainda nãohaviam sido explorados neste ontexto. Além do mais, um método generalizado para assoiararranjos bidimensionais e N -uplas, proposto em [50℄, foi utilizado.Iniialmente, apresenta-se um modelo de anal de aesso múltiplo introduzido por Mas-sey e Mathys [24℄, o anal de olisão sem realimentação. São apresentados o modelo básio



90do anal e as restrições ao uso deste anal, as quais, segundo [24℄, são neessárias para que omodelo do anal seja ompletamente espei�ado. Mostra-se que as sequênias de protoolosão utilizadas para determinar quando o usuário é permitido, ou não, emitir seus paotes peloanal. As sequênias de protoolo podem ser obtidas diretamente por meio de ódigos ilia-mente permutáveis para serem utilizadas no aso partiular em que o anal é ompartilhadopor um total de U usuários, mas sóM destes usuários podem estar ativos em um determinadoquadro.Posteriormente, estuda-se os oneitos básios da teoria de ódigos orretores de erros. Éfeita uma revisão dos oneitos de ódigo de bloo e depois, em sequênia, ódigos lineares eódigos ílios lineares. O objetivo é de�nir os oneitos básios para abordar, en�m, a lassede ódigos onstaílios que são o aliere para desenvolver o restante do trabalho. O estudode ódigos onstaílios onentrou-se, basiamente, nos asos em que o omprimento daspalavras-ódigo é igual a q + 1. Um resultado inédito, obtido nesta dissertação, permiteesolher o polin�mio gerador para os ódigos onstaílios de forma que todas as palavras-ódigo não-nulas tenham ordem onstaília plena (Teorema 3.12).De�nidos os fundamentos teórios dos ódigos orretores de erros, apresenta-se os ódigosiliamente permutáveis (ódigos CP) que passam a ser o objeto de estudo. Antes disso,porém, de�ne-se uma representação ília para os elementos de GF (q) por intermédio de
(q−1)-uplas binárias e apresenta-se uma relação que permite um mapeamento um-a-um entrearranjos bidimensionais eN -uplas binárias. A ideia é usar os ódigos onstaílios q-ários, jábem estudados, juntamente om a representação ília para GF (q) e a relação entre arranjosbidimensionais e N -uplas binárias, a �m de se onstruir ódigos ílios binários não-lineares,que é o último passo até hegar aos ódigos CP.Após de�nir os ódigos CP, são disutidos alguns oneitos de�nidos por A, Györ� eMassey [26℄ e apresentam-se as onstruções de ódigos CP propostas nesta dissertação. Emseguida, mostra-se a utilização dos ódigos CP propostos omo sequênias de protoolo parao aso espeial do anal de olisão sem realimentação em que M usuários, de um total Uusuários, estão ativos num determinado quadro. O desempenho das sequênias de protoolopropostas é analisado e omparado om o desempenho de outras sequênias de protooloexistentes. A Tabela 5.2 resume os ritérios de desempenho avaliados e pode-se onluir quequando omparado ao desempenho das sequênias de protoolo já existentes na literatura, odesempenho das sequênias propostas é satisfatório.



916.2 CONTRIBUIÇÕES DA DISSERTAÇ�OAs ontribuições desta dissertação são listadas a seguir.
⊲ Na Subseção 3.4.2, o Teorema 3.12 é inédito e mostra omo se esolher o polin�mio ge-rador de um ódigo onstaílio de modo que todas as palavras-ódigo possuam ordemonstaília plena. Nesse mesmo ontexto, o Lema 3.1 e o Corolário 3.1 são ontribuições;
⊲ As onstruções de ódigos ílios binários não-lineares e ódigos CP propostas em [26℄utilizam ódigos ílios e uma orrespondênia um-a-um entre arranjos bidimensionaise N -uplas que é garantida pelo teorema hinês do resto. No Capítulo 4, as onstruçõesde ódigos ílios binários não-lineares e ódigos CP utilizam a mesma ideia utilizadaem [26℄. Porém, o proedimento é estendido à lasse de ódigos onstaílios e utiliza-seuma orrespondênia um-a-um entre arranjos bidimensionais e N -uplas, diferente daquelausada em [26℄, que foi proposta iniialmente em [50℄ e é apresentada de uma forma maissimples em [36℄;
⊲ Na Seção 4.2, o Teorema 4.3 é original no que diz respeito ao seu uso om ódigos onsta-ílios. Até então, o seu uso havia sido restrito a ódigos ílios;
⊲ Conforme é demonstrado na Seção 4.2, a Construção 4.7 para ódigos CP é mais e�ientedo que as onstruções de ódigos CP baseadas em ódigos Reed-Solomon e Berlekamp-Justesen propostas em [26℄;
⊲ Na Seção 5.1, o Lema 5.1 e o Teorema 5.1 omplementam os resultados apresentados em[26℄ para o aso de ódigos CP de peso não neessariamente onstante;
⊲ Na Subseção 5.1.1, as sequênias de protoolo apresentadas, baseadas na Construção 4.7,dão suporte a usuários om diferente fatores de trabalho. Tal araterístia não é ontem-plada pelas sequênias de protoolo existentes que são onstruídas por meio de ódigosCP;
⊲ Na Subseção 5.2.4, o desempenho satisfatório das sequênias de protoolo propostas nestetrabalho reforça a ontribuição da nova gama de opções de sequênias de protoolo para oanal de olisão sem realimentação.



926.3 CONTRIBUIÇÕES FUTURASA seguir, apresenta-se algumas sugestões para trabalhos futuros que possam ser realizadosa partir dos resultados expostos nesta dissertação.
⊲ Nesta disssertação, os resultados são demonstrados para ódigos onstaílios om om-primento de bloo igual a q + 1. Em [48℄, mostra-se a existênia de ódigos onstaíliospara outros omprimentos além de q + 1. Portanto, uma ontinuação natural e imediata égeneralizar os resultados para quaisquer parâmetros possíveis de ódigos onstaílios;
⊲ Investigar um modo failmente implementável de seleionar todas as palavras de um ódigoonstaílio que possuam ordem onstaília plena. Pois, embora o método utilizado peloTeorema 4.3 (Seção 4.2) seja failmente implementável, para alguns ódigos onstaílios,ele não é apaz de seleionar todas as palavras-ódigo que possuem ordem onstaíliaplena;
⊲ Comparar o desempenho das sequênias de protoolo propostas om o desempenho desequênias de protoolo que não sejam neessariamente onstruídas por meio de ódigosCP. Por exemplo, as sequênias apresentadas em [28℄;
⊲ Realizar simulações omputaionais e experimentos para o modelo do anal de olisão semrealimentação a �m de omparar o desempenho teório das sequênias de protoolo om odesempenho simulado e om o desempenho prátio.
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