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A decodificação de códigos baseados em matrizes de verificação de paridade esparsas (LDPC,

do inglês low-density parity-check) é realizada através do algoritmo soma-produto (ASP).

Este trabalho apresenta um estudo do funcionamento do ASP e do seu desempenho em um

canal com ruído aditivo Gaussiano branco (AWGN, do inglês additive white Gaussian noise)

através de simulações computacionais. Em seguida, esta análise é estendida quando um

quantizador uniforme com 2q níveis de quantização é incorporado ao sistema de comunicações.

O passo de quantização ótimo é identificado para vários parâmetros do código e do canal.

Este estudo indica que para q = 1 (quantização abrupta) ocorre uma perda de desempenho

de aproximadamente 1,8 dB em relação ao canal AWGN enquanto que para q = 4 essa perda

é reduzida para aproximadamente 0,12 dB.
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The decoding of LDPC codes is carried out by using the Sum-Product algorithm (SPA). This

work presents a study of the SPA and analyzes its performance over the AWGN channel by

computer simulations. This analysis is extended to consider the incorporation of a uniform

quantizer with 2q levels into the communication system. The optimum quantization step is

identified for several coding and channel parameters. This study indicates that for q = 1 (hard

quantization) there is a performance loss of 1.8 dB relative to the AWGN channel, while for

q = 4 this loss is reduced to 0.12 dB.



Sumário

1 Introdução 12
1.1 Organização da Dissertação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Fundamentação Teórica 14
2.1 Códigos de Blocos Lineares Binários . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 Função Global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Representação Gráfica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Algoritmo Soma-Produto 20
3.1 Marginalização de uma Função . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2 Algoritmo Soma-Produto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2.1 Notação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2.2 Etapas do Algoritmo Soma-Produto para Grafos sem Ciclos . . . . . . . 21
3.2.3 Decodificação de Máxima Verossimilhança . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2.4 Regra da Tangente Hiperbólica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.5 Passagem de Mensagens em Grafos com Ciclos . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.6 Utilização do ASP no Processo de Decodificação de um Código de Bloco 37

3.3 Determinação das LLRs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3.1 Canal BSC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3.2 Canal AWGN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4 Códigos lineares com matrizes de verificação de paridade esparsas 40
4.1 Códigos LDPC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.2 Construção de Códigos LDPC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.2.1 Códigos de Mackay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.2.2 Códigos LDPC Quase-Cíclicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.2.3 Códigos de Gallager e Códigos H-LDPC . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.2.4 Algoritmo PEG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.3 Resultado das Simulações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3.1 Desempenho de Códigos LDPC Regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3.2 Desempenho de Códigos LDPC Irregulares . . . . . . . . . . . . . . . . 49



5 Análise do ASP em um canal AWGN com quantização suave 51
5.1 Canal Discreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2 Resultado das Simulações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.2.1 Códigos Regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.2.2 Códigos Irregulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6 Conclusões 62
6.1 Sugestões de Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63



Lista de Figuras

2.1 Grafo biparticionado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Grafo de Tanner do código C(7, 4) do Exemplo 2.1. . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.1 Grafo de fatores para o código de repetição C(3,1). . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2 Troca de mensagens em todos os passos do ASP para o código de repetição

C(3,1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3 Representação de um canal BSC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.4 Passagem de vetores no ASP para nó de variável. . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.5 Passagem de vetores no ASP para nó de verificação de paridade. . . . . . . . . 34

4.1 Desempenho do código regular C(2000, 1000) com dc = 3 variando-se o número
de iterações para 25, 50 e 100 iterações. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2 Desempenho do código regular C(2000, 1000) variando-se o grau dos nós de
variável, dc = 2, 3, 4, 5 e mantendo fixo o número de iterações igual a 100. . . . 48

4.3 Desempenho de códigos LDPC regulares de taxa 0, 5, dc = 3 para comprimentos
1000, 2000 e 4000 com o número de iterações igual a 100. . . . . . . . . . . . . 48

4.4 Desempenho de códigos LDPC irregulares C(2000, 1000) para J = 4 e J = 15,
100 iterações. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.5 Desempenho de um código irregular C(2000, 1000) com J = 4 e códigos regu-
lares C(2000, 1000) com dc = 3 e dc = 4, 100 iterações. . . . . . . . . . . . . . 50

5.1 Diagrama de blocos de um canal discreto com entrada Xk e saída Yk. . . . . . 52
5.2 BER versus δ para o código LDPC regular C(1000, 500) com dc = 3, para q = 2. 55
5.3 BER versus δ para o código LDPC regular com dc = 3, C(2000, 1000), para

q = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5.4 BER versus SNR para os códigos LDPC regulares C(1000, 500) e C(2000, 1000)

com dc = 3, para q = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.5 BER versus δ para o código LDPC regular C(2000, 1000), dc = 3, para q = 3. 58
5.6 BER versus δ para o código LDPC regular C(2000, 1000) com dc = 3, para q = 4. 58
5.7 BER versus SNR para o código LDPC regular C(2000, 1000) com dc = 3, para

q = 1, 2, 3, 4 e o canal AWGN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.8 BER versus δ para o código LDPC irregular C(2000, 1000) com J = 15, para

q = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59



5.9 BER versus δ para o código LDPC irregular C(2000, 1000) com J = 15, para
q = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.10 BER versus δ para o código LDPC irregular C(2000, 1000) com J = 15, para
q = 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.11 BER versus SNR para o código LDPC irregular C(2000, 1000) com J = 15,
com q = 1, 2, 3, 4 e o canal AWGN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61



Lista de Tabelas

5.1 Passo de quantização ótimo variando a SNR para o código LDPC regular
C(1000, 500), dc = 3 e q = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.2 Passo de quantização ótimo variando a SNR para o código LDPC regular
C(2000, 1000), dc = 3, e q = 2, 3 e 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.3 Passo de quantização ótimo variando a SNR para o código LDPC irregular
C(2000, 1000) com J = 15, e q = 2, 3 e 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57



capítulo 1
Introdução

Os códigos baseados em matrizes de verificação de paridade esparsas (LDPC, do inglês

low-density parity check) [1] são atrativos devido ao fato de apresentarem desempenho muito

próximo ao limite estabelecido por Shannon [2] em canais com ruído aditivo Gaussiano branco

(AWGN, do inglês additive white Gaussian noise) permitindo uma decodificação iterativa

eficiente através do algoritmo soma-produto (ASP) [3], cuja complexidade cresce linearmente

com o comprimento do bloco. Exemplos de sistemas de comunicações práticos que usam

códigos LDPC para aumentar a confiabilidade da informação transmitida incluem wimax [4]

e televisão digital via satélite [5].

Uma característica dos códigos LDPC está no fato de sua matriz de verificação de paridade

H conter uma baixa quantidade de elementos não-nulos. A partir das distribuições destes

elementos nas linhas e colunas de H, os códigos LDPC podem ser classificados em regulares,

quando esse número é constante em cada linha ou coluna, ou irregulares, caso contrário. As

técnicas de construções de códigos LDPC são baseadas no preenchimento da matriz H, como

é o caso do código de Mackay [6], que busca evitar ciclos de comprimento curto, dos códigos

LDPC quase-cíclicos [7], [8], em que se destaca a propriedade de que o deslocamento cíclico

de w posições de uma palavra-código também é uma palavra-código [9] e do algoritmo de

crescimento progressivo (PEG, do inglês progressive edge-growth) [10], [11] que tem o objetivo

de obter uma representação gráfica do código de ciclo mínimo controlado. Esta dissertação

apresenta um estudo do funcionamento do ASP e do seu desempenho em um canal AWGN

através de simulações computacionais, analisando a influência de alguns parâmetros, tais

como, o comprimento do código, o número de iterações, o polinômio de distribuição de grau,
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abrangendo duas subclasses desse código: os regulares e os irregulares. Nessas simulações é

possível constatar o ganho de codificação com o aumento do comprimento do código, verificar

o número de iterações adequado e o ganho de codificação dos códigos irregulares sobre os

regulares.

A implementação do ASP em circuitos digitais de alta velocidade usualmente requer quan-

tização dos símbolos recebidos. Desta forma, após a quantização [12], os símbolos na entrada

do ASP pertencem a um alfabeto finito, com cardinalidade denotada por 2q. Neste trabalho,

o desempenho do código LDPC será analisado via simulação quando a transmissão é realiza-

da em um canal discreto que utiliza modulação por chaveamento de fase binária (BPSK, do

inglês binary phase-shift keying), canal AWGN, demodulador, quantizador uniforme com 2q

níveis de quantização. Um dos objetivos desta dissertação é identificar o passo de quantização

ótimo para cada valor de q e para vários parâmetros do código e do canal. Observa-se que

o emprego de quantização abrupta (q = 1) implica em uma perda de desempenho de aproxi-

mandamente 1,8 dB em relação ao canal AWGN, enquanto que praticamente o desempenho

do canal AWGN é obtido com q = 4.

1.1 Organização da Dissertação

Este trabalho está organizado em 6 capítulos, conforme detalhado a seguir.

No Capítulo 2 será descrita a representação de códigos de blocos lineares por meio de grafos

[13], [14]. No Capítulo 3 será apresentado o ASP, descrevendo cada etapa desse algoritmo

de passagem de mensagens. No Capítulo 4 serão descritas técnicas de construção de códigos

LDPC, incluindo os código de Mackay, os códigos quase-cíclicos e os códigos construídos pelo

algoritmo PEG. Ainda neste capítulo será realizada uma análise de desempenho de códigos

LDPC em canais AWGN. No Capítulo 5 será apresentado um modelo de canal discreto com

entrada binária e saída 2q-ária obtido através do emprego de um quantizador uniforme. A

determinação dos parâmetros do quantizador será realizada neste capítulo. No Capítulo 6

serão apresentadas as conclusões deste trabalho e as sugestões para trabalhos futuros.



capítulo 2
Fundamentação Teórica

Este capítulo visa descrever alguns parâmetros de códigos de blocos lineares, incluindo a

definição de função característica e sua representação gráfica, através do grafo de Tanner e

do grafo de fatores. Serão considerados códigos de blocos lineares definidos por sua matriz

geradora ou por sua matriz de verificação de paridade.

2.1 Códigos de Blocos Lineares Binários

Seja u = {u1, u2, ..., uK} um bloco de K bits gerados pela fonte de informação. Este bloco

é utilizado para gerar vetores binários de dimensão N , x = (x1, ..., xN ), que são denominados

palavras-código. Isto é feito através da adição de N −K bits de redundância. O conjunto de

palavras-código de um código de bloco linear binário de comprimento N , C(N,K), forma um

subespaço de dimensão K do espaço vetorial {0, 1}N (todas as N -uplas binárias). A taxa do

código é R = K/N . Um código linear é especificado através de sua matriz geradora, denotada

por G, que tem dimensão K × N com linhas linearmente independentes [15]. A mensagem

pode ser codificada pela operação x=uG, sendo uma palavra-código a combinação linear dos

vetores linhas ~gi da matriz G, x=u1~g1+u2~g2+...+uK~gK . Uma outra forma de especificar

um código de bloco linear é através da matriz de verificação de paridade.

Definição 2.1 (Matriz de verificação de paridade) A matriz de verificação de paridade,

denotada por H, tem dimensão (N −K)×N com N −K linhas linearmente independentes,

tal que qualquer vetor no espaço linha de G é ortogonal às linhas de H e qualquer vetor que

é ortogonal às linhas de H está no espaço linha de G.
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A partir da matriz H é possível determinar se uma palavra binária x = (x1, x2, ..., xN ) per-

tence ou não ao código, utilizando-se a expressão xHT=0 em que HT representa a transposta

da matriz H e 0 é um vetor de zeros1. Esta expressão estabelece um conjunto de equações

conhecidas como equações de paridade. Para um mesmo código, existe mais de uma matriz

de verificação de paridade possível. Observe que GHT = 0.

Exemplo 2.1 Uma matriz de verificação de paridade H do código de Hamming C(7, 4) é:

H =




1 0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1 0

0 0 1 0 1 1 1


 .

Considere um vetor binário x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7). As equações de paridade obtida por

xHT = 0 para este código são:

x1 ⊕ x4 ⊕ x6 ⊕ x7 = 0

x2 ⊕ x4 ⊕ x5 ⊕ x6 = 0 (2.1)

x3 ⊕ x5 ⊕ x6 ⊕ x7 = 0.

em que o operador ⊕ representa a soma módulo 2.

Definição 2.2 (Função Característica) A função característica de um código de bloco li-

near, denotada por λc(x1, x2, ..., xN ), é uma função com domínio {0, 1}N e imagem {0, 1} que
mapeia um conjunto formado por todos os vetores binários de comprimento N , (x1, x2, ..., xN ),

em 0, se pelo menos uma das equações de paridade não for satisfeita, ou em 1, se todas as

equações de paridade forem satisfeitas simultaneamente, isto é:

λc(x) = λc(x1, x2, ..., xN ) =





1, se xHT = 0

0, caso contrário .
(2.2)

Podemos expressar a função característica do código C(7, 4) em termos das equações de

paridade (2.1) aplicando-se a função delta de Kronecker2 para cada uma dessas equações.

Com isso, a partir de (2.1) obtemos δ(x1 ⊕ x4 ⊕ x6 ⊕ x7 = 0), δ(x2 ⊕ x4 ⊕ x5 ⊕ x6 = 0) e

δ(x3 ⊕ x5 ⊕ x6 ⊕ x7 = 0). Este código apresenta a função característica:

λc(x1, x2, ..., x7) = δ(x1 ⊕ x4 ⊕ x6 ⊕ x7 = 0)δ(x2 ⊕ x4 ⊕ x5 ⊕ x6 = 0)δ(x3 ⊕ x5 ⊕ x6 ⊕ x7 = 0)

= f1(x1, x4, x6, x7) f2(x2, x4, x5, x6) f3(x3, x5, x6, x7) (2.3)
1Neste trabalho a notação 0 indica um vetor ou matriz toda zero cuja dimensão fica clara no contexto.
2A função delta de Kronecker, denotada por δ(·), assume o valor 1 se seu argumento é verdadeiro ou 0 caso contrário.
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em que

f1(x1, x4, x6, x7) = δ(x1 ⊕ x4 ⊕ x6 ⊕ x7 = 0)

f2(x2, x4, x5, x6) = δ(x2 ⊕ x4 ⊕ x5 ⊕ x6 = 0)

f3(x3, x5, x6, x7) = δ(x3 ⊕ x5 ⊕ x6 ⊕ x7 = 0).

Para o caso em que este conjunto de funções assume valores todos não nulos, isto significa

que a palavra pertence ao código, diferente do caso em que pelo menos uma delas possui valor

nulo, indicando que a palavra não pertence ao código.

2.2 Função Global

Um função g(x1, x2, ..., xN ) é dita função global quando possui várias variáveis como argu-

mento. Uma função global, , é denominada fatorável quando puder ser escrita como um pro-

duto de K0 funções locais (os argumentos de cada função local são subconjuntos de x1, ..., xN ).

Uma função global fatorável pode ser representada da seguinte forma:

g(x1, x2, ..., xN ) =
K0∏

j=1

fj(Xj) (2.4)

em que fj(Xj) é uma função local que tem os elementos de Xj como argumentos e Xj é um

subconjunto de todas as variáveis, x1, x2, ..., xN , que participam da função local correspon-

dente.

Exemplo 2.2 A função característica (2.3) é uma função global em que K0 = 3, X1 =

{x1, x4, x6, x7}, X2 = {x2, x4, x5, x6}, X3 = {x3, x5, x6, x7} e pode ser escrita da seguinte

maneira:

λc(x1, x2, ..., x7) =
3∏

j=1

fj(Xj) =





1, se (x1, x2, ..., xn) ∈ C

0, se (x1, x2, ..., xn) 6∈ C.

2.3 Representação Gráfica

Seja G(ν, ξ) um grafo com conjunto de nós ν e conjunto de ramos ξ. Um ramo ε ∈ ξ será

denotado por e = (v1, v2) em que v1, v2 ∈ ν são os nós inicial e final de ε, respectivamente.

Para simplificar a notação, um grafo será denotado simplesmente por G. Dois nós vi, vj ∈ ν

são adjacentes se existe um ramo ε ∈ ξ, tal que ε = (vi, vj). Um grafo pode ser classificado
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como direcionado ou não direcionado [16], simples ou composto, cíclico ou acíclico etc. Um

grafo é dito ser direcionado quando o par de nós que definem os ramos são pares ordenados,

caso contrário, o grafo é dito não direcionado. Neste caso, os pares de nós são não ordenados

implicando que ε = (vi, vj) e ε = (vj , vi) sejam considerados um único ramo. Em um grafo

simples, todo par de nós adjacentes vi, vj ∈ ν corresponde a um único ramo. Um grafo

composto permite a existência de ramos paralelos.

O número de nós de um grafo direcionado G [17] é definido como a ordem deste grafo e

o número de ramos como o seu tamanho. O grau de saída referente a um nó vi em um grafo

direcionado é o número de ramos divergentes de vi. O grau de entrada é o número de ramos

convergentes em vi. O grau de um nó vi em um grafo direcionado é definido como a soma do

grau de entrada e o grau de saída e para um grafo não direcionado é definido como a soma

de todos os ramos dos quais esse nó faz parte. Um vértice de grau 1 é denominado nó folha.

Dado dois nós v1, v2 ∈ ν, um caminho de comprimento ` de v1 a v2 é uma sequência

ε1, ..., εj , ..., ε` tal que v1 é o nó inicial de ε1, v2 é o nó terminal de ε` e o nó inicial de εj+1

é igual ao nó terminal de εj . Um ciclo é um caminho que inicia e termina no mesmo nó. O

menor valor do comprimento dos ciclos do grafo é conhecido por ciclo mínimo.

Definição 2.3 (Grafo biparticionado) Um grafo é denominado biparticionado quando o

conjunto de nós é dividido em dois grupos distintos, em que nenhum par de nós que pertence

a um mesmo conjunto é adjacente.

Figura 2.1: Grafo biparticionado.

A Figura 2.1 ilustra um grafo biparticionado com dois subconjuntos de nós {a, b, c} e {d, e, f}.
Observe que nesta figura não existe conexão entre os nós de um mesmo subconjunto. No

contexto de códigos LDPC, definiremos um grafo biparticionado em que os dois grupos são

denominados de nós de variável, rotulado por xn, e nós de paridade representado por fj .
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Existe um nó de variável para cada um dos N bits da palavra-código e existe um nó de

verificação de paridade para cada equação de paridade. O processo de fatoração definido em

(2.4), pode ser representado através de um grafo de fatores.

Definição 2.4 (Grafo de Fatores) O grafo de fatores é um grafo biparticionado em que o

conjunto de nós é formado pelo grupo dos nós de variável e pelo grupo dos nós de função.

Quando o nó de função fj apresenta a variável xn como argumento da função, existe uma

conexão entre o nó de variável xn e o nó de função fj, formando assim o conjunto de ramos.

O grafo de fatores [14] representa a estrutura de fatoração de uma função global e é uma

forma gráfica de representar a dependência entre as variáveis. O grafo de fatores do código

de Hamming C(7, 4) do Exemplo 2.1 é mostrado na Figura 2.2.

Pode-se representar a função característica de qualquer código de bloco linear através de

um grafo de fatores que possui o número de nós de variável igual ao número de colunas da

matriz H, e o número de nós de função igual ao número equações de paridade, N −K. Esta

representação gráfica foi proposta por Tanner [13].

Figura 2.2: Grafo de Tanner do código C(7, 4) do Exemplo 2.1.

Definição 2.5 (Grafo de Tanner) O grafo de Tanner de um código de bloco C(N,K) é um

grafo de fatores da função característica do código.

O Grafo de Tanner que representa a função característica expressa em (2.3) é mostrado na

Figura 2.2. Quando o elemento correspondente à n-ésima linha e à j-ésima coluna da matriz

H for igual a 1 existirá um ramo entre os respectivos nós de diferentes grupos do grafo de

Tanner e o número total de ramos do grafo é igual ao número de 1′s da matriz H. Assim, um

grafo de Tanner para um código linear binário C(N, K) é obtido a partir de qualquer sistema

de equações de paridade do código. Cada nó de verificação de paridade está ligado a todos os
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nós de variável relativos às variáveis da equação correspondente e de forma semelhante cada nó

de variável está ligado a todos os nós de paridade relativo às equações das quais esta variável

faz parte. Observe que modelar os códigos por meio de grafos [18] permite a aplicação de

algoritmos de decodificação iterativos que buscam reduzir a complexidade da decodificação.

Através deste grafo, é possível manipular funções complexas que envolvem várias variáveis

como produto de funções locais mais simples através de alguns algoritmos de transferência

de mensagens, dentre os quais se destaca o algoritmo soma-produto [3], que será descrito no

Capítulo 3.



capítulo 3
Algoritmo Soma-Produto

O ASP efetua somas e produtos sobre funções locais ao longo de todas as suas variáveis.

Este procedimento é realizado através da transferência de mensagens através dos ramos do

grafo de fatores que representa a função global a ser marginalizada. Os nós podem ser consi-

derados como processadores, quando atualizam as mensagens recebidas, e os ramos funcionam

como canais de comunicações que servem como caminhos por onde as informações processadas

são enviadas. Nesse capítulo serão apresentadas as etapas do ASP, descrevendo-se como ocorre

a passagem das mensagens no grafo de fatores.

3.1 Marginalização de uma Função

Seja g(x1, ..., xN ) uma função global. A marginalização desta função em relação a uma

variável xn, denotada por gn(xn), é definida por:

gn(xn) ,
∑
x1

...
∑
xn−1

∑
xn+1

...
∑
xN

g(x1, ..., xN ).

Observe que no cálculo de gn(xn) a função global é somada em todas as variáveis exceto em

xn. Para simplificar a notação esta operação é denotada por:

gn(xn) ,
∑
∼xn

g(x1, ..., xN ).

Exemplo 3.1 Seja uma função global de quatro variáveis g(x1, x2, x3, x4), a função marginal

g1(x1) é expressa da seguinte forma:

g1(x1) =
∑
x2

∑
x3

∑
x4

g(x1, x2, x3, x4) =
∑
∼x1

g(x1, x2, x3, x4). (3.1)
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Na medida em que o número de variáveis cresce, aumenta o número total de operações,

consequentemente, a complexidade. No caso da função global ser fatorável, existem vários

termos em comum que podem ser reutilizados no cálculo da função marginal. Para diminuir

o esforço computacional, utiliza-se o ASP que reutiliza alguns cálculos intermediários através

do grafo de fatores que representa a função global.

3.2 Algoritmo Soma-Produto

3.2.1 Notação

Existem dois tipos de mensagens utilizadas no ASP. Um tipo destas mensagens é repre-

sentado por µxi→fj
(xi) quando a mensagem parte de um nó de variável xi para um nó de

função fj . O outro tipo de mensagem faz o caminho inverso, partindo de um nó de função

para um nó de variável e será representado por µfj→xi
(xi). Observe que a mensagem en-

viada ou recebida por um nó de variável é sempre uma função que tem como argumento a

respectiva variável. Aqui será assumido que N(xi) é o conjunto de nós de função dos quais

xi é argumento e N(xi)|fj representa o conjunto N(xi) excluindo o elemento fj . De forma

semelhante, N(fj) é formado pelos nós de variável que estão conectados ao nó de função fj

e N(fj)|xi representa o conjunto N(fj) excluindo o elemento xi. Por exemplo, assumindo os

nós de função f1(x1, x2, x3), f2(x2, x3, x4, x5), f3(x2, x6), f4(x1, x5, x6), obtemos:

N(x1) = {f1, f4}
N(x2) = {f1, f2, f3}

N(x1)|f1 = {f4}
N(f1) = {x1, x2, x3}

N(f1)|x1 = {x2, x3}.

O ASP calcula funções marginais exatas para grafos que não possuem ciclos, enquanto calcula

uma aproximação da função marginal quando o grafo possui ciclos, funcionando de forma

iterativa.

3.2.2 Etapas do Algoritmo Soma-Produto para Grafos sem Ciclos

O ASP para um grafo sem ciclos, G, é definido em três etapas, sendo a primeira a inicia-

lização, na qual são transmitidas mensagens pelos nós folha de G aos seus nós adjacentes.
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Na segunda etapa, denominada de atualização, todos os nós de G recebem as mensagens prove-

nientes de seus nós adjacentes, atualizam-nas e transmitem-nas aos demais nós adjacentes.

Essa regra de atualização segue o princípio da informação extrínseca, onde uma mensagem

que é enviada por um nó xi ou fj através de um ramo ek não pode depender de nenhuma

mensagem previamente recebida pelo ramo ek. Por último, na fase de finalização são calcu-

ladas as funções marginais. Estas regras são descritas a seguir:

1) Inicialização - Os nós folha do grafo transmitem simultaneamente as seguintes mensagens:

Mensagem enviada de um nó de variável para um nó de função:

µxi→fj
(xi) = 1.

Mensagem enviada de um nó de função para um nó de variável:

µfj→xi
(xi) = fj(xi).

Com estas mensagens recebidas pelos nós adjacentes, os mesmos atualizam e transmitem as

mensagens, caracterizando o processo conhecido por atualização.

2) Atualização - As regras de atualização se subdividem em duas, sendo uma regra para

os nós de variável e a outra para os nós de verificação de paridade:

A mensagem atualizada pelo nó xi repassada ao nó adjacente fj é:

µxi→fj (xi) =
∏

v∈N(xi)|fj

µv→xi(xi). (3.2)

De forma análoga, a mensagem repassada pelo nó fj ao nó adjacente xi é dada por:

µfj→xi(xi) =
∑
∼xi

fj(xj)
∏

p∈N(fj)|xi

µp→fj (p). (3.3)

3) Finalização - Após todos os nós do grafo de fatores receberem mensagens provenientes de

todos os seus nós adjacentes, a função marginal gn(xn) é calculada por:

gn(xn) =
∏

v∈N(xn)

µv→xn(xn).

3.2.3 Decodificação de Máxima Verossimilhança

Nesta seção, consideraremos um canal discreto sem memória [19] (DMC, do inglês discrete

memoryless channel) com alfabeto de entrada X, alfabeto de saída Y, descrito pela probabili-

dade condicional P (y|x), em que y ∈ Y, x ∈ X.
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Considere a transmissão de uma palavra-código x = (x1, ..., xN ) através de um canal

DMC que irá produzir uma sequência recebida expressa pelo vetor y = (y1, ..., yN ). A partir da

observação da sequência y a decodificação de máxima verossimilhança decide qual a sequência

x mais provável de ter sido transmitida através da maximização da função densidade de

probabilidade a posteriori P (x|y). Mostraremos a seguir que P (x|y) é proporcional a uma

função global e então o seu grafo de fatores e o ASP podem ser empregados no processo de

decodificação.

A distribuição de probabilidade a posteriori conjunta para as componentes do vetor trans-

mitido x, dado um vetor recebido fixo y, é dada por:

P (x|y) =
P (x, y)
P (y)

=
P (y|x)P (x)

P (y)
(3.4)

em que P (x) é a distribuição de probabilidade a priori das palavras-código transmitidas,

P (y|x) é a densidade de probabilidade condicional do vetor y quando x é transmitido. Partindo

da condição de que a distribuição P (x) é uniforme sobre as palavras-código, pode-se escrever

essa probabilidade como sendo:

P (x) =
λc(x)
|C| (3.5)

em que λc(x) é a função característica do código e |C| a sua cardinalidade. Utilizando-se (3.5)

podemos reescrever (3.4) da seguinte forma:

P (x|y) =
P (y|x)λc(x)
|C|P (y)

. (3.6)

Para y fixo, apenas o numerador de (3.6) é relevante no processo de maximização. Para o caso

em que o canal é sem memória e sem realimentação, temos que a distribuição de probabilidade

de transição P (y|x) é:

P (y|x) =
N∏

i=1

p(yi|xi).

Lembrando que λc(x1, x2, ..., xN ) e P (y|x), são funções fatoráveis, podemos escrever o nume-

rador da equação (3.6) como uma função global fatorável da seguinte forma:

g(x1, x2, ..., xN ) = λc(x1, x2, ..., xN )
n∏

i=1

p(yi|xi). (3.7)

Logo, o numerador de (3.6) que é uma função global fatorável pode ser representado por um

grafo de fatores. A função densidade de probabilidade a posteriori marginal em relação à
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variável xn, P (xn|y), é proporcional à marginalização de g(x1, ..., xN ):

P (xn|y) ∼ gn(xn) =
∑
∼xn

g(x1, x2, ..., xN ). (3.8)

A decodificação símbolo a símbolo de cada componente de x, consiste na maximização de

g(xn), xn ∈ {0, 1}, onde a função marginalizada gn(xn) é obtida pelo ASP. Em suma, o grafo

de fatores que representa (3.7) e o ASP são usados na decodificação de máxima verossimilhança

de um código de bloco. O próximo exemplo ilustra a obtenção de gn(xn) em (3.8) para o

código de repetição usando o ASP.

Exemplo 3.2 Considere o código de repetição C(3, 1) que apresenta matriz geradora G dada

por:

G = [111]

e matriz de verificação de paridade H:

H =


 1 1 0

0 1 1


 .

Sendo x = (x1, x2, x3) uma palavra-código, então as seguintes equações de verificação de

paridade devem ser satisfeitas:

x1 ⊕ x2 = 0

x2 ⊕ x3 = 0.

A função característica desse código é dada por:

λc(x1, x2, x3) = δ[x1 ⊕ x2 = 0]δ[x2 ⊕ x3 = 0].

A função global (3.7) escreve-se:

g(x1, x2, x3) = δ[x1 ⊕ x2 = 0]δ[x2 ⊕ x3 = 0]
3∏

i=1

P (yi|xi) (3.9)

=
5∏

i=1

fi(Xi) (3.10)

em que

f1(x1) = P (y1|x1) (3.11)

f2(x2) = P (y2|x2) (3.12)

f3(x3) = P (y3|x3) (3.13)

f4(x1, x2) = δ[x1 ⊕ x2 = 0] (3.14)

f5(x2, x3) = δ[x2 ⊕ x3 = 0]. (3.15)



25

A seguir descreveremos a troca de mensagens em cada passo do ASP e calcularemos a mar-

ginalização de g(x1, x2, x3), dada em (3.10), em relação a cada variável. O grafo de fatores

desta função global é mostrado na Figura 3.1. O algoritmo é composto de 6 passos e a ordem

cronológica em que estes são organizados é mostrada na Figura 3.2.

1) Inicialização - A inicialização começa pelos nós folha que nesse exemplo são os nós

de verificação de paridade f1, f2, f3.

Passo 1: Mensagens enviadas pelos nós de verificação de paridade f1, f2, f3 aos respectivos

nós de variável adjacentes x1, x2, x3:

µf1→x1(x1) = f1(x1)

µf2→x2(x2) = f2(x2)

µf3→x3(x3) = f3(x3).

2) Atualização - Nesse processo a mensagem é atualizada com informação recebida na fase de

inicialização e transmitida aos nós adjacentes:

Figura 3.1: Grafo de fatores para o código de repetição C(3,1).
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Figura 3.2: Troca de mensagens em todos os passos do ASP para o código de repetição C(3,1).

Passo 2: Mensagens enviadas dos nós de variável x1 e x3 aos respectivos nós adjacentes

de verificação de paridade f4 e f5:

µx1→f4(x1) = f1(x1)

µx3→f5(x3) = f3(x3).

Passo 3: Mensagens enviadas dos nós de verificação de paridade f4 e f5 para o nó de variável

x2:

µf4→x2(x2) =
∑
∼x2

f4(x1, x2)µx1→f4(x1)

=
∑
x1

f4(x1, x2)f1(x1)

µf5→x2(x2) =
∑
∼x2

f5(x2, x3)µx3→f5(x3)

=
∑
x3

f5(x2, x3)f3(x3).
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Passo 4: Mensagens enviadas do nó de variável x2 para os nós de verificação paridade f4, f5:

µx2→f4(x2) = µf5→x2(x2)µf2→x2(x2)

= f2(x2)
∑
x3

f5(x2, x3)f3(x3)

µx2→f5(x2) = µf4→x2(x2)µf2→x2(x2)

= f2(x2)
∑
x1

f4(x1, x2)f1(x1).

Passo 5:Mensagens enviadas dos nós de verificação de paridade f4 e f5 aos respectivos nós

adjacentes de variável x1 e x3:

µf4→x1(x1) =
∑
∼x1

f4(x1, x2)µx2→f4(x3)

=
∑
x2

f4(x1, x2)f2(x2)
∑
x3

f5(x2, x3)f3(x3)

µf5→x3(x3) =
∑
∼x3

f5(x2, x3)µx2→f5(x2)

=
∑
x2

f5(x2, x3)f2(x2)
∑
x1

f4(x1, x2)f1(x1).

3)Finalização - Com os resultados obtidos nas etapas anteriores é feito o cálculo das funções

marginais:

Passo 6: Processo de marginalização com relação às variáveis x1, x2 e x3:

Marginalização com relação à variável x1:

g1(x1) = µf1→x1(x1)µf4→x1(x1)

= f1(x1)
∑
x2

f4(x1, x2)f2(x2)
∑
x3

f5(x2, x3)f3(x3)

=
∑
x2

∑
x3

f1(x1)f2(x2)f3(x3)f4(x1, x2)f5(x2, x3) (3.16)

=
∑
∼x1

g(x1, x2, x3).

Marginalização com relação à variável x2:

g2(x2) = µf4→x2(x2)µf5→x2(x2)µf2→x2(x2)

= f2(x2)
∑
x1

f5(x2, x3)f3(x3)
∑
x3

f4(x1, x2)f1(x1)

=
∑
x1

∑
x3

f1(x1)f2(x2)f3(x3)f4(x1, x2)f5(x2, x3) (3.17)

=
∑
∼x2

g(x1, x2, x3).
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Marginalização com relação à variável x3:

g3(x3) = µf3→x3(x3)µf5→x3

= f3(x3)
∑
x2

f5(x2, x3)f2(x2)
∑
x1

f4(x1, x2)f1(x1)

=
∑
x1

∑
x2

f1(x1)f2(x2)f3(x3)f4(x1, x2)f5(x2, x3) (3.18)

=
∑
∼x3

g(x1, x2, x3).

Observe que obtemos de forma exata a marginalização da função global em relação ás variáveis

x1, x2 e x3, sendo este o objetivo desse exemplo.

O canal binário simétrico (BSC, do inglês binary symmetric channel) é um caso especial

de um canal DMC em que os símbolos de entrada e de saída pertencem ao alfabeto {0,1}.

O canal é simétrico porque a probabilidade de receber o bit 1 dado que o bit 0 foi enviado

é igual a probabilidade de receber o bit 0 dado que o bit 1 foi enviado. Essa probabilidade

condicional é representada por p na Figura 3.3.

Figura 3.3: Representação de um canal BSC.

A seguir, iremos particularizar os resultados do Exemplo 3.2 para o canal BSC com pro-

babilidade de transição p < 1
2 . Suponha que é transmitida a palavra-código x = (111) e que a

palavra recebida seja y = (110). O processo de decodificação estima os valores binários x̂1, x̂2

e x̂3 que maximizam (3.16), (3.17), (3.18), respectivamente.
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Desenvolvendo (3.16), obtemos:

g1(x1) =
∑
∼x1

f1(x1)f2(x2)f3(x3)f4(x1, x2)f5(x2, x3)

= f4(x1, 0)f5(0, 0)f1(x1)f2(0)f3(0) + f4(x1, 0)f5(0, 1)f1(x1)f2(0)f3(1) +

f4(x1, 1)f5(1, 0)f1(x1)f2(1)f3(0) + f4(x1, 1)f5(1, 1)f1(x1)f2(1)f3(1). (3.19)

Para um vetor recebido fixo y = (110), avaliaremos as funções (3.10) - (3.14) da seguinte

forma:

f5(0, 1) = f5(1, 0) = 0

f5(0, 0) = f5(1, 1) = 1

f1(0) = f2(0) = p

f3(1) = p

f1(1) = f2(1) = 1− p

f3(0) = 1− p.

Substituindo estes valores em (3.19) obtemos:

g1(0) = (1)(1)(p)(p)(1− p) + (1)(0)(p)(p)(p) +

(0)(0)(p)(1− p)(1− p) + (0)(1)(p)(1− p)(p)

= p2(1− p).

g1(1) = (0)(1)(1− p)(p)(1− p) + (0)(0)(1− p)(p)(p) +

(1)(0)(1− p)(1− p)(1− p) + (1)(1)(1− p)(1− p)(p)

= (0)(1)(1− p)(p)(1− p) + (0)(0)(1− p)(p)(p) +

(1)(0)(1− p)(1− p)(1− p) + (1)(1)(1− p)(1− p)(p)

= (1− p)2p.

Observe que g1(0) < g1(1) se p < 1
2 , então x̂1 = 1. A estimação de x̂2 calculada com base em

(3.17) é:

g2(x2) =
∑
∼x2

f4(x1, x2)f5(x2, x3)f1(x1)f2(x2)f3(x3) (3.20)

= f4(0, x2)f5(x2, 0)f1(0)f2(x2)f3(0) + f4(0, x2)f5(x2, 1)f1(0)f2(x2)f3(1) +

f4(1, x2)f5(x2, 0)f1(1)f2(x2)f3(1) + f4(1, x2)f5(x2, 1)f1(1)f2(x2)f3(1).
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o que avaliada nos valores binários fornece:

g2(0) = (1)(1)(p)(p)(1− p) + (1)(0)(p)(p)(p) +

(0)(1)(1− p)(p)(1− p) + (0)(0)(1− p)(p)(p)

= p2(1− p).

g2(1) = (0)(0)(p)(1− p)(1− p) + (0)(1)(p)(1− p)(p) +

(1)(0)(1− p)(1− p)(1− p) + (1)(1)(1− p)(1− p)(p)

= p(1− p)2.

Se p < 1
2 , então g2(0) < g2(1), logo x̂2 = 1. De forma análoga, partindo de (3.18) obtemos:

g3(x3) =
∑
∼x3

f4(x1, x2)f5(x2, x3)f1(x1)f2(x2)f3(x3) (3.21)

= f4(0, 0)f5(0, x3)f1(0)f2(0)f3(x3) + f4(0, 1)f5(1, x3)f1(0)f2(1)f3(x3) +

f4(1, 0)f5(0, x3)f1(1)f2(0)f3(x3) + f4(1, 1)f5(1, x3)f1(1)f2(1)f3(x3).

o que conduz a:

g3(0) = (1)(1)(p)(p)(1− p) + (1)(0)(p)(p)(1− p) +

(0)(1)(1− p)(p)(p) + (0)(0)(1− p)(p)(p)

= p2(1− p).

g3(1) = (0)(0)(p)(1− p)(1− p) + (0)(1)(p)(1− p)(p) +

(1)(0)(1− p)(1− p)(p) + (1)(1)(1− p)(1− p)(p)

= (1− p)2p.

Se p < 1
2 , então g3(0) < g3(1), logo x̂3 = 1. Assim, conclui-se que o vetor x̂ = (111) foi

decodificado corretamente. Uma forma alternativa e mais eficiente de realizar a decodificação

usando o ASP é através de passagem de mensagens pelo grafo de fatores, considerando cada

mensagem como um vetor de duas componentes, correspondendo a avaliação da função associa-

da a cada variável xi igual a 0 (na primeira componente) e igual a 1 (na segunda componente).

Considerando essa alternativa e reescrevendo os passos do ASP para o mesmo vetor recebido

y = (110) obtemos os seguintes passos:

1) Inicialização: Os nós folhas enviam as mensagens iniciais aos nós adjacentes:
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Passo 1: Mensagens enviadas pelos nós f1, f2, f3 aos respectivos nós de variável x1, x2, x3:

µf1→x1(x1) = [P (1|x1 = 0), P (1|x1 = 1)]

= [p, 1− p]

µf2→x2(x2) = [P (1|x2 = 0), P (1|x2 = 1)]

= [p, 1− p]

µf3→x3(x3) = [P (0|x3 = 0), P (0|x3 = 1)]

= [1− p, p].

2) Atualização:

Passo 2: Mensagens enviadas dos nós de variável x1 e x3 aos respectivos nós adjacentes de

verificação de paridade f4 e f5:

µx1→f4(x1) = [P (1|x1 = 0), P (1|x1 = 1)]

= [p, 1− p]

µx3→f5(x3) = [P (0|x3 = 0), P (0|x3 = 1)]

= [1− p, p].

Passo 3: Mensagens enviadas dos nós de verificação de paridade f4 e f5 para o nó de variável

x2:

µf4→x2(x2) = [f4(0, 0)f1(0) + f4(1, 0)f1(1), f4(0, 1)f1(0) + f4(1, 1)f1(1)]

= [p, 1− p]

µf5→x2(x2) = [f5(0, 0)f3(0) + f5(0, 1)f3(1), f5(1, 0)f3(0) + f5(1, 1)f3(1)]

= [1− p, p].



32

Passo 4: Mensagens enviadas do nó de variável x2 para os nós de verificação paridade f4, f5:

µx2→f4(x2) =

[
f2(0)

∑
x3

f5(0, x3)f3(x3), f2(1)
∑
x3

f5(1, x3)f3(x3)

]

= [f2(0)(f5(0, 0)f3(0) + f2(0)f5(0, 1)f3(1), f2(1)f5(1, 0)f3(0) +

+f2(1)f5(1, 1)f3(1)]

= [p(1− p), (1− p)p]

µx2→f5(x2) =

[
f2(0)

∑
x1

f4(x1, 0)f1(x1), f2(1)
∑
x1

f4(x1, 1)f1(x1)

]

= [f2(0)f4(0, 0)f1(0) + f2(0)f4(1, 0)f1(1), f2(1)f4(0, 1)f1(0) +

+f2(1)f4(1, 1)f1(1)]

= [p2, (1− p)(1− p)].

Passo 5: Mensagens enviadas dos nós de verificação de paridade f4 e f5 respectivamente para

os nós de variável x1 e x3:

µf4→x1(x1) =

[∑
x1

f4(x1, 0)f2(0)
∑
x3

f5(0, x3)f3(x3),
∑
x1

f4(x1, 1)f2(1)
∑
x3

f5(1, x3)f3(x3)

]

= [f4(0, 0)f2(0)f5(0, 0)f3(0) + f4(0, 0)f2(0)f5(0, 1)f3(1) +

f4(1, 0)f2(0)f5(0, 0)f3(0) + f4(1, 0)f2(0)f5(0, 1)f3(1),

f4(0, 1)f2(1)f5(1, 0)f3(0) + f4(0, 1)f2(1)f5(1, 1)f3(1) +

f4(1, 1)f2(1)f5(1, 0)f3(0) + f4(1, 1)f2(1)f5(1, 1)f3(1)]

= [p(1− p), (1− p)p]

µf5→x3(x3) =

[∑
x2

f5(x2, 0)f2(x2)
∑
x1

f4(x1, 0)f1(x1),
∑
x2

f5(x2, 1)f2(x2)
∑
x1

f4(x1, 1)f1(x1)

]

= [f5(0, 0)f2(0)f4(0, 0)f1(0) + f5(0, 0)f2(0)f4(1, 0)f1(1) +

f5(1, 0)f2(1)f4(0, 0)f1(0) + f5(1, 0)f2(1)f4(1, 0)f1(1) +

f5(0, 1)f2(0)f4(0, 1)f1(0) + f5(0, 1)f2(0)f4(1, 1)f1(1) +

f5(1, 1)f2(1)f4(0, 1)f1(0) + f5(1, 1)f2(1)f4(1, 1)f1(1)]

= [p2, (1− p)(1− p)].

É possível utilizar-se do proposto em [20] para a passagem de vetores no ASP. Considere o

caso mais simples em que chegam duas mensagens em um nó de variável, representadas pelos

vetores r = [r0, r1] e s = [s0, s1], conforme ilustra a Figura 3.4.
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Figura 3.4: Passagem de vetores no ASP para nó de variável.

O vetor de saída do nó de variável é dado por [20]:

z = [z0, z1] =
[

r0s0

r0s0 + r1s1
,

r1s1

r0s0 + r1s1

]
. (3.22)

Embora os denominadores das componentes do vetor em (3.22), r0s0 + r1s1, sejam utilizados

como fator de normalização (a soma das componentes do vetor é unitária), nos cálculos a

seguir este fator não será utilizado para não sobrecarregar a notação. Também é definida uma

regra em [20] para a mensagem de saída de um nó de verificação de paridade, conforme está

representado na Figura 3.5:

z = [z0, z1] = [r0s0 + r1s1, r0s1 + r1s0]. (3.23)

Pode-se generalizar (3.22) e (3.23) para nós com grau maior que 2. Repetindo os passos 4 e

5, considerando agora (3.2) e (3.3) e as regras (3.22) e (3.23), respectivamente, obtemos:

Passo 4: Mensagens enviadas do nó de variável x2 para os nós de verificação paridade f4, f5:

µx2→f4(x2) = [p, 1− p][1− p, p]

= [p(1− p), (1− p)p].

µx2→f5(x2) = [p, 1− p][p, 1− p]

= [p2, (1− p)2].
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Figura 3.5: Passagem de vetores no ASP para nó de verificação de paridade.

Passo 5: Mensagens enviadas dos nós de verificação de paridade f4 e f5 respectivamente para

os nós de variável x1 e x3:

µf4→x1(x1) = [p, (1− p)][(1− p), p]

= [p(1− p), (1− p)p]

µf5→x3(x3) = [p, (1− p)][p(1− p)]

= [p2, (1− p)2].

A marginalização da função global g(x1, x2, x3) com relação às variáveis x1, x2 e x3 utilizando

a regra (3.22) de passagens de vetores é vista a seguir:
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g1(x1) = µf4→x1(x1)µf1→x1(x1)

= [p(1− p), (1− p)p][p, 1− p]

= [p2(1− p), p(1− p)2].

g2(x2) = µf4→x2(x2)µf5→x2(x2)µf2→x2(x2)

= [p, 1− p][1− p, p][p, 1− p]

= [p2(1− p), p(1− p)2].

g3(x3) = µf5→x3(x3)µf3→x3(x3)

= [p2, (1− p)(1− p)][1− p, p]

= [p2(1− p), p(1− p)2].

3.2.4 Regra da Tangente Hiperbólica

As mensagens podem ser transmitidas no ASP de diversas maneiras. Em vez de [r0, r1],

pode-se utilizar a diferença, (r0−r1), a razão (r0/r1) ou a representação mais comum, que é o

logaritmo da razão entre as duas componentes, log(r0/r1), conhecido como logaritmo da razão

de verossimilhança (LLR do inglês, log likehood ratio). Sendo assim, a mensagem na entrada

do nó de variável é representada por r = log(r0/r1) e s = log(s0/s1) e, consequentemente, o

formato da mensagem de saída de um nó de variável definida em (3.22) passa a ser:

µxi→fj (xi) = log(z0/z1) = log
(

r0s0

r1s1

)

= log(r0/r1) + log(s0/s1)

= r + s.

Para a mensagem de saída de um nó de verificação de paridade, podemos reescrever (3.23) da

seguinte forma:

µfj→xi(xi) = log(z0/z1)

= log
(

r0s0 + r1s1

r0s1 + r1s0

)
.

Dividindo o numerador e o denominador do argumento do logaritmo por r1s1:

µfj→xi(xi) = = log

(
r0s0
r1s1

+ 1
r0
r1

+ s0
s1

)
.
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Fazendo r0/r1 = er e s0/s1 = es e utilizando-se da relação cosh(A) = eA+e−A

2 obtemos:

µfj→xi(xi) = log
(

eres + 1
er + es

)

= log


e

r+s
2

(
e

r+s
2 + e

−(r+s)
2

)

e
r+s
2

(
e

r−s
2 + e

−(r−s)
2

)



= log

(
cosh

(
r+s
2

)

cosh
(

r−s
2

)
)

. (3.24)

(3.25)

Utilizando-se da regra cosh(A ± B) = coshA coshB ± sinhA sinhB, reescrevemos (3.25) da

seguinte forma:

µfj→xi(xi) = log

(
cosh

(
r
2

)
cosh

(
s
2

)
+ sinh

(
r
2

)
sinh

(
r
2

)

cosh
(

r
2

)
cosh

(
s
2

)− sinh
(

r
2

)
sinh

(
r
2

)
)

.

Dividindo o numerador e denominador do argumento do log por cosh(r/2) cosh(s/2):

µfj→xi(xi) = log
(

1 + tanh(r
2) tanh( s

2)
1− tanh(r

2) tanh( s
2)

)

e finalmente, utilizando-se da expressão das tanh−1(z) = 1
2 log

(
1+z
1−z

)
chegamos a regra da

tangente hiperbólica:

µfj→xi(xi) = 2 tanh−1
[
tanh

(r

2

)
tanh

(s

2

)]
. (3.26)

Esta regra é utilizada pelo ASP no domínio LLR para o cálculo das atualizações das mensagens

nos nós de verificação de paridade. Em resumo, para entrada r e s no nó de variável a saída é

r + s e para estas entradas no nó de verificação de paridade as saídas serão dadas por (3.26).

3.2.5 Passagem de Mensagens em Grafos com Ciclos

Em grafos que possuem ciclos, as mensagens vão perdendo a precisão sobre as funções

marginais, gerando um algoritmo iterativo e sub-ótimo, não sendo possível garantir a con-

vergência do ASP. É necessário estabelecer um critério de parada tipicamente baseado em um

número máximo de iterações ou quando resulte em decisões de x̂ que formam uma palavra-

código. O ASP utiliza algumas regras que visam organizar e definir o tempo e as atividades
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a serem seguidas, como, por exemplo, definir os sentidos das mensagens trafegadas e quais os

ramos serão ativos em cada iteração. Este conjunto de regras ficou conhecido por cronograma.

O cronograma mais comum utilizado na decodificação de códigos LDPC é o cronograma in-

vasivo, em que cada iteração do algoritmo possui apenas dois passos, sendo que no primeiro

os nós de variável transmitem as mensagens e no segundo, as mensagens são enviadas pelos

nós de verificação de paridade.

3.2.6 Utilização do ASP no Processo de Decodificação de um Código de Bloco

A decodificação de um código corretor de erros C(N, K) baseada no ASP é feita símbolo a

símbolo. O processo de decodificação consiste primeiramente em representar a distribuição de

probabilidade conjunta a posteriori dos símbolos de informação x = (x1, ..., xN ) condicionadas

à saída do canal y = (y1, ..., yN ). Uma vez obtido o grafo de fatores a partir da matriz H e das

probabilidades de transição do canal p(yn|xn), o ASP funciona de acordo com os seguintes

passos:

1. Inicialização - O ASP inicia pelos nós de verificação de paridade que são nós folha. Cada

um deles passa ao seu nó de variável adjacente uma mensagem LLR inicial L(fj → xn) =

L(yn|xn) = log(P (yn|xn = 0)/P (yn|xn = 1)). Os respectivos nós de variável retransmitem

aos seus nós adjacentes (excluindo os nós folha) a mensagem:

L(xn → fj) = L(yn|xn)

= log(p(yn|xn = 0)/p(yn|xn = 1)).

em que fj ∈ N(xn).

2. Atualização - No processo de atualização os nós de verificação de paridade recebem as

mensagens L(xn → fj) e atualizam as mensagens L(fj → xn) conforme a seguinte equação:

L(fj → xn) = 2 tanh−1


 ∏

t∈N(fj)|xn

tanh
(

L(t → fj)
2

)
 . (3.27)

Para o caso dos nós de variável a atualização das mensagens é :

L(xn → fj) = L(yn|xn) +
∑

v∈N(xn)|fj

L(v → xn).

3. Estimação da palavra recebida - Nessa etapa, o valor mais provável para cada símbolo

transmitido é estimado. O decodificador utiliza-se da soma das mensagens transmitidas por

todos os nós de verificação de paridade conectados à variável xn para determinar a informação

a posteriori sobre o símbolo xn:
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Λn = L(yn|xn) +
∑

v∈N(xn)

L(v → xn).

A decisão de x̂n para o símbolo xn é feita baseada na seguinte condição:

x̂n =





0, se Λn ≥ 0

1, se Λn < 0.

Se o número máximo de iterações for completado ou se o vetor x̂ = (x̂1, ..., x̂N ) satisfizer a

condição x̂HT = 0, o algoritmo é finalizado e apresenta o vetor x̂ como palavra decodificada.

Caso isso não ocorra, o algoritmo repete os passos 2 e 3 até que uma destas condições seja

satisfeita. No caso da primeira condição ser atendida será decodificado o último vetor x̂

estimado, mesmo que ele não seja uma palavra-código. Daí, a importância da escolha do

número máximo de iterações.

3.3 Determinação das LLRs

As mensagens iniciais do ASP que são as LLRs denotados por L(yn|xn), n = 1, ..., N , são

calculadas a partir do modelo do canal. Nesta subseção, determinaremos esta LLR para dois

modelos de canal: BSC e AWGN.

3.3.1 Canal BSC

Para o caso de um canal BSC, calcula-se o logaritmo da razão de verossimilhança da

seguinte forma:

L(yn|xn) = log
(

p(yn|xn = 0)
p(yn|xn = 1)

)
.

Consequentemente,

L(yn|xn) =





log p
1−p , se yn = 1

log 1−p
p , se yn = 0.

3.3.2 Canal AWGN

Considere um canal AWGN com entrada binária cujo o alfabeto é {−1, +1}, e o vetor

recebido y = (y1, ..., yN ) ∈ RN . As LLRs são calculadas usando as funções densidades de
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probabilidade Gaussiana de médias ±1 e variância σ2 da seguinte forma:

pyn|xn=0(yn) =
1√

2πσ2
exp−

(yn−1)2

2σ2

pyn|xn=1(yn) =
1√

2πσ2
exp−

(yn+1)2

2σ2 .

A mensagem inicial processada pelo ASP, L(yn|xn), é dada por:

L(yn|xn) = log
(

pyn|xn=0(yn)

pyn|xn=1(yn)

)

= log

(
e

(
− (yn−1)2

2σ2 +
(yn+1)2

2σ2

))

= −(yn − 1)2

2σ2
+

(yn + 1)2

2σ2

=
−(y2

n − 2yn + 1) + (y2
n + 2yn + 1)

2σ2

=
2
σ2

yn.



capítulo 4
Códigos lineares com

matrizes de verificação
de paridade esparsas

Neste capítulo, introduziremos alguns parâmetros de códigos LDPC. Em seguida, serão

abordados alguns algoritmos de construção desses códigos, tal como, o algoritmo PEG. Por

fim, faremos uma análise comparativa do desempenho de códigos LDPC construídos com o

algoritmo PEG em um canal AWGN.

4.1 Códigos LDPC

O conceito de códigos LDPC foi proposto por Robert Gallager em 1962 [1] através de méto-

dos de preenchimento da matriz H. Algum tempo depois esses códigos ganharam destaque

através do trabalho de Mackay e Neal [21] onde foi verificado que é possível atingir uma

probabilidade de erro muita próxima do limite de Shannon [22].

Um código LDPC é caracterizado por uma matriz de verificação de paridade H que apre-

senta uma baixa densidade de elementos não-nulos, ou seja, H é uma matriz esparsa. Isso

implica em um número relativamente pequeno de ramificações no grafo de fatores com im-

plicações na complexidade de decodificação. Baseado na distribuição de elementos não-nulos

por linha ou por coluna da matriz H, divide-se os códigos LDPC em dois grupos: os regulares

e os irregulares.
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Os códigos regulares possuem a característica de que cada linha de H tem o mesmo número

d` de 1′s e cada coluna tem o mesmo número dc de 1′s. Em [1] verifica-se que a distância

mínima desse código regular aumenta linearmente com o comprimento do código. Os parâ-

metros d`, dc, n e k especificam uma família de códigos LDPC e são escolhidos de tal modo

que satisfaçam a condição:

(n− k)d` = ndc. (4.1)

É importante salientar que o valor de cada membro da igualdade (4.1) fornece o número de

elementos não-nulos da matriz H. O grafo de Tanner de um código LDPC regular é formado

de n nós de variável de grau dc e (n−k) nós de verificação de paridade de grau d`. Sabendo-se

que o número total de elementos da matriz é (n− k)× n, pode-se escrever a densidade de H,

denotada por dH , em função dos parâmetros n, k e d`:

dH =
(n− k)d`

(n− k)n
=

d`

n
(4.2)

que também pode ser reescrita em função de n, k e dc:

dH =
ndc

(n− k)n
=

dc

(n− k)
. (4.3)

Os códigos LDPC irregulares têm a característica que a sua matriz H não apresenta o número

de 1′s por linha ou por coluna constante, ou seja, os nós de verificação de paridade e de variável

possuem graus variáveis. Uma classe de código irregular é definida por um par de polinômios

(λ(x), ρ(x)) de distribuições de grau do grafo de Tanner expresso por:

λ(x) =
∑

i

λix
i−1 (4.4)

ρ(x) =
∑

i

ρix
i−1 (4.5)

em que λ(x) é a distribuição de grau dos nós de variável e ρ(x) é a distribuição de grau dos

nós de verificação de paridade. Os coeficientes λi (ou ρi) expressam a fração de ramos no

grafo de Tanner que estão conectados aos nós de variável (ou nós de verificação de paridade)

de grau i. O grau máximo dos nós de variável do código é denotado por J e o grau médio dos

nós de variável, denotado por JM , é:

JM =
∑

i

iλi. (4.6)

Os polinômios λ(x) e ρ(x) para um código regular em função de d` e dc são dados por:

λ(x) = xdc−1 (4.7)
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ρ(x) = xd`−1. (4.8)

Técnicas de construção de códigos LDPC irregulares são descritas em [23] e [24]. A taxa de

um código LDPC é dada por [20]:

R = 1−
∫ 1

0
ρ(x)dx∫ 1

0
λ(x)dx

. (4.9)

Através de manipulações matemáticas na expressão (4.1) obtemos uma expressão para a taxa

de um código LDPC regular:

R = 1− dc

d`
. (4.10)

A partir de (4.10) observa-se que dc < d`.

4.2 Construção de Códigos LDPC

Nessa seção, são apresentadas algumas técnicas de construção de códigos LDPC baseadas

no preenchimento da matriz H [25], [26].

4.2.1 Códigos de Mackay

A técnica proposta por Mackay [6], [21] consiste de construções semi-aleatórias da matriz

H que visam obter códigos cujos grafos de fatores não apresentem ciclos curtos. A matriz H é

construída com colunas de peso dc e com linhas de peso constante d` de modo que quaisquer

duas colunas não apresentem sobreposição maior que 1 buscando evitar ciclos de comprimento

quatro [27]. Isso é verificado quando o produto interno entre duas colunas de H é sempre

menor ou igual a 1. Mackay disponibilizou um arquivo de códigos LDPC em [28].

4.2.2 Códigos LDPC Quase-Cíclicos

A classe de códigos LDPC quase-cíclicos (LDPC-QC) possui a propriedade de que o deslo-

camento cíclico de w posições de uma palavra-código, múltiplo de d`, também é uma palavra-

código [9]. Algumas técnicas de construções desta classe de códigos foram propostas em [7],

[8], [9], [29] e [30]. Um família de códigos LDPC-QC irregular é apresentada em [31].
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Exemplo 4.1 Considere um código C(21, 17) cuja matriz de paridade é apresentada em [7]:

H =




1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0




.

A matriz H pode ser reescrita da seguinte maneira:

H =




H0 H1 H2 H3 0 0 0

0 H0 H1 H2 H3 0 0

0 0 H0 H1 H2 H3 0

0 0 0 H0 H1 H2 H3

H3 0 0 H0 H1 H2 0

H2 H3 0 0 0 H0 H1

H1 H2 H3 0 0 0 H0




em que

H0 =


 1 1 1

1 0 0




H1 =


 0 0 0

0 1 0




H2 =


 0 0 0

0 0 0



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H3 =


 0 0 0

0 0 1


 .

Através da permutação das linhas e das colunas de H, é possível obter um código LDPC-QC

[7]. Esta classe de códigos apresenta cotas para a distância mínima em função dos parâmetros

do código [7].

4.2.3 Códigos de Gallager e Códigos H-LDPC

Seja uma matriz Ht de dimensão (nt−kt)×nt. É possível construir uma matriz diagonal

em blocos Hd de dimensão d(nt − kt) × dnt, utilizando-se de d blocos de Ht na diagonal

principal de Hd:

Hd =




Ht 0 0 ... 0

0 Ht 0 ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... Ht




(4.11)

Fazendo permutações aleatórias nas colunas de Hd obtemos novas matrizes denotadas gene-

ricamente por πi(Hd). Esse conjunto de matrizes resulta na seguinte matriz esparsa:

H =




π1(Hd)

π2(Hd)
...

πi(Hd)




. (4.12)

Observe que a dimensão da matriz H, id(nt − kt) × dnt, é função do número de blocos

da matriz diagonal, das dimensões da matriz Ht e do número de permutações (i) feitas na

matriz Hd. Por exemplo, a construção definida em [32], conhecida como a matriz do código

de Gallager [1], está na forma (4.12) em que Ht = (1, 1, ..., 1). Quando a matriz Ht é a

matriz de verificação de paridade de um código de Hamming, nt = 2mt − 1, mt = nt − kt,

forma-se o código H-LDPC [33]. Algumas construções com código de Hamming constituinte

apresentam baixa complexidade na decodificação [34]. Um dos primeiros estudos com códigos

LDPC baseados em códigos de Hamming (H-LDPC) foi feito em [35]. De forma análoga, a

construção (4.12) pode ser feita com outros códigos constituintes, tal como, os códigos BCH

[36], códigos Reed-Solomon [37].
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4.2.4 Algoritmo PEG

Com objetivo de obter grafos de ciclo mínimo controlado pela conexão entre os nós de

variável e os nós de verificação de paridade, surgiu o algoritmo PEG [10]. De acordo com

a variação dos parâmetros desse algoritmo, é possível construir grafos colocando-se ramos

progressivamente entre os nós de variável e os nós de verificação de paridade de modo a

maximizar os ciclos mínimos locais de cada um dos nós de variável [10]. O objetivo do

algoritmo é encontrar nós de verificação de paridade mais distantes de um determinado nó de

variável xi, construindo um subgrafo partindo desse nó e dos ramos nele incidentes, e assim

conectá-lo através de ramos. O algoritmo seleciona o nó de menor grau quando encontra

mais de um nó de verificação de paridade para conexão com o nó de variável xi, fazendo

com que a distribuição de graus dos nós de verificação de paridade seja o mais uniforme

possível. No algoritmo PEG não há controle sobre o polinômio ρ(x). A principal vantagem

desse algoritmo é que ele é muito flexível e possibilita obter códigos com uma estrutura

que permite um codificador com complexidade linear. Por isso, utilizaremos matrizes H

construídas com este algoritmo na análise de desempenho de códigos LDPC que será realizada

na próxima seção. Para a construção dessa matriz deve-se especificar alguns parâmetros, tais

como, o comprimento e a taxa do código e o polinômio λ(x) que especifica a distribuição de

grau dos nós de variável. Em [11] é proposta uma melhoria no algoritmo PEG aumentando

consideravelmente o comprimento do ciclo mínimo e quando isso não é possível, o algoritmo

tenta diminuir o número de ciclos de menor comprimento.

Exemplo 4.2 Utilizando o algoritmo PEG [10] para a construção de um código LDPC regular

C(16, 8), obtemos a matriz H :

H =




1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0




.

Observe que d` = 4 e dc = 2. Utilizando-se (4.10) verificamos que a taxa do código é R = 0, 5.
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Exemplo 4.3 Considere o conjunto de códigos LDPC irregulares C(16, 8) que apresenta a

seguinte distribuição de grau dos nós de variável:

λ(x) = 0, 25x1 + 0, 5x2 + 0, 25x3. (4.13)

Uma matriz resultante com esta distribuição de grau utilizando o algoritmo PEG [10] é:

H =




1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0

1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0




.

Observe que existem 4 colunas que possuem dc = 2, 8 colunas que possuem dc = 3 e 4 colunas

que possuem dc = 4, o que equivale a constatar no grafo de fatores que existem 4 nós de

variável de grau 2, 8 nós de variável de grau 3 e 4 nós de variável de grau 4. Observe também

que o grau de distribuição nas linhas procurou manter uma regularidade obtendo assim um

parâmetro constante d` = 6 em cada linha, implicando que todos os nós de verificação de

paridade tem grau 6.

4.3 Resultado das Simulações

Nesta seção foram feitas simulações com a finalidade de analisar o desempenho dos códigos

LDPC construídos com o algoritmo PEG de taxa igual a 0, 5 variando-se o comprimento do

código, o número de iterações e o polinômio λ(x). Foram transmitidas palavras-código todas

nulas através de um canal AWGN utilizando a modulação BPSK e a decodificação feita pelo

ASP. As curvas da taxa de erro de bit (BER, do inglês bit error rate) foram obtidas sobre os

bits codificados. A simulação termina quando são encontrados 100 erros de bloco.

4.3.1 Desempenho de Códigos LDPC Regulares

A Figura 4.1 ilustra a BER versus a relação sinal ruído (SNR, do inglês signal to noise

ratio) para um código LDPC regular C(2000, 1000) com dc = 3 utilizando o ASP com 25, 50
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e 100 iterações. Quanto maior o número de iterações maior a confiabilidade dos bits decodi-

ficados, embora em termos práticos, o aumento desse número também aumenta o tempo de

decodificação. Nas próximas análises iremos fixar o número de iterações em 100. As curvas

de desempenho BER × SNR para um código regular C(2000, 1000) com dc igual a 2, 3, 4 e

5 são comparadas na Figura 4.2.
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25 ITERAÇÕES
50 ITERAÇÕES
100 ITERAÇÕES

Figura 4.1: Desempenho do código regular C(2000, 1000) com dc = 3 variando-se o número de iterações
para 25, 50 e 100 iterações.

Verifica-se que para dc = 2, o desempenho é bem degradado quando comparados aos de-

mais, dentre os quais se destaca o código construído com o parâmetro dc = 3. Em virtude

desta análise, consideraremos dc = 3 nas próximas análises. O efeito do comprimento do

código é ilustrado na Figura 4.3, em que considera-se códigos regulares de taxa 0,5, dc = 3

e comprimentos 1000, 2000 e 4000. Observa-se um ganho de codificação em torno de 0,5

dB nas comparações entre os códigos C(4000, 2000) e C(2000, 1000) e entre C(2000, 1000) e

C(1000, 500) na faixa de 2 dB a 3 dB para uma BER de 10−5.
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Figura 4.2: Desempenho do código regular C(2000, 1000) variando-se o grau dos nós de variável,
dc = 2, 3, 4, 5 e mantendo fixo o número de iterações igual a 100.
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Figura 4.3: Desempenho de códigos LDPC regulares de taxa 0, 5, dc = 3 para comprimentos 1000,
2000 e 4000 com o número de iterações igual a 100.
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4.3.2 Desempenho de Códigos LDPC Irregulares

Compara-se dois códigos LDPC irregulares C(2000, 1000) com o número máximo de ramos

conectados aos nós de variável, J , igual a 4 e 15.

O polinômio λ(x) adotado para J = 4 [23] é:

λ(x) = 0, 38354x1 + 0, 04237x2 + 0, 57409x3

e para J = 15 [23]:

λ(x) = 0, 23802x1+0, 20997x2+0, 03492x3+0, 12015x4+0, 01587x6+0, 00480x13+0, 37627x14.

As curvas de desempenho BER × SNR destes dois códigos irregulares são apresentadas

na Figura 4.4. Observamos que o código com J = 15 apresenta um desempenho melhor do

que o código com J = 4. A comparação entre os códigos regulares e os irregulares de mesmo

comprimento C(2000, 1000) é mostrada na Figura 4.5. Considera-se um código irregular com

grau máximo dos nós de variável igual a 4 (J = 4). Utilizando-se de (4.6) calculamos o grau

médio dos nós de variável para o código irregular, JM = 0, 38354×2+0, 04237×3+0, 57409×
4 = 3, 019. Com isso, torna-se interessante uma comparação desse código irregular com um

código regular com dc = 3 e dc = 4.
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Figura 4.4: Desempenho de códigos LDPC irregulares C(2000, 1000) para J = 4 e J = 15, 100
iterações.
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Figura 4.5: Desempenho de um código irregular C(2000, 1000) com J = 4 e códigos regulares
C(2000, 1000) com dc = 3 e dc = 4, 100 iterações.

Quando se compara os desempenhos do código LDPC irregular J = 4 e do código LDPC

regular dc = 4, o código irregular apresenta um ganho de 0,6 dB para uma BER= 10−4.

De forma semelhante, quando a comparação do código irregular é feita com o código LDPC

regular com dc = 3, verifica-se que o ganho do código irregular sobre o regular é de 0,12 dB.

Conclui-se que o desempenho obtido pelo código irregular é superior ao desempenho obtido

pelos códigos regulares.



capítulo 5
Análise do ASP em um

canal AWGN com
quantização suave

Este capítulo visa descrever e analisar o desempenho de códigos LDPC utilizando a mo-

dulação BPSK e que são demodulados com um quantizador uniforme com 2q níveis de quan-

tização [12]. A decodificação com decisão suave tem por objetivo evitar a degradação de

desempenho quando o sistema de comunicação utiliza quantização abrupta. Alguns algorit-

mos de decodificação que empregam decodificação suave podem ser vistos em [38]. Além disso,

foram realizadas diversas simulações com a finalidade de definir o valor do limiar de quanti-

zação ótimo para cada valor de relação sinal ruído. Os códigos considerados neste capítulo

foram obtidos com o algoritmo PEG.

5.1 Canal Discreto

Considere um canal discreto formado por um modulador BPSK, um canal AWGN, um

demodulador e um quantizador que utiliza q bits de quantização, como é ilustrado na Figura

5.1. Sendo Xk ∈ {0, 1} o símbolo de entrada do canal discreto no k-ésimo intervalo, o símbolo

na entrada do quantizador é dado por:

Rk =
√

EsSk + Nk (5.1)

em que Es é a energia do sinal transmitido, Sk = 2Xk − 1 e Nk é uma variável aleatória

Gaussiana de média zero e variância N0
2 . A variável aleatória Rk é a entrada de um quantizador
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Figura 5.1: Diagrama de blocos de um canal discreto com entrada Xk e saída Yk.

escalar uniforme com q bits de quantização, obtendo-se na saída do canal discreto a variável

aleatória Yk ∈ {0, 1, ..., 2q−1}. O quantizador uniforme é definido por um conjunto de limiares

{T 1
j } espaçados uniformemente.

A operação do quantizador fornece a saída do canal Yk = j se a condição Rk ∈ (T 1
j−1, T

1
j )

for satisfeita. Vale salientar que os limiares T 1
j são espaçados uniformemente com o passo de

quantização ∆ da seguinte maneira:

T 1
j =





−∞, se j = −1

(j + 1− 2q−1)∆, se j = 0, 1, ..., 2q − 2

∞, se j = 2q − 1.

Define-se o passo normalizado e os limiares normalizados, respectivamente, por δ = ∆/
√

Es

e Tj = T 1
j√
Es

. Então, podemos definir Tj = (j + 1− 2q−1)δ, para j = 0, 1, ...2q − 2.

O canal discreto pode ser modelado como um canal DMC com matriz de transição de

probabilidade, Π = [πij ], em que:

πij = P (Yk = j|Xk = i)

para i ∈ {0, 1}, j ∈ {0, 1, ..., 2q − 1}. Para o modelo considerado em (5.1), obtemos:

πij = P (Yk = j|Xk = i)

= P (Rk ∈ (T 1
j−1, T

1
j )|Xk = i)

= P (Tj−1 − (2i− 1) <
Nk√
Es

< Tj − (2i− 1))

= Q(
√

2γ(Tj−1 − (2i− 1)))−Q(
√

2γ(Tj − (2i− 1)))

em que γ = Es/N0 é a relação sinal ruído e Q(x) é a função dada por:

Q(x) = 1/
√

2π

∫ ∞

x

e(−t2/2)dt.

Devido à simetria da constelação BPSK e das regiões de decisão, os elementos da matriz Π

apresentam a seguinte propriedade:
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πij = π
0,

j−(2q−1)i

(−1)i
. (5.2)

A seguir, ilustraremos o cálculo da matriz Π para dois casos particulares, q = 1 e q = 2. O

caso q = 1 corresponde ao canal BSC que é mostrado na Figura 3.3, cuja matriz Π é:

Π =


 1− p p

p 1− p




em que:

p = Q

(√
2Es

N0

)
.

O caso q = 2 será descrito no exemplo a seguir.

Exemplo 5.1 Para q = 2 temos que Xk = {0, 1}, Yk = {0, 1, 2, 3} e os elementos da matriz

de probabilidade Π são dados por:

π00 = P (Rk < −∆|Xk = 0)

= P (−
√

Es + Nk < −δ
√

Es)

= P (Nk < −δ
√

Es +
√

Es)

= P (Nk <
√

Es(1− δ))

= 1−Q

(√
Es(−δ + 1)

σ

)

= Q

(√
2Es

N0
(δ − 1)

)

em que σ2 = N0
2 .

π01 = P (−δ
√

Es < −
√

Es + Nk < 0)

= P ((1− δ)
√

Es < Nk <
√

Es)

= Q

(√
2Es

N0
(1− δ)

)
−Q

(√
2Es

N0

)
.

π02 = P (0 < −
√

Es + Nk < δ
√

Es)

= P (
√

Es < Nk <
√

Es(δ + 1))

= Q

(√
2Es

N0

)
−Q

(√
2Es

N0
(δ + 1)

)
.
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π03 = P (−
√

Es + Nk > δ
√

Es)

= Q

(√
2Es

N0
(δ + 1)

)
.

Os elementos π1j são obtidos via (5.2).

A sequência quantizada Yk é a entrada do decodificador ASP que utilizará a seguinte LLR na

fase de inicialização:

L

(
yn

xn

)
= log

(
π0n

π1n

)
, se Yn = j.

5.2 Resultado das Simulações

Será analisado o desempenho de diversos códigos LDPC com a finalidade de definir o passo

de quantização ótimo para cada valor de SNR.

5.2.1 Códigos Regulares

Através da Figura 5.2 é possível analisar o desempenho do código LDPC C(1000, 500)

regular com dc = 3, 4 níveis de quantização, q = 2, versus o passo de quantização δ para SNR

iguais a 1,5 dB, 2 dB, 2,5 dB e 3 dB. Observa-se nesta figura que o valor ótimo de δ não varia

significativamente para o intervalo de SNR analisado, ficando em torno de 0,6. O valor de

δ que minimiza a BER para cada SNR é mostrada na Tabela 5.1. Estes serão considerados

valores ótimos de δ. Um comportamento semelhante é observado para um código LDPC

regular mais longo C(2000, 1000) com dc = 3, conforme é ilustrado na Figura 5.3 e na Tabela

5.2. Uma comparação do desempenho destes dois códigos de comprimentos diferentes pode

ser vista na Figura 5.4. Os valores dos passos de quantização utilizados para cada SNR são

indicados nas Tabelas 5.1 e 5.2 (primeira coluna).

Nas Figuras 5.5 e 5.6 são apresentados os desempenhos do código LDPC C(2000, 1000)

regular com dc = 3 para SNR igual a 1,5 dB, 2 dB, 2,5 dB e 3 dB versus o passo de quanti-

zação, para q = 3 e q = 4, respectivamente. A Tabela 5.2 indica os valores ótimos de δ. Na

Figura 5.7 é feita uma comparação do desempenho do código LDPC regular C(2000, 1000)

com dc = 3, para q = 1, 2, 3 e 4. Observa-se que a medida que aumentamos o nível de quan-

tização, o desempenho se aproxima do observado em um canal AWGN.
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Tabela 5.1: Passo de quantização ótimo variando a SNR para o código LDPC regular C(1000, 500),
dc = 3 e q = 2.

SNR δ ótimo

1,50 dB 0,65
2,00 dB 0,60
2,50 dB 0,55
3,00 dB 0,50
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Figura 5.2: BER versus δ para o código LDPC regular C(1000, 500) com dc = 3, para q = 2.

Tabela 5.2: Passo de quantização ótimo variando a SNR para o código LDPC regular C(2000, 1000),
dc = 3, e q = 2, 3 e 4.

SNR δ ótimo para q = 2 δ ótimo para q = 3 δ ótimo para q = 4

1,50 dB 0,65 0,40 0,48
2,00 dB 0,63 0,33 0,46
2,50 dB 0,61 0,32 0,45
3,00 dB 0,60 0,20 0,43
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Figura 5.3: BER versus δ para o código LDPC regular com dc = 3, C(2000, 1000), para q = 2.

Observa-se também na Figura 5.7 que a perda de desempenho em relação ao AWGN para

BER = 10−5 é 1,75 dB para q = 1, 0,33 dB para q = 2, 0,17 dB para q = 3 e 0,10 dB para

q = 4. O valor do passo de quantização ótimo para cada SNR é usado nesta figura e na Tabela

5.2. O emprego de decodificação abrupta (q = 1) provoca uma perda de desempenho de 1,75

dB em relação ao canal AWGN. Esta perda é consideravelmente reduzida com o emprego de

apenas 4 níveis. O uso de q = 3 pode ser satisfatório, pois o desempenho é aproximado ao

obtido com q = 4.

5.2.2 Códigos Irregulares

Uma análise semelhante à realizada na subseção anterior é feita nesta subseção para o

código irregular C(2000, 1000) com J = 15, conforme pode ser observado nas Figuras 5.8 -

5.10. A Tabela 5.3 mostra os valores ótimos dos níveis de quantização encontrados a partir

destas figuras. Na Figura 5.11 é feita uma comparação do desempenho do código LDPC irreg-

ular C(2000, 1000), J = 15, para q = 1, 2, 3, 4. Observa-se que a medida que aumentamos o

nível de quantização, o desempenho do código se aproxima do desempenho do canal AWGN.
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Figura 5.4: BER versus SNR para os códigos LDPC regulares C(1000, 500) e C(2000, 1000) com
dc = 3, para q = 2.

Tabela 5.3: Passo de quantização ótimo variando a SNR para o código LDPC irregular C(2000, 1000)

com J = 15, e q = 2, 3 e 4.

SNR δ ótimo para q = 2 δ ótimo para q = 3 δ ótimo para q = 4

1,00 dB 0,37 0,26 0,30
1,50 dB 0,36 0,25 0,27
2,00 dB 0,35 0,24 0,25
2,50 dB 0,32 0,22 -

Verifica-se também na Figura 5.11 que a perda de desempenho em relação ao AWGN para

BER = 10−5 é 1, 82 dB para q = 1, 0, 48 dB para q = 2, 0, 26 dB para q = 3 e 0, 14 dB para

q = 4. Estes valores são superiores ao caso do código regular analisado na seção anterior.
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Figura 5.5: BER versus δ para o código LDPC regular C(2000, 1000), dc = 3, para q = 3.
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Figura 5.6: BER versus δ para o código LDPC regular C(2000, 1000) com dc = 3, para q = 4.
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Figura 5.7: BER versus SNR para o código LDPC regular C(2000, 1000) com dc = 3, para q = 1, 2, 3, 4

e o canal AWGN.
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Figura 5.8: BER versus δ para o código LDPC irregular C(2000, 1000) com J = 15, para q = 2.
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Figura 5.9: BER versus δ para o código LDPC irregular C(2000, 1000) com J = 15, para q = 3.
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Figura 5.10: BER versus δ para o código LDPC irregular C(2000, 1000) com J = 15, para q = 4.
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Figura 5.11: BER versus SNR para o código LDPC irregular C(2000, 1000) com J = 15, com q =

1, 2, 3, 4 e o canal AWGN.



capítulo 6
Conclusões

Nesse trabalho foram descritas as etapas do algoritmo de transferência de mensagens soma-

produto (ASP). Logo após, foram apresentadas técnicas de construções de códigos LDPC.

Com os códigos obtidos pelo algoritmo PEG, foram realizadas simulações computacionais em

um canal AWGN com modulação BPSK com a finalidade de analisar a influência de diversos

parâmetros no desempenho do código. Com estas simulações pudemos verificar que o número

de iterações do ASP deve ser igual a 100. Em seguida, consideramos um canal discreto

(entrada binária, saída 2q-ária) obtido com a incorporação de um quantizador uniforme ao

sistema de comunicações. O passo de quantização ótimo para vários parâmetros do código e

do canal foi identificado. Com esse estudo, verificou-se a importância da quantização através

da comparação da perda de codificação entre o canal AWGN e o BSC (q = 1). Além disso,

observou-se que o resultado obtido para q = 3, com uma perda de codificação em relação

ao canal AWGN em torno de 0,2 dB, foi próximo do obtido com q = 4 em torno de 0,1 dB.

Este ganho de codificação adicional obtido com q = 4 pode ser considerado pequeno, não

compensando o aumento do nível de complexidade.

Dentre as principais contribuições deste trabalho, destacam-se a análise e a busca de níveis

ótimos de quantização e do passo de quantização para os códigos LDPC regulares e irregulares.

Enquanto esta análise é bastante difundida para códigos convolucionais [39], não encontramos

na literatura estudo semelhante para códigos LDPC.
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6.1 Sugestões de Trabalhos Futuros

Como sugestões para trabalhos futuros relativos aos temas apresentados nessa dissertação,

podemos indicar:

• Projetar a distribuição de grau de um código irregular para o canal discreto, variando o

valor de q.

• Estudo do desempenho de códigos LDPC usando um quantizador não uniforme.

• Analisar o efeito da quantização para códigos longos, por exemplo, N = 104 ou N = 105.

• Estudo do desempenho de códigos LDPC quantizados utilizando códigos de taxas diferentes

de 1/2.

• Aplicação das ferramentas apresentadas para os códigos turbos.
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