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MODELOS de canais de estados finitos Markovianos (FSMC, do inglês Finite State Markov

Channel) são comumente usados para caracterizar a memória de canais discretos binários

(entrada binária, saída binária). Este trabalho propõe um novo modelo pertencente à classe FSMC,

denominado de modelo com apagamento (MA), que foi idealizado para modelar canais discretos não

binários (entrada binária, saída ternária) com memória. Desta forma, o decodificador irá rotular os

símbolos recebidos pouco confiáveis por um símbolo de apagamento, resultando em uma atuação

mais eficiente do código corretor de erro. Uma vez definido o modelo MA, seus parâmetros serão

estimados de modo a aproximar um canal discreto composto por um modulador BPSK, um canal

com desvanecimento Rayleigh com função de autocorrelação com decaimento exponencial e ruído

aditivo Gaussiano branco, um demodulador coerente e um quantizador com três níveis de quanti-

zação. Para isso, será utilizado o método de minimização da divergência, mensurada pela distância

de Kullback-Leibler. Para avaliar a exatidão do modelo proposto, serão comparadas as curvas da

função autocorrelação obtidas analiticamente para o canal discreto e para o modelo MA. Será usada

uma técnica enumerativa para avaliar analiticamente o desempenho de códigos de bloco para cor-

reção de erros e apagamentos gerados pelo no modelo MA. A expressão obtida será estendida a fim

de englobar os casos em que um entrelaçamento finito é incorporado ao sistema de comunicações.

Este trabalho contribui com técnicas de modelamento e ferramentas para avaliação de desempenho

de canais com memória.
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FINITE-STATE Markov channels (FSMC) are commonly used to characterize the memory of bi-

nary (binary-input, binary-output) discrete channels. This work proposes a new FSMC model,

called model with erasure (MA), which was designed to model non-binary (binary-input, ternary-

output) discrete channels with memory. The MA is used to model a discrete communication system

composed of a BPSK modulator, a channel with Rayleigh fading with a known autocorrelation func-

tion and additive white Gaussian noise, a coherent demodulator and a three levels quantizer. The

parameters of the MA are found by minimizing the divergence, or the Kullback-Leibler distance, be-

tween the probabilities of the MA and the discrete channel. To evaluate the accuracy of the proposed

model, the autocorrelation function obtained analytically for the discrete channel and for the MA are

compared. Finally, an enumerative technique is proposed to evaluate analytically the performance

of block codes with errors and erasures decoding over the MA. This derivation will be extended to

include the case in which a finite interleaving is incorporated into the communications system. This

work contributes with modeling techniques and analytical tools for evaluating the performance of

channels with memory.
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CAPÍTULO �

INTRODUÇÃO

ATUALMENTE, observa-se um aumento na demanda por comunicação multimídia que trans-

mite informação por canais sem fio, especialmente após o lançamento do Wimax [1], TV

Digital [2] e 3G [3]. Tal fato deve-se essencialmente ao menor custo de instalação e manutenção,

além do benefício da mobilidade que as redes fixas não possuem.

Cabe observar, no entanto, que canais sem fio estão sujeitos a uma série de distúrbios que variam

no tempo, tais como perda por propagação, regiões de sombreamento e desvanecimento por mul-

tipercurso. Especial atenção deve ser dispensada aos efeitos danosos do desvanecimento sobre as

transmissões sem fio. Uma característica comumente presente em muitos canais com desvaneci-

mento é que os erros ocorrem em surtos, indicando a existência de uma correlação no processo de

geração desses erros [4]. Devido à dependência estatística na ocorrência de erros, o canal é dito ser

um canal com memória.

Utiliza-se normalmente a técnica de entrelaçamento [5] para eliminar ou diminuir os efeitos da

memória do canal, porque muitos sistemas de codificação e protocolos são projetados para processos

de erros sem memória. Com um entrelaçamento ideal, é possível modelar um canal com desvane-

cimento como um canal sem memória, porém o uso do entrelaçamento utiliza um maior processa-

mento em tempo real, o que requer um sistema mais complexo além de introduzir um atraso. Como

entrelaçadores perfeitos requerem um grande processamento e causam um atraso indesejável, a trans-

missão de pacotes utilizando canais não entrelaçados ou com entrelaçamento finito tem despertado

um maior interesse na área [6].

Este trabalho foi realizado partindo-se da premissa que a memória dos canais com desvane-



cimento não pode ser ignorada. Ao contrário, tal memória pode tornar-se uma vantagem, pois a

qualidade do canal em um determinado intervalo de tempo pode ser prevista, baseada nas condições

prévias deste canal, devido à dependência estatística dos erros produzidos [ 7]. Dessa forma, é pos-

sível efetuar transmissões confiáveis, utilizando-se estratégias de correção de erros projetadas de

acordo com o comportamento da memória do canal. Além disso, a não utilização da memória do

canal significa uma perda de capacidade, pois sabe-se que a memória aumenta a capacidade em

grande parte dos canais (nos canais de informação estáveis [7, 8]). Por essa razão, é de fundamental

importância o conhecimento do processo de geração de erros em canais com memória. Isso pode

ser feito através do modelamento do canal, no qual o objetivo principal é prover um modelo cujas

propriedades são complexas o suficiente para simular as características do canal real e, ainda, simples

o suficiente para permitir um tratamento matemático factível.

Um canal de estados finitos Markoviano (FSMC, do inglês finite state Markov channel) é um

canal discreto que possui um conjunto finito de estados, com transição de estados descrita por uma

cadeia de Markov, a qual tem probabilidades de transição atribuídas de forma independente do tempo.

A cada estado é associada uma determinada probabilidade de geração de erros.

Em 1960, Gilbert [9] propôs um novo FSMC binário (entrada binária, saída binária) para deter-

minar a capacidade de informação de linhas telefônicas ruidosas. Logo após o trabalho de Gilbert,

Elliot [10] utilizou esse modelo para calcular e comparar a taxa de erros de códigos corretores de

erros em canais ruidosos. Esse canal ficou conhecido como o canal Gilbert-Elliot (GEC, do inglês

Gilbert-Elliot Channel). Em 1967, Fritchman [11] propôs um canal de estados finitos com A0 es-

tados livres de erros e A1 estados com erros. Contudo, o modelo de Fritchman era complexo para

obter-se as probabilidades de erro, a não ser que fosse utilizado apenas 1 estado com erro (A 1 = 1),

o que tornou este modelo bastante similar ao GEC.

Em 1968, Gallager [12] desenvolveu uma fórmula para a capacidade dos FSMC. A definição

de Gallager acerca do FSMC é usada pelos pesquisadores até os dias atuais. Ela engloba tanto o

caso em que a transição dos estados do canal é controlada pela entrada deste (como no caso de

canais com interferência intersimbólica), quanto o caso em que o estado do canal é estatisticamente

independente da entrada (como em canais com desvanecimento). Recentemente, outros modelos

baseados em memória variável [13] e em filas finitas [14] foram desenvolvidos.

Modelos FSMC têm sido amplamente utilizados para descrever estruturas de correlação e pro-

cessos de sucesso/falha em canais sem fio com geração de surtos de erros porque são eficientes para

análise de desempenho de sistemas codificados em canais com memória [ 13, 15–18]. Uma vez obtido
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um FSMC preciso, este poderá ser utilizado para fazer simulações computacionais de maneira mais

rápida do que o sistema de comunicações real, já que o FSMC pode substituir o modulador, canal e

demodulador. Modelos FSMC foram empregados, por exemplo, para modelar canais com alta fre-

qüência [5], canais de rádio móveis [19–21], canais de satélites de baixa órbita [22] e gravadores de

fita magnética [23].

Nas últimas décadas, uma variedade de modelos foram propostos e estudados para modelar canais

binários com desvanecimento. Além do grande interesse em canais binários, estudos em teoria da in-

formação revelam que decisão suave pode aumentar significativamente a capacidade de várias classes

de canais, incluindo canais com ruído aditivo Gaussiano Branco (AWGN, do inglês additive white

Gaussian noise) [24, 25] e canais com desvanecimento Rayleigh independentes (totalmente entre-

laçados) [26].

Esta dissertação propõe um modelo FSMC não binário com dois estados (como o GEC) para

canais com desvanecimento plano correlacionado no tempo com o intuito de capturar simultanea-

mente a memória do canal e a informação suave. O modelo proposto, a ser detalhado nos próximos

capítulos, é denominado Modelo com Apagamento (MA) e foi idealizado para modelar um sistema de

comunicações composto por um modulador BPSK, um canal com desvanecimento Rayleigh correla-

cionado no tempo com decaimento exponencial e ruído aditivo gaussiano branco, um demodulador

coerente e um quantizador com três níveis de quantização. Esse sistema foi denominado canal dis-

creto com correlação exponencial (CDCE). A introdução de um terceiro nível de quantização tem o

propósito de indicar ao decodificador de canal que uma decisão sobre os bits transmitidos não foi

efetivada neste intervalo.

Uma vez definido o modelo MA, seus parâmetros serão estimados de modo a aproximá-lo do

CDCE. Para isso, será utilizado um método de minimização da divergência, mensurada pela distância

Kullback-Leibler [14]. Para avaliar a exatidão do modelo proposto, serão comparadas as curvas da

função autocorrelação obtidas para o MA e as obtidas analiticamente para o CDCE.

Um codificador de bloco binário, linear, de parâmetros (n, k) e distância de Hamming mínima

dmin será incorporado ao sistema descrito. Uma técnica enumerativa será utilizada para desenvolver

uma fórmula para a probabilidade de uma decodificação sem sucesso. Esta fórmula será estendida

a fim de englobar também os casos em que um entrelaçamento finito, com nível de entrelaçamento

Id, é incorporado ao sistema de comunicações, sendo possível a avaliação de desempenho do canal

discreto com o uso de códigos de bloco para correção de erros e apagamentos e entrelaçamento finito.
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1.1 Organização da Dissertação

Este trabalho foi organizado conforme detalhado a seguir.

No Capítulo 2, será apresentada uma breve revisão dos principais conceitos sobre FSMC e cadeias

de Markov. Além disso, serão descritos dois importantes canais de estados finitos: o modelo de

Gilbert-Elliot e o modelo de Fritchman.

No Capítulo 3, será introduzido o MA, que é um modelo não-binário (entrada binária, saída

ternária), bem como serão desenvolvidas as expressões para os principais parâmetros estatísticos do

canal (como média, variância e autocorrelação, além do cálculo da probabilidade de ocorrer uma

seqüência de erros e apagamentos de comprimento n). Também será feita uma análise sobre a ca-

pacidade do canal. Em seguida, será feita a estimação dos parâmetros do canal.

No Capítulo 4, será feita uma análise da utilização de códigos de bloco no canal MA e será desen-

volvida uma expressão de recorrência para o cálculo da probabilidade de ocorrer uma decodificação

sem sucesso. Em seguida, um entrelaçador finito será incorporado ao sistema de comunicações e uma

nova expressão será encontrada para a avaliação de desempenho do canal MA utilizando códigos de

bloco entrelaçados.

No Capítulo 5, serão apresentadas as conclusões do trabalho e as propostas para trabalhos futuros.
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CAPÍTULO �

CADEIAS DE MARKOV E

CANAIS DE ESTADOS FINITOS

NESTE capítulo, são apresentadas algumas propriedades e definições acerca de processos

Markovianos discretos e modelos FSMC que serão úteis para o entendimento do modelo

proposto. As informações expostas nas seções 2.1 e 2.2 podem ser encontradas em [12, 27, 28].

Na seção 2.3, serão introduzidos conceitos sobre dois modelos FSMC: o canal de Gilbert-Elliott e o

canal de Fritchman.

2.1 Processos Markovianos Discretos

Definição 2.1 Um processo estocástico discreto é definido como sendo uma seqüência {X n}∞n=0 de

variáveis aleatórias indexadas por um parâmetro inteiro não negativo n. Cada variável aleatóriaX n

assume valores em um conjunto discreto NN = {0, 1, . . . ,N − 1}, denominado espaço de estados.

Definição 2.2 O processo estocástico {Xn}∞n=0 é uma cadeia de Markov de primeira ordem se sa-

tisfizer a propriedade de Markov, isto é, dado um valor de Xn (valor presente), os valores futuros

Xs, com s > n, não são influenciados pelos valores passadosX r, com r < n. O processo {Xn}∞n=0

possui a propriedade de Markov se satisfizer a condição:

P (Xn+1 = in+1 | Xn = in,Xn−1 = in−1, . . . ,X0 = i0) = P (Xn+1 = in+1 | Xn = in), (2.1)

in ∈ NN ∀n ≥ 0.



A evolução da cadeia é descrita pela probabilidade P (Xn+1 = j | Xn = i), chamada probabili-

dade de transição, onde Xn é o estado da cadeia no tempo n. Se esta probabilidade condicional não

depender do valor de n, então a cadeia tem a propriedade de homogeneidade. As cadeias de Markov

consideradas no presente trabalho são homogêneas e de primeira ordem. Além disso, uma cadeia

de Markov é irredutível se, partindo-se de um estado, qualquer outro estado puder ser alcançado em

um número finito de transições. As probabilidades de transição podem ser representadas na forma

matricial:

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
p0,0 p0,1 . . . p0,N−1

p1,0 p1,1 . . . p1,N−1

...
...

. . .
...

pN−1,0 pN−1,1 . . . pN−1,N−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.2)

onde o {i, j}-ésimo elemento da matriz é a probabilidade de transição de um passo p ij = P (Xn+1 =

j | Xn = i). A matriz P, chamada matriz de probabilidade de transição, é uma matriz estocástica,

isto é, para cada j no espaço de estados, satisfaz as propriedades:

pij ≥ 0

e
N−1∑
j=0

pij = 1.

Um processo estocástico é totalmente especificado se for conhecida sua função de distribuição con-

junta. No caso de um processo de parâmetro discreto, deve-se determinar P (X 0 = i0,X1 =

i1, . . . ,Xn = in), para todo n ≥ 0 e todo in ∈ NN . Usando a propriedade da probabilidade

condicional, obtém-se:

P (X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in) = P (Xn = in | Xn−1 = in−1, . . . ,X1 = i1,X0 = i0)

P (Xn−1 = in−1 | Xn−2 = in−2, . . . ,X1 = i1,X0 = i0)

. . . P (X1 = i1 | X0 = i0)P (X0 = i0). (2.3)

Se {Xn}∞n=0 for uma cadeia de Markov de primeira ordem, as probabilidades condicionais terão a

forma:
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P (Xn+1 = in+1 | Xn = in,Xn−1 = in−1, . . . ,X0 = i0) = P (Xn+1 = in+1 | Xn = in). (2.4)

Define-se as probabilidades do estado inicial por pj = P (X0 = j), para todo j ∈ NN . Denota-se o

vetor de probabilidades iniciais p(0) como um vetor coluna

p(0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
p0

p1

...

pN−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.5)

Devido à propriedade de Markov, a Equação (2.3) escreve-se:

P (X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in) = pi0 · pi0,i1 · · · · · pin−1,in
. (2.6)

Definição 2.3 A matriz de probabilidades de transição em n passos, denotada por P (n), é uma ma-

triz cujos elementos são as probabilidades de transição em n passos, definidas por p (n)
ij = P (Xn =

j | X0 = i) = P (Xn+m = j | Xm = i).

Definição 2.4 Define-se o período d(i) do estado i de uma cadeia de Markov como sendo o máximo

divisor comum (mdc) dos possíveis valores de n ≥ 1 para os quais p (n)
ii > 0, isto é,

d(i) = mdc{n : p(n)
ii > 0}. (2.7)

Se d(i) > 1, o estado é chamado periódico com período d(i). Se d(i) = 1, o estado é chamado

aperiódico. Equivalentemente, p(n)
ii = 0 exceto quando n é múltiplo de d(i).

Definição 2.5 Considera-se a igualdade limn→∞ p
(n)
ij = πj . As quantidades πj são chamadas

distribuições de probabilidades limites. Se este limite existir e não depender do estado inicial, estas

quantidades indicam que a probabilidade de uma cadeia de Markov se encontrar no estado j, após

um longo período, tende para πj . Desta forma, a distribuição limite ΠT = [π0π1 . . . πN−1] é a

única solução não negativa das equações:

πj =
N−1∑
l=0

πlplj , (2.8)
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N−1∑
l=0

πl = 1, (2.9)

ou, na forma matricial:

ΠTP = ΠT . (2.10)

Em uma cadeia de Markov irredutível e aperiódica, as probabilidades π j existem e não dependem

do estado inicial i. Então, a matriz P(n) irá convergir para uma matriz P(∞) quando n → ∞, onde

cada linha dessa matriz é idêntica ao vetor ΠT , com n sendo o número de estados do processo.

Qualquer distribuição (vetor) que satisfaça (2.8), (2.9) e (2.10) é chamada de distribuição estacionária

da cadeia de Markov, isto é:

ΠT P(n) = ΠT ,∀n. (2.11)

Definição 2.6 Em um processo markoviano Xn, se a distribuição de estados no tempo n + 1 for

igual à distribuição no tempo n, então essa distribuição é chamada de distribuição estacionária.

Definição 2.7 A taxa de entropia de um processo estocástico discreto {X n}∞n=1 é definida por

H(X) = lim
n→∞

1
n
H(X1,X2, . . . ,Xn),

quando o limite existe, onde

H(X1,X2, . . . ,Xn) � −
∑

x1,...,xn

P (X1 = x1, . . . ,Xn = xn) log [P (X1 = x1, . . . ,Xn = xn)] .

Definição 2.8 A taxa de entropia condicional de uma variável aleatória é definida por

H′(X) = lim
n→∞H(Xn | Xn−1,Xn−2, . . . ,X1)

quando o limite existe, onde

H(Xn | Xn−1, Xn−1, . . . , X1) � −
∑

x1,...,xn

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) log [P (Xn = xn | Xn−1 = xn−1, . . . , X1 = x1)] .

Para processos estacionários, H(Xn | Xn−1,Xn−1, . . . ,X1) e 1
n
H(X1,X2, . . . ,Xn) decrescem

com o aumento de n [27].

Teorema 2.1 Para um processo estocástico estacionário, H(X) = H ′(X) existem e são iguais [27].
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2.2 Propriedades de Canais Discretos

Definição 2.9 Um canal de comunicação discreto é um sistema que possui um alfabeto finito de

entrada X, um alfabeto finito de saída Y e uma probabilidade de transição [PY n|Xn(yn | xn)]∞n=1,

ou seja, a probabilidade de receber uma n-upla yn ∈ Yn na saída do canal dado que xn ∈ Xn foi

enviado.

Definição 2.10 Um canal discreto sem memória (DMC, do inglês discrete memoryless channel) sa-

tisfaz a seguinte propriedade:

PY n|Xn(yn | xn) =
n∏

i=1

PYi|Xi
(yi | xi). (2.12)

O DMC é completamente determinado pela matriz de probabilidades de transição do canal P =

[P (y | x)] para x ∈ X e y ∈ Y. Essa propriedade não é válida para canais com memória.

Definição 2.11 Um código C de comprimento de bloco n e número de palavras K para um canal

discreto PY n|Xn(yn | xn) é utilizado por um par codificador e decodificador (f, g), no qual

f : {1, 2, . . . ,K} → Xn, (2.13)

e

g : Yn → {1, 2, . . . ,K}. (2.14)

O codificador codifica a mensagem W ∈ {1, 2, . . . ,K} como uma palavra-código f(W ) = X n =

(X1,X2, . . . ,Xn). Por sua vez, o decodificador, para a palavra recebida Y n = (Y1, Y2, . . . , Yn),

estima a mensagem recebida Ŵ = g(Y n). A taxa do código é R(C) = (1/n) log2K bits/uso.

Assumindo-se que a mensagem W é uniforme sobre {1, 2, . . . ,K}, a probabilidade de erro na

decodificação é dada por

Pe(C) = P{Ŵ �= W} =
1
K

K∑
w=1

P{Y n /∈ βw | w enviado}, (2.15)

onde

βw = {yn ∈ Yn : g(yn) = w}, (2.16)

e
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P{Y n /∈ βw | w enviado} =
∑

yn /∈βw

PY n|Xn(yn | f(w)). (2.17)

Definição 2.12 A taxa R poderá ser alcançada se existir uma seqüência de códigos com compri-

mento de bloco n tal que

lim
n→∞Pe(C) = 0. (2.18)

A capacidade C do canal é definida como a maior taxa alcançável pelo canal.

A capacidade de canais estacionários e ergódicos é dada por [ 12]:

C = lim
n→∞ max

p(xn)

1
n
I(Xn;Y n), (2.19)

em que I(Xn;Y n) é a informação mútua entre Xn e Y n, definida por:

I(Xn;Y n) �
∑

yn∈Yn

∑
xn∈Xn

PXnY n(xn, yn) log
PXnY n(xn, yn)
PXn(xn)PY n(yn)

. (2.20)

Isso é válido para canais de informações estáveis, isto é, aqueles em que a entrada X n maximiza

I(Xn;Y n) e a sua saída possui um comportamento ergódico. No caso do DMC:

C = max
p(x)

I(X;Y ). (2.21)

2.2.1 Canal de Estados Finitos Markoviano

Seja {Sk}∞k=0 uma cadeia de Markov com um espaço de estados com N elementos N N =

{0, 1, . . . ,N − 1}. Considera-se modelos FSMC em que as seqüências de ruídos são geradas da

seguinte forma: no k-ésimo intervalo, a cadeia transiciona do estado Sk−1 = sk−1 para o es-

tado Sk = sk, com probabilidade psk−1,sk
= P (Sk = sk | Sk−1 = sk−1), e gera um dígito

de ruído zk, independente de sk−1 e de dígitos de ruídos passados e futuros, com probabilidade

bsk,zk
= P (Zk = zk | Sk = sk). É importante notar que não se pode especificar uma seqüência

de estados a partir da seqüência de ruído, isto é, não se pode determinar se a cadeia está em um

determinado estado sk se apenas o dígito zk é conhecido.

Deseja-se encontrar a probabilidade de ocorrer uma seqüência de ruído zn = (z1 . . . zn) de

comprimento n. Então, pela lei da probabilidade total:
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P (Zn = zn | S0 = s0) =
∑
sn

P (Zn = zn, Sn = sn | S0 = s0);

=
∑
sn

P (Zn = zn | Sn = sn, S0 = s0)P (Sn = sn | S0 = s0),(2.22)

onde sn = (s1, s2, . . . , sn) é uma seqüência de estados de comprimento n. Para simplificar a notação,

utiliza-se P (Xn = xn) = P (xn) para uma dada variável aleatóriaXn. Portanto, é possível escrever:

P (zn | s0) =
∑
sn

P (zn | sn, s0)P (sn | s0). (2.23)

Mas o processo zn condicionado a sn é um processo sem memória, ou seja:

P (zn | sn, s0) = P (z1, z2, . . . , zn | s0, s1, . . . , sn)

= P (z1 | s0, . . . , sn, z2, . . . , zn)P (z2 | s0, . . . , sn, z3, . . . , zn) . . . P (zn | s0, . . . sn)

= P (z1 | s1)P (z2 | s2) . . . P (zn | sn) =
n∏

k=1

P (zk | sk). (2.24)

Assim, substituindo (2.24) em (2.23), tem-se:

P (zn | s0) =
∑
sn

P (sn | s0)
n∏

k=1

P (zk | sk). (2.25)

Pela propriedade de Markov, sabe-se que

P (sn, sn−1, . . . , s1 | s0) =
n∏

k=1

P (sk | sk−1), (2.26)

o que, substituindo em (2.25), conduz a

P (zn | s0) =
∑
sn

n∏
k=1

P (zk | sk)P (sk | sk−1)

=
∑
sn

n∏
k=1

bsk,zk
psk−1,sk

. (2.27)

Novamente usando a lei da probabilidade total, a probabilidade de uma seqüência de ruído escreve-se:

P (zn) =
N−1∑
s0=0

P (zn | s0)P (s0). (2.28)
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Considera-se a distribuição do estado inicial como sendo a distribuição estacionária dada pelo vetor

ΠT = [π0π1 . . . πN−1], na qual o sobrescrito [.]T indica a transposta da matriz. Substituindo (2.27)

em (2.28), obtém-se um resultado final para a probabilidade de uma seqüência de ruído:

P (zn) =
N−1∑
s0=0

πs0

∑
sn

n∏
k=1

bsk,zk
psk−1,sk

. (2.29)

É possível representar P (zn) em uma forma matricial. Para isso, seja P(zk), zk ∈ {0, 1, 2}, uma

matriz N × N , cujos (i, j)-ésimos elementos são P (zk, sk | sk−1) = bsk,zk
psk−1,sk

, isto é, cada

elemento da matriz P(zk) é a probabilidade da cadeia transicionar do estado i para o estado j e gerar

um dígito de ruído zk. Usando-se estas matrizes, é possível escrever P (zn) da seguinte forma:

P (zn) = ΠT

(
n∏

k=1

P(zk)

)
1, (2.30)

onde 1 é um vetor coluna com todos os elementos iguais a um. Duas classes de FSMC serão descritas

a seguir.

2.3 Canais de Estados Finitos Binários

2.3.1 O Canal Gilbert-Elliot

O canal Gilbert-Elliot [9, 10] consiste de uma cadeia de Markov com dois estados, ou seja, N 2 =

{0, 1}. Quando a cadeia se encontra no estado 0, o dígito zk é igual a 1 (erro) com probabilidade g, ou

0 (sem erro) com probabilidade 1−g. Quando a cadeia se encontra no estado 1, o dígito zk é igual a 1

com probabilidade b, ou 0 com probabilidade 1− b. Então, tem-se b0,1 = g e b1,1 = b. Por definição,

g < b e, por isso, os estados 0 e 1 são chamados de estados "bom"e "ruim", respectivamente. A Figura

2.1 mostra o diagrama de estados deste canal, no qual o processo de geração de erro associado a cada

estado é representado por um canal binário simétrico (BSC, do inglês binary symmetric channel).

O modelo GEC é especificado pelas matrizes P,P(0), P(1) e Π, dadas, respectivamente, por:

P =

⎡⎣ (1 −Q) Q

q (1 − q)

⎤⎦ (2.31)

P(0) =

⎡⎣ p0,0b0,0 p0,1b1,0

p1,0b0,0 p1,1b1,0

⎤⎦ =

⎡⎣ (1 −Q)(1 − g) Q(1 − b)

q(1 − g) (1 − q)(1 − b)

⎤⎦ (2.32)
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Figura 2.1: Modelo Gilbert-Elliot para canais com memória.

P(1) =

⎡⎣ p0,0b0,1 p0,1b1,1

p1,0b0,1 p1,1b1,1

⎤⎦ =

⎡⎣ (1 −Q)g Qb

qg (1 − q)b

⎤⎦ (2.33)

Π =
[

q
Q+q

Q
Q+q

]T

(2.34)

É possível calcular a probabilidade de qualquer seqüência de erros utilizando ( 2.30). Como exemplo,

supondo que se deseja calcular a probabilidade de um dígito ser igual a 1 em um dado intervalo, isto

é, P (1) � P (Zk = 1). Assim,

P (1) = ΠT P(1)1 = [π0π1]

⎡⎣ (1 −Q)g Qb

qg (1 − q)b

⎤⎦⎡⎣ 1

1

⎤⎦ ;

=
Q

Q+ q
g +

Q

Q+ q
b. (2.35)

2.3.2 Modelo de Fritchman

Em 1967, Fritchman [11] propôs uma classe de modelos particionando um alfabeto NN =

{0, 1, . . . ,N − 1}, de uma cadeia de Markov ergódica e estacionária com N estados, em dois sub-

conjuntos: o primeiro, A0 = {0, 1, . . . , k − 1}, contém os estados bons (estados livres de erro), e

o segundo, A1 = {k, k + 1, . . . ,N − 1}, contém os estados ruins (estados com erro). O canal é

ilustrado na Figura 2.2.

O símbolo de erro no k-ésimo intervalo de tempo, Ek, é uma função determinística do estado
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Figura 2.2: Modelo de Fritchman para canais com memória.

atual sk e assume os valores 0 ou 1, dependendo se o estado s k pertence ao subconjunto A0 ou A1,

isto é:

Ek =

⎧⎨⎩ 0 se sk ∈ A0

1 se sk ∈ A1.
(2.36)

Esta relação é expressa como P (Ek = ek | sk ∈ Aek
) = 1,∀ek ∈ N2, sk ∈ NN . Portanto,

diferentemente de um modelo probabilístico, é possível sempre identificar o subconjunto de estados

A0 ou A1, mas não o estado específico sk, a partir da observação do dígito de erro zk em qualquer

intervalo de tempo. Deste modo, é possível representar a matriz de probabilidades de transição P, de

dimensõesN ×N , e o vetor de probabilidades estacionárias Π como:

P =

⎡⎣ P00 P01

P10 P11

⎤⎦ ; (2.37)

Π =
[

Π0 Π1

]T

. (2.38)

As matrizes Pk,l, k, l ∈ {0, 1}, representam as probabilidades de transição do conjunto Ak para

o conjunto Al, onde k × N é a dimensão da matriz P00, N − k × N é a dimensão da matriz P10,

k ×N − k é a dimensão da matriz P01 e N − k ×N − k é a dimensão da matriz P11. As matrizes

P(0) e P(1) são representadas por:

P(0) =

⎡⎣ P00 0

P10 0

⎤⎦ ; (2.39)
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P(1) =

⎡⎣ 0 P01

0 P11

⎤⎦ . (2.40)
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CAPÍTULO �

MODELO COM APAGAMENTO

PARA CANAIS DE ESTADOS

FINITOS

INICIA-SE agora a proposição de um novo modelo de canal de estados finitos para canais com

desvanecimento correlacionado no tempo e decisão suave. Em seguida, será mostrado o sistema

de comunicações que se deseja modelar. Por fim, será feito um estudo sobre a exatidão do mo-

delo proposto, considerando-se a maximização da capacidade do canal e a comparação das funções

autocorrelação do sistema de comunicações e do modelo.

3.1 Modelo com Apagamento

O modelo de canal com apagamento, denominado de MA, foi idealizado como um canal de

estados finitos não-binário, com três níveis de quantização, a fim de que haja uma menor perda de in-

formação, quando comparado a FSMC binários, os quais possuem apenas dois níveis de quantização

[4].

As seqüências de variáveis aleatórias na entrada e saída do canal são denotadas, respectivamente,

por {Xk}∞k=1 e {Yk}∞k=1, ondeXk ∈ {0, 1} e Yk ∈ {0, 1, 2}. As distorções e interferências causadas

pelo canal são representadas pela seqüência de ruído ternária {Zk}∞k=1, onde Zk ∈ {0, 1, 2}. É dito

que ocorreu um erro na recepção, no k-ésimo intervalo, se Zk = 2, um apagamento se Zk = 1, ou a

recepção foi correta se Zk = 0.

O canal MA consiste de uma cadeia de Markov com dois estados. Quando a cadeia se encontra



Figura 3.1: Modelo com apagamento para canais com memória.

no estado 0, ou estado bom, a probabilidade de erro é nula, a probabilidade de apagamento é ξ e

a probabilidade de um bit ser transmitido corretamente é igual a 1 − ξ. O processo de geração do

apagamento associado ao estado 0 é representado por um canal binário com apagamento, BEC (do

inglês Binary Erasure Channel), no qual uma fração ξ dos bits é apagada [ 27]. Esse estado representa

a transmissão com boa qualidade, em que a probabilidade de erro é desprezível quando comparada

com a probabilidade de acerto e de apagamento. Quando a cadeia se encontra no estado 1 (deno-

minado de estado ruim), ocorrerá um erro com probabilidade β, um apagamento com probabilidade

α e a probabilidade de acerto é igual a 1− α− β. A geração do dígito zk no estado 1 é representada

por um canal discreto sem memória, DMC (do inglês Discrete Memoryless Channel), no qual uma

fração α dos bits enviados é apagada e outra fração β destes é corrompida, gerando erros na saída do

canal. A probabilidade de transição do estado 0 para o estado 1 é dada por Q, e a probabilidade de

transição do estado 1 para o estado 0 é dada por q. A Figura 3.1 mostra o diagrama de estados deste

canal.

O canal MA é especificado pelas matrizes P(0),P(1) e P(2), dadas, respectivamente, por:

P(0) =

⎡⎣ p0,0b0,0 p0,1b1,0

p1,0b0,0 p1,1b1,0

⎤⎦ =

⎡⎣ (1 −Q)(1 − ξ) Q(1 − α− β)

q(1 − ξ) (1 − q)(1 − α− β)

⎤⎦ (3.1)
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P(1) =

⎡⎣ p0,0b0,1 p0,1b1,1

p1,0b0,1 p1,1b1,1

⎤⎦ =

⎡⎣ (1 −Q)ξ Qα

qξ (1 − q)α

⎤⎦ (3.2)

P(2) =

⎡⎣ p0,0b0,2 p0,1b1,2

p1,0b0,2 p1,1b1,2

⎤⎦ =

⎡⎣ 0 Qβ

0 (1 − q)β

⎤⎦ . (3.3)

A matriz de probabilidade de transição da cadeia de Markov é dada por:

P = P(0) + P(1) + P(2) =

⎡⎣ (1 −Q) Q

q (1 − q)

⎤⎦ . (3.4)

O vetor de probabilidade estacionária dos estados é:

Π = [π0 π1]T =
[

q
Q+q

Q
Q+q

]T

. (3.5)

É possível calcular a probabilidade de qualquer seqüência de erros, apagamentos e recepções corretas

utilizando (2.30). Por exemplo, no canal MA, a probabilidade de ocorrer um erro, ou seja, P (2)MA �

P (Zk = 2), é calculada como segue:

P (2)MA = ΠTP(2)1 = [π0 π1]

⎡⎣ 0 Qβ

0 (1 − q)β

⎤⎦⎡⎣ 1

1

⎤⎦
=

Q

Q+ q
β. (3.6)

A probabilidade de ocorrer um apagamento, ou seja, P (1)MA � P (Zk = 1), é dada por:

P (1)MA = ΠT P(1)1 = [π0 π1]

⎡⎣ (1 −Q)ξ Qα

qξ (1 − q)α

⎤⎦⎡⎣ 1

1

⎤⎦
=

q

Q+ q
ξ +

Q

Q+ q
α, (3.7)

e a probabilidade de ocorrer uma recepção correta, ou seja, P (0)MA � P (Zk = 0), é dada por:

P (0)MA = ΠT P(0)1 = [π0π1]

⎡⎣ (1 −Q)(1 − ξ) Q(1 − α− β)

q(1 − ξ) (1 − q)(1 − α− β)

⎤⎦⎡⎣ 1

1

⎤⎦
=

q

Q+ q
(1 − ξ) +

Q

Q+ q
(1 − α− β). (3.8)
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A média, ou valor esperado, do processo {Zk}∞k=0, denotada por μ, é:

μ = E[Zk] = 0P (0) + 1P (1) + 2P (2)

=
Q(α+ 2β) + qξ

Q+ q
, (3.9)

e a variância é dada por:

σ2 = E[Z2
k ] − μ2 = 02P (0) + 12P (1) + 22P (2)− μ2

=
Q(α+ 4β) + qξ

Q+ q
−
(

Q

Q+ q
(α+ 2β) +

q

Q+ q
(ξ)

)2

. (3.10)

O coeficiente de correlação, denotado por CorMA, é dado por:

CorMA =
ΠT

(
P(1)2 + 2P(1)P(2) + 2P(2)P(1) + 4P(2)P(2)

)
1 − μ2

σ2

= (q + Q)

[
qQ

(−2ξα − 4ξβ + 4αβ + ξ2 + α2 + 4β2 − 4α2
)− 4Qβ2 − qξ2 − Qα2

]
q2 (−ξ + ξ2) + qQ (−ξ − α − 4β + 2ξα + 4ξβ) + Q2 (−α − 4β + α2 + 4β2)

.

(3.11)

3.1.1 Função Autocorrelação

Seja o processo discreto estacionário {Zk}∞k=0, comZk ∈ {0, 1, 2}. A função autocorrelação

deste processo é dada por [29]:

R(k) = E{ZiZi+k}

=

⎧⎨⎩
∑

m

∑
nmnP (Zi = m,Zi+k = n), se k �= 0

σ2 + μ2, se k = 0
(3.12)

em que m,n ∈ {0, 1, 2}, σ2 = E{Z2
k} − μ2 é a variância do processo {Zk}∞k=0 e μ é a sua média.

De acordo com [29], uma expressão matricial para a probabilidade P (Zi = m,Zi+k = n),m, n ∈
{0, 1, 2} de um FSMC, em função das matrizes P(i), i ∈ {0, 1, 2}, é dada por:

P (Zi = m,Zi+k = n) = ΠT P(m)P|k|−1P(n)1, para k �= 0. (3.13)

30



Figura 3.2: Sistema de comunicações com modulador BPSK, canal com desvanecimento Rayleigh, demodu-

lador e quantizador.

Para o modelo MA, substitui-se as matrizes P(0),P(1) e P(2), dadas em (3.1) a (3.3), em (3.13) e,

após algumas simplificações, chega-se à seguinte expressão:

R(k) =
(

Q

Q+ q
(α+ 2β) +

q

Q+ q
(ξ)

)2

+
qQ(α+ 2β − ξ)2(1 − q −Q)k

(Q+ q)2

= μ2 +
qQ(α+ 2β − ξ)2(1 − q −Q)k

(Q+ q)2
. (3.14)

Deve ser observado que, se o processo {Zk}∞k=−∞ é independente, R(k) = μ2, então o segundo

termo do lado direito de (3.14) corresponde à memória do canal.

3.2 Modelo do Sistema

Considera-se um sistema de comunicações composto por um modulador BPSK, um canal com

desvanecimento Rayleigh correlacionado no tempo e ruído aditivo gaussiano branco, um demodu-

lador coerente e um quantizador com três níveis de quantização, como ilustrado na Figura 3.2. As

sequências de variáveis aleatórias na entrada e saída do sistema são denotadas, respectivamente, por

{Xk}∞k=1 e {Yk}∞k=1, onde Xk ∈ {0, 1} e Yk ∈ {0, 1, 2}.

A envoltória complexa do desvanecimento G̃(t) = G̃I(t) + jG̃Q(t) é um processo Gaussiano

complexo, estacionário no sentido amplo, com média zero, E[G̃(t)] = 0 e segundo momento nor-

malizado, E[|G̃(t)|2] = 1. Os componentes em quadratura G̃I(t) e G̃Q(t) são processos Gaussianos

mutuamente independentes que possuem a mesma função covariância. Apesar da análise feita no pre-

sente trabalho poder ser aplicada a processos de desvanecimento com diferentes funções covariância

C(τ), adotou-se aqui o modelo de correlação exponencial [30, 31] para C(τ):

C(τ) = E{[G̃∗(t)][G̃(t+ τ)]} = e−2πBdτ , (3.15)
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em que Bd é a banda Doppler. Para um instante de tempo fixo, t = kT , a envoltória do desvane-

cimento Ak �
√
G̃2

I(kT ) + j G̃2
Q(kT ) (onde 1/T é a taxa de sinalização) tem função densidade de

probabilidade Rayleigh dada por [18]:

fA(a) =

⎧⎨⎩ 2ae−a2
, se a > 0

0, caso contrário.

O canal discreto mostrado na Figura 3.2 será denominado canal discreto com correlação exponencial

(CDCE). O sinal Rk na entrada do quantizador no k-ésimo intervalo é dado por:

Rk = AkSk +Nk, (3.16)

em que Sk = (2Xk−1)Es,Es é a energia do sinal transmitido,Ak é uma variável aleatória Rayleigh

que modela o desvanecimento multiplicativo e Nk é uma variável aleatória Gaussiana com variância

N0/2. No sistema considerado, um quantizador escalar uniforme é utilizado para mapear Rk em Yk

da seguinte forma:

Yk = j se Rk ∈ RDj
, j = 0, 1, 2, (3.17)

em que as regiões de decisão RDj
são definidas por:

RD0 = {r ∈ R : r < −Δ} (3.18)

RD1 = {r ∈ R : −Δ < r < Δ} (3.19)

RD2 = {r ∈ R : r > Δ}, (3.20)

onde Δ é o passo do quantizador. A Figura 3.3 ilustra o referido mapeamento. Define-se o passo do

quantizador normalizado por δ = Δ/
√
Es. Seja qi,j(ak) = P (Yk = j | Xk = i, Ak = ak) uma

probabilidade condicional. Considerando-se i = 0, tem-se para as regiões de decisão da figura 3.3

que, para j = 0:
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Figura 3.3: Regiões de decisão para um canal discreto com 3 níveis de quantização.

q0,0(ak) = P (Rk < −Δ | Xk = 0, Ak = ak)

= P (−ak

√
Es +Nk < −δ

√
Es)

= P (Nk < −δ
√
Es + ak

√
Es)

= 1 −Q

(√
Es(−δ + ak)

σ

)

= Q

(√
2Es

N0
(δ − ak)

)
, (3.21)

onde σ2 = N0
2 . Para j = 1:

q0,1(ak) = P (−δ
√
Es < −ak

√
Es +Nk < δ

√
Es)

= P ((ak − δ)
√
Es < Nk < (ak + δ)

√
Es)

= Q

(√
2Es

N0
(ak − δ)

)
−Q

(√
2Es

N0
(ak + δ)

)
. (3.22)

Para j = 2:

q0,2(ak) = P (−a
√
Es +Nk > δ

√
Es)

= Q

(√
2Es

N0
(δ + ak)

)
. (3.23)

Pela simetria da constelação e das regiões de decisão, obtém-se q 0,j(ak) = q1,2−j(ak). Portanto,

q0,j � P (Yk = j | Xk = i) = q1,2−j . Então
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q1,2−j = q0,j = EAk
[q0,j(ak)] =

∫ ∞

0

q0,j(a) 2ae−a2
da. (3.24)

Define-se o processo de ruído ternário {Zk}∞k=1 em que Yk = 2Xk + (−1)XkZk, ou seja,

Yk =

⎧⎨⎩ Zk, se Xk = 0

2 − Zk, se Xk = 1.
(3.25)

Assim, se Zk = 0, o canal tem boa qualidade e o sinal transmitido será recebido sem distorções. Se

Zk = 1, o canal apresenta distorções, gerando um apagamento na recepção. Se Z k = 2, o canal é

bastante ruidoso e acarretará um erro na recepção. A probabilidade de uma decisão correta para o

canal discreto, PCDCE(0) � P (Zk = 0), é dada por:

PCDCE(0) � P (Zk = 0) = P (Zk = 0 | Xk = 0)P (Xk = 0) + P (Zk = 0 | Xk = 1)P (Xk = 1)

= P (Yk = 0 | Xk = 0)P (Xk = 0) + P (Yk = 2 | Xk = 1)P (Xk = 1)

= q0,0 = q1,2. (3.26)

Analogamente, as probabilidades de apagamento e de uma decisão errônea são dadas, respectiva-

mente, por:

PCDCE(1) � P (Zk = 1) = q0,1 = q1,1, (3.27)

PCDCE(2) � P (Zk = 2) = q0,2 = q1,0. (3.28)

Combinando os resultados de (3.26), (3.27), (3.28) com (3.24), obtém-se:

P (Zk = j) = q0,j = q1,2−j . (3.29)

Em geral, o canal discreto pode ser especificado pela probabilidade condicional:

P (Y1 = y1, . . . , Yn = yn | X1 = x1, . . . ,Xn = xn) = P

(
Z1 =

y1 + 2x1

(−1)x1
, . . . , Zn =

yn − 2xn

(−1)xn

)
,

onde

P (Z1 = z1, . . . , Zn = zn) = EA1A2...An

[
n∏

k=1

q0,zk
(ak)

]
. (3.30)
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Seja m(δ) uma função de distribuição acumulada, definida por:

m(δ) � FRx|Xk=1(δ
√
Es) = EAk

[P (Rk < δ
√
Es | Xk = 1, Ak = ak)]

= EAk
[P (ak

√
Es +Nk < δ

√
Es)]

= EAk

[
P

(
Nk√
Es

< δ −Ak

)]
. (3.31)

Uma expressão fechada para m(δ) para um canal com desvanecimento Rayleigh é dada por [ 26]:

m(δ) = 1 −Q(δ
√

2ϕ) − 1√
1
ϕ + 1

⎡⎣1 −Q

⎛⎝ δ
√

2ϕ√
1
ϕ + 1

⎞⎠⎤⎦ e −δ2

( 1
ϕ

+1) , (3.32)

onde ϕ = Es

N0
. Assim

PCDCE(2) � P (Zk = 2) = EAk
[q1,0(ak)] = EAk

[P (Rk < −Δ | Xk = 1)]

= FRk|Xk=1(−Δ) = m(−δ), (3.33)

PCDCE(1) � P (Zk = 1) = EAk
[q1,1(ak)] = EAk

[P (−Δ < Rk < Δ | Xk = 1)]

= FRk|Xk=1(Δ) − FRk|Xk=1(−Δ) = m(δ) −m(−δ), (3.34)

PCDCE(0) � P (Zk = 0) = EAk
[q1,2(ak)] = EAk

[P (Rk > Δ | Xk = 1)]

= 1 − FRk|Xk=1(Δ) = 1 −m(δ). (3.35)

Para calcular a probabilidade de uma seqüência de ruídos de comprimento 2 para o CDCE, de

acordo com (3.30), necessita-se da matriz covariância do modelo de correlação exponencial. O (i, j)-

ésimo elemento dessa matriz é dado por ψjk = ρ|j−k| [30], em que ρ = C(T ), ou seja, de acordo

com (3.15), tem-se que ρ = e−2πBdT . Assim, para calcular a função densidade de probabilidade

conjunta de duas variáveis aleatórias A1 e A2, pA1A2(a1, a2), define-se a matriz covariância de A1 e

A2 como:

Ψ1 =

⎡⎣ ψ11 ψ12

ψ21 ψ22

⎤⎦ =

⎡⎣ 1 ρ

ρ 1

⎤⎦ , (3.36)
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e sua inversa

Φ1 =

⎡⎣ φ11 φ12

φ21 φ22

⎤⎦ =

⎡⎣ 1
1−ρ2

−ρ
1−ρ2

−ρ
1−ρ2

1
1−ρ2

⎤⎦ . (3.37)

Uma expressão para pA1A2(a1, a2), para um canal com desvanecimento Rayleigh, é dada por [32]:

pA1A2(a1, a2) = 4a1a2 | det(Φ) | e−(a2
1φ11+a2

2φ22)I0 (2a1a2 | φ12 |) , (3.38)

onde I0(x) é a função de Bessel modificada de primeira espécie e ordem zero. Substituindo-se os

elementos da matriz Φ1 em (3.38), esta pode ser reescrita da seguinte forma:

pA1A2(a1, a2) =
4a1a2

1 − ρ2
e−(a2

1+a2
2)/(1−ρ2)I0

(
2ρa1a2

1 − ρ2

)
. (3.39)

Logo

PCDCE(z1z2) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

q0,z1(a1)q0,z2(a2) pA1A2(a1, a2) da1da2, (3.40)

onde as expressões para q0,z1 e q0,z2 são definidas em (3.21) a (3.23). A função densidade de pro-

babilidade conjunta de três variáveis aleatórias A1, A2 e A3 para um canal com desvanecimento

Rayleigh é dada por [32]:

pA1A2A3(a1, a2, a3) = 8a1a2a3 | det(Φ2) | e−(a2
1φ11+a2

2φ22+a2
3φ33)

×
∞∑

k=0

εk(−1)k Ik (2a1a2 | φ12 |) Ik (2a2a3 | φ23 |) Ik (2a3a1 | φ31 |)

× cosk(ψ12 + ψ23 + ψ31), (3.41)

onde ε0 = 1, εk = 2, k = 1, 2, . . . e a matriz Φ2 do CDCE é dada por:

Φ2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
φ11 φ12 φ13

φ21 φ22 φ23

φ31 φ32 φ33

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
− 1

ρ2−1
ρ

ρ2−1
0

ρ
ρ2−1 −ρ2+1

ρ2−1
ρ

ρ2−1

0 ρ
ρ2−1

− 1
ρ2−1

⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.42)

A Equação (3.41), para o CDCE, pode ser reescrita como:
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pA1A2A3(a1, a2, a3) =
8a1a2a3

(ρ2 − 1)2
e
− (a2

1+a2
3)

1−ρ2 −a2
2(ρ2+1)
1−ρ2

× I0

(∣∣∣∣ 2a1a2ρ

(1 − ρ2)

∣∣∣∣) I0 (∣∣∣∣ 2a2a3ρ

(1 − ρ2)

∣∣∣∣) . (3.43)

Logo:

PCDCE(z1z2z3) =∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

q0,z1(a1)q0,z2(a2)q0,z3(a3) pA1A2A3(a1, a1, a3) da1da2da3. (3.44)

As probabilidades de seqüências de ruído de comprimento 3 do CDCE, dadas por ( 3.44), serão usadas

nas próximas seções para calcular os parâmetros do MA, de modo que este seja uma boa aproximação

do CDCE.

3.2.1 Capacidade do canal

Seja o canal de comunicação ergódico e estacionário, com alfabeto de entrada {0, 1}, alfabeto de

saída {0, 1, 2} e com processo de saída descrito por:

Y n = 2Xn + (−1)Xn

Zn, (3.45)

em queXn = {x0, x1, . . . , xn−1} ∈ {0, 1}n e Y n = {y0, y1, . . . , yn−1}, Zn = {z0, z1, . . . , zn−1} ∈
{0, 1, 2}n, sendo n o número de utilizações do canal. O processo de saída Y n é independente do pro-

cesso de entrada Xn e as operações matemáticas em (3.45) são realizadas termo a termo.

A capacidade desse canal é dada por [12]

C = lim
n→∞ max

p(xn)

1
n
I(Xn;Y n), (3.46)

onde

I(Xn;Y n) = H(Y n) −H(Y n | Xn)

= H(Y n) −H(Zn), (3.47)

é a informação mútua entre Xn e Y n.

Define-se C (n) como
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C(n) = max
p(xn)

1
n
I(Xn;Y n) =

1
n

(
max
p(xn)

{H(Y n)} −H(Zn)
)

=
1
n

(
H̃(Y n) −H(Zn)

)
, (3.48)

onde H̃(Y n) é a máxima entropia de Y n e H(Zn) é a entropia de Zn. Para calcular C(n) é pre-

ciso achar a distribuição de entrada que maximiza H(Y n). O cálculo de C (n) para n = 1, 2 será

demonstrado a seguir. Seja T(n) = [t(n)
i,j ] a matriz de transição do canal, onde

t
(n)
i,j = P (Y n = j | Xn = i), j ∈ Y n, i ∈ Xn. (3.49)

Considerando-seGi = P (Z = i), i ∈ Y, a matriz T(1) é

T(1) =

⎡⎣ G0 G1 G2

G2 G1 G0

⎤⎦
A matriz T(1) pode ser dividida em uma submatriz 2×2 simétrica, denominada Q1, e uma submatriz

2 × 1, denominada Q2.

Q1 =

⎡⎣ G0 G2

G2 G0

⎤⎦ , Q2 =

⎡⎣ G1

G1

⎤⎦ .
Pode ser observado que as submatrizes acima representam canais fracamente simétricos [ 27], em

que as linhas são permutáveis entre si e a soma dos elementos de cada coluna é igual. Para estes

canais, a capacidade é obtida para uma distribuição de entrada uniforme [27]. Assim, tem-se que a

probabilidade de distribuição de P (Y 1 = j) quando P (X1 = i) = 1
2
, i ∈ {0, 1} é

P (Y 1 = 0) =
1
2
[G0 +G2]; (3.50)

P (Y 1 = 1) =
1
2
[G1 +G1]; (3.51)

P (Y 1 = 2) =
1
2
[G2 +G0]. (3.52)

Então

38



H̃(Y 1) = −
[
(G0 +G2) log

(
G0 +G2

2

)
+ (G1) log

(
G1

2

)]
= 1 − (G0 +G2) log(G0 +G2) −G1 log(G1). (3.53)

Finalmente

C(1) = H̃(Y 1) −H(Z1)

= 1 − (G0 +G2) log(G0 +G2) +G0 log(G0) +G2 log(G2), (3.54)

onde Gi é dado em (3.33) a (3.35). A matriz T(2) é

T(2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G00 G02 G20 G22 G11 G01 G21 G10 G12

G02 G00 G22 G20 G11 G01 G21 G12 G10

G20 G22 G00 G02 G11 G21 G01 G10 G12

G22 G20 G02 G00 G11 G21 G01 G12 G10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

A matriz T(2) pode ser dividida em quatro submatrizes:

Q(2)
1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G00 G02 G20 G22

G02 G00 G22 G20

G20 G22 G00 G02

G22 G20 G02 G00

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Q(2)
2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G11

G11

G11

G11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Q(2)
3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G01 G21

G01 G21

G21 G01

G21 G01

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Q(2)
4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G10 G12

G12 G10

G10 G12

G12 G10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

A capacidade é obtida para de uma distribuição de entrada uniforme, dado que as submatrizes acima

representam canais fracamente simétricos. Considerando-se G ij = P (Z2 = (i, j)), tem-se que a

probabilidade de distribuição de saída, quando a distribuição de entrada é uniforme, é:

P (Y 2 = (0, 0)) =
1
4
[G00 +G02 +G20 +G22] (3.55)
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P (Y 2 = (0, 1)) =
1
4
[G01 +G01 +G21 +G21] (3.56)

P (Y 2 = (0, 2)) =
1
4
[G02 +G00 +G22 +G20] (3.57)

P (Y 2 = (1, 0)) =
1
4
[G10 +G12 +G10 +G12] (3.58)

P (Y 2 = (1, 1)) =
1
4
[G11 +G11 +G11 +G11] (3.59)

P (Y 2 = (1, 2)) =
1
4
[G12 +G10 +G12 +G10] (3.60)

P (Y 2 = (2, 0)) =
1
4
[G20 +G22 +G00 +G02] (3.61)

P (Y 2 = (2, 1)) =
1
4
[G21 +G21 +G01 +G01] (3.62)

P (Y 2 = (2, 2)) =
1
4
[G22 +G20 +G02 +G00]. (3.63)

Então

H̃(Y 2) = −
[
(G00 +G02 +G20 +G22) log

(
G00 +G02 +G20 +G22

4

)
+G11 log (G11) + (G01 +G21) log

(
G01 +G21

2

)
+(G10 +G12) log

(
G10 +G12

2

)]
. (3.64)

Assim,
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C(2) =
1
2

(
H̃(Y 2) −H(Z2)

)
=

1
2

[
−(G00 +G02 +G20 +G22) log

(
G00 +G02 +G20 +G22

4

)
−G11 log(G11) − (G01 +G21) log

(
G01 +G21

2

)
−(G10 +G12) log

(
G10 +G12

2

)
+G00 log(G00) +G01 log(G01)

+G02 log(G02) +G10 log(G10) +G11 log(G11) +G12 log(G12)

+G20 log(G20) +G21 log(g21) +G22 log(G22)] . (3.65)

É possível expressar (3.65) da seguinte forma:

C(2) =
1
2

[
−4H

(
G00 +G02 +G20 +G22

4

)
−H(G11) − 2H

(
G01 +G21

2

)

−2H
(
G10 +G12

2

)
+

∑
i,j ∈Y

Gij log(Gij)

⎤⎦ , (3.66)

onde os valores de Gij para o CDCE podem ser calculados com (3.40).

Figura 3.4: C(1), C(2) versus δ para o CDCE com BdT = 0, 01 e Es/N0 = 5 dB.

Neste trabalho, o valor de δ será selecionado de modo a maximizar o valor de C (2). As Figuras

3.4 e 3.5 mostram os gráficos da capacidade do canal, em bits/uso, versus δ para E s/N0 = 5 dB e
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Figura 3.5: C(1), C(2) versus δ para o CDCE com BdT = 0, 01 e Es/N0 = 10 dB.

Es/N0 = 10 dB, respectivamente, com BdT = 0, 01 em ambos os casos. Quando BdT = 0, 01,

tem-se que o tempo de coerência do canal, ou seja, o tempo em que o canal permanece com suas

características inalteradas, é 100 vezes maior do que o período do símbolo enviado por este canal

[33].

Analisando-se a Figura 3.4, percebe-se que o melhor valor de δ está em torno de 0, 25. Pode

ser visto também que há um ganho de 0, 05 bits/uso, quando Es/N0 = 5 dB, entre a primeira e

a segunda utilização do canal, quando δ = 0, 25. O aumento da capacidade deve-se à memória

do canal, uma vez que o receptor não sabe em qual estado encontra-se o canal. Já na Figura 3.5,

quando Es/N0 = 10 dB, o valor ótimo de δ está em torno de 0, 18. Percebe-se, ainda, não há ganho

considerável na capacidade entre a primeira e a segunda utilização do canal, devido ao maior valor

de Es/N0, o que torna o canal mais próximo de um canal sem memória. Comparando-se as curvas

das Figuras 3.4 e 3.5, com outras curvas traçadas para diversos valores de BdT e Es/N0, é possível

concluir que o valor de δ que maximiza a capacidade do canal diminui com o aumento de E s/N0.

Alguns valores podem ser vistos na Tabela 3.1 para o caso em que BdT = 0, 01. Outra observação

que pode ser feita é que os valores de δ que maximizam a capacidade do canal não variam com B dT .

3.2.2 Estimação dos parâmetros do MA

Empregou-se nesta seção um método de minimização da divergência para calcular os parâmetros

do MA, para que este seja uma boa aproximação para o CDCE, o qual é descrito por três parâmetros: a
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Tabela 3.1: Valores de δ ótimo em função de Es/N0 para BdT = 0, 01.

Es/N0 δ

0 dB 0,45

2 dB 0,35

5 dB 0,25

8 dB 0,20

10 dB 0,15

Tabela 3.2: Valores dos parâmetros do MA que modelam um CDCE.

Parâmetros do CDCE α β ξ q Q

Es/N0 = 0 dB, BdT = 0, 01, δ = 0, 45 0,3817 0,1001 0,1051 0,0866 0,1003

Es/N0 = 2 dB, BdT = 0, 01, δ = 0, 35 0,3554 0,0901 0,0701 0,1024 0,0795

Es/N0 = 5 dB, BdT = 0, 01, δ = 0, 25 0,3374 0,0751 0,0351 0,1711 0,0717

Es/N0 = 8 dB, BdT = 0, 01, δ = 0, 20 0,3247 0,0501 0,0201 0,1915 0,0488

Es/N0 = 10 dB, BdT = 0, 01, δ = 0, 15 0,4430 0,0151 0,0151 0,2580 0,0580

relação sinal ruídoEs/N0, a banda Doppler normalizadaBdT e o passo do quantizador δ. É possível

estimar os cinco parâmetros do MA, α, β, ξ, q e Q, utilizando-se a minimização da divergência,

mensurada pela distância Kullback-Leibler [14], com a restrição que o CDCE e o MA tenham o

mesmo coeficiente de correlação, a mesma probabilidade de ocorrer uma recepção correta e a mesma

probabilidade de ocorrer um apagamento, isto é, CorCDCE = CorMA, PCDCE(0) = PMA(0) e PCDCE(1) =

PMA(1). A divergência de n-ésima ordem é expressa por

lim
n→∞

1
n
Dn (PCDCE || PMA) , (3.67)

onde 1
nDn (PCDCE || PMA) é a distância normalizada de n-ésima ordem entre as distribuições de ruído

do CDCE e do MA, PCDCE e PMA, respectivamente, e

Dn (PCDCE || PMA) =
∑

Zn∈{0,1,2}n

PCDCE(Zn) log2

PCDCE(Zn)
PMA(Zn)

, (3.68)

onde PCDCE(Zn) é dado por (3.44) e PMA(Zn) é calculado matricialmente por (2.30), utilizando-se as

matrizes P(0),P(1) e P(2), dadas em (3.1)-(3.3). A Tabela 3.2 mostra os parâmetros obtidos com a

minimização de D3(PCDCE | PMA) para valores relevantes dos parâmetros do CDCE.

Para mensurar a exatidão do modelo MA em aproximar o CDCE, será feita uma comparação

entre suas funções autocorrelação. A utilização da função autocorrelação para testar a exatidão de
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um modelo foi proposta em [34] e é largamente utilizada na literatura [18, 35–37]. A função auto-

correlação do CDCE é dada por:

R(m) = E[Zi, Zi+m] = 1.1.P (Zi = 1, Zi+m = 1) + 1.2.P (Zi = 1, Zi+m = 2)

+2.1.P (Zi = 2, Zi+m = 1) + 2.2.P (Zi = 2, Zi+m = 2),

(3.69)

onde

P (Zi = zi, Zi+m = zi+m) =∫ ∞

0

∫ ∞

0

q0,zi
(a1)q0,zi+m

(a2)
4a1a2

1 − ρ2
e−(a2

1+a2
2)/(1−ρ2)I0

(
2ρa1a2

1 − ρ2

)
da1da2. (3.70)

Figura 3.6: Comparação das funções autocorrelação do CDCE e do MA, para B dT = 0, 1, δ = 0, 25 e

Es/N0 = 5 dB.

As curvas da função autocorrelação para 20 valores de m do CDCE e do MA são comparadas nas

Figuras 3.6 e 3.7. Os parâmetros do modelo CDCE são BdT = 0, 1, Es/N0 = 5 dB (Figura 3.6)

e Es/N0 = 10 dB (Figura 3.7). É possível notar que, na Figura 3.6, as curvas são praticamente

idênticas, o que mostra que o MA possui um comportamento muito parecido com o CDCE para os

parâmetros mencionados. O mesmo pode ser dito para a Figura 3.7, apesar da pequena divergência

observada em 2 < m < 4.
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Figura 3.7: Comparação das funções autocorrelação do CDCE e do MA, para B dT = 0, 1, δ = 0, 15 e

Es/N0 = 10 dB.

As Figuras 3.8 e 3.9 também ilustram o comportamento da função autocorrelação para 20 valores

dem do CDCE e do MA, porém, para um CDCE com desvanecimento mais lento, comBdT = 0, 01,

sendo Es/N0 = 5 dB e Es/N0 = 10 dB, respectivamente. Pode-se dizer que, em ambos os casos,

as curvas do MA aproximam-se razoavelmente das curvas do CDCE.

A Figura 3.10 mostra a mesma comparação feita anteriormente entre a função autocorrelação do

CDCE e do MA porém, agora, para um CDCE com desvanecimento ainda mais lento, com B dT =

0, 001 e Es/N0 = 10 dB. É fácil perceber a grande divergência das curvas. Isso decorre do fato de

que para obter-se uma modelagem precisa do CDCE com BdT ≤ 10−3, deve-se utilizar PCDCE(Zn)

com n > 3. Simulações para a obtenção dessas probabilidades podem ser empregadas. Os resultados

deste capítulo mostram que o modelo MA proposto para o canal CDCE é preciso para BdT ≥ 0, 01

e para uma ampla faixa de Es/N0.
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Figura 3.8: Comparação das funções autocorrelação do CDCE e do MA, para B dT = 0, 01, δ = 0, 25 e

Es/N0 = 5 dB.

Figura 3.9: Comparação das funções autocorrelação do CDCE e do MA, para B dT = 0, 01, δ = 0, 15 e

Es/N0 = 10 dB.
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Figura 3.10: Comparação das funções autocorrelação do CDCE e do MA, para B dT = 0, 001, δ = 0, 15 e

Es/N0 = 10 dB.
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CAPÍTULO �

DESEMPENHO DE CÓDIGOS DE

BLOCO NO CANAL MA

NESTE capítulo, será desenvolvida uma fórmula de recorrência utilizando-se a metodologia

descrita em [38], para calcular a probabilidade do canal MA gerar m erros e k apagamentos

numa sequência de comprimento n. Em seguida, essa análise será estendida para tratar o caso de um

canal MA entrelaçado com nível finito. Finalmente, será feita uma análise do desempenho do canal

MA com códigos de bloco entrelaçados.

4.1 Recorrência no MA

O diagrama de blocos de um sistema codificado é mostrado na Figura 4.1. Seja u = (u1u2 . . . uk)

uma seqüência de k dígitos binários de informação que é a entrada de um codificador de bloco binário,

linear, de parâmetros (n, k) e distância de Hamming mínima dmin. A saída do codificador é uma

palavra-código binária v = (v1v2 . . . vn). Os efeitos indesejados da propagação são modelados como

uma seqüência ternária de ruídos z = (z1z2 . . . zn), modelada estatisticamente pelo MA que, por sua

vez, produz a seqüência r = (r1r2 . . . rn) na entrada do decodificador. A seqüência de ruídos é tal

que ri = 2vi + (−1)vizi, ou seja,

ri =

⎧⎨⎩ zi, se vi = 0

2 − zi, se vi = 1.
(4.1)

Se zi = 1, um apagamento ocorrerá na saída (ri = 1) independentemente de vi. Um erro ocorrerá



quando zi = 2, ou seja, vi = 0 e ri = 2 ou vi = 1 e ri = 0. A transmissão será correta se zi = 0,

ou seja, vi = 0 e ri = 0 ou vi = 1 e ri = 2. Seja e o número de erros em r e a a quantidade de

apagamentos em r. Se 2e+a+1 ≤ dmin, o padrão de ruídos é corrigível pelo código, o que implica

u = û. Portanto, a probabilidade de uma decodificação correta, denotada por P (c), é dada por:

Figura 4.1: Sistema de comunicações codificado.

P (c) = P (u = û) = P (2e+ a+ 1 ≤ dmin). (4.2)

Porém, se 2e+ a+ 1 > dmin, duas situações podem ocorrer: falha na decodificação, o que irá gerar

um apagamento, ou erro de decodificação. Estes dois eventos serão considerados como decodificação

sem sucesso. Assim, a probabilidade de uma decodificação sem sucesso, denominada de PCE, é dada

por [39]:

PCE = 1 − P (c). (4.3)

Define-se P (m,k, n) como a probabilidade de ocorrerem m erros e k apagamentos na seqüência r

de comprimento n, ou seja, P (m,k, n) é igual a probabilidade da seqüência z = (z1z2 . . . zn) ter m

posições iguais a 2 e k posições iguais a 1. Assim, P (c) é a probabilidade de ocorrerem m dígitos

incorretos e k apagamentos, de modo que 2m + k + 1 ≤ dmin, em uma palavra de comprimento n

recebida pelo decodificador. Então

P (c) =
n∑

k=0

n∑
m=0

P (m,k, n) (4.4)

onde 2m+ k + 1 ≤ dmin.

Portanto, para que seja possível analisar o desempenho de um sistema de comunicações codifi-

cado, deve-se calcular P (m,k, n).

Seja R o corpo dos números reais. Define-se R < x0, x1, x2 > como o conjunto de todas as

somas finitas de produtos não comutativos de x0, x1 e x2, com coeficientes tomados de R. Seja

ζn um conjunto arbitrário de seqüências de ruído ternária de comprimento n. Define-se uma série

geradora para ζn da seguinte forma:
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Fζn
=

∑
zn∈ζn

xz1xz2 . . . xzn
∈ R < x0, x1, x2 >, (4.5)

onde xzi
∈ {x0, x1, x2}, e os indeterminantes x0, x1 e x2 marcam um dígito de ruído igual a 0, 1

ou 2, respectivamente, em cada seqüência pertencente a ζn. Denota-se ζm,k
n o conjunto de todas as

seqüências de comprimento n com m erros e k apagamentos. Então, P (m,k, n) = P (ζm,k
n ).

A probabilidade de um conjunto arbitrário de seqüências de comprimenton, ζn, pode ser expressa

na forma [40]:

P (ζn) = ΠT (ΔFζn
)1. (4.6)

A fim de enumerar o conjunto ζm,k
n , define-se R[[s,w, z]] o anel de todas as séries de potências

com indeterminantes comutativos s,w e z, e coeficientes tomados de R. Seja H(s,w, z) uma série

geradora definida da seguinte forma:

H(s,w, z) =
∞∑

n=0

n∑
m=0

n∑
k=0

P (m,k, n)smwkzn ∈ R[[s,w, z]]. (4.7)

em que s,w e z são indeterminantes comutativos que marcam, respectivamente, a quantidade de er-

ros, a quantidade de apagamentos e o comprimento de uma seqüência de ruído. Define-se [smwkzn]

um operador tal que [smwkzn]H(s,w, z) é o coeficiente do termo smwkzn na série de potências

H(s,w, z), ou seja, P (m,k, n). Assim,

P (m,k, n) = [smwkzn]H(s,w, z). (4.8)

Define-se ζ∗ como o conjunto de todas as seqüências ternárias de qualquer comprimento, in-

cluindo a seqüência vazia, isto é, ζ ∗ =
⋃∞

n=0 ζ
∗
n. A série geradora Fζ∗ é:

Fζ∗ =
∞∑

i=0

(x0 + x1 + x2)i

= (1 − (x0 + x1 + x2))−1. (4.9)

Com o objetivo de enumerar a quantidade de erros e apagamentos e o comprimento de cada

seqüência em Fζ∗ e, considerando-se os indeterminantes s,w e z definidos anteriormente, define-se

a seguinte série geradora:
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F (x0, x1, x2, s, w, z) =
∞∑

i=0

zi(x0 + wx1 + sx2)i

= (1 − (z(x0 + wx1 + sx2))−1 ∈ R < x0, x1, x2 > [[s,w, z]].(4.10)

É possível calcular H(s,w, z) substituindo-se, em (4.10), xzi
por P(zi) e multiplicando-se a

matriz resultante pelo vetor linha ΠT à esquerda e pelo vetor 1 à direita [38].

H(s,w, z) = ΠT {I − zP(0) − zwP(1) − zsP(2)}−1 1. (4.11)

Substituindo-se em (4.8), obtém-se:

P (m,k, n) = [smwkzn]ΠT {I − zP(0) − zwP(1) − zsP(2)}−1 1. (4.12)

É possível observar que H(s,w, z) é uma razão de dois polinômios em s,w e z, uma vez que a

inversa da matriz B � I − zP(0) − zwP(1) − zsP(2) é a razão entre a transporta da matriz dos

cofatores de B e seu determinante, isto é, B−1 = cof(B)T/ det(B). Desta forma:

H(s,w, z) =
ΠT Cof(B)T1

det(B)
. (4.13)

A partir de H(s,w, z), pode-se obter uma fórmula recursiva para P (m,k, n), como será mostrado a

seguir para o caso particular do MA. A matriz B para o MA, em função das matrizes P(0), P(1) e

P(2) definidas em (3.1), (3.2) e (3.3) respectivamente, é dada por:

B = I − zP(0) − zwP(1) − zsP(2)

=

[
1 − z + zξ + zQ − zQξ − zwξ + zwQξ −zQ(1 − α − β + wα + sβ)

−zq(1 − ξ + wξ) 1 − z + α(z − zq − zw + zwq) + zq + β(z − zq − zs + zsq)

]
.

Desta forma:

det(B) = 1 + c1z + c2zs+ c3zw + c4z
2 + c5z

2s+ c6z
2w + c7z

2ws+ c8z
2w2, (4.14)

onde
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c1 = −Qξ − 2 + α+ β + q + ξ +Q− qα− qβ

c2 = qβ − β

c3 = qα+Qξ − ξ − α

c4 = Qα+ qα+ ξβ − qξα − qξβ −Qξα −Qξβ − α− β − ξ − q −Q+Qβ +Qξ

+Qα+ qβ + qξ + 1

c5 = β − qβ − ξβ −Qβ + qξβ +Qξβ

c6 = α− qα − 2ξα−Qα− ξβ − qξ −Qξ + ξ + 2qαξ + 2Qαξ + qξβ +Qξβ

c7 = ξβ − qξβ −Qξβ

c8 = ξα− qξα−Qξα,

e

ΠT cof(B)T1 = c0p
+ c1p

z + c2p
zs+ c3p

zw, (4.15)

onde

c0p = 1

c1p =
Q2 − q2β − q2α+Qξ + 2qQ− qQξ − qQα+ q2 − q −Q+ qα− qQβ

Q+ q

c2p =
−qβ + q2β + qQβ

Q+ q

c3p =
−qα−Qξ + q2α+Q2ξ + qQξ + qQα

Q+ q
.

Portanto:

H(s,w, z) =
c0p + c1pz + c2pzs+ c3pzw

1 + c1z + c2zs+ c3zw + c4z2 + c5z2s+ c6z2w + c7z2ws+ c8z2w2

=
∞∑

n=0

n∑
m=0

n∑
k=0

P (m,k, n)smwkzn,

ou

52



c0p
+ c1p

z + c2p
zs+ c3p

zw =
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
k=0

P (m,k, n)smwkzn

+
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

c1P (m,k, n)smwkzn+1 +
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

c2P (m,k, n)sm+1wkzn+1

+
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

c3P (m,k, n)smwk+1zn+1 +
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

c4P (m,k, n)smwkzn+2

+
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

c5P (m,k, n)sm+1wkzn+2 +
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

c6P (m,k, n)smwk+1zn+2

+
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

c7P (m,k, n)sm+1wk+1zn+2 +
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

c8P (m,k, n)smwk+2zn+2.

Fazendo-se uma mudança de índices em cada somatório triplo, obtém-se termos apenas com potên-

cias smwkzn, como mostrado a seguir:

c0p
+ c1p

z + c2p
zs+ c3p

zw =
∞∑

n=0

n∑
k=0

n∑
m=0

P (m,k, n)smwkzn

+
∞∑

n=1

n−1∑
k=0

n−1∑
m=0

c1P (m,k, n− 1)smwkzn +
∞∑

n=1

n−1∑
k=0

n−1∑
m=1

c2P (m− 1, k, n− 1)smwkzn

+
∞∑

n=1

n−1∑
k=1

n−1∑
m=0

c3P (m,k − 1, n− 1)smwkzn +
∞∑

n=2

n−2∑
k=0

n−2∑
m=0

c4P (m,k, n− 2)smwkzn

+
∞∑

n=2

n−2∑
k=0

n−2∑
m=1

c5P (m− 1, k, n− 2)smwkzn +
∞∑

n=2

n−2∑
k=1

n−2∑
m=0

c6P (m,k − 1, n− 2)smwkzn

+
∞∑

n=2

n−2∑
k=1

n−2∑
m=1

c7P (m− 1, k − 1, n− 2)smwkzn +
∞∑

n=2

n−1∑
k=2

n−1∑
m=0

c8P (m,k − 2, n− 2)smwkzn.

(4.16)

Como os cinco últimos somatórios triplos de (4.16) só têm efeito a partir de n = 2, é possível separar

os quatro primeiros somatórios triplos em dois casos: n ≤ 1 e n ≥ 2. Então:
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c0p
+ c1p

z + c2p
zs+ c3p

zw = P (0, 0, 0) + P (0, 0, 1)z + P (1, 0, 1)sz + P (0, 1, 1)wz

+
∞∑

n=2

n∑
k=0

n∑
m=0

P (m,k, n)smwkzn + c1P (0, 0, 0)z +
∞∑

n=2

n−1∑
k=0

n−1∑
m=0

c1P (m,k, n− 1)smwkzn

+ c2P (0, 0, 0)sz +
∞∑

n=2

n−1∑
k=0

n−1∑
m=1

c2P (m− 1, k, n− 1)smwkzn + c3P (0, 0, 0)wz

+
∞∑

n=2

n−1∑
k=1

n−1∑
m=0

c3P (m,k − 1, n− 1)smwkzn +
∞∑

n=2

n−2∑
k=0

n−2∑
m=0

c4P (m,k, n− 2)smwkzn

+
∞∑

n=2

n−2∑
k=0

n−2∑
m=1

c5P (m− 1, k, n− 2)smwkzn +
∞∑

n=2

n−2∑
k=1

n−2∑
m=0

c6P (m,k − 1, n− 2)smwkzn

+
∞∑

n=2

n−2∑
k=1

n−2∑
m=1

c7P (m− 1, k − 1, n− 2)smwkzn +
∞∑

n=2

n−1∑
k=2

n−1∑
m=0

c8P (m,k − 2, n− 2)smwkzn.

(4.17)

Como P (m,k, n) = 0 para m,k, n < 0 e m + k > n, é possível escrever um único índice para os

somatórios em m e k, de forma que, reagrupando os termos do lado direito de (4.17), obtém-se:

c0p
+ c1p

z + c2p
zs+ c3p

zw = P (0, 0, 0) + {P (0, 0, 1)z + c1P (0, 0, 0)z} + {P (1, 0, 1)

+ c2P (0, 0, 0)}sz + {P (0, 1, 1) + c3P (0, 0, 0)}wz +
∞∑

n=2

n∑
k=0

n∑
m=0

{P (m,k, n)

+ c1P (m,k, n− 1) + c2P (m− 1, k, n− 1) + c3P (m,k − 1, n− 1)

+ c4P (m,k, n− 2) + c5P (m− 1, k, n− 2) + c6P (m,k − 1, n− 2)

+ c7P (m− 1, k − 1, n− 2) + c8P (m,k − 2, n− 2)}smwkzn.

(4.18)

Assim, igualando-se os coeficientes de mesma potência em ambos os lados de ( 4.18), encontra-se:
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P (0, 0, 0) = c0p
= 1

c1P (0, 0, 0) + P (0, 0, 1) = c1p

P (0, 0, 1) = c1p
− c1

P (1, 0, 1) + c2P (0, 0, 0) = c2p

P (1, 0, 1) = c2p
− c2

P (0, 1, 1) + c3P (0, 0, 0) = c3p

P (0, 1, 1) = c3p
− c3,

(4.19)

para n ≥ 2 e 0 ≤ m+ k ≤ n, bem como

P (m,k, n) + c1P (m,k, n− 1) + c2P (m− 1, k, n− 1) + c3P (m,k − 1, n− 1)

+ c4P (m,k, n− 2) + c5P (m− 1, k, n− 2) + c6P (m,k − 1, n− 2) + c7P (m− 1, k − 1, n− 2)

+ c8P (m,k − 2, n− 2) = 0.

(4.20)

Assim, a fórmula de recorrência é dada por:

P (m,k, n) = −c1P (m,k, n− 1) − c2P (m− 1, k, n− 1) − c3P (m,k − 1, n− 1)

− c4P (m,k, n− 2) − c5P (m− 1, k, n− 2) − c6P (m,k − 1, n− 2) − c7P (m− 1, k − 1, n− 2)

− c8P (m,k − 2, n− 2),

(4.21)

com as condições iniciais

P (m,k, n) = 0 para m,n, k < 0,m+ k > n

P (0, 0, 0) = 1

P (1, 0, 1) = c2p
− c2 = −2q2β +Qβ

P (0, 1, 1) = c3p
− c3 = Qα+ qξ. (4.22)
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Figura 4.2: PCE versus dmin para um código de bloco binário, linear, de comprimento n = 63, para o MA

que modela um CDCE com Es/N0 = 10 dB, δ = 0, 15 e BdT = 0, 01.

As Figuras 4.2 e 4.3 ilustram a variação da PCE em função da distância mínima de um código

de bloco binário, linear, de comprimento n = 63 para Es/N0 = 10 dB e Es/N0 = 12 dB, respecti-

vamente. Nas Figuras 4.4 e 4.5, é possível observar a variação da PCE em função de Es/N0 no MA

para BdT = 0, 01 e BdT = 0, 1, respectivamente.

4.2 Canais com entrelaçamento

O diagrama de blocos de um sistema codificado com entrelaçamento finito é mostrado na Figura

4.6. Seja u = (u1u2 . . . uj) uma seqüência de j dígitos binários de informação que é a entrada

de um codificador de bloco binário, linear, de parâmetros (n, j) e distância de Hamming mínima

dmin. A saída do codificador é uma palavra-código binária v = (v1v2 . . . vn) a qual, após passar

pelo entrelaçador com nível de entrelaçamento Id, é representada por v. Os efeitos indesejados da

propagação são modelados como uma seqüência ternária de ruídos zn = (zi zi+1 . . . zi+n−1), de

comprimento n, produzida pelo canal. A seqüência r = (r1 r2 . . . rn) chega na entrada do de-

sentrelaçador, no qual a seqüência de ruído em cada linha será separada de I d posições, ou seja,

zn = (zi zi+1 . . . zi+n−1) = (zizi+Id
. . . zi+(n−1)Id

). Em seguida, a seqüência r entra no decodifi-

cador e, finalmente, obtém-se û na saída do sistema.

Dada uma seqüência zn específica, define-se um conjunto Xi
n formado pela inserção do conjunto

ζ∗Id−1 entre cada dígito da seqüência zn, ou seja,Xi
n = {ζ∗Id−1ziζ

∗
Id−1zi+Id

. . . ζ∗Id−1zi+(n−1)Id
}. É
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Figura 4.3: PCE versus dmin para um código de bloco binário, linear, de comprimento n = 63, para o MA

que modela um CDCE com Es/N0 = 12 dB, δ = 0, 12 e BdT = 0, 01.

importante salientar que o primeiro conjunto ζ∗Id−1 foi incluído por conveniência. Deve ser notado

que a probabilidade de ocorrência da seqüência zn é igual à probabilidade de ocorrência do conjunto

Xi
n, isto é:

P (zi zi+1 . . . zi+n−1) = P (zizi+Id
. . . zi+(n−1)Id

) = P (Xi
n). (4.23)

Define-se uma série geradora para o conjunto Xi
n:

FXi
n

= Fζ∗
Id−1

xzi
Fζ∗

Id−1
xzi+Id

. . . Fζ∗
Id−1

xzi+(n−1)Id
, (4.24)

onde Fζ∗
Id−1

= (x0 + x1 + x2)Id−1 é a série geradora do conjunto ζ ∗Id−1. A probabilidade da

seqüência zi é dada por::

P (zizi+Id
. . . zi+(n−1)Id

) = = ΠT (ΔFXi
n
)1

= ΠT

(
n−1∏
k=0

Δ(x0 + x1 + x2)xzi+kId

)
1

= ΠT

(
n−1∏
k=0

{P(0) + P(1) + P(2)}Id−1P(zi+kId)

)
1

= ΠT

(
n−1∏
k=0

PId−1P(zi+kId)

)
1. (4.25)
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Figura 4.4: Variação da PCE versus Es/N0 para um código de bloco binário, linear, de comprimento n = 63,

em um canal MA modelado para um CDCE comBdT = 0, 01 e com valores de δ que maximizam a capacidade

para cada valor de Es/N0.

Em seguida, será determinada a probabilidade do MA entrelaçado, com nível de entrelaçamento

Id, gerar m dígitos errados e k dígitos de apagamento em uma palavra recebida de comprimento n

em cada linha do entrelaçador, denotada por P Id(m,k, n). Seja o conjunto Xm,k
n a união de todos os

conjuntos Xi,j
n , no qual a seqüência z′

n possui m erros e k apagamentos. Portanto, observa-se que

P Id(m,k, n) = P (Xm,k
n ). Assim, é possível determinar-se P Id(m,k, n) calculando-se inicialmente

uma expressão para a série geradora de Xm,k
n e utilizando-se a mesma idéia contida em (4.6), isto é:

P Id(m,k, n) = ΠT (ΔFXm,k
n

)1. (4.26)

Define-se o conjunto X∗ como a união de todos os conjuntos X∗
n para todas as seqüências produzidas

pelo canal entrelaçado. A série geradora para X∗
n é:

FX∗
n

=
(
Fζ∗

Id−1
x0 + Fζ∗

Id−1
x1 + Fζ∗

Id−1
x2

)n

∈ R < x0, x1, x2 > . (4.27)

Considerando-se X∗ como a união de todos os conjuntos X∗
n para todos os valores de n, isto é,

X∗ =
⋃∞

n=0 X∗
n, então a série geradora de X∗ é dada por:
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Figura 4.5: Variação da PCE versus Es/N0 para um código de bloco binário, linear, de comprimento n = 63,

em um canal MA modelado para um CDCE com BdT = 0, 1 e com valores de δ que maximizam a capacidade

para cada valor de Es/N0.

Figura 4.6: Sistema de comunicações com entrelaçamento.

FX∗ =
∞∑

n=0

FX∗
n

=
∞∑

n=0

(
Fζ∗

Id−1
x0 + Fζ∗Id−1x1 + Fζ∗

Id−1
x2

)n

=
(
1 − ((x0 + x1 + x2)Id−1x0 + (x0 + x1 + x2)Id−1x1 + (x0 + x1 + x2)Id−1x2)

)−1

∈ R << x0, x1, x2 >> .

Utilizando os indeterminantes s,w e z para enumerar a quantidade de erros, a quantidade de

apagamentos e o comprimento de cada seqüência em FX∗ , respectivamente, define-se a seguinte

série geradora:

F Id(x0, x1, x2, s, w, z) =
∞∑

i=o

zi
(
Fζ∗

Id−1
x0 + wFζ∗

Id−1
x1 + sFζ∗

Id−1
x2

)i

=
(
1 − z((x0 + x1 + x2)Id−1x0 + w(x0 + x1 + x2)Id−1x1 + s(x0 + x1 + x2)Id−1x2)

)−1

∈ R < x0, x1, x2 > [[s,w, z]].
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Desta forma, é possível observar a seguinte relação:

F
Xm,k

n
= [smwkzn]F Id(x0, x1, x2, s, w, z) ∈ R < x0, x1, x2 > . (4.28)

Portanto, FXm,k
n

enumera as seqüências de erros produzidos pelo canal entrelaçado com m erros, k

apagamentos e comprimento n. Utilizando-se (4.26) e (4.28), obtém-se:

P Id(m,k, n) = P (Xm,k
n ) = ΠT (ΔFXm,k

n
)1

= [smwkzn]ΠT
(
ΔF Id(x0, x1, x2, s, w, z)

)
1

=[smwkzn]ΠT (Δ(1−z((x0+x1+x2)
Id−1x0+w(x0+x1+x2)

Id−1x1+s(x0+x1+x2)
Id−1x2))

−1)1

= [smwkzn]ΠT
(
Δ(1 − z(x0 + x1 + x2)Id−1(x0 + wx1 + sx2))−1

)
1

= [smwkzn]ΠT
(
I − zPId−1{P(0) + wP(1) + sP(2)})−1

1

= [smwkzn]ΠT
(
I −PId−1{zP(0) + zwP(1) + zsP(2)})−1

1. (4.29)

Utilizando os mesmos procedimentos da Seção 4.1, é possível obter-se uma fórmula recursiva para

P Id(m,k, n), dada por:

P Id(m,k, n) = b1P
Id(m,k, n− 1) + b2P

Id(m− 1, k, n− 1) + b3P
Id(m,k − 1, n− 1)

+b4P Id(m,k, n− 2) + b5P
Id(m− 1, k, n− 2) + b6P

Id(m,k − 1, n− 2)

+b7P Id(m− 1, k − 1, n− 2) + b8P
Id(m,k − 2, n− 2),

para n ≥ 2, 0 ≤ m+ k ≤ n, onde
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b1 = − (1 − q − Q)Id−1

q + Q

(−q2 − Q2 − qα − qβ2
q α + q2β + Qqα + Qqβ + q + Q − Qξ + Q2ξ − 2qQ + qQξ

)
− q + Q − Qβ − Qα − qξ

q + Q

b2 = −Qβ +
(−Qqβ + qβ − q2β

)
(1 − q − Q)Id−1

q + Q

b3 = −Qα + qξ +
(−αqQ − αq2 + αq + ξQ − ξQ2 − qQξ

)
(1 − q − Q)Id−1

q + Q

b4 = −
(−Q − q2α − q2β − q2ξ − Q2β − Q2α − Q2ξ + 2qQ + qα + qβ + qξ + Qβ + Qα + Qξ − q + q2

q + Q

+Q2 + q2ξα + q2ξβ + Q2ξβ + Q2ξα + 2qQβξ − 2qQα − 2qQβ + 2qQαξ − 2qQξ − qβξ − qαξ

q + Q

−Qξβ − Qξα) (1 − q − Q)Id−1

q + Q

b5 = −
(
qβξ + q2β + Q2β − q2ξβ − Q2ξβ + 2qQβ − 2qQβξ − qβ − Qβ + Qξβ

)
(1 − q − Q)Id−1

q + Q

b6 = −
(
q2α − 2q2ξα + Q2α − 2Q2ξα + q2ξ − q2ξβ − Q2ξβ + Q2ξ + 2qQξ − 2qQξβ − 4qQαξ + 2qQα

q + Q

−qξ + qβξ + qαξ − qα + 2Qξα − Qα − Qξβ − Qξ) (1 − q − Q)Id−1

q + Q

b7 = −
(
2qQβξ − qβξ − Qβξ + Q2βξ + q2βξ

)
(1 − q − Q)Id−1

q + Q

b8 = −
(
q2ξα + ξαq2 + 2qQαξ − qαξ − Qαξ

)
(1 − q − Q)Id−1

q + Q
, (4.30)

com as mesmas condições iniciais dadas em (4.22). É possível perceber que fazendo-se Id = 1

em (4.30), isto é, sem utilização do entrelaçamento, chega-se a (4.15). Deve ser dito que o canal

entrelaçado, que engloba o entrelaçador, o MA e o desentrelaçador, corresponde a um novo modelo

de canal de estado finito, cuja matriz de transição da cadeia de Markov é P Id [38].

A Figura 4.7 ilustra a variação da PCE em função da distância mínima de um código de bloco de

comprimento n = 63, tendo Id como parâmetro, paraEs/N0 = 5 dB. Valores combinados de dmin e

Id podem ser escolhidos para obter-se um certo desempenho. É possível observar, na Figura 4.8, que

para Id ≥ 20 o canal canal se comporta como um canal sem memória. Em outras palavras, valores

de Id > 20 introduzem um maior atraso e requerem mais processamento do sistema sem nenhum

ganho considerável de desempenho. Desta forma, é possível avaliar o compromisso entre a distância

mínima do código e o valor do nível de entrelaçamento para se obter um certo desempenho.
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Figura 4.7: PCE versus dmin tendo Id como parâmetro para o canal MA que modela um CDCE com parâme-

tros Es/N0 = 5 dB, BdT = 0, 01 e δ = 0, 25, com um código de bloco binário, linear, de comprimento

n = 63.

Figura 4.8: PCE versus Id para um MA que modela um CDCE com parâmetrosEs/N0 = 10 dB,BdT = 0, 01

e δ = 0, 15, com um código de bloco binário, linear, de comprimento n = 63 e dmin = 17.
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CAPÍTULO �

CONCLUSÕES

NESTA dissertação, foi proposto um modelo de canal de estados finitos não binário, com três

níveis de quantização, denominado modelo com apagamento e denotado por MA. Este foi

idealizado a fim de que haja uma menor perda de informação, quando comparado a FSMC binários,

com apenas dois níveis de quantização.

Foram descritas as matrizes de distribuição de erros, acertos e de apagamentos, bem como a ma-

triz de transição de estados, em função dos parâmetros α, β, ξ, q e Q do MA. Também foi mostrado

o canal discreto com correlação exponencial (CDCE), o qual deseja-se modelar com o uso do MA.

O valor do passo do quantizador δ foi determinado através dos cálculos da capacidade do canal MA

para 1 e 2 utilizações, de modo a maximizar esta capacidade, para diferentes valores dos parâme-

tros do canal discreto com correlação exponencial, BdT e Es/N0. Sabendo-se o passo adequado do

quantizador, foi possível obter as probabilidades de decodificação sem sucesso do CDCE, as quais

foram utilizadas para determinação dos parâmetros do MA através da minimização da distância de

Kullback-Leibler. Para avaliar a exatidão do modelo MA em aproximar o CDCE, foi realizada uma

comparação entre as funções autocorrelação de ambos, as quais tiveram suas expressões desenvolvi-

das neste trabalho. Desta maneira, verificou-se que o MA descreve, estatisticamente e de maneira

satisfatória, o CDCE quando BdT ≥ 0, 01, para uma ampla faixa de Es/N0. O CDCE com corre-

lação ainda mais lenta, isto é, BdT < 0, 01, é passível de ser representado pelo MA, desde que as

probabilidades PCDCE(Zn) sejam obtidas para n > 3, de modo que o comportamento do CDCE seja

descrito de maneira mais precisa.

Em seguida, foi desenvolvida uma expressão de recorrência para o cálculo da probabilidade da

decodificação sem sucesso, ou seja, a probabilidade do canal MA gerar m erros e k apagamentos



numa seqüência de comprimento n. Em complemento a essa investigação, foi obtida uma expressão

para avaliar o comportamento do canal com o uso do entrelaçamento finito. Os resultados mostraram

que o canal com nível de entrelaçamento Id = 10, com BdT = 0, 01, apresenta valores de PCE

menores do que quando o entrelaçamento não é utilizado (Id = 1). Da mesma forma, verificou-se

que o canal com nível de entrelaçamento Id ≥ 20 se comporta como um canal sem memória. Assim,

conclui-se que valores muito altos de Id requerem maior capacidade de processamento e introduzem

um maior atraso no sistema sem, no entanto, trazer nenhum benefício considerável.

5.1 Sugestões para futuros estudos

Outros tópicos que podem ser abordados em pesquisas futuras:

� Parameterizar o modelo MA para canais com desvanecimento com diferentes funções autocorre-

lação (por exemplo, a proposta por Clarke [41]) e diferentes funções densidades de probabilidade

da amplitude do desvanecimento (por exemplo: Rice, Nakagami);

� Propor modelos com mais níveis de quantização e avaliar o ganho em relação a modelos com

decisão abrupta;

� Vários algoritmos de decodificação têm sido propostos com o intuito de explorar a memória de

canais de estados finitos binários [42–44]. Estes trabalhos podem ser estendidos para o modelo

MA com o intuito de analisar conjuntamente os benefícios da memória e decisão suave.
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