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Apéndice A SOBRE CORPOS FINITOS 133



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Banco de filtros e wavelets sao ferramentas de uma area da Engenharia Elétrica conhecida
como processamento de sinais e tém aplicacoes em processamento de voz e imagem, visao
computacional, geologia sismica e outras [2|. Existe uma conexao entre essas ferramentas,
embora tenham sido descobertas separadamente.

As primeiras wavelets surgiram em 1909, no apéndice da tese de doutorado de Alfred
Haar [2, 3], onde se menciona a andlise escalonada. Naturalmente, nao foram chamadas de
wavelets, pois ndo existia formalismo ainda para esse tipo de anélise. A primeira vez que
o termo “wavelets” apareceu foi em 1984, com os trabalhos de J. Goupillaud, J. Morlet and
A. Grossman, na é4rea de processamento de sinais geofisicos [2, 3]. Esse termo deriva do
franceés “ondelettes” e pode ser traduzido como “ondinha”. A idéia proposta pelos autores era
uma alternativa a andlise local de Fourier, baseada na decomposicao em funcgoes, as quais
eram geradas a partir de escalonamentos e deslocamentos de uma mesma fun¢do prototipo
(wavelet).

Historicamente, os bancos de filtros surgiram primeiro. Em 1976, uma ferramenta de
processamento de sinais com aplicagbes em compressao de voz e imagem, denominada de
Codificagao de Sub-bandas (“subband coding”), foi proposta por Croiser, Esteban e Galand

[3, 4]. Essa proposta utilizava uma classe de filtros chamados

‘quadrature mirror filters”
(QMF). Esses estudos levaram a condi¢do de reconstrucao perfeita para banco de filtros,
problema. resolvido por volta de 1980 por véarias pessoas, incluindo Smith, Barnwell, Mintzer,
Vetterli e Vaidyanathan [3].

Na area de visdo computacional, uma técnica de multirresolucao, chamada de Codificacao
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Piramidal (“pyramid coding”), foi proposta por Burt e Adelson para codifica¢ao de imagem em
1983 [3]. Esse método era similar a codificagdo de Sub-bandas e suas sucessivas aproximacoes
eram também similares a técnicas de multirresolucdo usadas em esquemas de andlise via
wavelets.

A descricao matematica para a teoria de wavelets foi construida no final da década de 80
com contribuigoes de varios autores, como Daubechies, Mallat e Meyer [2]. A formalizagao
dessas construgoes levou a criacdo de uma ferramenta para expansoes em wavelets chamada
de analise multirresolugdo, estabelecendo ligagoes com métodos usados em outros campos,
como os filtros QMF, codificacao piramidal e banco de filtros. Em particular, a construcao
de wavelets proposta por Daubechies é intimamente ligada a estruturas de banco de filtros,
usadas em processamento digital de sinais, e formam o mais usado conjunto de wavelets
ortogonais de suporte compacto |2].

Em matemética, um corpo finito € um corpo em que o conjunto dos elementos é finito.
Corpos finitos, também chamados de campos de Galois, em honra ao mateméatico franceés
Evariste Galois, vém se tornando uma alternativa ao corpo dos complexos no sentido de que
os mesmos podem ser armazenados em maquinas e processadores digitais evitando erros de
quantizacdo e arredondamento causados por operacgdes com ponto flutuante. Além disso,
estruturas em corpos finitos tém aplicagdoes nas areas de comunicacao digital, criptografia,
codificacdo de canal, espalhamento espectral e outras.

A utilizacao de ferramentas de processamento de sinais sobre corpos finitos teve um grande
impulso quando Pollard propos a transformada de Fourier de corpo finito (TFCF) em 1971 [5].
A partir de entao, muitas ferramentas de Engenharia vém emergindo para estruturas definidas
sobre corpos finitos. Em 1998, Campello de Souza, de Oliveira e Kauffman apresentaram a
transformada de Hartley sobre um corpo finito (THCF) [6]. Além disso, construiram uma
trigonometria sobre corpos finitos que originou também as transformadas trigonométricas

sobre corpos finitos [7].

1.1 Objetivos

Técnicas para processamento digital de sinais, derivadas de corpos finitos, tém sido apli-
cadas com sucesso na concepcao de novas transformadas digitais e no projeto de sistemas de
acesso multiplo e de seqiiéncias multiniveis para espalhamento espectral [8]. Nesta disserta-

¢do ¢é proposta a investigacdo de uma andalise de sinais/multirresolu¢ao baseada em wavelets
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e banco de filtros definidos sobre corpos finitos.
Uma novidade sao os banco de filtros e wavelets em corpos de caracteristica igual a 2 e

wavelets e banco de filtros ciclicos. Aplicacoes sdo propostas para essas novas ferramentas.

1.2 Contribuicoes

Existem poucos trabalhos sobre wavelets e banco de filtros definidos sobre corpos finitos.
Entre eles, destacam-se: [9], no qual os autores propdem as wavelets ciclicas sobre os reais
e sobre corpos finitos, excluindo os corpos de caracteristica dois; [10], banco de filtros sobre
corpos finitos para seqiiéncias de comprimento finito (corpos de caracteristica dois nao sao
estudados); [11], na qual propoem-se estudos sobre a classe de banco de filtros e wavelets
ortogonais ndo ciclicos (paraunitarios) sobre corpos de caracteristica dois.

A principal contribuicdo desta dissertacio € unificar a teoria de banco de filtros e wavelets
sobre corpos finitos, de qualquer caracteristica, ortogonais e biortogonais, em estruturas cicli-

cas e nao ciclicas. O estudo foi realizado com abordagem diferente dos trabalhos ja existentes.

1.3 Organizacao da Dissertagao

A dissertagdo esta organizada em quatro partes principais. A primeira parte envolve a
introducao e uma breve revisao sobre banco de filtros e wavelets sobre o corpo dos complexos,
referente aos capitulos 1 e 2. As contribuicdes do trabalho comecam a partir do capitulo 3,
o qual trata, essencialmente, sobre banco de filtros e wavelets em corpos finitos com caracte-
ristica impar; novas defini¢bes e teoremas sdo apresentados. O capitulo 4, trata de sistemas
de bloco, definidos aqui como sistemas ciclicos, em analogia ao tipo de convolugao utilizada;
neste capitulo sao apresentados banco de filtros e wavelets ciclicos. Finalmente, o capitulo
5, apresenta banco de filtros, transformadas multirresolucdo e wavelets para corpos de ca-
racteristica dois. As razdes da inclusdo de um capitulo especifico para tratar de corpos de
caracteristica dois sdo a diferenca acentuada dos resultados obtidos, em relagdo aos demais
corpos, e o carater inovador do assunto. AplicacGes em codigos convolucionais e codigos de
bloco lineares sao apresentadas em exemplos. O capitulo 6 mostra as conclusoes, sugestoes
para aplicacoes e indica trabalhos futuros. Uma breve revisdo de alguns resultados da teoria

de corpos finitos é apresentada no apéndice A.



CAPITULO 2

BANCO DE FILTROS E
WAVELETS SOBRE O CORPO
DOS REAIS

Este capitulo apresenta de forma bastante resumida a teoria de banco de filtros e wavelets
discretas sobre o corpo dos reais. A parte principal é o estudo de bancos de filtros e suas
condi¢Oes para reconstrucao perfeita. A partir dos bancos de filtros é possivel gerar bases e
wavelets biortogonais e ortogonais. Existem muitas aplicagoes para banco de filtros e wavelets
no corpo dos reais, entre elas destacam-se analise multirresolucao, compactagao de imagens,
espalhamento espectral em comunicagoes, e outras [2—4].

Para o estudo de banco de filtros e wavelets, duas transformadas sao de grande importan-
cia: a transformada de Fourier de tempo discreto (TFTD) e a transformada Z, as quais sao

apresentadas nas préximas segoes.

2.1 A Transformada de Fourier de Tempo Discreto

Dada uma seqiiéncia xz[n], n € Z, existe uma funcio, X(e/¥), w € R, chamada de

transformada de Fourier de tempo discreto (TFTD) de z[n]. O par TFTD ¢é denotado por
F jw
z[n] —— X(e’)

As equagoes de andlise e sintese, (4.2) e (4.3) respectivamente, sao

oo

X(ej“’)é Z z[n]e e (2.1)

n=—oo
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X (e7) el dw.

Algumas propriedades da TFTD podem ser encontradas na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Propriedades da transformada de Fourier de tempo discreto

Tempo Freqiiéncia Propriedade
x[n] X (&%)
y[n] Y ()
az[n] + by[n| aX(e?¥) 4+ bY (e?v) Linearidade
z[n — d] e Iwd X (1) Deslocamento no tempo
edwongn) X (e (wmwo)) Deslocamento na freqiiéncia
z[n]* y[n] X (eI“)Y (el) Convolugao
z[n]y[n] = fon X (e?YY (e «=9)dh Multiplicagao

2.2 A Transformada Z

18

(2.2)

Para uma seqiiéncia z[n], n € Z, existe uma funcao X(z), z € C, chamada de transfor-

mada Z de z[n] e denotada por

onde

definida na sua regido de convergéncia [12].

Algumas propriedades da transformada 7 estdo mostradas na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Propriedades da Transformada Z

Tempo 7 Propriedade
yln] Y(z)
az[n] + by[n] | aX(z) +bY (2) Linearidade
z[n — d] 274X () Deslocamento no tempo
nax(n] —z2L X(2) Derivada em Z
z[n] = y[n] X(2)Y(2) Convolucgo

A TFTD pode ser obtida pela transformada Z, através da relacao

X(e) = X (2)]szeiw,

(2.3)

(2.4)
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desde que a regiao de convergéncia contenha o ciclo unitario [12].

2.3 Sistemas Subamostrador e Sobreamostrador

Antes de iniciar a secdo dos bancos de filtros é necessario apresentar dois sistemas fun-
damentais dessas estruturas. S&o os sistemas subamostrador e sobreamostrador. Ambos sao

lineares e variantes no tempo e ndo possuem complexidade computacional aritmética.

Sistema Subamostrador

O sistema da Figura 2.1 é um sistema subamostrador ou compressor de parametro M.
Sua saida é definida por

xq[n] = x[Mn], (2.5)

onde M € IN*.

x[n] *M X4 n !

Figura 2.1: Diagrama de um sistema subamostrador.

Pode-se mostrar que a transformada Z da saida do subamostrador, X,(z), se relaciona

com a transformada Z da entrada, X (z), pela equagéo [3]
1= 2, 2
Xa(2) = 47 mz_:o X(eINmyar), (2.6)

Sistema Sobreamostrador

O sistema sobreamostrador ou expansor de parametro L estd mostrado na Figura 2.2 [13].

Dado um sinal de entrada z[n], a saida do sobreamostrador, x.[n], é definida por

zeln] £ Y a[moln —mL], (2.7)

m=—0o

ou, de forma equivalente, por

rul] A z[n/L], sen =0 (mod L)
n] =
0, caso contrario.
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—PfL

Figura 2.2: Diagrama de um sistema sobreamostrador L no tempo.

Pode-se mostrar que a transformada Z da saida do sobreamostrador, X.(z), se relaciona

com a transformada Z da entrada, X (z), pela equagéo [3]

X.(2) = X (25). (2.9)

2.4 Processamento de Sinais Multitaxa

Sao apresentadas duas identidades, conhecidas como identidades nobres [4]. Elas sao

validas para sistemas definidos em qualquer corpo.

2.4.1 Identidades Nobres

A primeira identidade nobre esté representada na Figura 2.3.

wln]
|11 @
x[n] *M xd[n]:H(Z) yin]
(b)

Figura 2.3: Ilustracio da primeira identidade nobre, os sistemas (a) e (b) sao equivalentes.

Teorema 2.1 Os sistemas (a) e (b) da Figura 2.3 sao equivalentes.

Demonstra¢ao: Para verificar a primeira identidade, expressa-se a saida do sistema (a) da

Figura 2.3. Observando que

hin) <25 H(z) = Y hlm]o[n — mM] <2 H(zM), (2.10)

m=—0o0
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entao

wln] =zfn]« > h[mlén —mM] =Y hm]zln — mM]. (2.11)

m=—0o0 m=—00

Aplicando w[n| no subamostrador, por definigao

yln] =w(Mn] = > hlm]z[M(n — m)] = hin] * 2[Mn], (2.12)
exatamente como o sistema (b) da Figura 2.3. |

A segunda identidade nobre esta representada na Figura 2.4.

x[n] H(Z) w[n]= ?L yln]

| (e)

Xe[n] H(z) yln]

(d)

x[n]

— 1L

Y

Figura 2.4: Ilustracao da segunda identidade nobre, os sistemas (c¢) e (d) sio equivalentes.

Teorema 2.2 Os sistemas (c) e (d) da Figura 2.4 sao equivalentes.

Demonstracao: Para verificar a segunda identidade, expressa-se a transformada 7 da saida

do sistema (c) da Figura 2.4.

W(z) = X(2)H(z), (2.13)

Y (z) = W(zh), (2.14)

Y(2) = X(z5)H(2") (2.15)

Y (2) = Xc(2)H(2"), (2.16)

exatamente como no sistema (d) da Figura 2.4. |

2.4.2 Decomposicao Polifasica

A decomposicio polifiasica é uma forma eficiente de processamento de sinais multitaxa,
bastante utilizada na implementacao de filtros dizimadores e interpoladores [13] utilizados em

banco de filtros. A seguir, sdo apresentadas as decomposi¢oes polifasica tipo I e tipo II.
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Decomposicao Polifasica Tipo I

A decomposigao polifasica tipo I de uma seqiiéncia h[n] é mostrada na Figura 2.5.

Ty L LIy BN L
2]
YL Ny, D
Ty LI R gy
:
gy R LR ey

Figura 2.5: Decomposicio polifdsica tipo I

Matematicamente, essa decomposi¢ao representa uma seqiiéncia h[n], por meio de M

seqiiéncias h;[n| chamadas de componentes polifasica tipo I de h[n], onde

hi[n] = h[Mn + i, (2.17)

M-1
hi[(n —i)/M], (2.18)
=0

com h;[r/M] =0, se r # 0(mod M). Assim, cada componente polifasica corresponde & uma
classe de equivaléncia dos inteiros médulo M.

Um filtro H(z) pode ser implementado utilizando-se a decomposic¢ao polifasica tipo I por

co M-1
> > h[Mn i)z M), (2.19)

n=—oo =0
Zz Z h[Mn + i)z M (2.20)

ou
M-1 _

=) 2T H(zM). (2.21)

=0

A implementacdo polifasica desse filtro estd mostrada na Figura 2.6.

Decomposic¢ao Polifasica Tipo 11

A decomposigao polifésica tipo II de uma seqiiéncia h[n], mostrada na Figura 2.7, representa
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—3 H(z")
H,(z)

[&]
L

A 4

l

N e

Hy(zv)

Y

i
d

2]
I—P HM_[(ZM) 4

Figura 2.6: Implementacdo polifdsica tipo I do filtro H(z).

hin] M) [l D
minl Jvml oy
hlnl  Ioar D
.
hedln] ® 4 t

Figura 2.7: Decomposicao polifdsica tipo I1.

uma seqiiéncia h[n], por meio de M seqiiéncias h;[n] chamadas de componentes polifasica tipo

IT de h[n], onde

hi[n] = h[Mn — 1], (2.22)

¢ M—1
hal(n +)/M]. (2.23)

=0

Um filtro H(z) pode ser implementado utilizando-se a decomposi¢ao polifasica tipo II, por

co M-1

= > > hM —(Mn—i) (2.24)

n=—oo =0

[ee]

Zzl Z h[Mn — i)z~ M (2.25)

n=—oo

ou

H(z) = Z 2 H;(2M). (2.26)
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Implementacao de Filtros Dizimadores

Filtros dizimadores sdo componentes fundamentais de banco de filtros de anéilise, assim
como filtros interpoladores sao fundamentais nos bancos de sintese. A implementacao polifé-
sica do sistema mostrado na Figura 2.8 pode ser feita utilizando-se a decomposicao polifasica
tipo I de H(z), ilustrada na Figura 2.6, e aplicando-se a primeira identidade nobre. O resul-

tado é a implementacdo da Figura 2.9 [13]. Observa-se que a transformada Z da saida y[n]

x[n] HE) Jim yln]

Figura 2.8: Diagrama de wm filtro dizimador.

x[”_r_»] v M H ) yinl

[&]
|

> +M—>H1(Z)

IK\\A

> +M—>H2(Z)

>
«

[0

v M Hyp () —2

Figura 2.9: Diagrama de um filtro dizimador implementado utilizando-se a decomposicao polifdsica

tipo I para h[n].

é dada por
M-1

Y(z) =Y Xi(2)Hi(2), (2.27)

i=0
onde as componentes x;[n] e h;[n], respectivamentes, correspondem as componentes polifdsica
tipo II de z[n] e tipo I de h[n].

Existe uma outra implementagao por meio da decomposigao polifasica tipo IT para h[n],
essa implementagdo ndo é causal. Pode-se trabalhar da mesma forma para encontrar duas
decomposicoes polifasica para filtros interpoladores.

Supondo que z[n] tem comprimento N e que h[n| tem comprimento L, a implementagao
polifasica substituiu uma convolugao linear NxL por M convolucoes lineares (N/M)x(L/M),

o que implica em redugao da complexidade por um fator de M [13].
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2.5 Banco de Filtros e Codificagcao em Sub-bandas

Um banco de filtros é um conjunto de filtros lineares e invariantes no tempo (LIT), in-
terligados por subamostradores e sobreamostradores. Um diagrama para um banco de filtro
de M canais é mostrado na Figura 2.10. Essas estruturas tém aplicacoes em processamento
e compressao de imagens, multiplexacdo e espalhamento espectral [3, 4]. Nela, o sinal de
entrada x[n| é decomposto nas chamadas componentes de sub-bandas zvgl)[n].

Notacao utilizada:

xl(»j )[n] — Componente de sub-bandas (j = 1) ou coeficiente wavelet;
1 — Canal ou sub-banda da componente;

j — Estagio ou escala da wavelet de tempo discreto.

r————— == 7 r——————— T
| Banco de Analise | | Banco de Sintese |
| | | |
x|n x/"[n xi[n]
2] > Hi(2) [>f¥ M : il ]:=+M o Gi(2) :
| | | |
| | x,Nn | |
Lol H/(2) |—{v M 7] et M{— Gi(2)
| | | |
| | | |
| I x,"(n] | |
> H:(z) F—{¥ M [+ o] ot M| Gi(2)
| | | It
| | o[n] | |
I X n
ol Ho @ ML v G —
L _ I L _ I

Figura 2.10: Diagrama ilustracao de um banco de filtros de M canais.

A saida do banco de sintese ¢ o sinal x,.[n|. Uma reconstrucao perfeita (RP) ocorre quando

z,[n] = z[n], independente de z[n]. O objetivo dessa secdo é estudar as condigoes para RP.

Teorema 2.3 Para um banco de filtros de M canais, como mostrado na Figura 2.10, se a

chamada condigao de reconstrucao perfeita (2.28) ¢é satisfeita, ou seja, se

M-1
>N Hi(e T THM2)Gi(z) = Md[ml, (2.28)
=0
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para m=0,1,..., M — 1, entio, x.[n] = z[n|, para qualquer x[n].

A prova pode ser encontrada em |3, 4].

A relagdo RP pode ser escrita no dominio de Fourier, resultando em

M—1
> Hy(e @) Gi(er?) = Md[m). (2.29)
i=0
As equagdes de andlise do banco de filtros da Figura 2.10 sao dadas por
el = > allh[Mn —1], (2.30)
l=—o0
parai=20,1,...,M — 1, e a equacao de sintese & dada por
M—-1 oo
efn] = 3" 3 aVlgiln — M), (2.31)
=0 [=—o00

desde que a condi¢ao RP seja satisfeita.

2.6 Banco de Filtros de Dois Canais

Banco de filtros de dois canais sdo as estruturas mais simples e mais utilizadas na teoria
de banco de filtros. A grande vantagem é a simplificacao computacional para o projeto dos
bancos. A estrutura de dois canais estd apresentada na Figura 2.11. Nessa estrutura, o sinal
¢é dividido em duas componentes, a componente de baixa freqiiéncia, xél)[n], e a componente
de alta freqiiéncia, :rgl)[n], o que significa que os filtros Hy(z) e H1(z) sdo, respectivamente,

passa baixas e passa altas.

x| n] xp[n]

xlnl 121G

Hyz) | ¥ 2

y

A4
\ 4

X, n
2 [1]

42

A 4

Hi(z)

A 4
A 4

Gi(2)

A4

Figura 2.11: Diagrama ilustra¢do de uwm banco de filtros de dois canais.

A condigao RP (2.28) fica reduzida a

HO(_Z)GO(Z) + Hl(—Z>G1(Z> = 0. (233)
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Escrevendo em forma matricial, tem-se

Ho(2)  Hi(z) Go2) | _ | 2| (2.34)

H0<_Z) Hl(—z) Gl(Z) 0

Definindo a matriz de modulagao, H,,(z), por
Hp(2) : (2.35)

os filtros de sintese podem ser obtidos através dos filtros de anéalise por

Go(2) | _ _2 H(=2) (2.36)

Gi(z) | A | —Ho(-2)

onde A(z) = det(Hy,(2)) = Ho(2)H1(—2z) — Ho(—2)H1(z). Como A(z) é uma funcdo impar,
isto 6, A(—z) = —A(z), isso significa que o mesmo contém apenas poténcias impares de z~1.

Outra condicdo importante é descrita pelo teorema a seguir.

Teorema 2.4 (Relagao de Biortogonalidade) Se H;(z) e G;(z), i = 0,1, sdo filtros de

andlise e sintese, respectivamente, de um banco de filtros com reconstrucao perfeita, entao

(hil=nl,g;[n —2m]) & 3" hi[—n]gjln — 2m] = 5[i — j]5[m], (2.37)

n=-—o00
para i,j € {0,1} e m € Z. Além disso, se g;[n| = oh;[—n], entao € dito que o banco de filtros

€ ortogonal, isto é

{giln], gjln — 2m]) = odli — j]6[m]. (2.38)

Quando ¢ = 1, o banco de filtro é dito ortonormal. A prova desse teorema pode ser
encontrada em [3].
2.7 Implementacao Polifasica

Bancos de filtros podem ser implementados utilizando-se a decomposicao polifisica.

2.7.1 TImplementacao Polifasica do Banco de Analise

A implementacdo polifasica tipo I do banco de andlise é mostrada na Figura 2.12. Os

filtros H;;(z) sao componentes polifasicas tipo I de H;(z), dados no dominio do tempo por
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X[’z] s xo[n]H o) xo[n]

T gl AN NN s
S
JH..(2)

Figura 2.12: Diagrama da implementacdo polifisica do banco de andlise.

As seqiiéncias xg[n| e x1[n] sdo formadas, respectivamente, pelos termos pares e impares
de z[n] e correspondem as componentes polifasica de x[n] tipo II. A equacdo de analise pode
ser escrita de forma matricial por

1
Hoo(2) Hoi(2) | | Xo(2) | _ | XgV(2) 2.40)
Hio(z) Hu(z) X1(z) x{V(2)

A matriz de polinémios [H;;(2)] é denominada matriz polifdsica de andlise, sendo denotada

por Hy(2).
2.7.2 Implementacao Polifasica do Banco de Sintese

A implementacao polifasica tipo II do banco de sintese é mostrada na Figura 2.13. Os

filtros G;;(2) sdo componentes polifasicas tipo II de G;(z), dados no dominio do tempo por
gij[n] = gi[2n — j]. (2.41)
As seqiiéncias z.o[n] e x,1[n] sdo formadas, respectivamente, pelos termos pares e impares
de z,[n], correspondendo a representagao polifasica tipo IT de z,.[n]. A equacdo de sintese
polifasica pode ser escrita de forma matricial por
Gool) Gro(2) | | X5"() | _ | Xrol2) 0.12)
Go(z) Gu(2) | | X1V() Xn(2) |

A matriz [G;;(z)] é definida como matriz polifisica de sintese, sendo denotada por Gp(2).

Utilizando (2.40), tem-se que

= Gp(2)Hy(2) . (2.43)
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) 4 ;
X 17 o Goi(z) —>(+)—>x'0[n] t2 uld
x.[n] =
> G()](Z) #gl:)—b * 2

x,V[n]

G(2)

A

Gu(2)

A

Figura 2.18: Diagrama da implementacao polifisica do banco de sintese.

Assim, a condicao RP na forma polifisica é dada por

Gp(2)Hp(z) = 1. (2.44)

2.8 Banco de Filtros Estruturados em Arvore

Na saida de um banco de filtros de analise de dois canais, é possivel colocar outro banco
do mesmo tipo, formando uma estrutura diferente. Novas estruturas formadas por cascatea-
mento de banco de filtros sdo chamadas de pacotes de wavelets (“wavelet packets”), as quais
produzem bases biortogonais organizadas de forma adequada e sdo utilizadas para criagao de
transformadas, analise multirresolugdo e compactagao de dados [3, 4].

Nesta secao sdo apresentadas duas transformadas de tempo discreto que derivam de paco-
tes de wavelets, a transformada de Fourier de curta duracdo e a série wavelets (ou transfor-
mada wavelets de tempo discreto), ambas de tempo discreto. Para simplificar a representagao,
os bancos de filtros de dois canais de andlise e sintese sao representados por arvores, como
mostram as Figuras 2.14 e 2.15.

Dependendo de como essas estruturas sdo organizadas, é possivel fazer anélise e sintese

no dominio tempo e freqiiéncia.
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(1) (1)
Ay R I L x1n]
x[n] = x[n]
(1) X/U[I’l]
Ay IRy I L

Figura 2.14: Representa¢ao simplificada do banco de filtros de andlise.

S e o Gi(z) . x/"[n] .
1)
X [l’l] »42 » Gi(2) X/U[l’l]

Figura 2.15: Representacdao simplificada do banco de filtros de sintese.

2.8.1 Transformada de Fourier de Curta Duracao

A figura 2.16 mostra uma estrutura em arvore para a transformada de Fourier de curta
duracao (TFCD) de tempo discreto |3, 4].

Nessa estrutura, escolhe-se o banco de filtro de M canais e forma-se uma arvore completa
até J estagios. A transformada associada é andloga a transformada de Fourier de curta
duragdo de tempo continuo. A TFCD de tempo discreto, para um banco de filtros de M

canais e com J estagios, é dada por

X[k, 1] 2 i 2[n]h®[M71 - n), (2.45)

n=—oo

paral € Z ek =1{0,1,...,M7 —1}. A TFCD inversa ¢ dada por

M7-1 o~
= > > X[k 1gW[n - M. (2.46)
k=0 l=—o0

As seqiiéncias h®)[n] e g¥)[n] sdo obtidas no dominio Z por

J—1

520 M) () = T[ Hay (M) (2.47)
§=0
[S]
J—1 j It J—1—j
GXj=0 aiM )(Z) = H Gaj(ZM ), (2.48)
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— X[0.,7]

—— X[Ln]

—— X[2,1]

—— X[3.1]
— X[4,n]

L X[5,n]

_ X[6.]

L X[7.n]

Figura 2.16: Estrutura de banco de filtros para a transformada de Fourier de curta dura¢io de tempo
discreto com M =2 e J = 3.

onde os a; podem assumir valores entre 0 e M — 1. A partir desses valores, obtém-se todos

os filtros G*)(2) e H®)(2). A TFCD é denotada por

z[n] "EEP X[k,1). (2.49)

O termo curta duragio decorre quando H® (z) e G*¥)(2) sdo filtros com resposta ao
impulso finita (filtros FIR, do inglés Finite Impulse Response). Os indices (k) indicam a ordem
da componente de freqiiéncia, por exemplo, na Figura 2.16 a seqiiéncia X|[0,[] representa
a componente do sinal de menor freqiiéncia, enquanto a seqiiéncia X|[7,1], representa a de
maior freqiiéncia. Existe ainda uma dependéncia temporal, representada pela variavel [, isso
caracteriza a andlise no dominio tempo e freqiiéncia.

A estrutura de sintese é mostrada na Figura 2.17.

2.8.2 Série Wavelet de Tempo Discreto

A série wavelet de tempo discreto (SWTD) pode ser obtida pela estrutura em arvore
mostrada na Figura 2.18.

Esta estrutura também é chamada de drvore logaritmica. A andlise tempo freqiiéncia
ocorre porque as saidas dos estagios sdo as componentes de maior freqiiéncia (componentes de
detalhe). O sinal de menor freqiiéncia ¢ x(()J) [n], esse constitui um espaco de resolugdo menor

e as demais componentes, ao serem adicionadas, formam os espacos com maior resolucao

(multirresolugao). Assim, pode-se definir a expressao de andlise da SWTD. Os coeficientes



X[0,n]

X[1,n]

X[2,n]

X[3,n]

X[4,n]

X[5.n]

X[6,n]

X[7.n]
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Figura 2.17: Estrutura de banco de filtros para a transformada de Fourier de curta duracdo inversa,

M=2¢e¢J=3.

x,[n]

x,“[n]

x,%[n]

x,2[n]

x,[n]

Figura 2.18: Estrutura de banco de filtros para a série wavelet de tempo discreto.

wavelet na escala j, para J estagios, sdo dados por

[e.o]

o[ Y7 a2l - n),
para j=1,2,...,Je
. |
"2 S ann’ 1271 ),

onde th ) [n] pode ser encontrado no dominio Z por

j-1 | ,
H (2) = [[ Ho(+*) = HY V() Ho(z* )
1=0

j—1 =2 i S j—1
P (2) = 0 () [] Ho(z*) = HY V() Hi (=2 ).
=0

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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x,[n] ——

x,[n]

x,%[n]

x](Z)[n]

x,"[n]

Figura 2.19: Estrutura de banco de filtros para a série wavelet de tempo discreto.

A SWTD para J estagios é representada por
J
xln) &% 271, 257 )

A sintese da SWTD é obtida pela estrutura da Figura 2.19. A equagdo de sintese fica

J o0 [e'S)
=33 e -20+ S 21l In - 271), (2.54)
j=1ll=—0c0 l=—00
onde g(J )[ ] pode ser encontrado no dominio Z por
, g1 . , .
G (2) = [] Go(*) = GY M (2)Go(z* ) (2.55)
i=0
e

G () =62 H Go(22) =GV V()G (¥ ). (2.56)

Wavelets de tempo discreto sdao seqiiéncias discretas com médias nulas. O sinal analisado

(J)[ ]

é decomposto nas wavelets de tempo discreto, g

g(()J) [n]. As wavelets de analise sao hgj )[—n]. Para J = 1, o resultado é a decomposigao em

, € na funcdao escala de tempo discreto,

sub-bandas dos bancos de filtros.



CAPITULO 3

BANCO DE FILTROS SOBRE
CORPOS FINITOS

A proposta deste capitulo é a andlise de sinais e sistemas discretos definidos sobre corpos
finitos, baseada na transformada Z. O objetivo é definir e encontrar bancos de filtros com
reconstrugdo perfeita e transformadas baseadas nessas estruturas sobre campos de Galois. A
primeira ferramenta de anélise introduzida é a transformada 7 definida sobre corpos finitos.
Em seguida s@o apresentadas condi¢oes de reconstrucio perfeita para banco de filtros definidos
sobre corpos finitos. Outra novidade ¢ a dependéncia da caracteristica do corpo, p (Apéndice

A), com o namero de canais, M, na condi¢ao de reconstrucao perfeita (RP).

3.1 Transformada Z sobre Corpos Finitos

A transformada Z para andlise de sinais e sistemas discretos é de grande importancia
[13]. Banco de filtros e wavelets, definidos sobre os complexos, sdo analisados no dominio da
transformada Z e da transformada de Fourier de tempo discreto [3, 4|. Dai surge a importancia

de se definir uma transformada 7 para seqiiéncias de comprimento arbitririo sobre campos

de Galois.

Definicdo 3.1 (Convergéncia Indutiva) Uma série infinita sobre GF(q) converge, no sen-
tido de convergéncia indutiva, se existe um tnico elemento em GF(q) que pode satisfazer a

wgualdade da série.
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Esta é uma definicao de convergéncia introduzida neste trabalho a fim de resolver séries

infinitas sobre corpos finitos, sem utilizar uma defini¢do de limite para as mesmas.

Teorema 3.1 A série geométrica infinita com razio o € GF(q), o # 0 e o # 1, converge

indutivamente, e resulta em

Za” =(1-a)

Demonstra¢ao: Supondo que a série converge indutivamente para S, tém-se que

io: a = 8.
n=0

Multiplicando ambos os membros por « e adicionando a unidade, tém-se

1+§:0z":1+a5.

n=1

Observa-se que o lado esquerdo da expressao acima é igual a série. assim

S=14+aS

e portanto

S=(1-a)*

é o tnico valor que a série pode assumir.

(3.1)

Definigao 3.2 Dado uma seqiiéncia x[n] € GF(q) , n € D C Z, com comprimento N, a

transformada 7 dessa seqiiéncia, denotada por X(z), z € GF(q™), onde m é um inteiro

positivo tal que ¢ — 1 > N, € dada por

X(z)

Z x[n]z™".

neD

Teorema 3.2 A transformada Z inversa € dada por

x[n] = — Z X (z)z",

zEGF(q™)

paran €D eq™ —1>N.

Demonstragio: Considere a seqiiéncia s[n], n € D, obtida por

s[n] = Z X(z)z".

z€EGF(q™)

(3.6)

(3.7)
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Substituindo X (z) pela defini¢ao em 3.6, tem-se

sl = > > alr]e" (3.9)

zEGF(¢gm)reD

Trocando a ordem das somas, pode-se escrever que

sln] = Z x[r] Z 2" (3.10)

reD z€GF(q™)

A ultima soma pode ser considerada como

q" -2

Yo=Y alr (3.11)
1=0

z€GF(qg™)

onde a é um elemento primitivo de GF(¢™), em outras palavras, « tem ordem ¢" — 1.

O somatoério é necessariamente zero se o~ " # 1, isso pode ser mostrado utilizando-se a

n—r

série geométrica. Quando « =1, entdo n = r (mod ¢"™ — 1) e o somatorio resulta em

q™ — 1= —1(mod p). Assim, pode-se escrever que
Yoo ==Y dn-r—Ig"-1) (3.12)
z€GF(q™) l=—00
Agora, supondo que n,r € D, entdo max|n —r| = N — 1 que é menor que (¢ — 1) por

hipotese. Com isso a expressao (3.12), para n,r € D, fica

Z 2" =4d[n—rl. (3.13)

zEGF(q™)

Utilizando (3.1) em (3.10) chega-se a
s[n] = — Z z[r]d[n — r] = —z[n]. (3.14)

Isto significa que

zn]=— > X(2)2". (3.15)

zEGF(q™)

O par ( z[n], X(z) ) é representado por
zln] <2 X(2).

Algumas propriedades dessa transformada linear estao listadas na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Propriedades da Transformada Z sobre Corpos Finitos

Tempo Dominio Z Propriedade
yn] Y(z)
az[n] + by[n] | aX(z) +bY (2) Linearidade
z[n — d] 271X (2) Deslocamento no tempo
na[n] —z2L X (2) Derivada em Z
z[n] * y[n] X(2)Y(2) Convolucgo

3.1.1 Transformada Z de Seqiiéncias Semi-Infinitas

A transformada 7Z de seqiiéncias finitas é simplesmente uma notacao polinomial. No caso
de seqiiéncias infinitas & direita, isto é, seqiiéncias com inicio determinado, o comprimento da
seqiiéncia N é infinito e D = {ng <n < oo}. A defini¢do continua a mesma, mas a forma de
calcular a transformada 7 direta e inversa muda. Utiliza-se, nesse caso, o resultado da série

geométrica infinita. A seguir, sao mostrados cdlculo de algumas transformadas Z.

Exemplo 3.1

Considere a seqiiéncia z[n]| = a™u[n|, « € GF(q). Por defini¢ao

X(z) = Za”z*" = Z(azil)”
n=0 n=0

usando o Teorema 3.1, o resultado é
Xz)=1-az ) t=2(z—-a)

Observa-se que X (z) contém um zero em z = 0 e um poélo em z = a. De forma geral,
x[n], no regime permanente, contém uma componente com perfodo igual & ordem do polo «,

de sua transformada Z, quando « é um poélo de primeira ordem.

Exemplo 3.2

Considere agora a seqiiéncia xz[n] = —a™u[—n — 1], « € GF(q). Esta seqiiéncias é infinita

a esquerda. Por definicao

X(z)=— Z az ™",

n=—
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fazendo a mudanca de variavel m = —n,
oo
X(z)=—- E (a'2)"=—-(1-a ) ' +1=(1-az"1)"1.
m=1

Esse resultado é o mesmo do Exemplo 3.1, semelhante ao corpo dos complexos. No
caso complexo a diferenca das transformadas estd na regiao de convergéncia. Isso pode ser
substituido pela informagdo do conjunto dominio D, n € D. Para evitar a verificagdo de
solugoes com seqiiéncias infinitas a esquerda (ndo causais) sdo consideradas apenas seqiiéncias

infinitas a direita.

Exemplo 3.3

Considere a seqiiéncia z[n| = na™uln|, @ € GF(q). Utilizando a propriedade da derivada

em Z, em conjunto com o resultado do Exemplo 3.1, tém-se

-1
(1 —az"1)2

A seqiiéncia possui um poélo de segunda ordem em z = . O periodo da seqiiéncia é dado

X(z) =

por N = mme(M,p), onde M é a ordem de « e p é a caracteristica do corpo.

Trabalhando unicamente com seqiiéncias a direita, a Tabela 3.2 mostra alguns pares de

transformadas Z.

Tabela 3.2: Par Transformada Z de algumas seqiiéncias sobre Corpos Finitos

Seqiiéncia no dominio do “tempo” | Transformada Z
d[n —d] 274




39

3.1.2 Sinais e Sistemas sobre Corpos Finitos

Sinais e sistemas sobre corpos finitos podem ser analisados através da transformada Z
sobre corpos finitos. A representacdo para um sistema linear e invariante no tempo (LIT)
estd mostrada na Figura 3.1. Nessa figura, z[n|, y[n] e hln] sdo seqiiéncias finitas ou infinitas

a direita definidas sobre um corpo finito GF(q).

x[n] h[n] yin]

Figura 3.1: Diagrama de um sistema linear e invariante no tempo, caracterizado por sua resposta ao

impulso h[n], sobre corpos finitos.

A saida y[n] pode ser calculada através da entrada x[n] por

o0

ynl = > a[m]hln — m] = z[n] « hln]. (3.16)

m=—0o

O operador “«”

representa a convolucdo linear e é bem conhecido nos estudos de sinais e
sistemas. Aplicando a propriedade da convolucdo da transformada Z, o resultado, também
conhecido, é

Y(z) = X(2)H(2), (3.17)
onde Y(z), X(z) e H(z) sao, respectivamente, as transformadas Z de y[n], z[n] e h[n].
Exemplo 3.4

Considere o sistema da Figura 3.2 sobre GF(2).

D

)

yln]  yln-1] y[n-2] y[n-3]

Figura 3.2: Diagrama do sistema linear do exemplo 3.4.

As constantes bindrias a, b e ¢ sao os valores iniciais da estrutura, quando n = 0. A

equacao que descreve o comportamento do sistema é

y[n] =y[n — 2] +y[n — 3]+ (b + ¢)d[n] + (a + b)d[n — 1] + ad[n — 2].
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A transformada Z pode ser utilizada, resultando em

Y(2)=22Y(2)+22Y(2) +(b+c)+ (a+b)z ! +az2

Logo
b+c)+ (a+b)z7t +az?

(
Y(2) = 14+2724 23

Os polos de Y (2) pertencem a GF(8), pois o polinémio 7(x) = 14z + 23 é um polinémio
primitivo sobre GF'(2). Supondo que « é raiz do polindmio 7(x), pode-se representar Y (z)

por
(b+c)+ (a+b)z"t +az"?
(1+az )1+ a2z~ ) (1 + otz 1)

O sistema pode ser resolvido utilizando-se fragdes parciais; é possivel encontrar A, B e C

Y(z) =

tais que
A B C
— + — + —.
(1+az7l)  (Q+4+a?2z7l)  (1+4atz71)

No dominio do tempo ou da seqiiéncia, tem-se que

Y(z) =

y[n] = Aa™u[n] + Ba*"u[n] + Ca*"u[n).

Supondo a =b=0ec=1, Y(z) se reduz a

1
1+ az)(1+a2271)(1 +atz"1)’

Y(z)=

Tabela 3.3: Corpo GF(8), 1+a+a®=0

Q
v o= o R
o — O

w

14+«

a+a?
1+ a+a?

1+a?

i

Q. L L L L o 2
ot

[}

Resolvendo as fragoes parciais, considerando a Tabela 3.3 de GF(8),

1
A= =ad
Qta)ltad) &

1
B = =af

(1+a®)(1+a?)
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_ 1 5
¢= 1+ah(1tas)

Assim

y[n] — (Oén+3 + a2n+6 + a4n+5)u[n}.

Verifica-se que y[n] pertence a GF(2) e o perfodo da seqiiéncia ¢ igual a ordem dos polos,
nesse caso igual a 7.
Este esquema é geralmente utilizado para geracao de seqiiéncias binarias pseudo aleatérias

(Sequéncias-m [14|) bastante utilizadas em comunicagoes e criptografia |15, 16].

Exemplo 3.5

Considere o calculo da transformada inversa de X (z) dado por

1

=1

Os polos de X (z) estao em GF(8) (exemplo anterior). Isso significa que a seqiiéncia z[n] tém

periodo 7 e pode ser escrita por

X() =Xy = 2
n=0

onde X (z) ¢ a transformada Z de uma seqiiéncia finita. Assim pode-se encontrar #[n] obtendo-

se X (z) e completando os polindmios para formar o denominador desejado, ou seja,

X(2) 1 A+z 4230+ Q+2z2H14+2724+273)
z) = = .
(I4+zt423)Q1+271+273)(1+271) 14277
Entao
X(2)=(042zYHA+2z 428 =1422423 4274
€
En]=[1011100],
paran =0,1,...,6. A seqiiéncia x[n] é dada por
zn]=> &n-7]=[1011100101 ..,
=0

para 0 < n < oo. Esse resultado corresponde a saida do sistema do Exemplo 3.4.



42

Exemplo 3.6
Considere uma seqiiéncia z[n] € GF(5), com D = {0,1,2, 3}, e transformada Z dada por

X(z)=1+22"" 44273

Obviamente, xz[n] = [1 2 0 4], mas sera calculado pelo Teorema 3.7. Tem-se
4
zn)=— > X(2)2"=-) X(2)2" = -X(1) - X(2)2" - X(3)3" — X (4)4",
z€GF(5) z=1

z[n] = 3 + 3" (mod 5),

e, paran € D, o resultado segue.

3.2 Banco de Filtros de M Canais sobre GF(p™), p e M Relati-

vamente Primos

A estrutura conhecida como banco de filtros é mostrada na Figura 3.3. Comparando as
equacbes existentes no corpo dos complexos, basta substituir o elemento e~727/M por um
elemento «, de ordem M, de uma extensdo do corpo GF(q), na equacdo do subamostrador.

Entretanto, algumas ordens sdo proibidas para algumas caracteristicas de corpo.

Teorema 3.3 Um corpo finito de caracteristica p contém elementos de ordem M se, e so-

mente se, mdc(M,p) = 1.

Demonstra¢do: Suponha que GF(q) tem caracteristica p, entdo ¢ = p". Se mdc(M,p) =
1, considere o corpo GF(q?™)), onde ¢(.) denota a funcio de Euler; entdo, ¢®™M) — 1 =
0(mod M), pelo teorema de Euler. Isso significa que M|(¢?™) — 1) e portanto existe um
elemento de ordem M que pertence a GF(q?™)) [14]. Por outro lado, se existe um elemento
de ordem M, entdo, existe n tal que M|(¢" — 1), ou seja, p™" " p —rM = 1, e portanto
mdc(M,p) = 1. |

Em outras palavras, as estensoes de GF(q) contém elementos de qualquer ordem, desde

que esta seja relativamente primo com a caracteristica do corpo.

Corolario 3.1 Em um corpo finito GF(q) de caracteristica p, onde mdc(p, M) = 1, as
transformadas Z da saida de um subamostrador de M, X,4(z), e do conjunto subamostrador-

sobreamostrador de M, X4(z), podem ser expressas em termos da transformada Z da entrada
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Figura 3.3: Diagrama ilustracdo de um banco de filtros de M canais sobre corpos finitos. A represen-

tacdo € a mesma do corpo dos reais.

X(z) (Figura 3.4), respectivamente, por

Xa(z) =

M—1
Y(mod p) Z X(a
m=0

M-1
X,(2) = M~Y(mod p) 3 X(a™),
m=0

onde v € um elemento de ordem M de uma extensio de GF(q).

X(2)
—

WM

Xd2)

» 1M

X(2)
—»

(3.18)

(3.19)

Figura 3.4: Diagrama demonstrando o esquema do subamostrador e o conjunto subamostrador-

sobreamostrador.

Demonstragdgo: O Teorema 3.3 garante a existéncia de um elemento a de ordem M assim,

considere a seqiiéncia

smn]

L
0,

sen =0 (mod M)

caso contrario.
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Essa seqiiéncia pode ser expressa por

M—1
sy [n] = M~ (mod p) Z o~ ™M (3.20)

m=0

Sabe-se que x4[n| = sp[n]x[n]; usando-se a defini¢do da transformada Z,

oo M—-1
X, (2) = M~ (mod p) Z x[n] Z a M, (3.21)
n=—oo m=0
X(2) = M~ (mod p) i Z zn](a™z)™" (3.22)
m=0 n=—o0
¢ M-1
X (2) = M~ (mod p) Z X(a™z). (3.23)
m=0

Observa-se que z4[n] = z[Mn] = xs[Mn], assim

Xa(z) = ) x[Mn]z"". (3.24)

Fazendo a mudanca de variavel Mn = k,
Xa(z) = Z xs[k]z_ﬁk. (3.25)

M|k

Como z4[k] = 0 se M nao divide k, entao

Xa(2)= Y [kl T = X (=) (3.26)
k=—oc0

e estd completa a prova. |

Este resultado é analogo a expressao encontrada na saida do subamostrador e no conjunto
subamostrador-sobreamostrador sobre o corpo dos complexos. Vale observar que a saida do

sobreamostrador ¢ expressa da mesma forma em qualquer corpo por X.(z) = X (zM).

3.2.1 Reconstrucao Perfeita

A condicdo de reconstrucdo perfeita é importante para o projeto de banco de filtros.
Contudo, a mesma depende do corpo e do nimero de canais. Sobre um corpo GF(q), filtros
sdo simplesmente seqiiéncias ou polindémios, por meio dos quais seqiiéncias sobre GF'(¢q) podem

ser analisadas e sintetizadas.
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Teorema 3.4 Para um banco de filtros de M canais sobre um corpo GF(q) de caracteristica
p, mde(p, M) = 1, como mostrado na Figura 3.3, x,[n| = x[n] se a condi¢ao de reconstrucao
perfeita,
M—-1
> Hi(a™2)Gi(z) = Md[m], (3.27)
=
para m =0,1,..., M — 1, € satisfeita.
Demonstragdo: A prova segue a mesma idéia do corpo dos complexos, para a i-ésima linha

da estrutura, chamando a saida do filtro G;(z) de y;[n], temos a seguinte equagio de saida da

linha i:
Yi(z) = Gi(2)(Hi(2) X (2))s, (3.28)

onde (H;(z)X(z))s representa a transformada 7 da seqiiéncia h;[n] * z[n] amostrada a cada
M valores (resultado da subamostragem seguida por sobreamostragem). Considerando a

expressao (3.19),

M—-1
Yi(2) = Gi(z)M ' (mod p) > Hi(a™2)X(a™2). (3.29)

m=0

Somando todas as M saidas da estrutura, tem-se o sinal recuperado, denotado por z,[n].

Entao
M—-1
Xo(z) = ) Yi(z) = (3.30)
=0
M—-1 M—-1
M~ (mod p) Y Gi(2) Y Hi(a™2)X(a™z) = (3.31)
=0 m=0
M—-1 M—-1
M~ (mod p) Y X(a™z) Y Hi(a™2)Gi(=). (3.32)
m=0 =0

Substituindo o ultimo somatorio pela relagdo de reconstrucao perfeita (3.27), a expressdo de

X, (2) se reduz a

M-1
X, (2) = M~ (mod p) X(amz)Mé[m] = (3.33)
m=0
M-1
X(a™z)d[m] = X (2). (3.34)
m=0

Trazendo para o dominio do tempo, tem-se que x,.[n] = z[n]. ]
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Existem duas observagbes importantes sobre essas M equagoes, a primeira é que x,[n] =
x[n — d] é considerada reconstrugéo perfeita com retardo d. No caso de d = 0, é dito que
ocorre reconstrugao perfeita ou reconstrucgio perfeita sem retardo. A segunda observacao é
que o teorema nao fala de existéncia de banco de filtros.

Para qualquer corpo existem bancos de filtros de M canais, um exemplo é a decompo-
sicao polifasica que existe para qualquer corpo. Além disso, é possivel obter a condicdo de
reconstruc¢ao perfeita para banco de filtros com p canais sobre GF(p™), p primo. Para isso
basta deduzir a equagao utilizando s,[n] = 1 —nP~! a qual ¢ valida pelo pequeno teorema
de Fermat 14, 17].

Assumindo que ocorre a condicao RP, as equactes de anélise e de sintese do banco de

filtros podem ser obtidas.

Teorema 3.5 Para um banco de filtros de M canais satisfazendo a condi¢do de reconstrugao

perfeita, as equacoes de andlise e sintese do banco sdo, respectivamente,

V=Y alnlhiMI - n), (3.35)
para i =0,...,M —1 e
M-1 oo
efn] = 3" 3wV lgiln - M), (3.36)
1=0 |l=—00

onde h;[n] e g;[n] sao as transformadas Z inversas dos filtros H;(z) ¢ G;(z).

Demonstragao: A analise é simplesmente uma convolu¢io, seguida por uma subamostragem

de M. A sintese é obtida por expansao e convolucdo, para cada linha do banco de filtros

tem-se
z [n xgiln) = 7 @0l — M1}« giln] = 7 2" llgifn — M1). (3.37)
l=—00 l=—0c0
Somando-se todas as linhas chega-se ao resultado. |

As equagoes de andlise e sintese do banco de filtros com RP definem uma transformada,

de forma que x[n] < mgl)[l]. Além disso, os filtros formam bases biortogonais.

Definicao 3.3 O produto interno sobre GF(q) entre duas seqiiéncias, zn],yln] € GF(q), é
dado por

o0

@l yln)) £ 3" zlnlyln] (3.38)

n—=—0oo
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Teorema 3.6 (Relagao de biortogonalidade) Num banco de filtros de M canais com re-

construgdo perfeita, os filtros geram bases biortogonais, isto ¢é
(hi[=n], gj[n — MI]) = d[i — j]o[l], (3.39)
para 1,7 =0,.... M —1eleZ.

Demonstra¢do: Observando o banco de filtros como transformada, pode-se escolher o valor
de wgl)[l] e obter z[n] e vice-versa. Considere entdo a entrada do banco de sintese na linha j
igual a d[n — k| e zero nas outras linhas. Assim, utilizando a equagdo de sintese (3.36) com
xgl)[l] = §[l — k]d[i — j], o resultado é z[n] = gj[n — Mk]. Utilizando agora a equagao de

analise (3.35), chega-se a

O = 3" gjln— MERML—n) = (gjln — MK hy[MI — ), (3.40)

n=—oo

que deve ser igual ao valor inicial, isto é
(giln — MK], hy[MI — n]) = 5[l — K3li — 5], (3.41)

fazendo I = 0 e mudancas de variaveis chega-se ao resultado. |
Isso significa que RP implica em biortogonalidade. Isso acontece também em banco de
filtros sobre o corpo dos reais.
Uma situacdo particular ocorre quando g;[n] = oh;[—n]|. Nessas condi¢des a equagio
(3.39) fica
(g, g3l — M1]) = o8[i — 5131, (3.42)

e é dito que os filtros g;[n] ou h;[n]| formam bases ortogonais.

Quando o = 1, é dito que as bases sdo ortonormais e a equacao (3.42) fica

(gi[n], g;[n — M1y = 5[i — j]o[l]. (3.43)

3.3 Banco de Filtros de Dois Canais sobre GF(p™) com p Impar

O banco de filtro mais utilizado ¢ o de dois canais (M = 2), mostrado na Figura 3.5, por
sua facilidade de projeto e por sua interpretagao sobre o corpo dos reais, onde o sinal é divido
em partes de baixa e alta freqiiéncia. Em corpos finitos, a interpretacao de baixa ou alta
freqliéncia é perdida. Em compensacao, a implementacao pode ser realizada livre do ruido
computacional, que ocorre quando o corpo dos reais é “implementado” em méquinas digitais

atraves da aritmética de ponto flutuante [13].
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Figura 3.5: Diagrama ilustragdo de um banco de filtros de dois canais.

Um corolario que decorre do Teorema 3.4 é que quando o corpo tem caracteristica p impar,

a condicdo RP do teorema para M = 2 pode ser utilizada.

Corolario 3.2 Em um corpo GF(q) de caracteristica impar, a relagao de reconstrugio per-

feita para dois canais é

Hy(z Hi(z Go(z 2z~
o) () | [ o) | | s
Ho(—z) Hl(—z) Gl (Z) 0
Demonstracdo: Decorre diretamente do Teorema 3.4, fazendo M = 2, a = —1, e colocando
as duas equagoes na forma matricial. |

A equagao é a mesma para banco de filtros sobre os complexos, dessa forma, todas as téc-
nicas utilizadas para projeto, tais como o filtro produto P(z) e a definicao da matriz modula¢iao
H,,(z), podem ser utilizadas também para essa situagao.

3.3.1 Projeto do Banco de Filtros com p Impar

Utilizando o Corolario 3.2, é possivel obter os filtros de sintese, Go(z) e G1(2), através dos

filtros de andlise, Hy(z) e H1(2), invertendo a matriz. Definindo

é HQ(Z) Hl(Z)

Hy,(2) (3.45)
Ho(—z) Hl(—z)
A(2) £ det[H, (2)] = det[HZL ()], (3.46)
pode-se escrever
Go(Z) _ 1 Hl(—Z) —H; (Z) 2Z_d (347)

Gi(z) | AGE) | —Hy(~2) H(2) 0



49

Go(z) | 2277 | Hi(—2)
e | T30 | s | (3.48)

O polinomio A(z) satisfaz A(z) = —A(—z), o que significa que ele tém apenas poténcias
impares de z~!. Uma situacio simples para encontrar filtros FIR é forcar A(z) = 227! com I

impar. Escolhendo d = 0, tém-se que

Go(z) = 2'Hi(—2) (3.49)

Gi(z) = —2'Hy(-=2) (3.50)
Substituindo no Coroléario 3.2, a segunda equacao é automaticamente satisfeita. FEntre-
tanto, a primeira equacao fica

Ho(Z)Go(Z) + H()(—Z)Go(—z) = 2. (3.51)

Definindo o filtro produto P(z) como

P(2) £ Hy(2)Go(z), (3.52)

e substituindo em (3.51), vem

P(z) + P(—z) = 2. (3.53)

1

Pela equagao (3.53), observa-se que P(z) s6 tém poténcias fmpares de z~' e o termo

independente ¢é igual a unidade.

Proposi¢ao 3.1 Método de projeto de banco de filtros FIR de dois canais sobre GF(p™) com
p impar:

e FEscolher um filtro P(z) satisfazendo (3.53);

o Fatorar P(z) em Hy(2)Go(2);

o Utilizar as equacoes

Hl(Z) = —Z_lGo(—Z) (354)

Gi(z) = —2'Hy(-2), (3.55)

com | impar, para encontrar Hy(z) e G1(2).
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Observa-se que estes filtros, diferentemente dos projetados sobre o corpo dos complexos,
ndo apresentam uma classificacio em passa baixa ou passa alta. Além disso, este em método
bem conhecido em banco de filtros sobre o corpo dos reais [4]. Pode-se utilizar também outros

métodos de projeto, derivados do corpo dos reais, como é mostrado no préximo exemplo.

Exemplo 3.7

x[n]

o]
2
i
G,

f
-10 0 10 20 30 40

T T T T
50 60

70

Figura 3.6: A seqiiéncia de entrada x[n] do Exemplo 3.7.

Considere o corpo GF(11); escolhendo-se o filtro produto P(z) da forma
P(z)=(1+2z"YH*(1+2)*(az +b+azt),
o resultado é
P(2) = az® + (4a + b)2* + (Ta + 4b)z + (8a + 6b) + (7Ta +4b)z~ ' + (b + 4a)z~ % + az™3.

Para que P(z) satisfaca (3.53), os coeficientes de z? e 272 devem ser zero e o termo
independente igual a 1. Assim

(4a 4+ b) = 0(mod 11)

(8a + 6b) = 1(mod 11).

A solucao é

a=2,b=23.
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x01[n]

124

10+

11
30 35

x11[n]

124

10+

Figura 3.7: As seqiiéncias de saida, m(()l)[n] e xgl)[n], do Ezxemplo 3.7.

Dessa forma

P(z)=(1+2"YH2(1+2)%22z+3+2271).

O ultimo polinémio pode ser fatorado em GF'(11), resultando em
P(z) = (1+27H%(1+ 2)%8(1 +32)(1 + 327 1).
Escolhendo a fatoracao

Ho(2) =91+ 2121 +32")=9+2"1+872 4572

Go(2) = T(1 4 2)*(1 + 32) = 7+ 2z + 522 + 1023,
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e escolhendo [ = 3, tém-se que

Hi(2) = —23Go(—2) =10+ 6271 + 2272 4 4277

Gi(2) = —2°Ho(—2) = 5+ 3z + 2* + 22°.

Esse banco de filtros é similar ao banco encontrado utilizando-se a construcao de Daube-
chies Dy para wavelets ortogonais [3].

Na estrutura da Figura 3.5, considere a sequéncia de entrada
z[n] = ROUND{5]1 + sen(2mn/64)]},

paran = 0,...,63. A funcio ROUND(.) representa um arredondamento para um valor
inteiro e a funcdo sen(.) representa a func¢ao seno, definida sobre os reais. Contudo, z[n] €
GF(11) (Figura 3.6) e assim, pode ser analisado pelo banco de filtros.

As saidas, :B(()I)[n] e fcgl)[n], estao mostradas na Figura 3.7. Duas observacoes podem ser
feitas. A primeira é que a taxa de transmissao dos sinais de saida é duas vezes menor que a
do sinal de entrada, equivalente a operacao inversa do espalhamento espectral. A segunda é
que os sinais de safida nao tém semelhanca com o sinal de entrada, o que sugere aplicacoes

com seguranca de dados.

Por fim, o sinal de entrada pode ser recuperado utilizando-se os filtros causais

Go(2) = 273Go(2) =10+ 527 42271 47273

Gi(2) = 272G1(2) =2+ 27+ 3272 + 5273,

Isto provoca um atraso na saida recuperada, mas é uma boa sugestao para implementacgao
em ferramentas tipo SCILAB e MATLAB. A saida recuperada por estes filtros estd mostrada
na Figura 3.8.

3.4 Implementacao Polifasica

A implementacao polifasica pode ser utilizada em corpos finitos. Considere a implemen-

tacao polifasica do banco de analise mostrada na Figura 3.9. A decomposicao transforma as
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xr[n]

f
60 70

] HH
0 T T T T T T
40 50

0 10 20 30

Figura 3.8: A seqiéncia recuperada a partir de xél)[n] e xgl)[n] utilizando versoes causais dos filtros

de sintese do Exemplo 3.7.

duas seqiiéncias de entrada, xo[n] e x1[n] que sdo componentes polifasica tipo II da entrada

N ] 1 1 . s
x[n], nas seqiiéncias de saida do banco, 33((] )[n] e 335 )[n] No dominio da variavel z, tem-se

Hoo(z) Hoi(z) Xo(2) | _ Xéi)(Z) ’ (3.56)
Hlo(z) HH(Z) Xl(Z) X£ )(Z)

onde Hog(z) e Ho1(z) sdo decomposigoes polifasica tipo I de Hy(z) e os filtros Hig(z) e H11(2)
sao decomposigoes polifasica tipo I de Hi(z).

Definindo a matriz polifasica de analise Hy(z) por

é H(]()(Z) H()l(z)

H,(z) (3.57)
Hio(z) Hui(z)
e os vetores X,(z) e XM (2), respectivamente, por
Xo(2)
A 0
X,(z) 2 (3.58)
X1 (Z)
e
(1)
xW(z) 2 %o (2) (3.59)
x{V(2)

a equagao (3.56) pode ser reescrita simplesmente por

XW(2) = Hy(2) X, (2). (3.60)
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xo[ 1] XV [n]

-T—-> v2 —Q—bHoo(Z)
= gl AN NN s

> H/g(Z)

\4

x,7[n]

H,(2)

\ 4

Figura 3.9: Diagrama da implementacio polifisica do banco de andlise.

O banco de sintese também pode ser implementado de forma polifasica, como mostra a

Figura 3.10.

)
x"[n] JGo) - X,o[n] v x,[n]
x.[n] R
» Go](Z) t@—b *2
x,[n
] | i)
> G]](Z)

Figura 3.10: Diagrama da implementacao polifisica do banco de sintese.

A equacdo de sintese ¢ dada por

Xro(2) | _ | Gool) Guole) | oy, (3.61)

X,1(2) Goi(z) Gu(z)

onde Ggo(z) e Go1(z) sdo decomposi¢oes polifasica tipo IT de G(2) e os filtros G19(z) e G11(2)

sdo decomposicoes polifasica tipo II de G1(z).



95

Definindo a matriz polifasica de analise G,(z) por

Goo(z) Giolz
Gplz) 2 wl) Grol2) : (3.62)
GOl(Z) Gn(z)
e observando a reconstrucao perfeita, isto é
XTO(Z)
= X,(2), (3.63)
Xrl (Z)
pode-se entao escrever que
X,(2) = Gp(2) XWV(2). (3.64)
A equacdo de sintese é, portanto,
X)) =01 271X,z =01 27YG(z) XV (?). (3.65)
Utilizando (3.60) para expressar X1 (2), a equacio (3.64) fica
Xp(2) = Gp(2)Hp(2) Xp(2). (3.66)
Isto ocorre quando
Gp(2)Hp(2) = Is. (3.67)

E possivel encontrar Hp(z) e Hy(z) a partir de H,(2) e vice versa. O mesmo vale para
os filtros de sintese e a matriz polifasica de sintese. A equagao (3.67) é conhecida como a
condicao de reconstrugdo perfeita na forma polifdsica, a qual implica também na relacdo de
biortogonalidade. Estruturas na forma polifasica s@o mais eficientes em termos de complexi-

dade multiplicativa [13].

Teorema 3.7 Se as matrizes polifisicas de andlise e sintese de um banco de filtros, H,(z) e

Gp(2) respectivamente, satisfazem a

Gp(z) = H,'(2) =cH, (z7), (3.68)

p

entdo o banco de filtros satisfaz a condicdo de reconstrucao perfeita com filtros ortogonais.

Particularmente para o = 1, os filtros sdo ortonormais.

Demonstracao: A primeira igualdade garante a reconstrugio perfeita como mostrado ante-

riormente. Sabe-se que o filtro de analise H;(z) pode ser obtido através de Hy(z) por

Hi(z) = Hio(2%) + 2~ Hin (), (3.69)
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assim como o filtro G;(z) pode ser obtido através de G,(z) por
Gi(2) = Gip(2%) + 2G i1 (7). (3.70)

Entretanto, a segunda igualdade implica que

G()()(Z) GOl(Z) . HOO(Z_I) HOl(Z_l) ' (371)
Gio(z) Gii(2) Hyo(z7') Hu(z71h)

Com isso, pode-se escrever que
Gi(z) = o[Hio(27?) + zH (272)] = o Hi(2 1), (3.72)

o que significa que

gi[n] = oh;[—n], (3.73)

e a equacao (3.39) se torna a equagao (3.42) como mostrado anteriormente. Fazendo o = 1,
o resultado é (3.43) e a demonstracao estd completa. |
A equacao (3.68) pode ser utilizada para a construcao de banco de filtros ortogonais,
utilizando estruturas reticuladas concatenadas. A equacdo (3.68), com o = 1, pode ser

reescrita como
H,(2)H! (z7) = L. (3.74)

p

As matrizes que satisfazem a equacdo (3.74) sao chamadas de Paraunitdrias [4].

3.4.1 Estruturas Reticuladas

Estruturas reticuladas podem ser utilizadas para construir bancos de filtros com reconstru-
¢ao perfeita [3],[4]. Uma estrutura reticulada é a implementagao de uma matriz transformagao
2x2 com coeficientes constantes. Na Figura 3.11 estd mostrado uma estrutura reticulada que
implementa a matriz A com coeficientes a;;.

Considere a matriz retardo, A(z), definida por

A(z) 2 o (3.75)
0 27!

Entao, pode-se construir a matriz polifasica de analise Hy(z) por

HP(Z) = ALA(Z)ALflA(Z> e AlA(Z)AQ, (376)

onde as matrizes Ag, k = 0,..., L, s30 matrizes inversiveis. A implementacdo desta estrutura

estd mostrada na Figura 3.12.
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xo[n] oo Yol n]

|-
»

x[n] @ yiln]

Figura 3.11: Diagrama da estrutura reticulada de uma matriz A com coeficientes a;;.

A X

x,"[n]

x/[n]

Figura 8.12: Diagrama da implementacao do banco de filtros de andlise com estruturas reticuladas.

Com isso, a matriz polifasica de sintese G,(z) pode ser obtida por
Gp(z) =H, "(z) = Ag"A(z"HATTAGTY LA Az AL (3.77)

A implementacao do banco de sintese utilizando estruturas reticuladas estd mostrada
na Figura 3.13. Isso constitui outra possibilidade para construcao de banco de filtros com
reconstrucio perfeita. Além disso, se Ay’ = AT, k = 0,..., L, entdo a relagio H,(z) =

G (z71) € satisfeita e os filtros sdo ortonormais.

xo(l) [}’l] A

A()-[ x[n]

42

®
42

Figura 3.13: Diagrama da implementacio do banco de filtros de sintese com estruturas reticuladas.

Exemplo 3.8
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Considere o corpo GF(7). As matrizes U, da forma

A cosg(m) —seng(m)

Unm (3.78)

seng(m)  cosg(m)

onde cosg(.) e seng/(.) representam fungoes k-trigonométricas sobre GF(7) com ¢ = 2+ 52 [6],
sao unitérias. Isto ¢ Ut = UL anéilogo a matrizes unitarias no corpo dos reais.

Dessa forma, essas matrizes podem ser utilizadas para projeto de banco de filtros sobre
corpos de caracteristica impar com filtros ortonormais.

Considerando

Hp(z) = UmlA(2>Um2,

e escolhendo k=1, m1 =1 e m2 = 3 a matriz polifisica de analise fica

que resulta em
343271 344277

3+4271 343271
Os filtros sdo

Ho(z) =343z 1 +3272 + 4273

Hi(2) =3+3z " +4272 43273

Os filtros de sintese podem ser obtidos por G;(2) = H;(27!) e a matriz polifasica de sintese
por Gp(z) = H} (27 1). Os filtros constituem bases ortonormais das seqiiéncias de GF(7), ¢ a

matriz polifasica é paraunitéria.

3.5 Bancos de Filtros Estruturados em Arvores

E possivel construir novas estruturas cascateando adequadamente banco de filtros com
reconstrucdo perfeita. Nesse contexto seréd utilizada a representacdo em arvores para banco
de filtros. A Figura 3.14 mostra a representagdo em arvore de um banco de andlise e a Figura

3.15 mostra a representacao de um banco de sintese, ambos de dois canais.
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x(}(])[n] x(}(l)[n]
. x[n]

o Hy(z) |V 2
x[n] | —

x,[n] x,"[n]

v2

A 4

Hi(z)

A 4

Figura 3.14: Representa¢io em drvore do banco de filtros de andlise.

x,[n]

x,[n]

o2 <] e

A

Gy2) |

x,"[n]

»t2

Y

G1(Z) x](])[n]

Figura 3.15: Representacdo em drvore do banco de filtros de sintese.

Essas estruturas em arvore podem ser utilizadas para gerar banco de filtros com multi-
canais, para criacao de novas transformadas e para andlise multirresolucao, além de varias
aplicagoes derivadas dessas como codificacao de canal e criptografia. Dependendo da aplica-
¢ao, algumas estruturas podem ser valiosas.

Em particular, a transformada wavelet e a transformada de Fourier de curta duracao,
ambas sobre corpos finitos, sdo derivadas a partir de estruturas em arvore para banco de

filtros. A diferenca entre elas é a forma de estruturacao das arvores.

3.5.1 Transformada Wavelet sobre Corpos Finitos

A transformada wavelet sobre corpos finitos (TWCF) é analoga a série wavelet de tempo
discreto e também pode ser chamada de série wavelet sobre corpos finitos. Essa transformada
¢ implementada a partir da estrutura em &rvore logaritmica com banco de filtros de dois
canais. Um exemplo com quatro estagios é mostrado na Figura 3.16.

As saidas do banco de filtros sdo os coeficientes da TWCF. Cada banco de filtro constitui

um estagio j. O sinal é analisado até o estagio J. Existe uma componente a:gj )[l] para cada

estagio j e no estégio J existe uma componente adicional, xé )[l], que representa o restante
das componentes dos estégios subsequentes. A componente adicional serve para limitar o

niimero de estagios e componentes na andlise.
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x,2[n]
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Figura 8.16: Exemplo de uma estrutura em drvore para transformada wavelet sobre corpos finitos com

quatro estdgios.

O sinal analisado pode ser recuperado utilizando a estrutura em arvore inversa & da analise.

Um exemplo é mostrado na Figura 3.17.

X, [ n]

x,“[n]

x,%[n]

x,2[n]

x,"[n]

Figura 8.17: Estrutura em drvore para a transformada wavelet inversa sobre corpos finitos com quatro

estagios.

Seja uma seqiiéncia xz[n| € GF(q), n € Z. A transformada wavelet de corpos finito de

x[n] & dada por
)2 Y7 b2l -,

para j ={1,...,J}, e

x5 1) 2 i z[n)hg” (271 = ),

n=—oo

coml € Z.

A transformada wavelet inversa é dada por

zln] =Y i 2P [g n — 271 + i 25" 098" [n — 271).

j=11l=— l=—00

A transformada wavelet com J estagios é representada por

zn] < 2P (1], 25711,

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)
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As seqiiéncias hgj)[n},g§j)[n] € GF(q) sao obtidas em suas transformadas Z, HZ-(j)(z) e
ng)(z), através da iteracdo entre os filtros H;(z) e G;(z) do banco de filtros da estrutura em
arvore. O sinal analisado é decomposto em ondas deslocadas sobre GF(q), ggj )[n] e g(()J) [n],
j=A1,...,J}, que representam wavelets sobre corpos finitos.

Para demonstrar a equacao de anélise da transformada, utiliza-se a primeira identidade
nobre na estrutura em arvore da Figura 3.16 para colocar todos os subamostradores & direita.

A estrutura em arvore logaritmica fica equivalente ao esquema da Figura 3.18.

o H(z) |—s| Ho(Z2 )l Hy(22 )| Ho(2?) ¥ 2 x%[n]
o H(z) |—| Ho(Z2 )l Hy(z2 )| H,(22) ¥ 21— x,7[n]
An | T Tl 2 xon]
L Hy(z) b H(Z) ¥ 20— x,2[n]
o H,(z) ¥ 2 — x,7[n]

Figura 3.18: Banco de filtros para a transformada wavelet, apds a utilizagdo da primeira identidade

nobre. Um exemplo com quatro estdgios.

A saida de cada estagio j é equivalente & aplicagdo de um filtro, definido como Hl(j )(z),

seguido de uma compressio de 27. Observa-se que
1 2 j—2 j—1
HY (2) = Hy(2)Ho(22)Ho(z%) ... Ho(z% ) Hy (22 ). (3.83)

O ultimo filtro, definido como HSJ)(Z), é dado por

2]72 2J—1

HY(2) = Hy(2)Ho(22)Ho (%) ... Ho(22 ) Ho(22 ). (3.84)
Essas equagoes podem ser expressas simplesmente pela definicdo da equacao recursiva
HP(2) £ HY D () Hi (¥ ), (3.85)
com
HY(2) 2 1. (3.86)

As seqiiéncias hgj )[n} da transformada wavelet sdo obtidas por

r[n) & 5D (2). (3.87)
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Essa ¢é a relacdo entre as wavelets de andlise e os filtros de anélise de bancos de filtros
com reconstrucao perfeita. Assim, os coeficientes da transformada wavelet, xﬁj ) [1], séo obtidos
atraves da convolugio, x[n] * hgj )[n], seguido de uma compressao de 27.

Para demonstrar a equacao de sintese, ou transformada wavelet inversa, é necessario ar-

rumar a estrutura em &arvores da Figura 3.17, utilizando a segunda identidade nobre para

colocar os sobreamostradores & esquerda. O resultado estd mostrado na Figura 3.19.

A
A
A

X [n] —{42 4 GU(Z 23) G,,(Z 22) GO(Z 2]) GO(Z )

x,4[n] —{42 G/(2) Gi(2>) Gz Gi(2)

x,9[n] —{42° G ()| G2 ) —+ Gilz) —r(D)——

x,2[n] —»{42 G2 Gi(2)

x,[n] — 42 —{ G(2)

A 4

Figura 8.19: Banco de filtros para a transformada wavelet inversa, apds a utilizacio da segunda

identidade nobre. Um exemplo com quatro estdgios.

Os filtros, ap6s a expansio de 27 do estdgio j, sdo definidos como ng)(z). O ultimo é

definido como G(()J)(z). Os filtros podem ser obtidos através da equacdo recursiva

GP(2) 2 G V(G2 ), (3.88)
Ccom
V) 21 (3.89)

(@

Assim, os filtros wavelets de sintese g;°’[n] (ou simplesmente wavelets de sintese) sao

obtidas por
9P m] <& 69 (2). (3.90)

A saida de cada estéagio, y;[n], é dada por

oo

yilnl = (Y 2P [0o[n - 271) + gVl = Y 2P gt In — 271), (3.91)

l=—00 l=—00

e a saida da linha adicional do altimo estagio y[n] é dada por

o0

gl = (S a8 ol — 271« g ) = > &P [1)g§” [n — 271). (3.92)

l=—00 l=—00
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Somando-as, o resultado é a equacdo de sintese (3.81).

Teorema 3.8 (Biortogonalidade) As wavelets de andlise hgj)[n] e a seqiiéncia de escala
de andlise héj) [n] formam bases biortogonais em rela¢do as wavelets de sintese gij)[n] ea
(4)

seqiiéncia de escala de sintese gy”’[n], isto é

(W27 — n], g{P I — 27k]) = 8[j — i]6]1 — K], (3.93)
(h§" 1271 = n), gt [n — 2'K]) = (B [271 — n], g§" [0 — 27K]) = 0 (3.94)
(WS 1271 = n), g\ n — 27k]) = 81 — K] (3.95)

Demonstra¢ao: A prova segue a mesma ideia da biortogonalidade entre os filtros de sintese
e analise de bancos de filtros com reconstrucao perfeita. |

Simplificando, banco de filtros com reconstrucao perfeita estruturados em arvores logarit-
micas produzem transformadas wavelets. A biortogonalidade esta diretamente relacionada a
condicdo de reconstrucdo perfeita do banco de filtros. As wavelets de analise e sintese depen-
dem diretamente dos filtros utilizados e se os filtros sdo FIR, entdo as wavelets tém suporte
compacto (duracao finita). Além disso, filtros ortogonais geram wavelets ortogonais. Assim,
se existe banco de filtros de dois canais sobre GF'(q) com reconstrugio perfeita, entao, também
existe transformada wavelet sobre GF(q) associada a esse banco de filtros.

Dessa forma, existe transformada wavelet, via banco de filtros, para qualquer corpo finito
GF(q) (a situagdo em que g é poténcia de dois é tratada no capitulo 5).

Wayvelets sobre corpos finitos podem ser utilizadas para analise multirresolucdo em corpos
finitos, de forma analoga ao corpo dos complexos. Essa ferramenta pode apresentar aplicagoes

em codificacao de canal, compactacao de dados e comunicagoes digitais.

3.5.2 Transformada de Fourier de Curta Duracao sobre Corpos Finitos

Considere a estrutura com arvore completa e J estagios, como mostrado na Figura 3.20.
Esta estrutura define uma transformada conhecida como Transformada de Fourier de curta
durac¢do quando aplicada sobre o corpo dos reais. Assim, define-se também a transformada de
Fourier de curta duracdo sobre corpos finitos, utilizando a mesma estrutura em arvore para

corpos finitos. Bem como a transformada wavelet, esta transformada tém caracter local.
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—— X[0n]

—— X1,n]

—— X[2.n]

—— X[3.n]
—— X[4.n]

—— X[5.n]

_ X[6.]

L X[7.n]

Figura 8.20: Estrutura em drvore para a transformada de Fourier de curta duragdo sobre corpos
finitos.

Seja uma seqiiéncia z[n] € GF(q), n € Z. A transformada de Fourier de curta duragio
(TFCD) de z[n] é dada por

X[k, 2 i z[n]hlk, 271 — n), (3.96)

para k = {0,1,...,27 —1} el € Z.

A transformada inversa, ou sintese da TFCD, é dada por

z[n] = 2 > X[k, glk,n — 271, (3.97)
k=0 l=—00

A condigdo para validade da transformada é a biortogonalidade dada por
(h[k1,271; —n], glka,n — 2715)) = 6[ka — k1]8[la — 1], (3.98)

para ki, ko = {0,1,...,27 — 1} ely,lr € Z.
Assim como na TWCF, as seqiiéncias hlk,n] e gk, n] podem ser obtidas por iteragoes de
banco de filtros. Além disso, a transformada também é implementada com os banco de filtros.

As relagoes de hlk,n] e g[k,n] com os filtros do banco de filtros utilizado sdo dadas por

2(]—2

J—1
Hiy (2 ) Hiy (277)  Hiy (2D H,,, (2) = HIY 1;27](2) (3.99)
j=0



65

© J—1
Gio(2 )G (22 ) Gy (DG, (2) = G 1;27)(2) (3.100)
j=0
onde
hlk,n] <2 H[K](z) (3.101)
gk, n] <% G[K](2). (3.102)

Essa transformada pode ser aplicada para espalhamento espectral e multiplexacao, utili-
zados em comunicagoes moveis [18]. Além disso, o caracter de transformadas sobre corpos

finitos pode ser explorado em seguranca de dados.



CAPITULO 4

BANCO DE FILTROS E
WAVELETS PARA SISTEMAS
CICLICOS

4.1 Introducao

Sistemas baseados nas chamadas estruturas ciclicas sao de especial interesse em engenha-
ria, uma vez que apresentam comprimento finito, como por exemplo os codigos ciclicos [19] e
sistemas baseados na DFT|[5, 13].

Formalmente, um sistema é dito Sistema de Bloco se suas entradas e saidas sdo blocos de

comprimento fixo.

Definicao 4.1 Um sistema ciclico linear e invariante no tempo (CLIT) é um sistema de bloco
linear onde qualquer deslocamento ciclico na entrada produz o mesmo deslocamento ciclico na

saida.

Nesse cenério, a operacgao usual de deslocamento é substituida pelo deslocamento circular
ou ciclico. De forma anéloga aos sistemas lineares e invariantes no tempo, um sistema CLIT
também pode ser caracterizado por sua resposta ao impulso, h[n] (Figura 4.1).

Dessa forma, um sinal ciclico z[n] é um vetor com N elementos. Toda notagao de deslo-
camento se refere a deslocamento ciclico. Os sinais ciclicos também podem ser vistos como

sinais infinitos com periodo N. A saida de um sistema CLIT é dada por
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Figura 4.1: Diagrama ilustracio de um sistema CLIT.

N—-1

ylnl =Y zljlhl((n = j)n] = x[n] ® hn], (4.1)

<

onde ((.))n representa (mod N) e ® denota convolucio ciclica de comprimento N.
As seqiiéncias x[n] e X[k], n,k =0,1,...,N — 1, onde z[n] € GF(q) e X[k] € GF(¢™),

formam um par da transformada de Fourier sobre corpos finitos (TFCF), denotado por

zln] <= X[k],

X[k] & i z[n)a™, (4.2)
n=0
¢ N—1
z[n] = N~ (mod p) Z X[kla=Fm, (4.3)
k=0

onde @ é um elemento de ordem N de GF(q™). A mesma abordagem pode ser feita nos
complexos, utilizando a transformada discreta de Fourier (DFT)

A TFCF possui propriedades analogas as da DFT [12], [5].

QOutra transformada de interesse é a transformada Z ciclica, que pode ser vista como uma
notacao polinomial do sinal ou do sistema, notagao bastante utilizada em codigos ciclicos [19].
Para a seqiiéncia z[n], n = 0,1,..., N — 1, onde z[n| € GF(q), existe um polinémio X (z),
com coeficientes em GF(q), na varidvel z~!, o qual representa a transformada Z ciclica de
x[n], denotada por

zn] <% X (2),

se

N—-1
X(2) 2 z% 2[n]z " (4.4)

Entao, mostra-se que

] =p-1) 3 X" (45)

ZGGF(q”L)
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onde ¢ —1 > N. Como o sistema é ciclico, a transformada Z esta associada a aritmética
polinomial médulo (2=~ —1).

Algumas propriedades dessa transformada estao listadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Propriedades da Transformada Z ciclica

Tempo 7Z Propriedade
y[n] Y(z)
az[n] + by[n] aX(z) +bY (2) Linearidade
z[(n—d))n] | 279X (2)(mod 2= — 1) | Deslocamento ciclico no tempo
nx(n] fz%X(z) Derivada formal em 7
z[n] ®yln] | X(2)Y(2)(mod 2= —1) Convolugédo ciclica

A TFCF se relaciona com a transformada Z ciclica por meio da seguinte relagdo:
X[k] = X (2)]eq-r = X(a™"), (4.6)

para k=0,1,...,N — 1.
Para que exista tais transformadas em corpos finitos, é necessario que mdc(N, p) = 1, pois

o tem ordem N.

4.2 Sistema Subamostrador ou Compressor Ciclico

O sistema da Figura 4.2 é um sistema subamostrador ciclico no tempo. A saida é denotada
por x4[n] = x[Mn]. Em sistemas nao ciclicos, o sinal z4[n] tem comprimento M vezes menor
que o comprimento de z[n|. Para sistemas ciclicos, o comprimento da saida é sempre N,

porém, a mesma pode ser expressa de forma reduzida.

x[n] Xdn

Figura 4.2: Diagrama de um sistema subamostrador ciclico de pardmetro M.

Definigao 4.2 Um sistema subamostrador M ciclico, com entrada x[n] e saida x4ln] =

z[((Mn))n], existird se M divide N.
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Teorema 4.1 A saida de um subamostrador M, xq[n|, apresenta periodo igual a N/M, ou
seja,

xd[((n—l—N/M))N] :xd[n] (47)

Demonstragao: Por defini¢ao, z4[n + N/M| = z[(M(n+ N/M)))n] = z[((Mn + N))n] =
z[((Mn))n] = za[n].
Pode-se entao representar a saida de um subamostrador M por um sinal ciclico de com-

primento N/M.

Exemplo 4.1

Considere o sinal z[n] = (1,2,3,4,5,6) como entrada de um subamostrador com M = 3.
Entao x4[n] = x[3n] = (1,4,1,4,1,4) = (1,4), onde a ultima igualdade expressa a seqiiéncia

zq[n| em forma reduzida.

4.2.1 Analise do Subamostrador Ciclico

Para analisar a saida z4[n] do subamostrador ciclico, considera-se a seqiiéncia sys[n] defi-

nida a seguir:

, sen =0 (mod M
sl =4 0 (mod M) (18)

0, caso contrério,

n=0,1,...,N —1. Se M|N, essa seqiiéncia pode ser representada de duas formas,
N/M—1
suln] = Y 8n—jM] (4.9)
§j=0
ou
M-1
N
suln] =M~ " ammim, (4.10)
§=0

Amostrando a seqiiéncia z[n] chega-se a
xs[n| = z[n]sprn], (4.11)

cuja transformada Z ciclica pode ser obtida por meio de (4.9) como sendo

N/M—1 N/M—1

Xo(z2)= Y al((Mj)nle7M = waljlz™ M. (4.12)

J=0 J=0
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Alternativamente, partindo-se de (4.10), chega-se a

M-1
Xo(2) = M7 X(adriz). (4.13)
§=0
Utilizando as equagoes (4.4) e (4.7), chega-se a expressao da transformada Z do sinal x4[n],
M-—1 N/M-1
N -
Xa(z) =Y z73) > z[((Mn))n]z™" (4.14)
j=0 n=0

De (4.9) e (4.12), pode-se escrever
Xa(2) = Sx (2)Xs(27), (4.15)

onde Sx (2) = Zj]\/igl 2731 & a transformada Z de 8%[77/] Usando (4.13) chega-se a uma

expressao que s6 depende de X (z),

M—-1
Xa(z) =M 'Sx(2) > X(abizm). (4.16)

J]=

Utilizando (4.6) para obter resultados no dominio da freqiiéncia, chega-se a

Xk =M1y X[((k— —=0)] (4.17)

SMSEXI((E — M) ], se M divide k
(4.18)

0, caso contrario.
Essas propriedades funcionam também para sistemas ciclicos no corpo dos reais. Para

isso, basta substituir o por e 927/N.

4.3 Sistema Sobreamostrador ou Expansor Ciclico

O sistema sobreamostrador ciclico, Figura 4.3, é definido de acordo com a Figura 4.4, ou
seja, a safida do sistema em cascata subamostrador-sobreamostrador por L resulta em z4[n]

para uma entrada z[n]. Essa relacdo vale também para sistemas néo ciclicos.

x[n] X[n

Figura 4.3: Representacdo de um sistema sobreamostrador L ciclico no tempo.

Assim, a definicdo de um sistema sobreamostrador ciclico é feita da seguinte forma:
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x[n] - Xd[n] ‘ xX[n]s.[n]

Figura 4.4: O sistema sobreamostrador é definido de forma que o sistema em cascata subamostrador

sobreamostrador, para wma entrada x[n], resulta em x[n]sp[n|, assim como em sistemas nao ciclicos.

Definicao 4.3 Um sistema sobreamostrador ciclico de pardamelro L existird se L divide N,

de tal forma que, para uma entrada zn|, a saida x.[n| é dada por
N/L-1
zeln] = Y a[jl6[((n—jL))n]- (4.19)
§=0
Pode-se fazer algumas observacoes sobre essa definicao:
e Os sinais sobreamostrados podem ter componentes nao nulas apenas em valores de n que
sdo miltiplos de L;

e Se o sinal z[n] tem perfodo N/L (foi resultado de subamostragem de L), entdo o sinal

expandido é dado simplesmente por

x|n/L], se L divide n
xe[n] = n/L] (4.20)

0, caso contrario.

e A expansdo de um sinal 2[n] que ndo possui perfodo N/L, sofrera perda de informagao com

a expansao pela sobreposicao (aliasing). Isso nao ocorre em sistemas nao ciclicos.

Em outras palavras, a saida do sobreamostrador, equacao (4.19), apresenta a perda da
informacao das componentes x[n] para n > N/L. Essa perda ndo acontece se houver redun-
dancia dos termos subsequentes, como ocorre na subamostragem. Assim, para z[n] um sinal

sobreamostrados, se M DC(L,p) = 1, entéo

N—1
z.[n] = L™ (mod p) Z z[4]0[((n — L)) n]. (4.21)

4.3.1 Analise do Sobreamostrador Ciclico

O sinal z.[n| pode ser analisado a partir da defini¢do da transformada Z ciclica, Equagéo

(4.4), e da relagdo (4.21). Tem-se

X.(2) = L7 (mod p) X (2%)(mod 2~ —1). (4.22)
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Passando para o dominio de Fourier,
X.[k] = L~ (mod p) X[((Lk))n] (4.23)

Essas relagoes sio validas para M DC(L,p) = 1. Conclui-se que uma compressao ciclica
no tempo gera uma expansao ciclica na freqiiéncia e uma expansdo ciclica no tempo gera uma

compressao ciclica na freqiiéncia, semelhante ao caso de sistemas nao ciclicos.

4.4 Processamento de Sinais Ciclicos Multitaxa
4.4.1 Convolucao Ciclica de Sinais Subamostrados

Os sinais de saida de um sistema subamostrador tem comprimento R = N/M e também
sdo ciclicos. Observando o que acontece quando se convolui um sinal z[n], de periodo R, com

um outro y[n], de periodo N, tem-se

N-1
zn] ®yln] = ) 2[((7)rlyl((n - 4))n] =
j=0
R-1M-1
z[jlyl((n —j —mR))n],
7=0 m=0
ou R-1 M-1 N
zln] ®@ylnl = ) zl5] ) yl((n—j—m70))N]. (4.24)
j=0  m=0

Definindo a representacao reduzida de y[n| de perfodo R por

M—-1

yrln] = Y yl((n —mR)N], (4.25)

m=0
observa-se que yg[n| tem periodo R. Pode-se entdo simplificar a expressido da convolugio

ciclica de comprimento N para

] ®yln] = ) 2ljlyrl((n = 5))r] = 2[n] ® yrn). (4.26)

=}
_

<
I
(e}

A computagao da representacao reduzida (4.25) ndo possui multiplica¢oes. Isto reduz a
complexidade computacional multiplicativa da convolucao ciclica envolvendo um sinal redu-
zido.

Supde-se agora que ambos os sinais, z[n] e y[n], sdo reduzidos de periodo R. Utilizando a

expressao (4.25) para calcular a representagao reduzida de y[n] e sabendo que,

yln] = yl((n +mR))N], (4.27)
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chega-se a
=3 ul((n—mR))x] = My(n))r]. (4.28)

A expressao da convolucdo para sinais reduzidos pode ser encontrada substituindo (4.28) em

(4.26), resultando em
z[n] @ y[n] = Mz[n] ® y[n]. (4.29)
4.4.2 Identidades Nobres Ciclicas

Para o estudo de banco de filtros algumas relagdes basicas sdo necessarias, as quais sao
validas para sinais nao ciclicos, mas que precisam ser demonstradas para sistemas ciclicos.

Elas sao as identidades nobres.

Primeira Identidade Nobre

|1 (@

x[n] @ xq[n] yin]

(b)

Figura 4.5: Primeira identidade nobre - Os sisternas (a) e (b) sdo equivalentes.

Teorema 4.2 Os sistemas (a) e (b) da Figura 4.5 sao equivalentes.

Demonstrag¢ao: Partindo do sistema (a), utilizando a propriedade da convolucao,

M—1
Y(Z) = Wd(«z) 1SN Z X aMJZM (OéNjZ).
7=0
Como a7 = 1, pode-se retirar H(z) do somatoério e portanto
V(o) = HEM 5 (2 Z X(af92) = H(z) X(z),

que ¢é a relagao entrada/saida para o sistema (b). |
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Segunda Identidade Nobre

R L e GO
|1 ‘
x[n] xe[n] yin]

Figura 4.6: Sequnda identidade nobre - Os sistemas (¢) e (d) sao equivalentes.

Teorema 4.3 Os sistemas (c) e (d) da Figura 4.6 sao equivalentes.

Demonstra¢ao: Partindo do sistema (c),

o que implica

que ¢é a relagdo entrada/saida para o sistema (d). |

4.4.3 Decomposigao Polifasica Ciclica

A decomposicao polifisica ciclica é também bastante eficiente para o projeto de banco
de filtros ciclicos. Assim como em sistemas nao ciclicos |[13|. A seguir, sdo apresentadas as

decomposicoes polifasicas ciclicas tipo I e tipo II.

Decomposig¢ao Polifasica Ciclica Tipo 1

A decomposigao polifasica ciclica representa uma seqiiéncia h[n], por meio de M seqiiéncias
hi[n] chamadas de componentes polifasica de h[n]. A equagio para a decomposi¢do polifasica

tipo I seguem o mesmo principio para sistemas nao ciclicos, elas sdo

hiln] = h[((Mn + i) n], (4.30)



(0]

parat=0,...,.M —1, e

M-1
hin] = hil((n =) nyne /M], (4.31)
=0
onde h;[r/M] = 0, se r # 0(mod M). As seqiiéncias h;[n] sdo subamostradas, isto &, tem

periodo ciclico de N/M. Um exemplo para N = 15 e M = 3 é mostrado na Figura 4.7, os

valores na figura sdo preenchidos de baixo para cima, da esquerda para a direita.

h[O] | A[3] | hl6] | A[9] | h[12] | — ho[n]
h(1] | a[4] | R[7) | R[0) | R3] | = haln]
2] | 5] | hi8] | h[1] | A[14] | = holn]

Figura 4.7: Ezemplo de decomposigdo polifdsica ciclica tipo I de h[n], N =15 ¢ M = 3.

Um filtro ciclico H(z) pode ser implementado utilizando-se a decomposigao polifasica tipo

I por
M—-1N/M-1
H(z)=Y_ > h[Mn+ i)z M0, (4.32)
i=0 n=0
M-1 N/M—-1
H(z)=Y_ 27" Y h[Mn+iz"" (4.33)
i=0 n=0
mas
N/M—1
Z h[Mn + i)z~ M = M~ H; (M) (mod 27V — 1), (4.34)
n=0
onde
N—1
Hi(z) = hin]z"". (4.35)
n=0
Asgsim,
M-1
H(z)=M""! Z 2T Hy (M) (mod 2~V —1). (4.36)
i=0

A implementacdo polifasica desse filtro estd mostrada na Figura 4.8. Para a implementacao
do filtro H(z), esta estrutura apresenta desvantagens computacionais, entretanto, para a
implementacao de filtros dizimadores ciclicos, componente fundamental em banco de filtros

ciclicos, a estrutura é eficiente.

Decomposicao Polifasica Ciclica Tipo I1

A decomposicao polifasica tipo IT de uma seqiiéncia h[n] representa uma seqiiéncia hln],

por meio de M seqiiéncias h;[n] chamadas de componentes polifasica tipo IT de h[n], onde

hiln] = h[((Mn — 1)) N1, (4.37)
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14 . \ 4
ciclico z

]

Figura 4.8: Implementacdo polifdsica tipo I do filtro H(z).

hin] = > hal((n+2))n/M]. (4.38)

Um exemplo estd mostrado na Figura 4.9 com N = 15 e M = 3, nesse caso, os valores

sao preenchidos de baixo para cima e da esquerda para a direita.

o] | w3 | al6) | hl9) | a[12) | — holn]
h[14] | h2) | 5] | R[8] | A1) | = mifn]
h(13] | h[1) | al4] | R[7) | R[10) | = holn]

Figura 4.9: Exemplo de decomposicio polifdsica ciclica tipo IT de hin], N =15 e M = 3.

Um filtro H(z) pode ser implementado utilizando-se a decomposigéo polifasica tipo II, por

M—-1N/M-1
H(z)=Y_ > h[Mn—i]z M0, (4.39)
1=0 n=0

M—1 N/M-1

H(z) = Z 2t Z h[Mn — i)z~ Mn (4.40)
1=0 n=0

M-—1
H(z)=M"" Y 2'Hi(z")(mod =~V —1). (4.41)

Implementacgao Polifasica de Filtros Dizimadores Ciclicos

A implementagdo polifasica do sistema ciclico mostrado na Figura 4.10 (filtro dizimador
ciclico) pode ser feita utilizando-se a decomposicao polifasica ciclica tipo I de H(z), ilustrada
na Figura 4.8, e aplicando-se a primeira identidade nobre. O resultado é a implementagao da

Figura 4.11. Observa-se que a transformada Z da saida y[n] é dada por
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x[n] @ yln]

Figura 4.10: Diagrama de um filtro dizimador ciclico.

deslocamentos
ciclicos

convolucao ciclica N

Figura 4.11: Diagrama de um filtro dizimador ciclico implementado utilizando-se a decomposi¢do

polifdsica ciclica tipo I para h[n].

M—1
Y(z)=M"! Z Xi(2)Hy(2)(mod 2z~ —1). (4.42)
i=0
Voltando para o dominio do tempo,
M—1
yln] =M~ 2i[n] ® haln), (4.43)

1=

onde as componentes x;[n] Z, Xi(2) e hi[n] RN H;(z), respectivamente, correspondem as
componentes polifasica tipo IT de z[n] e tipo I de h[n], ambas com periodo R = N/M, valendo
entao a Equacao (4.29). Portanto

M-1

yln] = > wiln] ® haln]. (4.44)

i—
A implementacdo com convolugdes ciclicas de comprimento R estd mostrada na Figura
4.12. A Figura 4.13 ilustra um procedimento para a implementacao do filtro dizimador ciclico
com N=15e M = 3.
Esta implementacao necessita de M convolugoes ciclicas de comprimento N/M. Tem

complexidade M vezes menor que a implementagdo usual, além de pode ser implementada
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deslocamentos
ciclico A

convolucao ciclica N/M

Figura 4.12: Diagrama de um filtro dizimador ciclico implementado utilizando-se a decomposicao

polifdsica ciclica tipo I para hin].

<[0] | 23] | z[6] | 20] | 2[2] [ ® | njo] | ni3] | al6] | hl9] | R[12] | — @ yln]
2[14] | z[2] | «[5) | z[8] | z[11] | ® | A[1] | R[] | &[7] | m[20] | R[13] | = @1
o[13] | «[1] | z[4] | 2[7) | «[10] | ® | nl2] | n[5] | nl8] | ml11] | n14) | =1

Figura 4.18: Implementacdo do filtro dizimador ciclico, N =15 e M = 3.

utilizando-se a transformada rapida de Fourier sobre corpos finitos [5], ou no caso dos com-

plexos, utilizando-se uma FFT [13, 20].

4.5 Banco de Filtros para Sistemas Ciclicos

Considere a estrutura da Figura 4.14, um banco de filtros ciclicos (BFC) de M canais com

reconstrugao perfeita.

Teorema 4.4 Para um banco de filtros ciclicos de M canais, como mostrado na Figura 4.14,

se a chamada condigdo de reconstrucao perfeita (2.28) é satisfeita, ou seja, se

M—1
Hj(a%mz)Gj(z)(mod 2N —1) = Mé[m)], (4.45)
j=0
m=0,...,M—1 e« éum elemento de corpo de ordem N, entdo ocorre recuperacio perfeita,

isto é, x.[n| = z[n] para qualquer x[n].
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Figura 4.14: Estrutura de wm banco de filtros ciclicos de M canais, ilustrando o banco de andlise e de

sintese.

Demonstragao: Para a j-ésima linha da estrutura, chamando a saida do filtro G;(2) de y;[n],

tem-se a seguinte equagao de saida da linha j:

Y (2) = Gy (2)(H, ()X (2))s(mod ==~ — 1), (4.46)

Yi(2) = Gj(z)M~! Z Hj(a%mz)X(a%mz)(mod 2N 1) (4.47)

Somando todas as M saidas da estrutura temos o sinal recuperado, denotado por z,[n]. Entéo

M-—1
=Y vi(x) = (4.48)
§j=0

M—1 M—1 N .
M1 Gj(z) Hi(a™M™2) X (a@m™z)(mod 2~ — 1) = (4.49)
j=0 m=0
M—1 . M—1 .
Mt Z X(am™z) Hij(a™™2)Gj(z)(mod 2~V —1). (4.50)
m=0 7=0

Substituindo o ultimo somatorio pela relagdo de reconstrucao perfeita (2.28), a expressao de

X, (2) se reduz a

X, (2) =M1 Z X(a%mz)M(S[m] = (4.51)
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3" X(a¥™z2)8[m] = X (2). (4.52)

|
A reconstrugao perfeita pode também ser analisada no dominio da freqiiéncia por (4.6).
A Equagao (2.28) torna-se

M—-1 N
> Hjl((k - 17 ™)INIG; (K] = Md[m). (4.53)

j=0
Uma observacao importante para corpos finitos é que a relacdo de reconstrucido perfeita

(4.45) é valida se M DC(p, M) = 1, onde p é a caracteristica do corpo.

Teorema 4.5 Para banco de filtros ciclicos de M canais satisfazendo a condi¢do de recons-

trucdo perfeita, as equagoes de andlise e sintese do banco sdo, respectivamente,

N-1
2V =D allhl((MI = )], (4.54)
parat=0,....M —1, ¢
M—-1N/M-1
x (n — M1))n], (4.55)
i=0  1=0

onde h;[n] e g;[n] sao, respectivamente, as transformadas Z ciclicas inversas dos filtros H;(2)

e Gi(z) de comprimento N.

Demonstragao: A anélise é simplesmente uma convolucao ciclica de comprimento N, seguida
por uma subamostragem por M. A sintese é obtida por expansdo e convolucdo ciclica de

mesmo comprimento, para cada linha do banco de filtros tem-se

N/M—1 N/M—1
7 I ®ailnl = Y« Ws[((n— M) ®gilnl = Y 2V llgil(n— MD)]. (4.56)
=0 =0
Somando-se todas as linhas chega-se ao resultado. |

Definigao 4.4 O produto interno entre duas seqiiéncias de comprimento N, x[n|,y[n], defi-
nidas sobre um corpo qualquer, é dado por

N—

||l>

x[n (4.57)

3
o
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Teorema 4.6 (Relagao de biortogonalidade ciclica) Num banco de filtros ciclicos de M

canais com reconstrucao perfeita, os filtros geram bases biortogonais ciclicas, isto é

(hil((=n))n], g5[((n = M1))N]) = 6[¢ — j]o[1], (4.58)
parai,j=0,.... M —1el=0,...,N/M —1.

A prova segue como no caso de sistemas nao ciclicos.

Exemplo 4.2

Considere o corpo GF(2%), com N =15, M = 3 = 1(mod 2) e o um elemento de ordem
15, raiz do polinémio primitivo sobre GF(2), m(z) = z* + 2 + 1. Utilizando (4.53), escolhe-se
os filtros sem sobreposicao:
Holk] = (1,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0) = Golk],
Hi[k] = (0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,1,0,1,1) = G4 [k
Hy[k] = (0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0) = Ga[k
A Equacao (4.53) é facilmente verificada, pois, H;[k|G;[k] = H;[k] e H;[((k—5m))15]G;[k] = 0,
para m # 0(mod 3). Além disso, Ho[k] + H1[k] + Ho[k] = 1, para k =0, 1,...,14. Logo, essa

Y

]
].
estrutura é um banco de filtros com reconstrugao perfeita (Figura 4.14, com M = 3). Para o
sinal de entrada

z[n] = (1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0), a saida do banco de anéalise resulta em

2\V[n] = (0,0,0,0,0),

2] = (0,0,1,1,0),

V0] = (1,1,1,0, 1).

Aplicando esses valores nas entradas do banco de sintese, verifica-se que ocorre a reconstrucao

perfeita de z[n]| na saida.

4.5.1 Banco de Filtros Ciclicos de Dois Canais

Banco de filtros de dois canais sdo as estruturas mais simples e mais utilizadas na teoria de
banco de filtros para sistemas néo ciclicos. A grande vantagem é a simplificacdo computacional

para o projeto dos bancos. A estrutura de dois canais estd apresentada na Figura 4.15.
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x[n] ' . xo"[n] .

Figura 4.15: Estrutura de wm banco de filtros de dois canais.

Escrevendo a Equacao (4.45) em forma matricial com M = 2, tem-se

Ho(z)  Hi(2) Go(z) (mod =N — 1) = 20 (4.59)
Hy(~2) Hi(-2) | | Gi(2) 0

Definindo a matriz modula¢ao H,,(z) como

Hy(2) = Fole) - Hle) : (4.60)
_Ho(—Z) Hl(—z)

resulta em

Golz) | _ 2A71(z)(mod 2N — 1) i) ) (4.61)
Gl(z) _HO(_Z)

onde A(z) = det(H,,(2))(mod 2=V —1).
O meétodo apresentado para o projeto consiste em restringir A(z), que é um polinémio
impar, de tal forma que MDC(A(z),2~~ — 1) = 1. Isto faz com que sempre se encontre

solucdo para A~Y(z)(mod 2= —1). A equacdo matricial (4.61) resulta em

Go(2) = 207 (2)Hy(—2)(mod 2=V — 1) (4.62)

G1(2) = —2A7Y(2)Ho(—2)(mod 2=V —1). (4.63)
Com esses dois resultados, a equagao matricial (4.59) reduz-se a
[Ho(2)Go(2) + Ho(—2)Go(—2)](mod 2=~ — 1) = 2. (4.64)
Definindo o filtro produto ciclico por
A -N
P(z) = Ho(2)Go(z)(mod 2~ —1) (4.65)
e substituindo em (4.64), tem-se

P(2) + P(—2) = 2. (4.66)
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1

O polinémio P(z) contém apenas poténcias impares de z~' e o termo independente é a

unidade. Assim, pode-se propor um método de projeto para banco de filtros ciclicos.

Proposicao 4.1 Método 1 para projeto de banco de filtros ciclicos sobre corpos com caracte-
ristica p fmpar:

e Escolher um filtro P(z) satisfazendo (4.66);

e Fatorar P(z) em Ho(2)Go(2)(mod 2=V —1);

o Utilizar as equacies

Hi(z) = =27 Y(mod p)A(2)Go(—2z)(mod 2= — 1) (4.67)

G1(z) = —2A7Y(2)Ho(—2)(mod 27N — 1), (4.68)
onde A(z) é um polinémio impar satisfazendo a MDC(A(z), 2=~ —1) = 1, para encontrar

Hl(z) € Gl(Z).

No método de projeto usual utilizado no corpo dos reais, A(z) deve ser um retardo puro
para que os filtros sejam FIR. Nesta situagdo ocorre uma liberdade maior devido a aritmética
polinomial, associada a equacdo RP. Este método de projeto constitui uma novidade tanto

para corpos finitos quanto para o corpo dos reais.

4.5.2 Implementacao Polifasica para Banco de Filtros Ciclicos de Dois Canais

A estrutura da Figura 4.15 pode ser implementada de forma, polifasica, utilizando a de-
composi¢ao tipo I para o banco de sintese com convolugoes ciclicas de comprimento N/2,
como mostra a Figura 4.16.

A equacdo de analise ¢ dada por
25 [n] = xo[n] ® hooln) + x1[n] ® hoi[n) (4.69)

2] = z0[n] ® hio[n] + 21]n] ® hai|n], (4.70)

onde R = N/2, h;j[n| sdo decomposigdes polifasicas tipo I de h;[n] e x;[n] sdo decomposicoes
polifasicas tipo II. Utilizando a transformada Z ciclica de comprimento N/2 e colocando em

forma matricial, a equacdo de andlise resulta em

= ) (mod 2~ N/? — 1), (4.71)
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Figura 4.16: Implementacio polifisica de um banco de filtros ciclicos de andlise com dois canais.

O sinal ciclico é recuperado com a estrutura da Figura 4.17, que é a estrutura de sintese

implementada utilizando a decomposicao polifasica tipo 1I.

Gz —»é—g—]»@—

G]o(Z

=

~
~
=
| —
S
—_—

Gu(z)

Figura 4.17: Implementacao polifdsica de um banco de filtros ciclicos de sintese com dois canais.

As equacgbes de sintese sao
_ (1) (1) 472
zo[n] = x4 [n] ® goo[n] + z1 " [n] ® g10[n] (4.72)

21[n] = 2" [n] ® goi[n] + 2 [n] ® g11[n), (4.73)

onde g;j[n] sdo componentes polifasicas tipo II de g;[n|. Aplicando a transformada Z de
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comprimento N/2, o resultado é

Xo(z Goo(2) Gro(z x$V(z
0( ) _ 00( ) 10( ) [(]1)( ) (mod ZfN/Q . 1)’ (4.74)
X1(2) Goi(z) Gul(z) | | X;7(2)
As matrizes polifasicas ciclicas de analise e sintese, Hy(2z) e G,(z), respectivamente, sao

definidas por
H[)()(Z) HOl(Z)
Hlo(Z) Hll(z)

>

(4.75)

N Goo(2) Gro(2)
G()l(Z) Gn(z)

(4.76)

Teorema 4.7 (Condicao RP polifasica ciclica) Para um banco de filtros ciclicos com ma-

trizes polifisicas ciclicas de andlise e sintese, Hy(z) e G,(z) respectivamente, se
Gp(2)H,y(2)(mod z~N? —1) = I, (4.77)
entdo ocorre a reconstrugao perfeita.

Demonstracao: As componentes polifasicas tipo II do sinal recuperado sao dadas, no dominio

da transformada Z ciclica de comprimento N/2, por

(1)
Yorlel G X?n(z) (mod =~N/2 1), (4.78)
Xl’r(z) Xl (Z)
utilizando (4.71),
Xor(2) = Gp(2)Hp(z)(mod 27N/Z 1) Yol ’ (4.79)
Xlr(z) Xl (Z)

entdo, se (4.77) é satisfeita, a decomposi¢ao polifasica do sinal recuperado é igual a do sinal

original e, portanto, ocorre a reconstrugao perfeita. |

Proposicao 4.2 Método 2 para projeto de banco de filtros ciclicos:

e Escolhe-se uma matriz Hy(z) MxM inversivel (mod z~N/? — 1), onde M é o nimero de

canais;

o Encontra-se Gp(z) = H, ' (2)(mod 2= N/? —1);

e Encontram-se os filtros de andlise e sintese através de Hy(z) e Gp(z), respectivamente.

Este método pode ser utilizado independentemente da caracteristica do corpo e do ntimero

de canais, o que nao acontece com o método 1 de projeto.
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4.6 Wavelets Ciclicas

As expressoes da série wavelet ciclica podem ser obtidas por iteracbes de banco de filtros
ciclicos de dois canais, estruturas conhecidas como arvore logaritmica (em algumas referéncias
essas estruturas sao denominadas Octave-Band, divide o sinal em oitavas, no caso de sistemas

sobre os reais e nao ciclicos), como mostra a Figura 4.18.

xy2[n]

x[n]

O

Figura 4.18: BFC de andlise estruturados em drvore logaritmica (resulta nas séries wavelet ciclicas).

Como existe compressdo por 2 somente se o comprimento do bloco é par, entdo existird

saida no estéagio 7, x&j )[n] e xéj )[n}, se 27 divide N. O sinal original é recuperado utilizando

a estrutura de sintese, mostrada na Figura 4.19.

X2 [ n]

Figura 4.19: BFC de sintese estruturados em drvore logaritmica.

A partir da Figura 4.18, pode-se utilizar a primeira identidade nobre para colocar todos

os subamostradores nas extremidades da direita. Assim, define-se

7)) 21 (4.80)

H(j)(z) 2 Héj_l)(z)Hi(zzjil)(mod N 1), (4.81)

7
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onde
W n) 2 BHY (2), (4.82)
parai = 0,1ej =1,2,...,J, em que J é o maior niimero tal que 27| N. As equacdes de
analise sao
N-1
20 =Y anlnP (271 - n))w] (4.83)
n=0
e
N-1
el Z )RS 1((271 = n)) ) (4.84)

A expressao de sintese pode ser encontrada utilizando-se a segunda identidade nobre para

colocar os sobreamostradores na extrema esquerda. Definindo

V() =1 (4.85)

G (2) = GV (2)Gi(z¥ ) (mod 2N — 1), (4.86)
pode-se escrever a expressao de saida no dominio Z,

2) =3 279X )GV (2) + 277 X (22) G (2) (mod 2N 1), (4.87)
j=1

Considerando a transformada Z inversa de (4.87), encontra-se a expressao de sintese para J

estagios,
J N/27-1 N/27 -1
=> > W (e —2Dnl+ D ag gy [(n—27D)w). (488)
j=1 1=0 =0

As wavelets ciclicas sdo as seqiiéncias g(J )[ ]

de comprimento N. Qualquer seqiiéncia de
comprimento N, z[n], pode ser decomposta nas wavelets ciclicas e por deslocamentos ciclicos
das mesmas. A série wavelet ciclica pode ser representada como transformada, definida como
transformada wavelets discreta (DWT), anéloga a transformada discreta de Fourier (DFT),

a qual também é ciclica [13].

Exemplo 4.3

Considere o corpo GF(7), N = 48. Utilizando-se o método 1 de projeto, considere P(z) =
(1+27H*R(2)(mod 278 —1).
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Essa é a construcdo de Daubechies Do, utilizada para construir banco de filtros para
sistemas ndo ciclicos sobre o corpo dos reais. O polinomio R(z) = (a + bz™! + az722)23
apresenta soluc¢do tnica para a e b para P(z) satisfazer (4.66). A solucdo em GF(49) é a =3
e b= 2, ou seja,

P(z)=(1+4+2"H43 +2271 +3272)23(mod 2748 —1).

Escolhendo

Ho(z) =4+ 2271 42277,

Go(2) =5 +427 1 + 5272 4 52746 4 4,747

e utilizando as equagoes (4.67) e (4.68), com A(z) = 2z, chega-se a

Hi(z) =44 2271 + 22715 442796 4 2,747,

Gi(z) =2+52"1+2272 Se

z[n] =(0,1,2,3,4,5,6,0,1,2,...,4,5) = n(mod 7) é a entrada do banco com quatro estagios

(quatro é o numero méaximo de estagios para N = 48), obtém-se os resultados:

1]
22[1] = (4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,5),
(1] = (0,0,0,0,0,1),
2Vl = (5,0,6),
2] = (5,2,4).

Utilizando o banco de sintese para Dy em GF(7), recupera-se exatamente o sinal original de

comprimento N = 48.

4.7 Aplicacoes de Banco de Filtros e Wavelets Ciclicos sobre

Corpos Finitos em Cdédigos de Bloco Lineares

Banco de filtros ciclicos (BFC) e wavelets ciclicas podem ser utilizados para analise, ge-
racao, codificagdo e decodificacao de cédigos de bloco. Cada filtro ciclico constitui per si um
codificador ciclico, em fungao da utilizagao da convolugdo ciclica. Para o contexto de cédigos,
pode ser introduzida a denominacao banco de cddigos.

A notagao indicada a seguir é utilizada para o contexto de codigos:

N — Comprimento do cédigo;
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K — Dimensao do cédigo (Comprimento da mensagem);
d — distancia de Hamming minima do c6digo;

C(N, K,d) — Representacao dos parametros do codigo C;
¢[n] — Palavra codigo;

ugj)[n} — Mensagem no canal i, estagio j;

¢[n] — Palavra recebida do canal,

&gj )[n} — Mensagem decodificada no canal i, estagio j;

Transformadas sobre corpos finitos (a TFCF e a transformada Z ciclica) sao utilizadas
para a andlise dos codigos e as estruturas BFC implementam sua codificagdo e decodificagio.
Em um artigo recente [21], outra abordagem para a construcao de cédigos de bloco line-
ares por meio de banco de filtros foi apresentada, porém utilizando BFC diferentes daqueles

apresentados nessa dissertacao.

4.7.1 Estruturas BFC para Codigos de Bloco Lineares

A idéia bésica para a construcao de codigos lineares é mostrada na figura 4.20. O c6digo é

)

gerado colocando mensagens u,; ’[n] nas entradas dos filtros de sintese escolhidos e adicionando

o sinal nulo para os outros filtros, gerando o sinal palavra codigo c[n]. Para decodificar ¢[n],
basta aplica-lo ao banco de anélise. As posicoes escolhidas como nulas estao associadas as

equacoes de paridade do cédigo (sgl)[n] = 0) e, na recep¢ao, sao denominadas de sindrome.

o V[n] : — ’E[n]=H0:(Z) , U]
u/“[n] : . . ruhl(])[n]
)
D
M_](I)

(@8 S OE N

Figura 4.20: Construcdo de cddigos de bloco lineares por meio da estrutura bisica BFC com M canais.
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Para simplificar a representacao da estrutura bésica, é utilizada a representacdo reduzida

(em forma de &rvores) de sintese e andlise, mostradas nas figuras 4.21 e 4.22 respectivamente.

u,"[n]
u,"[n]

—

Figura 4.21: Representacdao reduzida do banco de sintese

‘5[0(1)[;1]
‘L‘i/’)[n]

s,0[n]

S
=,

Sy [n]

Figura 4.22: Representacao reduzida do banco de andlise

Para a codificagao, escolhe-se de forma geral um espago cédigo denotado por C, que
(1)

contém os indices ¢ das mensagens u; ' [n] permitidas no co6digo. Assim, uma palavra codigo

c[n] € C seré expressa por

N/M—1
cfn] =3 3w gl((n — MD)N. (4.89)
€eC 1=0

Apos c[n] passar por um canal, recebe-se ¢[n]. Aplicando-se é[n] ao banco de anélise, obtém-se

as equacoes de decodificacao (4.90) e sindrome (4.91),

N-1
a = 3 Enlhl(M1— )], (4.90)
n=0

parat € C, e

sill] = Y enlhl(M1—n))n], (4.91)



para i ¢ C. Se ¢[n| pertence ao cédigo, entdo s;[n] =0 paran =0,1,...,N/M — 1.

Partindo da estrutura bésica, é possivel montar outros tipos de estruturas.

Estrutura BFC com Arvore Wavelet
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A estrutura BFC (EBFC) para wavelets é mostrada na Figura 4.23. Para este caso, o

codigo pode ser formado retirando os niveis de detalhes dos primeiros estagios u(] )[ ]. Na

verdade nao ha uma regra especifica na escolha dos detalhes a serem retirados; essa escolha

influencia diretamente nos parametros K e d do coédigo. Retirando-se os Jg — 1 primeiros

u,[n]

u,%[n]

c[n]

Figura 4.23: Estrutura BFC com drvore wavelets

detalhes para geracao de c[n], tem-se

J N/27-1 N/27 -1

=3 Y gl -2+ > u§ Mgl [((n - 27D) ).

j=Jo 1=0 1=0
Para este caso, a decodificacao fica

N—-1

a1 = 3" enlh? (271 - n))w),

n=0

paral=0,1,...,N/2/ —1ej=Jy,Jo+1,...,J. As sindromes sdo dadas por

S(J) Z h(J) 231 —n))nl,

n=0

paral=0,1,...,N/2/ —1ej=1,2,...,Jy — 1.

Exemplo 4.4

(4.92)

(4.93)

(4.94)

Considere a EBFC projetada para GF(9) com N = 8. E possivel projetar os filtros no

corpo GF(3) C GF(9), J = 3. A estrutura estd mostrada na Figura 4.23 e forma o codigo
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Q

1(8,2,d). Os filtros escolhidos, satisfazendo a condigdo RP, sdo:

Go(z) =2+ 2271 +227° + 2276,

Q

(2)

1(z) =227+ 227242273,

Ho(z) =1+22"1+ 272

Hi(z) =2+22744 275+ 277, Analisando a distancia minima do cédigo para essa estrutura

com esses filtros, tem-se d = 4. A equacao do cédigo se reduz a
3 3
c[n] = ui” 0]g{ [n] + ug” [0)g3 [n].

Gerando a palavra codigo a partir de

uP[0] = 1;
ug” 0] =2
tem-se:

cn]=102021212]. Como d = 4, esse codigo detecta até trés erros. A EBFC de analise é
mostrada na Figura 4.24. Considerando

¢n]=[02021212]+[1002010 0], o decodificador apresenta

s1[n] =[0000],

552)[71] = [1 1] # 0, (Erro detectado)

u”[0] =0,

ués)[O] = 1. Modificando a estrutura de entrada da EBFC para anular a posigao u( )[0}, 0

codigo resultante é o de repetigao C(8,1,8).

2[0(3)[”]

u,9[n]

cln] s:?[n]
S](I)[n]

Figura 4.24: Estrutura BFC de andlise do Exemplo 4.4.

O co6digo produzido varia com os filtros projetados e com a estrutura de entrada escolhida,

possibilitando uma grande variacao de cédigos a serem produzidos.
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Estrutura BFC com Arvore Completa

A EBFC com arvore completa é uma estrutura mais ampla, no sentido de que engloba as
estruturas BFC com &arvore wavelet. Um exemplo dessa estrutura é apresentada na Figura

4.25. Nessa estrutura, escolhe-se a EBFC bésica e forma-se uma arvore completa até o maior

ul0,n]

u[l,n]

ul[2,n]

c[n]

i
=
=
—
=+

Figura 4.25: Estrutura BFC' com drvore completa.

nimero possivel de estagios. Escolhe-se a estrutura de entrada e o cédigo é produzido por
interacoes BFC, assim como na estrutura anterior. Para essa situacao, a transformada associ-
ada é andloga & TFCD. A TFCD ciclica (TFCDC) sobre corpos finitos, para um BFC basico

de M canais e com J estagios, é dada por
N-1
Xk, 1) 2 Y7 alnlh® (M7= m)w), (4.95)
n=0

paral=0,1,...,. N/ M’ —1ek=0,1,...,M’7 —1. A TFCDC inversa ¢ dada por

M7 -1 N/M7 -1

zln]= Y Y X[k gW[((n - M7D)n], (4.96)

k=0  1=0
paran =0,1,...,N — 1. As seqiiéncias h*)[n] e ¢®)[n] sdo obtidas no dominio Z por
J-1 j g, J—1—j
H 50 M () = [ Hay (M ") (mod 2~V — 1) (4.97)
§=0
e
J—1 J = J=1—j
GXi=0 @i M )(Z) = H Gaj (ZM )(mod 2N — 1), (4.98)
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onde os a; podem assumir valores entre 0 e M — 1. A partir desses valores, obtém-se todos
os filtros G*)(z) e H®)(z). Analogo ao caso nio ciclico apresentado no capitulo 3.
Supondo o caso particular em que M = 2 e N = 27, usando a notacio para codigos e

escolhendo a estrutura de entrada, tem-se

c[n] =Y ulk,0]g"[n], (4.99)
keC

sendo as equacdes de decodificacao e de sindrome dadas por

N-1
alk, 0] = Y &nlh®[((—n))n], (4.100)
n=0
para k € C, e
N-1
sl 0] = 3~ elnlhP[((—n) ], (4.101)
n=0
para k ¢ C.
Exemplo 4.5

Considera-se a mesma EBFC basica do exemplo 4.4 em GF(9), com a estrutura de entrada
mostrada na Figura 4.26. Nessa situacao o codigo gerado ¢ C3(8,3,4) para GF(3). O codigo

pode ser obtido por
2

) = 3 ulk, 09 n],

k=0

onde

GO(2) = Go(2)Go(2*)Go(z"),
GW(2) = Go(2)Go(2*)G1(zY),
G (2) = Go(2)G1(2%)Go(=").

Para decodificacao e calculo da sindrome, pode-se utilizar a estrutura da Figura 4.27.

Estrutura BFC Mista

Estruturas BFC mistas sdo formadas por mais de uma EBFC béasica com nimero de canais
diferentes. Dessa forma é possivel fatorar o comprimento do c¢o6digo N. Um exemplo para

N =15 esta mostrado na Figura 4.28.
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u[0,n]

ull,n]

ul[2,n]

c[n]

=
=
=
—
—

Figura 4.26: Estrutura BFC de sintese com drvore completa do exemplo 4.5.

Exemplo 4.6

Considere o corpo GF(2%), com N = 15 e a raiz do polinémio primitivo 7(x) = 1+ +z%.
Os filtros da estrutura basica de 3 canais sao dados no dominio da TFCF:
Holk] = Golk] =[111110000000000],
Hy[k] =G1[k]=[000001111100000],
Hy[k] = Go[k]=[000000000011111],

e os da estrutura béasica de 5 canais, por

Hilk] =Gik]=[111000000000000]
Hilk]=Gi[k]=[000111000000000]
Hi[k] =G3k]=[000000111000000]
Hi[k] = G5[k] =[00000000011100 0],
Hi[k]=G;k]=[000000000000111].

Filtros construidos por essa regra sempre satisfazem a condicdo RP. A estrutura de entrada

da Figura 4.28 gera o codigo Reed-Solomon C5(15,2,14) com polindomio gerador dado por

g(@) = (z—a)(z—al)...(z — a'?).
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u[0,n]

ull,n]

u[2,n]

c[n]

Figura 4.27: Estrutura BFC de andlise com drvore completa do exemplo 4.5.

4.7.2 Projeto de Codigos com arvore completa de J-estagios

Um método para o projeto de bons codigos lineares (no sentido de maximizar d) é apresen-
tado com estruturas BFC para um dado corpo GF(q). O procedimento consiste nos seguintes

passos:

1. Escolher um valor apropriado para N = M” com M DC(M,p) =1, onde p é a caracte-

ristica do corpo;

2. Projetar os filtros da estrutura basica BFC. O cédigo muda de acordo com o filtro

produto, P(z) = Ho(2)Go(2), e para cada fatoragio escolhida;

3. Calcular a matriz de transformacao da TFCDC encontrando os ¢(V[n] através de (4.98).
Cada coluna dessa matriz constitui as linhas da EBFC com &arvore completa. Escolher
as componentes de entrada (¢ € C) significa escolher as linhas da matriz G' geradora do

cddigo. A quantidade de colunas escolhidas constitui o parametro K do cédigo;

4. Escolher as colunas cuja combinacao linear resulte no cddigo de maior distancia minima,
definindo a estrutura de entrada. A sugestao é aplicar a TFCF na matriz de transforma-
¢ao da TFCDC e escolher o grupo que apresentar maior nimero de zeros consecutivos
em suas combinagdes lineares. Dessa forma, se existe & — 1 zeros consecutivos, o codigo

tera d > ¢ (cota BCH [22]).
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-

-
-

ul[13,n}
u[14,nf———

Figura 4.28: Estrutura BFC mista para N = 15, mesma configuracao do exemplo 4.6.

Exemplo 4.7

Codigo de Hamming Cy(4,2,3) em GF(3), pelo método ACJ.

1. N=4=22= 4[(32-1).
2. Escolhe-se o filtro produto P(z) = 1 que satisfaz a condi¢ao RP. Isto significa que
Ho(z) = Go(2) "t (mod 2% —1).
Escolhendo
Ho(z) =271+ 272+ 2273,
Go(z) =1+ 271 +2273,
Hi(2) =2+22"1 + 272
Gi(z) =1+2271+2272

97
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3. Calculando todos os ¢‘¥[n], tem-se que

Feor ] 1ot 1] w0 ]
| 1120 uLo

2| o222 w20l
3] 220 1] [ uBo |

Escolhe-se a segunda e a terceira coluna da matriz de transformacao da TFCD para definir a
estrutura de entrada. A EBFC mostrada na Figura 4.29 gera o cdédigo de Hamming ternério
C4(4,2,3). A estrutura de anélise esta na Figura 4.30 e a matriz geradora do codigo, G, pode

ser obtida pela matriz da TFCD, resultando em

01 2 2
1 2 20

A matriz de paridade H pode ser encontrada através de (4.101), sendo dada por

0 211
2110

ull,n] c[n]

u[2,n]

Figura 4.29: Estrutura BFC geradora do cédigo de Hamming Cy4(4,2,3), em GF(3), do exemplo 4.7.
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of
el

S
[

Figura 4.30: Estrutura de andlise do exemplo 4.7.

Exemplo 4.8

Em GF(3), procura-se um coédigo linear C5(8,2,d) com méximo d, utilizando a mesma estru-

tura basica BFC do exemplo 4.4. Pode-se escrever a matriz da TFCDC como sendo

10
11
1

—
S N O N O

201 201

0

_= o N OO =

2

— o N O

0

2
1

[N R \)

1

N O = =

1

— o N O

0

1
1

NN N O

(110122 20|

ulk, 0].

Escolhendo as colunas 6 e 8, obtem-se a matriz G' do codigo C5(8,2,6)

2201110 2
011102 2 2

e a EBFC mostrada na Figura 4.31.
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ul[7,n]

Figura 4.31: Estrutura BFC do exzemplo 4.8, C5(8,2,6).



CAPITULO 5

A TEORIA DE WAVELETS E
WAVELETS CICLICAS SOBRE
CORPOS DE
CARACTERISTICA DOIS

Existem alguns artigos publicados sobre wavelets e banco de filtros sobre corpos finitos
[9, 10]. Em geral, corpos finitos de caracteristica p = 2 nao sao estudados. Nao pela falta
de interesse mas sim porque os corpos GF(2™) apresentam situagoes diferentes para serem
tratadas. O primeiro avanco no estudo de banco de filtros sobre corpos de caracteristica dois
foi um artigo de Fekri, Mersereau e Schafer [11], no qual apresenta-se uma anélise de matrizes
paraunitarias sobre GF(2"), com o objetivo de estabelecer um método capaz de gerar todas
as matrizes paraunitarias (MxM) de um determinado grau.

Neste capitulo é introduzida a teoria de banco de filtros de dois canais e wavelets, nao
ciclicos e ciclicos, sobre corpos de caracteristica dois. Este estudo apresenta novas equacoes
de reconstrucao perfeita, estuda filtros ortogonais e biortogonais, além de mostrar exemplos
da condigao ortonormal (matrizes polifasica paraunitarias).

Para banco de filtros com M canais (nao ciclicos), M impar, pode-se utilizar as equagoes
mostradas no capitulo 3, pois, MDC(M,2) = 1. Quando M = 2 para GF(2™), as equagdes
do capitulo 3 nao funcionam. Dessa forma, é necessario uma nova relacdo RP para banco de

filtros de dois canais para esses cOrpos.
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5.1 Banco de Filtros de Dois Canais e Wavelets sobre GF(2™)

A condigdo RP para dois canais sobre GF(2™) ¢ relevante para o projeto de banco de
filtros. Além disso, banco de filtros de dois canais podem ser combinados com banco de filtros
de nimero impar de canais para obter banco de filtros com M, onde M pode ser qualquer

valor inteiro.

5.1.1 Banco de Filtros de Dois Canais sobre GF'(2™)

Como foi mencionado no capitulo 3, para se obter a condicdo RP para M canais é neces-
sario representar a seqiiéncia sps[n] nesse corpo. Para GF(2™), so[n] = (n + 1), levando ao

teorema a seguir.

Teorema 5.1 Num corpo finito GF(2™), a transformada Z da saida de um subamostrador
por2, X4(z), e do conjunto subamostrador-sobreamostrador por 2, Xs(2), podem ser expressas

em termos da transformada Z da entrada X (z) (Figura 5.1), respectivamente, por

Xa(z) = 22 X'(22) + X(27) (5.1)

Xs(2) =2X'(2) + X(2) (5.2)

onde X'(z) = L X(2) ¢ a derivada em z de X (z).

X(2) Xi2) X(2)
— 2 — 2 —

Figura 5.1: Diagrama demonstrando o esquema do subamostrador e o conjunto subamostrador-

sobreamostrador de parimetro M = 2.

Demonstra¢ao: Observa-se que x5[n] em GF(2™) pode ser expresso como
zs[n] = (n + 1)z[n] = nx[n] + z[n]. (5.3)
Aplicando a transformada Z e utilizando a propriedade da derivada na Tabela 3.1, tem-se que
X(2) = 2X'(2) + X(2). (5.4)

Como X4(z) = X,(27), a prova esta completa. |



103

Com essas expressoes, € possivel deduzir uma nova condigao de reconstrugao perfeita para
corpos finitos de caracteristica p = 2 com dois canais, inédita na literatura. A dificuldade
em encontrar a condigdo RP para corpos de caracteristica dois surge na representacao da

seqiiéncia s2[n] na forma usual (o inverso multiplicativo de dois nao existe nesses corpos).

Teorema 5.2 Num corpo finito GF(2™), a condigdo de reconstrucdo perfeita com retardo de

d, num banco de filtros de dois canais, €

Ho(z) Hi(z) | | Go(2) | _ | O | (5.5)
Hy(z) H(2) | | Gil2) e

Demonstracao: Pelo diagrama da Figura 3.5 e utilizando o Teorema 5.1, pode-se escrever
[2(Ho(2)X (2))' + Ho(2) X (2)]Go(2) + [2(H1(2) X (2)) + H1(2) X (2)]G1(2) = 277X (2). (5.6)
ou seja,

X(2)[2(Go(2) Ho(2) + G1(2)H1(2)) + Ho(2)Go(2) + H1(2)G1(2)] +

2X'(2)[Ho(2)Go(2) + H1(2)G1(2)] = 272X (2). (5.7)
Para que ocorra reconstrugao perfeita, a componente X'(z) deve ser anulada. Entéao

2[Go(2)H{(2) + G1(2)Hy(2)] + Ho(2)Go(z) + H1(2)G1(2) = 274 (5.9)

Substituindo (5.8) em (5.9), tem-se as duas condigbes de reconstrugao perfeita

Hy(2)Go(z) + H1(2)G1(2) =0 (5.10)
Go(2)H)(2) + G1(2)H]|(2) = 27174 (5.11)
|

Teorema 5.3 (Reciprocidade para 2 canais) Se Hy(z) e Hi(z) sao filtros de andlise e
Go(z) e G1(2) sao filtros de sintese de um banco de filtros com reconstrugao perfeita de dois
canais, entdo o banco de filtros que possui Go(z) e G1(z) como filtros de andlise e Hy(z) e

Hy(z) como filtros de sintese satisfaz a condigdo de reconstru¢ao perfeita.



104

Demonstrag¢io: Considere que o corpo é da forma GF(p™), com p impar. Entédo a condigao

de reconstrugao perfeita, pelo Corolario (3.2), é

H(](Z)G(](Z) + Hl(Z)Gl(Z) =2

Ho(—2)Go(2) + Hi(—2)G1(2) £ 0(2) = 0.
Trocando Hy(z) por Go(z) e Hy(z) por G1(z), as equagoes ficam
Go(Z)Ho(Z) + Gl(Z)Hl(Z) = Ho(Z)Go(Z) + Hl(z)Gl(z) =2

Go(—2)Ho(z) + G1(—2)H1(2) = 0(—2) =0,

e portanto, a condicao de reconstrucao perfeita é satisfeita.

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Na situagdo em que o corpo é da forma GF(2™) a condi¢ao de reconstrugio perfeita é

HU(Z)G(](Z) + Hl(Z)Gl(Z) =0

H)\(2)Go(2) + Hj(2)G1(2) = 27 L.

(5.16)

(5.17)

Trocando Hy(z) por Go(z) e H1(z) por G1(z), a primeira equagdo nao se altera. Para a

segunda equacao é necessario avaliar
0(z) = Go(2)Ho(z) + G (2) Hi(2).
Derivando ambos os membros da relacao
Go(2)Ho(z) = G1(2)Hi(2),

o resultado é

Go(2)Ho(2) + Go(2)Hy(2) = Gy(2) Hi(2) + G1(2)Hi(2),

o que implica que

Go(2)Ho(2) + G1(2)H1(2) = Go(2) Ho(2) + G1(2) H1 (2).

Portanto,

0(2) = Go(2)Ho(2) + G(2) Hi(2) = Hy(2)Go(2) + Hi(2)G1(2) = 27

e logo ocorre reconstrugao perfeita.

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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Isto significa que, em banco de filtros de dois canais sobre corpos finitos, é possivel trocar
os filtros de andlise com os de sintese e ainda assim a condicdo de reconstrugdo perfeita é

satisfeita. Embora nao mencionado, isto ocorre também no corpo dos reais.

5.1.2  Projeto do Banco de Filtros sobre GF(2™)

Utilizando o Teorema 5.2, € possivel obter uma expressio para os filtros de sintese, Go(2)

e G1(z), a partir dos filtros de anélise, Hyp(z) e H1(z). Pode-se escrever que

Go(2) 1 Hi(z) Hy(2) 0

_ (5.23)
G1(z) Hy(z)H{(2) + Hi(2)H|(2) Hi(2) Hol(z) y—1-d
Definindo o filtro produto binario P,(z) como
A

Pb(z) = HO(Z)Hl (Z), (524)

os filtros de sintese podem ser encontrados através de

Go(z —1-d [ Hq(z

o) | _ = 1(2) (5.25)

G1(2) ~ Bk) Ho(z)

Desde que a derivada do filtro produto binario seja nao nula, é possivel recuperar a entrada
a partir dos dados de analise. Uma situacdo que resulta em filtros FIR é quando PJ(z) é um

retardo puro. Escolhendo d =0 e Py(2) da forma

Py(z) =271+ Z agpz 2k, (5.26)

k=—oc0

onde [ é impar e ag sdo constantes de GF(2™), os filtros podem ser encontrados por

Go(z) = 2'H () (5.27)

Gi(z) = 2'Hy(2). (5.28)

Proposicao 5.1 Método de projeto de banco de filtros FIR de dois canais sobre GF(2™):

o Escolher um filtro Py(z) satisfazendo (5.26);

e Fatorar Py(z) em Ho(z)H1(z);
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o Utilizar as equacdes

Go(z) = 2 H(2) (5.29)

G1(z) = 2'Hy(2), (5.30)

com | impar e idéntico ao da Equagdo (5.26), para encontrar Go(z) e G1(z).

Exemplo 5.1

Projetar um banco de filtro sobre GF(2) com Hy(z) = 1+ 271, Escolhendo | = 1 e
Hi(z) =a+bz"t +cz72 +dz~3, entdo

Pz)=a+(a+b)z 4+ (b+c)z 2+ (c+d)z2 +dz1.

Para satisfazer (5.26)
a+b=1, c+d=0.

Uma solucao é

a=c=d=1, b=0.
Assim os filtros de anélise sdo

Ho(2) =1+27"

Hi(2)=142"24 273,
Os filtros de sintese sao

Go(2) =2zH1(2) =2+ 271 + 272

G1(z) = zHy(z) = z + 1.

5.1.3 Aplicagdes em Codigos Convolucionais

Banco de filtros de anélise sobre GF(2™) podem ser vistos como codificadores de codigos
convolucionais.

Considere o esquema da Figura 5.2 sobre GF(2). Esta estrutura é utilizada para gerar
codigos convolucionais [23]. As estruturas de codificagdo e decodificacdo sao semelhantes as

apresentadas no capitulo anterior para cédigos de bloco.
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12 cln]

A\ 4

A 4

Gu(2)

G()](Z) * 2

71

Y
Y

Y

Figura 5.2: Estrutura utilizada para gerar cédigos convolucionais, Exemplo 5.2.

Exemplo 5.2

Na Figura 5.2, os filtros sao
Goo(z) =14 272

Gor(z) =14zt +272

A estrutura pode ser vista como um “interpolador” implementado de forma polifasica.
Utilizando a segunda identidade nobre, a estrutura pode ser implementada da forma mostrada

na Figura 5.3, onde

c[n]

uln] Goz) ——2

A

Figura 5.3: Implementacio equivalente a estrutura da Figura 5.2 do Exemplo 5.2.

Go(z) = Goo(2®) + 2 "G (2®) =1+ 2"+ 272 + 27 + 270

Essa estrutura é parte de um banco de filtro de sintese. Pode-se entdo utilizar a equacgao
do filtro produto binario para encontrar um possivel G1(z). Como neste problema ¢ mais facil

encontrar os filtros de sintese, utiliza-se a reciprocidade dos bancos. Entao
Py(z) = Go(2)G1(2)
e, escolhendo [ =1,

Hy(z) = zG1(2),

Hi(z) = 2Gy(2).
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Supondo que
Gi(z) =a+bzt ez ?+dz 3

entao

P(z)=a+(a+b)zt +(b+c)z 2+ (atctd)z >+ (a+b+d)z"+

(a+b+c)z+(b+c+d)z 0+ (c+d)z"" +cz8.

Para satisfazer (5.26) com [ = 1 é necesséario que
a+b=1,a+b+d=0,a+b+c=0, c+d=0.
Uma solucao é
a=0,b=c=d=1.
Assim, o conjunto é
Ho(2) = 1+2z71 4272,
Hi(z)=z+14+22 4234274

Go(z) =142t 423 42744270

Gi(z) =z 42724273

Isso significa que é possivel obter u[n] a partir de ¢[n] com a estrutura mostrada na Figura
5.4. Além disso, é possivel construir uma estrutura para detectar erros (Figura 5.5), se s[n] # 0
entdo c[n] ndo pertence ao codigo. Ambas podem ser simplificadas ainda mais utilizando a
decomposi¢ao polifasica. O exemplo sugere uma sindrome s[n| para cédigos convolucionais,

0 que é uma novidade.

el o) Ly 2 14

Figura 5.4: Estrutura de recuperacio de u[n| a partir de c[n] do Exemplo 5.2.
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clnlteln]

s[n]

v2l—»

A 4

Figura 5.5: Implementacio da estrutura para deteccio de erros do Exemplo 5.2.

5.1.4 Implementacao Polifasica

Pode-se utilizar a abordagem polifasica para se implementar estruturas reticuladas sobre
corpos de caracteristica dois. A relacao RP na forma polifsica é valida independente do corpo

e do niimero de canais.

Exemplo 5.3

Considere o corpo GF(16) e « um elemento primitivo desse corpo, raiz do polindémio

primitivo 7(z) = 2% + x + 1. A composicio desse corpo estd mostrada na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Corpo GF(16), com 1+ a + a* = 0.

Q\
8

— (=)
Q )

(V)
Q
&)

[
Q
o

=

1+

a+a?

a2+ aod
l+a+ad

1+a?

a+ad
l+a+a?
a+a?+ad
l+a+a?+ad
1+a?+ad

1+a3

R R R 2R 20 0 0 29 2 0 2 0 8
S kb2 B v o N o w

i
W~

Considere as matrizes A e B dadas por

A=
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Essas matrizes satisfazem A=! = AT = Ae B~! = BT = B, ou seja, sdo unitarias. Assim

sendo, 0 banco de filtros sobre GF(16) formado pela matriz polifasica de anélise dada por
H,(z) = AA(2)B
e matriz polifisica de sintese dada por
Gp(2) = BA(z"1)A

satisfaz a condicao de reconstrucao perfeita com filtros ortonormais, isto é, as matrizes sao
paraunitarias.

A matriz Hp(z) fica

i) at+atz7t 140727t
pl\Z) =
a4+ 271 a® +atz7t

¢ a matriz Gp(z) pode ser encontrada pela relagio Gp(z) = H' (z71). Os filtros séo

Ho(z) =a*+ 27 +a®272 4 a"273

Hi(z)=a"+a*27 '+ 272+ at273,
Esses filtros formam bases ortonormais, de forma que
(hi[n]hj[n —2m]) = 6[i — j]é[m],

para i = {0,1} e m € Z.
Outra observacao é que esses filtros sao ortogonais e simétricos. No corpo dos reais, os
tnicos filtros que possuem esta caracteristica sdo os filtros de Haar [3, 4]. O corpo GF(16) &

utilizado no codigo Reed-Solomon [19], bastante utilizado em CDs.

5.1.5 Wavelets sobre GF'(2™)

Também é possivel fazer decomposicdo em wavelets para corpos de caracteristica dois para
andlise multirresolu¢ao. Interessante observar que, particularmente para GF(2), as wavelets
sao ondas binarias de curta duragdo (para filtros FIR). Nesse contexto, pode-se utilizar a

denominacao de wawvelets bindrias. Um exemplo é mostrado a seguir.
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Exemplo 5.4
Considerando o corpo GF(2), sendo os filtros de sintese dados por

Go(z) =1+271

Gi(z)=142"2+273

e os filtros de analise dados por

Ho(z) =z+ 2142772

Hl(z) =z+ ]-a

verifica-se que estes filtros satisfazem a condicio de reconstrucdo perfeita (Exemplo 5.1). E

(J)[ e g(()‘]) [n], 7=1,...,J, utilizando as equagoes (3.88)

possivel obter as wavelets binarias, g
e (3.89). As wavelets para J = 4 estao mostradas nas figuras 5.6 a 5.8.

Uma observacdo importante, no contexto da multirresolugdo, é que as componentes de
menor resolucao, g( )[ ] e g[() )[ ], estdo nas saidas dos tltimos estagios enquanto que a com-
ponente de maior resolugao, g( )[ ], esta na saida do primeiro estagio.

A transformada pode ser utilizada para analise multirresolu¢ao; considere a seqiiéncia x[n/,
mostrada na Figura 5.9. Esta seqiiéncia esté representada em forma de degraus, e o impulso,
d[n], é representado logo em seguida na mesma figura.

Utilizando a TWCF,

zfn] <% 2P[1], 250 1).

A seqiiéncia pode ser descrita por

o0 o0

:f: Z g =20+ > 2§ g8V n - 2.

j=11=— l=—o0
E possivel analisar esta seqiiéncia no contexto de multirresolugao [3, 4], utilizando wavelets

binarias. Considere o primeiro nivel de resolucao dado por

[ee]

vyl = Y a§ gl [n - 241).

l=—00
Os niveis de resolucdo r maiores sdo dados por

4 00

g;(r)[ ]—x( 1) n] + Z Z I(J) (J) 2jl]’

j=4—-rl=—o00



112

g04{n]

1.0
0.9+
0.8+
0.7+
0.6
0.5+
0.44
0.34
0.2

0.1

0.0 T T T 1

g14[n]

1.0

0.97

0.8

0.7

0.6

0.5+

0.44

0.34

0.2+

0.1+

0.0 T T )

Figura 5.6: Wavelets bindrias 964) [n] e 954) [n] do Ezemplo 5.4.

para r = 0,1,2,3. Observa-se que x(3)[n] = z[n].
Nas Figuras 5.10 e 5.11 sdo mostrados os resultados das varias resolugoes de x[n]. Esta
analise multirresolucdo é utilizada também com a série wavelets de tempo discreto, definida

sobre o corpo dos reais [3].
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Figura 5.7: Wavelets bindrias g, [n] e gf) [n] do Exemplo 5.4.
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x[n]
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Figura 5.9: Seqiiéncia x[n] e o impulso 0[n] representados em forma de degrau, Exemplo 5.4.
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x(=1)n]
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Figura 5.10: Seqiiéncias x(_1)[n] e x(o)[n] representadas em forma de degrau, na andlise multirreso-

lugdo de x[n] do Exemplo 5.4.
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Figura 5.11: Seqiiéncias x(1)[n] e x(2)[n] representadas em forma de degrau, na andlise multirresolugao

de x[n] do Exemplo 5.4.
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5.2 Banco de Filtros e Wavelets Ciclicos sobre GF(2™)

Para banco de filtros e wavelets ciclicos sobre GF(2™), é apresentada uma anélise se-
melhante ao caso nao ciclico. Para esse estudo, o comprimento N é obrigatoriamente par.
Assim é possivel analisar os sinais ciclicos em banco de filtros ciclicos de dois canais. Um
fato interessante é que nessas condigdes nao existe TFCF pois M DC(N,p) > 2, contudo, as

equacoes da transformada Z ciclica sdo validas para qualquer situacao.

5.2.1 Banco de Filtros de Dois Canais Sobre GF'(2™)

Para banco de filtros ciclicos, as expressdes encontradas no capitulo anterior se basearam
no fato de que M DC(N,p) =1 e portanto M DC(M,p) =1, onde N e M sdo o comprimento
do bloco e o numero de canais, respectivamente. Para a situacdo particular M = 2 e N
par sobre corpos de caracteristica dois, as equacoes de saida do subamostrador e sobreamos-
trador no dominio da transformada 7 ciclica sdao diferentes, embora no dominio do tempo

permanecam iguals as anteriores.

Teorema 5.4 Num corpo GF(2"™) , a transformada Z ciclica da saida de um sobreamostrador
por 2 (Figura 5.12), X.(2), é expressas em termos da transformada Z da entrada X(z),

supondo que a entrada tem periodo N/2, por
(5.31)

onde a fragdo significa divisdo polinomial.

x[n] x[n

Figura 5.12: Representacao de um sistema sobreamostrador por 2 ciclico.

Demonstragdo: Se a entrada tem periodo ciclico de N/2, a sua transformada Z ciclica é dada

por
N-1 N/2—1
X(z2)=> an]e™=1+2z"N2) Y apnja, (5.32)
n=0 n=0
portanto,
N/2—1
X(z) —n

n=0
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Pela definicao (4.19), entao

N/2—1
Xe(z) = ) zln]z?", (5.34)
n=0
o que, por (5.33), resulta no teorema. [

Observa-se que (14 z77/2)

sempre divide X(z) quando o mesmo vém de uma seqiiéncia

de perfodo ciclicos N/2.

Teorema 5.5 Num corpo GF(2™) , a transformada Z ciclica da saida de um subamostrador
por 2, Xq(z), e do conjunto subamostrador-sobreamostrador por 2, X4(z), podem ser expressas

em termos da transformada Z da entrada X (z) (Figura 5.13), respectivamente, por

Xa(z) = (14 2~N/2) (z%X'(Z%) + X(z%)) (5.35)

Xs(2) = 2X"(2) + X(2) (5.36)

onde X'(z) = L X(2) ¢ a derivada formal de X (z) [19].

x[n] . X4 n] . xs[n]

Figura 5.18: Diagrama demonstrando o esquema do subamostrador e o conjunto subamostrador-

sobreamostrador, ciclicos, de pardmetro M = 2.

Demonstragio: Observa-se que z5[n] em GF(2™) pode ser expresso como
zs[n] = (n+ 1)z[n] = nx[n] + x[n]. (5.37)
Aplicando a transformada Z e utilizando a propriedade da derivada na Tabela 3.1, tem-se que
X(2) = 2X'(2) + X(2). (5.38)

Como Xg(z) = (1 + 2~ N/2)X,(22), por (4.15), a prova estd completa. |
Com essas relagoes, é possivel obter a condicdo RP para banco de filtros ciclicos de dois

canais sobre GF'(2™).
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Teorema 5.6 Num corpo finito GF(2™), a condi¢do de reconstrugao perfeita num banco de

filtros ciclicos de dois canais, é

Ho(z) Hq(2) Go(2) (mod =N +1) = 0 ) (5.39)
Hy(z) Hi(:) | | Gi2)

Demonstracdo: A prova segue como no caso nao ciclico, levando em consideragdo a aritmética
polinomial médulo (2=~ +1). |
A parte de projeto de banco de filtros ciclicos segue a parte nao ciclica, levando em conta

a aritmética polinomial.

5.2.2  Projeto do Banco de Filtros Ciclicos sobre GF(2™)

Utilizando o Teorema 5.6, pode-se escrever que

Go(z Hi(z) Hy(z 0
(2) = (Ho(2)H;(2) + Hi(2)H)(2)) " (mod 27N — 1) i(z) H(z)
G1(2) H{j(z) Ho(z) z7t
(5.40)
Definindo o filtro produto binario Py(z) como
Py(2) 2 Ho(2)Hy(2)(mod =N + 1), (5.41)
os filtros de sintese podem ser encontrados através de
Go(z Hy(z
ol2) =27 'P)(2) " Y(mod 27N +1) 1(2) . (5.42)
G1(2) Ho(z)
Desde que a derivada do filtro produto binario seja ndo nula e que
MDC(P)(z),z2N +1) =1, (5.43)

é possivel recuperar a entrada a partir dos dados de anélise. Nesse caso, P}(z) ndo precisar

ser necessariamente um retardo puro.

Proposicao 5.2 Método de projeto de banco de filtros ciclicos de dois canais sobre GF(2™):

o Escolher um filtro Py(z) satisfazendo (5.43);

o Fatorar Py,(z) em Ho(z)H1(2);
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o Utilizar as equacdes

Go(z) = 27 'Pl(2) "L (mod 2=~ — 1)H,(2) (5.44)

G1(2) = 27 Pl(2) " (mod 2= — 1)Hy(2), (5.45)
para encontrar Go(z) e G1(z).

Observa-se que banco de filtros nao ciclicos podem ser utilizados como banco de filtros
ciclicos, operando os filtros (mod 2~ + 1). Entretanto, existe uma liberdade maior para

banco de filtros ciclicos no projeto de Py(z).

Exemplo 5.5

Considere os filtros projetados no exemplo 5.1, H;(z) e G;(z), os quais sdo filtros nao
ciclicos. Para se projetar filtros ciclicos com N = 8 utilizando-se filtros nado ciclicos, basta
fazer simplesmente

Hf(z) = Hi(2)(mod 278 + 1)

G$(2) = Gi(z)(mod 278 + 1),

i = 0,1. E como aplicar a aritmética modular polinomial na relacio RP, o resultado é a

relacdo RP para banco de filtros ciclicos. Os filtros ciclicos sdo

HS(2) =1+ 21,
H{(z) =14 224273,

Gi(z) =21+ 2724277

Gi(z)=1+2".

Assim

hé[n)=[1100000 0],
h$[n)=[10110000]

g =[0110000 1]
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¢S] =[1000000 1]
Para uma entrada x[n] € GF(16) dada por
z[n]=[aa? 00000 0],

as saidas do banco sao

:E((]l)[n] = [ a® 0 0]

x(()l)[n} = [ a a? 0]

A seqiiéncia é recuperada no banco de sintese.

Exemplo 5.6

Agora, um caso diferente, que em sistemas ndo ciclicos resulta em filtros ITR (resposta ao
impulso infinita, do inglés Infinite Impulse Response). Considere N = 8, e o filtro produto

binario dado por
Pz)=1+z2"1+23 42"+ 420 =1+ 1 +22+277).
A derivada formal desse filtro é dada por
Py(2) =221+ 27" +272)
satisfazendo M DC(P/(z),27% + 1) = 1. Observe também que
P/(2)P}(z)(mod 278 +1) =1,
o que significa que P}(z)"!(mod 278 — 1) = P|(z).
Assim, pode-se projetar os filtros pela Proposicao 5.2, onde a fatoragao de Py(2) escolhida
Ho(z) =1+271,
Hi(z)=1+234+27°
e com isso, os filtros de sintese ciclicos sao

Go(2) =27 'Pl(2) Y(mod 278 = 1)H (2) =23+ 274 4+ 275 4 270 4 277
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Gi(2) =2"'Pl(2) Y (mod 278 —1)Ho(2) =1+ 23+ 24 4270 4270 4 277

Esses filtros satisfazem a condicdo RP, entretanto P/(z) ndo é um retardo puro, situacao

exclusiva para banco de filtros ciclicos.

5.2.3 Identidades Nobres Ciclicas para GF(2™)

As identidades nobres demonstradas no capitulo anterior devem ser modificadas para esta
situacao (M = L = 2, sobre GF(2™)), pois as expressoes do subamostrador e sobreamostrador
no dominio da transformada Z ciclica se modificaram. Mesmo assim, as identidades sdo

validas.

Primeira Identidade Nobre

|1 @

x[n] a x4[n] yln]

(b)

Figura 5.14: Primeira identidade nobre - Os sistemas (a) e (b) sdo equivalentes.

Teorema 5.7 Os sistemas (a) e (b) da Figura 5.14 sdo equivalentes.

Demonstra¢ao: Partindo do sistema (a), utilizando a propriedade da convolucao ciclica,

W(z) = X(2)H(z*)(mod 2=V 4+ 1)

Y(z)=Wy(z) =1+ z_N/Q) (Z%W/(z%) + W(z%)) :

W'(z) = X'(2)H () +2H'(*) X (2)(mod =~ —1) = X'(2) H(z*) (mod =~ + 1),
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assim,

Y(z) = (1+2""?) (Z%X/(Z%)H(Z) + X(z%)H(z)) (mod 2=V 4 1),

ou
Y(z) = H(z)(1 + 2 N/?) (z%X/(z%) v X(z%)) (mod 2N +1) = H(2)Xg(2)(mod 2=~ + 1)
que é a relagdo entrada/saida para o sistema (b). [

Segunda Identidade Nobre

x[n] - wln] ‘ yln]
Il «/

x[n] . xe[n] . yin]
(d)

Figura 5.15: Segunda identidade nobre - Os sistemas (¢) e (d) sdo equivalentes.

Teorema 5.8 Os sistemas (c) e (d) da Figura 4.6 sao equivalentes.

Demonstra¢ao: Partindo do sistema (c),

Se X (z) tem periodo ciclicos N/2, entdao (1 + z=) divide X (22), e ento,

X (2?)

) H(2*)(mod 27N 1) = <1+Z_NH(Z2)> (mod 2N +1) = W,(z),

o que significa que

que é a relacao entrada/saida para o sistema (d). [
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5.2.4 Implementagao Polifasica Ciclica para GF(2™)

Outra forma para se obter banco de filtros ciclicos com RP é utilizar a condicao polifasica
ciclica para o projeto. As equagoes encontradas no capitulo anterior sao validas.

A condicdo RP é dada por
Gp(2)Hy(2)(mod 2~ N2 — 1) = I, (5.46)

onde Gp,(z) e Hp(z) sao matrizes polifasica ciclicas de sintese e andlise, respectivamente,

definidas no capitulo anterior.

Exemplo 5.7

Considere N = 8 e uma matriz polifasica de anélise, Hy(z), dada por

1 1 1 0 1 0
Hp(z): )
0 1 0 14214273 1 1
ou
2l 1474273
Hp(z):

14z 1423 142714273

Para essa matriz Hp(z), encontra-se a matriz G,(z) por

1 4 1 0 1 0 1 1
Gp(z) =H, (2)(mod z~* +1) = ,
11 0 142714273 0 1
ou
a ( ) 1 1
Z pr—
? 1 z7t4273

Os filtros de analise sdo obtidos pela equagdo da decomposic¢ao polifasica tipo 1 ciclica,
H;(2) = (Hyo(2%) + 27 H;1 (2%)) (mod 27 + 1), (5.47)
e os filtros de sintese pela equacao da decomposicao polifasica ciclica tipo II,
Gi(z) = (Gio(2*) + 2G;1(2%)) (mod 2% + 1). (5.48)

Os resultados sao
Ho(z) =z 42242342704 277,
Hi(z)=1+z2z 4224234204277,

Go(z) =14 277
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Gi(z) =1+2""+27",

Os quais satisfazem a condicdo RP para qualquer entrada com N = 8.

5.2.5 Wavelets Ciclicas e Estruturas para Codigos de Bloco

As expressoes da transformada wavelet seguem aquelas obtidas através de estruturas em
arvore logaritmica, as identidades nobres apresentadas nesta secdo garantem a validade das
equagoes. Estruturas em arvore podem ser utilizadas para gerar codigos de bloco sobre GF'(2).
O modelo da codificagdo e decodificagdo foi apresentado no capitulo anterior. Para gerar
codigos em GF(2) basta projetar os bancos de filtros ciclicos como mostrado no decorrer

desta secao.

Exemplo 5.8

Considere os filtros ciclicos projetados no exemplo 5.5, sobre GF'(2) e com N = 8. Con-

sidere a estrutura wavelet da Figura 5.16. A matriz do geradora do codigo é

11001011
10111100

Figura 5.16: Estruturae geradora do cédigo de bloco linear do exemplo 5.8.

Os parametros do codigos sao: C1(8,2,5). Existe um codigo de Goppa (codigo de bloco)

com esses mesmos parametros [19].



CAPITULO 6

CONCLUSOES

6.1 Descricao Resumida do Contetido

Essa dissertacao apresentou a teoria de banco de filtros e wavelets sobre corpos finitos.
Essa dissertacao foi dividida em cinco capitulos. O capitulo 1 apresenta introducao, objetivos
e a organizacao da dissertacdo. O Capitulo 2 apresenta uma revisdo resumida da teoria
de banco de filtros e wavelets existente no corpo dos reais. No capitulo 3 é introduzida
a teoria de banco de filtros com M canais sobre corpos finitos de caracteristica p, quando
MDC(M,p) = 1, e wavelets sobre corpos finitos de caracteristica impar (caso ndo ciclico).
No capitulo 4 é introduzida a teoria de banco de filtros e wavelets ciclicos sobre corpos finitos,
bem como sdo apresentadas aplicagoes em c6digos de bloco lineares. No Capitulo 5 é mostrado
o caso particular para banco de filtros de dois canais sobre corpos de caracteristica dois, e
conseqientemente, wavelets, para os casos ciclico e nao ciclico. Também sdo apresentadas

aplicacoes em codigos de canal (codigos convolucionais e codigos de bloco) sobre GF(2).

6.2 Contribuicoes do Trabalho

Embora existam artigos que tratam de wavelets sobre corpos finitos [9-11, 21], essa dis-
sertacao apresenta resultados e equacgoes inéditas na literatura. Foi mostrado que é possivel
obter wavelets e banco de filtros, ciclicos ou nao ciclicos, para qualquer corpo finito, contrari-
ando algumas referéncias conhecidas [10| e complementando outras |9]. Além disso, a teoria
de banco de filtros ciclicos constitui, per si, uma novidade, tanto para corpos finitos quanto

para o corpo dos reais.
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Dentre as principais contribuigtes do trabalho, se destacam as seguintes:

e A condicao de reconstrucao perfeita (RP) para banco de filtros de M canais sobre corpos

finitos no capitulo 3 (depende de M e da caracteristica do corpo p);

e Uma nova expressdo para a transformada Z inversa para seqliéncias de comprimento finito
no capitulo 4 (A expressao apresentada no capitulo 4 difere da usual [10] e é valida mesmo

que MDC(N,p) # 1);

e A definicdo dos sistemas sobreamostrador e subamostrador ciclico, o que possibilitou uma

nova teoria sobre processamento multitaxa e banco de filtros, ambos ciclicos, no capitulo 4;

e A introducdo da condicdo RP para banco de filtro de dois canais sobre corpos de ca-
racteristica dois, no capitulo 5 (também ¢é mostrado como obter condigdes RP quando
MDC(M,p) # 1). Isso possibilita novas formas de projetos de banco de filtros e wavelets

biortogonais.

6.3 Sugestoes e Trabalhos Futuros

Banco de filtros e wavelets, ciclicos ou nao ciclicos, foram definidos para corpos finitos.
Entretanto, o estudo das wavelets e dos filtros ainda nao esta aprofundado. Em geral, os
melhores filtros e as melhores wavelets dependem da aplicacdo no caso real. E de se esperar
que 0 Mesmo 0corra para corpos finitos.

Essas ferramentas tém um grande potencial em aplica¢bes. Banco de filtros e wavelets nao
ciclicos podem ser utilizados em aplicacoes com co6digos convolucionais, analise multirresolucao
sobre corpos finitos e espalhamento espectral, como foi mostrado em exemplos. Banco de
filtros e wavelets ciclicos tém aplicagbes em c6digos de bloco lineares e podem ser utilizados
em seguranca de dados [24]. No corpo dos reais, wavelets e banco de filtros ciclicos podem
ser utilizados em processamento de Imagens. Trabalhos em andamento implementam anélise
multirresolu¢do em imagens sem alterar suas dimensOes originais, utilizando-se a FFT2D
(“Fast Fourier Transform” bidimensional) e com aplicagoes em esteganografia e marca d’agua.

Como sugestoes para trabalhos futuros relativos aos temas apresentados nessa dissertacao,

podemos indicar:

e Um método para correcdo de codigos convolucionais e de bloco lineares a partir de banco
de filtros definidos sobre corpos finitos. E possivel demonstrar que todo codigo de bloco

linear pode ser implementado utilizando banco de filtros ciclicos sobre corpos finitos, assim
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como todo c6digo convolucional pode ser implementado utilizando banco de filtros sobre

corpos finitos;

Um estudo relativo as matrizes paraunitarias sobre corpos finitos utilizando a k-trigonometria
[6], como mostrado em exemplo nessa dissertacdo (Capitulo 3). A idéia é fazer algo seme-
lhante ao artigo de Fekri et al. [11] para corpos de caracteristica maior que dois, porém,

seria bem mais simples;

Implementar a analise multirresolucao em corpos finitos para aplicacdes em marca d’agua
e esteganografia. Para isso é necessario um estudo sobre o comportamento de filtros sobre

corpos finitos, bem como da amostragem ou aquisicao de dados sobre corpos finitos;

Utilizar banco de filtros sobre corpos finitos para multiplexacdo em multirresolucdo, como

em [1].



1]

2]

3]
4]

5]

(6]

7]

8]

19]

BIBLIOGRAFIA

E. A. Bouton, “Multiplexacao por divisdo em multirresolu¢do: um novo sistema baseado

em wavelets,” Master’s thesis, UFPE, Agosto 2006.

H. M. de Oliveira, Andlise de Sinais para Engenheiros: uma abordagem via Wavelets.

Brasport, 2007.
M. Vetterli and J. Kovacevic, Wavelets and Subband Coding. Prentice Hall, 1995.

G. Strang and T. Nguyen, Wavelets and Filter Banks. Wellesley - Cambridge Press,
1997.

J. M. Pollard, “The fast Fourier transform in a finite field,” Math Comput., vol. 25, no.
114, pp. 365-374, Apr 1971.

R. M. C. de Souza, H. M. de Oliveira, and A. N. Kauffman, “Trigonometry in finite fields
and a new Hartley transform,” Proc. of the IEEE Int. Symp. on Info. Theory, p. 293,
Aug. 1998.

M. M. C. de Souza, H. M. de Oliveira, R. M. C. de Souza, and M. M. Vasconcelos,
Lecture Notes in Computer Science. Springer Berlin / Heidelberg, 2004, vol. 3124, ch.
The Discrete Cosine Transform over Prime Finite Fields, pp. 482-487.

H. M. de Oliveira, J. P. C. L. Miranda, and R. M. C. de Souza, “Spread-spectrum based on
finite field Fourier transforms,” Proc. of the ICSECIT (Int. Conf. on System Engineering,
Comm. and. Info. Technol.), pp. 1-5, 2001.

G. Caire, R. L. Grossman, and H. V. Poor, “Wavelet transforms associated with finite
cyclic groups,” IEEE Transactions on Information Theory, vol. 39, no. 4, pp. 1157-1166,
July 1993.

130



131
[10] T. Cooklev, A. Nishihara, and M. Sablatash, “Theory of filter banks over finite fields,”
IEEE Asia-Pacific Conference on Circuits and Systems, pp. 260-265, Dec. 1994.

[11] F. Fekri, R. M. Mersereau, and R. W. Schafer, “Theory of paraunitary filter banks over
fields of characteristic two,” IEEE Transactions on Information Theory, vol. 48, no. 11,

pp. 2964-2979, November 2002.

[12] A.V. Oppenheim, A. S. Willsky, and S. H. Nawab, Signals and Systems, 2nd ed. Prentice
Hall, 1996.

[13] A. V. Oppenheim, R. W. Schafer, and J. R. Buck, Discrete-Time Signal Processing,
2nd ed. Prentice Hall, 1999.

[14] R. J. McEliece, Finite Fields for Computer Scientists and Engineers. Kluwer Academic
Publishers, 1987.

[15] S. W. Golomb, Shift Register Sequences. Holden-Day, 1967.

[16] A. J. Menezes, P. C. van Oorschot, and S. A. Vanstone, Handbook of Applied Crypto-
graphy. CRC Press, 1996.

[17] D. M. Burton, Elementary Number Theory, 4th ed. McGraw-Hill, 1998.

[18] T. S. Rappaport, Wireless Communications principles and practice, 2nd ed. Prentice

Hall PTR, 2002.

[19] F. J. MacWilliams and N. J. A. Sloane, The Theory of Error-Correcting Codes. North-
Holland, 1988.

[20] R. E. Blahut, Fast Algorithms for Digital Signal Processing. Addison-Wesley Publishing

Company, 1984.

[21] F. Fekri, S. W. McLaughlin, R. M. Mersereau, and R. W. Schafer, “Block error correcting
codes using finite-field wavelet transforms,” IFEE Transactions on Signal Processing,

vol. 54, no. 3, pp. 991-1004, March 2006.
[22] S. Lin and D. J. Costello, Error Control Coding, 2nd ed. Prentice Hall, 2004.

[23] R. J. McEliece, The Theory of Information and Coding, 2nd ed. Cambridge University
Press, 2002.



132

[24] K. S. Chan and F. Fekri, “A block cipher cryptosystem using wavelet transforms over
finite fields,” IEEE Transactions on Signal Processing, vol. 52, no. 10, pp. 2975-2991,
October 2004.

[25] H. S. Stone, Discrete Mathematical Structures and Their Applications. Science Research
Associates, 1973.



APENDICE A

SOBRE CORPOS FINITOS

O objetivo deste apéndice é apresentar, de forma muito resumida, as principais defini¢oes
e teoremas que envolvem a teoria de corpos finitos. Contudo, para um primeiro estudo, é

recomendado a consulta as referéncias [14, 19, 25].

Definigao A.1 Um grupo (G,o) é uma estrutura algébrica, onde G é um conjunto e o é uma
operacao sobre esse conjunto, satisfazendo os sequintes axiomas:

(a) (Fechamento) goh € G para todo g,h € G;

(b) (Associatividade) go (hok) = (goh) ok para todo g,h,k € G;

(¢) (Identidade) existe um elemento e € G tal que eo g = goe = g para todo g € G;

(d) (Inversos) para todo g € G existe g~ € G tal que gog ' =g tog=ce.

Defini¢ao A.2 Um grupo (G,o) é dito ser abeliano ou comutativo, quando nele vale o azi-

oma da comutatividade, isto €, go h = h o g para todo g,h € G.

Definigao A.3 Um corpo (F,+,-) ¢é uma estrutura algébrica onde F é um conjunto, + (adi-
¢ao) e - (multiplicacdo) sao operagoes sobre F', satisfazendo os sequintes axiomas:

(i) (F,4) é um grupo abeliano com identidade chamada de zero e denotada por 0;

(ii) (F' —0,-) € um grupo abeliano com identidade chamada de um e denotada por 1;

(iii) (Distributivideda da multiplicagio sobre a adicdo) = - (y + 2z) = (x - y) + (x - 2) para todo
r,y,z € F.
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Um corpo é dito finito quando o nimero de elementos do corpo € finito.

Definicao A.4 O nidmero de elementos de um corpo finito, q, é chamado de ordem do corpo.

Corpos finitos sdo chamados também de campos de Galois.

Definicao A.5 A caracteristica de um corpo, p, é o menor valor de N, tal que

N

d 1=0. (A1)

n=1

A caracteristica, p, de um corpo finito é sempre um ntmero primo.

Teorema A.1 A ordem de um corpo finito q deve ser poténcia de um nidmero primo, mais

precisamente, da caracteristica do corpo, p, isto €, ¢ = p™, para m € IN*.
Defini¢ao A.6 Um corpo finito de ordem q € representado por GF(q).

Teorema A.2 O grupo multiplicativo formado por GF(q)* é ciclico de ordem q — 1.

Esse teorema indica que existe um elemento primitivo, a, que gera todos os elementos do

corpo por o™, n=1,...,qg — 1, excluindo o zero.

Corolario A.1 (Pequeno Teorema de Fermat) Todo elemento f € GF(q) satisfaz a iden-
tidade

8= 8. (A.2)

Teorema A.3 Para qualquer primo p e m € IN*, existe um corpo GF(p™), este corpo é

essencialmente unico.

De modo menos formal, todos os corpos finitos de mesma ordem sdo isomorfos entre si.
O corpo GF(p), com p primo, é simplesmente a aritmética residual modulo p [17], isto &, o

conjunto {0,1,...,p — 1} com operagoes de adigao e multiplicagdo (mod p).

Teorema A.4 Suponha que w(x) é um polinémio irredutivel sobre GF (p) de grau m. Entao o
conjunto de todos os polinémios na varidvel x de grau menor que m e coeficientes em GF(p),

com adi¢ao e multiplica¢do sobre a aritmética polinomial (mod w(x)), forma o corpo GF(p™).

Esse € um método simples para a geracdo de um corpo finito, o0 método mais comum é a

utilizacao de polindmios primitivos, cujas raizes sao elementos primitivos do corpo.



