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CAPITULO 1

INTRODUCAO

No inicio do século XX surgiram inimeros fendmenos expemiais inexplicaveis de acordo
com a teoria da fisica classica. Trabalhos de Einsteingrbirg, Planck, Bohr, entre outros, culmi-
naram no surgimento da mecanica quantica [1] [2], que coemgl@um conjunto de regras matema-
ticas voltadas para a construcéo de teorias fisicas. Desdgriacdo a mecénica quantica se mostra
como uma das teorias mais bem sucedidas na fisica, com@@igue vao da fisica atbmica e
molecular a astrofisica.

Os sistemas quanticos representam um grande salto tewwo#g processamento de informa-
¢do. Neles anformacdo quéntica& armazenada efnits quanticosdenominados de g-bits, cujos
estados sdo processados por um computador quantico. Adgta@as da evolugdo tedrica e experi-
mental dos sistemas quanticos sdo mostrados na Tabela 1.1.

Os computadores quanticos estabelecem uma alternativdg dan ganho significativo para re-
solver problemas que exigem uma grande quantidade de os@osputacionais para um computa-
dor classico. Bons exemplos constituem o problema da fzgiorde grandes nimeros e o problema
do logaritmo discreto que, ao se utilizar a transformadaaiei€r quantical[7, cap 5], ocorre um
ganho de velocidade exponencial, em relagdo aos melhgadtalos classicos, seja para fatoracao
de grandes numeros, seja no célculo do logaritmo discretutilidacdo do logaritmo discreto ira
propiciar, entre outras coisas, a quebra de sistemasogiffiicos, como 0 RSA [3].

Outra vantagem de se utilizar os computadores quanticosfese as chamadasiscas quanti-
cas que utilizam técnicas baseadas no algoritmo de Groverd Hresentam ganho quadratico de
tempo em relacao aos melhores algoritmos classicos. Cogoataio quantico de busca sera possi-

vel, por exemplo, acelerar o processo para se encontrameete minimo em um conjunto de dados



Tabela 1.1: Evolucao dos sistemas quénticos.

Ano | Acontecimento
1973 | Charles Bennet, comprova a possibilidade da computacacsigel [4].
1980 | E proposto o computador quantico por Paulo Benioff, tendalmaiho de Bennet
como base [5].
1984 | Bennet e Gilles Brassard descobrem o protocolo de cripiagraantica BB84 [6].
1985 | David Deutsch cria o primeiro algoritmo quéntico [7, cap 1].
1993 | O teleporte quantico é proposto por Charles Bennett e crddbees [8].
1994 | Peter Shor cria o algoritmo de fatoracéo [9].
1994 | Lov Grover cria o algoritmo de busca [10].
1996 | A IBM demonstra o BB84 de Bennet experimentalmente, utilitafétons e enviando
por fibras comerciais de telecomunicacdes.
1997 | Neil Gershenfeld e Isaac Chuang descobrem os estados pgetmoe dao
inicio a comunicacao quantica por ressonancia magnétiaan(RMN) [11].
1998 | Demonstracdo através da computacdo quéantica por RMN dostalgs de busca
e teletransporte. Implementacao de diversas portas Bgiganticas usando esta teoria.
2001 | Demonstra-se o algoritmo de Shor por RMN.
2003 | Demonstracéo de emaranhamento entre 0s spins do ndcleovealétton na mesma
molécula combinando-se as técnicas de RMN e ressonaneaimagnética eletrénica (RPE).
2004 | Um grupo do Instituto de Tecnologia da Georgia consegusfieaninformacéo
da matéria para a luz, dando inicio para o desenvolvimentedis quanticas
em grande escala.
2004 | Pesquisadores do instituto Max Planck, na Alemanha, fazeaminho
inverso dos americanos da Georgia e transmitem informagé@gara a matéria.
2007 | Cientistas da Universidade de Delaware, nos Estados Uridnseguem
injetar elétrons com spins polarizados de um lado de um coerge de silicio,
manipular e medir o mesmo spin do outro lado do componente [12
2007 | Cientistas de Harvard descobrem o “g-bit de diamante”, mdda
o paradiga, da “fabricagdo” de um bit quantico, para meraenemcontra-lo na
naturezal13].
2007 | Cientistas das universidades de Copenhagen e Harvardndgarm uma
teoria para construir um transistor para um computadortipeai4].
2007 | Descobre-se que a eficiéncia energética da fotossintesadkedo efeito de superposi¢éo quanti
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desordenados, ou aumentar a velocidade na busca por chigtegréficas, como aquelas utilizadas
no sistema DES [3].

Assim, como um computador classico é construido a partiirdeits elétricos, o computador
quéantico é construido a partir de circuitos quanticos,amhd portas l6gicas quanticas, responsaveis
pelo carregamento, processamento e manipulacao da irfacngaiantica [7]. ardwarequantico
deve possuir a caracteristica de isolamento entre os .qbgtes devem estar isolados do meio e
isolados uns dos outros de maneira a minimizar os erros @g@decoeréncia. Esta dificuldade
€ um dos maiores desafios da implementacao do hardware @uansto que, qualquer alteracéo
de campo magnético, choque de moléculas com o ar pode tmamasfos g-bits. Dependendo da
especificidade desta transformacao define-se algumag<ldescanais quanticos, entre os quais
podemos citar, canal de inverséo de bit, canal de inversfasdecanal de despolariza¢édo. Entende-
se por ruido quantico todo e qualguer fendmeno de naturehss@samente quantica que interfira ou
corrompa a informac&o quantica. A decoeréncia e as cobetdormadas entre o sistema principal
e 0 ambiente, sdo exemplos de ruido quantico.

Uma maneira comumente adotada para aumentar a confiabilidadm sistema de informacédo
gquéntica € a utilizacdo de codigos corretores de errosigoanDiversas construcdes de tais codigos
foram propostas, entre as quais destacamos, o codigo de(jBhtecdo contra a inversao de bit
e de fase simultaneamente), cddigos estabilizadoresvédegmies quanticos dos codigos lineares),
cbdigos convolucionais quéanticos [15], cddigos BCH quénst{16], entre outros.

Para diversas aplicacdes classicas é desejavel que dadoribits da informacéo sejam mais
protegidos que os demais. Isso acontece, por exemplo, éemsais de conversdo A/D, onde 0s
bits mais significativos da transmissao devem ter uma potegaior. Um outro exemplo consiste
na transmissédo via Internet, na qual os cabecalhos dasasagiacisam de um grau de protecdo
maior em relacao aos outros dados. A caracteristica decfmtiesigual de erros (UEP, do inglés
unequal error protectionpdos cddigos corretores de erros classicos foram primemgarobservadas
por Masnick e Wolf[1[7], em 1967, e desde entédo diversos pesdores apresentaram codigos de
bloco [18] [19], convolucionais [20] [21], turbo [22], LDP[23] com caracateristicas UEP. Entre-
tanto, a caracteristica UEP de c6digos quanticos aindanésttidada e constitui o objetivo principal

deste trabalho.
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1.1 Objetivo e Estrutura da Dissertacao

O objetivo principal desta dissertacdo € demonstrar aésdst de cddigos de bloco quanticos
com caracteristicas UEP em canais de inversado de bit e apigersdo de fase.

Este trabalho esté organizado em cinco capitulos e doiglayesn

No Capitulo 2 ser4 apresentado um material introdutério sobre computag&#ormacéao quan-
tica.

No Capitulo 3 serdo mostrados diversos tipos de canais quanticos, asdipniido associados
a cada um deles, além das operacfes quanticas que modelamatieamente a acdo do ruido.
Neste capitulo também abordaremos algumas classes desadigetores de erros quanticos, seus
circuitos codificadores, esquema de decodificacdo poraireralém de um breve resumo sobre
codigos estabilizadores.

No Capitulo 4 se abordara a caracteristica UEP de cddigos corretoresateqeranticos. Fi-
xada uma taxa arbitraria proporemos cadigos de bloco coatieaisticas UEP distintas que tém o
potencial de servir a diversas aplicagdes.

No Capitulo 5 serdo apresentadas as conclusdes e as perspectivaspafzosduturos.

O Apéndice Aapresenta a demonstracdo do teorema da codificagdo quantica
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CAPITULO 2

INTRODUCAO A INFORMACAO
QUANTICA

"A teoria do tudo sera quéntica"

Nielsen

Este capitulo tem por objetivo apresentar um arcaboucomdditeo necessario para o entendi-
mento da teoria da informagao quéantica e da teoria da cartggérros quanticos. O material coberto
envolve os quatro postulados da mecéanica quantica, manizidade, o conceito de bit quantico,
emaranhamento, portas l6gicas quanticas, paralelisnrgiqogentre outros. Maiores detalhes sobre

estes temas séo encontradoslem [7] e [24]

2.1 Algebra Linear - Uma breve Revisdo

Nesta subsecao introduziremos alguns conceitos de Algétear, utilizando a notag&o de Di-
rac.

Na mecanica quéantica o espacgo vetorial de interess€’& composto por todas as n-uplas com
componentes complexas. Os vetores deste espaco vetorakm conhecidos p&etna notacdo de

Dirac, sdo dados por:



U1
V2
=1 . | (2.1)
Un
onde as componentes sdo nameros complexos. Definim@s| como sendo wetor dualde /),

também conhecido pdara

Wl=(vi v o vy ), 2.2)
onde o superescrito * indica conjugado complexo. De possewdtores linearmente independentes
deC", |v1), |va), ..., |vn), podemos definir um conjunto de bases, através das quaugualutro

vetor do espaco vetorial pode ser representado da forma:

0) = ailvi), (2.3)
=1

ondea; s&o nimeros complexos. @oduto internoentre {)) e |p) é definido como a multiplicacéo
do dual do primeiro vetor pelo segundo. A notagéo utilizadalé) ou (|1), |¢)).

A relagéo entre dois espagos vetoriais distiritos W é definida através de uaperador linear
que também pode ser uma aplicacdo de um espaco vetorial Bsf@aan E matematicamente re-
presentado por uma matriz. Dado um operador linkgeralmente escreve-gdv) para denotar a
aplicacéo do operadot ao vetorjv) deV'.

SendoA uma matriz que representa um operador linear, definidfosomo sendo o complexo
conjugado desta matriz. Definimos também o conjugado hamoitdf como sendo o conjugado
transposto da matrid.

Dado um operadod: V — W e |v) e |w) vetores d&” e W, respectivamente, tais qle) =
Alv), entdo{w| = (v|At. Denotamos o produto interno entye e Aly)) por (p| Ay).

Um operador linear pode também ser decomposto na multgalicde um vetofp) pelo dual de

um segundo vetdr)). Essa representagao é conhecida como produto externdene@)):

A = [p) (Y. (2.4)
Dado um operador linear representado por uma matrenota-se o tragco dé por Tr(A). Relaci-

onando o trago com o produto interno temos

Tr(le) (]) = (l¥). (2.5)
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Define-senormade um vetor como sendo a raiz quadrada do produto interncdeli® seu dual:

) = v/ (@) = V() (). (2.6)

Uma outra relagdo entre vetores @mduto tensorial Dado dois vetoregp) e |¢), seu produto

tensorial é representado ggn ® [¢) ou fp)|v).

1 1
@)( ) ¢>(1) 2.7)

(olv) = (1 )(1)1 (2.8)

1 1
lp) (] = ( ) - (2.9)

Por ltimo, o produto tensorial é dado por:

Exemplo 1. Dado os vetores:

0 produto interno é:

O produto externo é:

1
lp)® [¥) = : (2.10)
1

7

Teorema 1(Relag&o de Clausurapendo | a matriz identidadéy) um vetor do espaco vetorial V

de dimensdo d, @), |1)...|d — 1) uma base deste espaco vetorial, enEéj);ol |i) (i| = I.
Prova: Sendov; a componente do vetdr) na direcdol:), entdov; = (i|v) e portanto, o vetor

|v) pode ser representado por:

lv) = . (2.11)
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Desta forma, comqi|v) é um escalar

o) =D _wild) =) _((ilo)li) = Z [8) ((ilo)) = Y (I} ()lo), (2.12)

) 7

(2

0 que implica

Z i) (i| = I. (2.13)

Pode-se decompor um operador linear através de sua refarg@Beem produto externo, utili-
zando a relagéo de clausura. Sé¢jama operacédo d&” emV, {w,} as bases d&’ e {v;} as bases

deV, entdo

A = IAI (2.14)
= (leﬁ(wjl)A(Zlv»(vil); (2.15)
= ile>(<wj|Alvi>)<vil; (2.16)
= ZJ:(<wj|Alvi>)le><vil- (2.17)

ij
Existem algumas classes especiais de operadores linéaresperador é dito ser um operador
normal se satisfizer a relacdA’ = ATA. Se além de normal o operador satisfizet! = I,
dizemos que este é um operador unitario. Uma caracterdstioperadores unitarios para a mecanica

gquéntica é o fato de que preservam o produto interno entretoses:

(U0, Uluw)) = ([T Uw) = (o[T]w) = (vw). (2.18)

Um operador é dito ser positivo se para qualquer Vietodo espaco vetorialp|A|v) € um ndmero
real ndo negativo. Operadores positivos possuem autegghoisitivos. Existe uma maneira alterna-
tiva para representar um operador normal, dada teeleema da decomposicao espectrahtes de

enunciar o teorema, introduziremos alguns conceitos drsegu

Definicdo 1(Operador DiagonalizavelPara um operador linead : V — W, sejal0), [1),...|d—1)
um conjunto de autovetores deste operador cujos respedivovalores sddg, A1, ..., A¢_1. Dize-
mos que este operadoréagonalizavelpodendo ser escrito narma diagonald = Zf:[) i) (i,

se o0s autovetores formarem uma base deste espacgo vetorial.
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Para ilustrar um operador diagonalizavel vamos decomporaaszes identidadelj e a matriz

de Pauli ¢) em suas respectivas formas diagonais:

10

I = = [0)(0] + [1)(1], (2.19)
0 1
1 0

zZ = = 10)(0] — [1)(1]. (2.20)
0 -1

onde
1 0
|0) = ;1) = . (2.21)

0 1

Bases ortonormais de um espaco vetorial V de dimedgialem ser encontradas p@imcesso
de Gram-Schmidique constr6i um conjunto de vetores de bfse)} a partir de um conjunto de
vetores qualquef|w;)}, ndo necessariamente ortonormais. Define-se um vetoalid@ibase orto-

normal como sendp;) = % A partir de|v;) realiza-sel — 1 iteragBes através da formula:

|Wit1) — Z;’}Avilwmnlm . (2.22)
[wk+1) = 325 (vilwi1)vi) |

Definicdo 2(Projetores) SejaV um espaco vetorial de dimensédpe W um subespaco vetorial de

[Ug+1) =

V com dimensag. Através do processo de Gram-Schmidt é possivel constnatase ortonormal

|0),[1)...|d — 1) de V, em quéD), |1)...|k — 1) € uma base ortonormal d& . Desta forma define-se:

P =" |iil, (2.23)
como sendo o projetor de V sobre W.

O operadoK) = I — P é o complemento ortogonal d& Temos como conseqiéncia imediata

da definicao de projetores, o Teorema 2.

Teorema 2. Seja P um projetor do espaco vetorial V no subespacgo W, dptas P.

Prova: Escreve-sé™ como

19



P" = PxPx...x P, (2.24)
= Z |vi) (vsl Z [0,) (W5 Y [on) (vnl; (2.25)
= > [ (il (gl Jva) (vnl- (2.26)

% TN n
Como(v;|v;) = d; j, entdo todos os termos tais que j em [2.26) sdo iguais a zero de forma que

esta equacéo se reduz a

P" = Z [vi) ((vilvi) (it 1]vig) - ) vil- (2.27)

O termo entre parénteses é igual a 1, logo

P" = Z |i)(i| = P. (2.28)

Podemos agora enunciateorema da decomposicéo espectralja prova pode ser encontrada

em [7].

Teorema 3(Teorema da Decomposicao Espectrd)do e qualquer operadd¥ de um espaco ve-

torial V' é normal se e somente se for diagonal em relacdo a alguma beseomal deV/.

2.2 AFisicae alnformacao

E comum estudar a fisica, a teoria da informac&o e a teoriam@wtacido sem perceber a cor-
relacdo entre as mesmas. Rolf Landauer foi quem primeinmeba atencao do fato da informacéo
ser algo codificado em um sistema fisico, enquanto a comjma@lgo a ser executado sobre um
objeto fisicamente realizavel, ou seja, ambos estao diegtnrelacionados a sistemas fisicos, e
conseglientemente, estao diretamente relacionados aosadiyprocessos fisicos fundamentais.

Diversas considerac@es a respeito da implementacdo emdrardevem ser levadas em conside-
racdo, mas vamos num primeiro momento nos ater ao ponto tdenvéss abstrato da fisica e a trés
resultados recentes:Ryincipio de Landaueracomputacao reversivelodemonio de Maxwell

Rolf Landauer, em 1961, se referiu ao apagamento da inf@megmo um processo dissipa-
tivo e consequentemente irreversivel. Um exemplo conbayieé explica dPrincipio de Landauer

[25] € o caso do gas espalhado numa caixa com uma partici@nisaupgue o apagamento seja a
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movimentagdo do gas para o lado esquerdo, independenteasgado inicial seja o lado direito ou

0 esquerdo. Num instante de tempo qualquer retiramos g{ai comegamos a comprimir 0 gas
com um pistéo até que o mesmo esteja por completo do ladordsqireloPrincipio de Landauer
esta compresséao reduzird a entropia do gdA8e « In 2, ondex é constante de Boltzman. Para
um processo isotérmico a temperat(ia trabalho que devemos fornecer a caixa para realizar o
apagamento é W gT'In 2.

O Principio de Landauerapenas estabelece uma cota inferior para a quantidade gacmee
deve ser gasta para que se apague um bit de informacébar@saresclassicos implementados
atualmente encontram-se relativamente préximos desda bt geracdo atual, um apagamento de
uma unidade légica elementar requer cercaz7 In 2 de energia.

Um problema futuro de implementacao a ser resolvido, casmgputadores continuem a di-
minuir de tamanho, é se aproximar cada vez mais do limite delduzer, evitando assim que os
componentes se fundam. Desta forma uma saida viavel sssiaputacéo reversivel

Realizando a computacdo de maneira reversiiiocipio de Landaueimplicaria na inexis-
téncia de um limite inferior, visto que ndo haveria apagamee informacao, pois nenhum bit seria
destruido, j4 que neste tipo de computacédo € possivel sahisrap entradas do sistema a partir de
suas saidas.

Para entender melhor o conceitorégersibilidadepodemos tomar como exemplo as portas |6-
gicas NAND (duas entradas) e NOT. No caso da primeira, sedelsidiida for “1” sabe-se apenas que
uma das entradas estava no nivel légico “0”, podendo a ontrada esta tanto no nivel “1”, quanto
no “0". Portanto, o sinal de saida ndo especifica por completatrada do sistema, e conseqiiente-
mente, se trata de uma porta logica irreversivel. O mesmoodwe para a porta NOT, cuja saida
especifica por completo a entrada. No caso das portas sfegexfica claro que parte da informacao
de entrada foi perdida, ou seja, ocorreu o apagamento dengelos um bit de informacéo de entrada
e consequentemente necessitamos de no minimo<Wla 2 para operar estas portas.

Coube a Charles Bennett [4] mostrar que todo e qualquer gamchputacdo pode ser realizado
de forma reversivel, ndo existindo apagamento, e por caimgeglissipacao. Citamos anteriormente
a porta NAND como uma légica irreversivel, entretanto a neegote ser implementada utilizando-

se a porta Toffoli, exemplificada abaixo:
(a,b,c) — (a,b,c®aAD), (2.29)

ondea, b e c representam as entradas da partaepresenta a operagao “ou-exclusivo” e o simbolo

A representa a operacdo AND. Pode-se mostrar que as légipastddAND e da porta Toffoli séo
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idénticas.

O dltimo dos trés resultados desta se¢do é o paradoxo fispresentado peldemonio de
Maxwell O demdnio representa um mindsculo ser inteligente capabskrvar o estado microsco-
pico de um sistema fisico e aproveitar a ocorréncia de florgfavoraveis para diminuir a entropia

deste sistema. Para explicar melhor este paradoxo, uiiges palavras do proprio Maxwell:

"Mas se concebermos um ser cujas faculdades sdo tdo agucp@asle consegue acompanhar
cada molécula em seu curso, tal ser, cujos atributos sdcearsdencialmente tao finitos quantos os
Nnossos, seria capaz de fazer o que atualmente nos é imgdageme Pois vimos que as moléculas
em um recipiente cheio de ar a uma temperatura uniforme meeeoom velocidades que nao séo
de modo algum uniformes. Suponhamos agora que tal recgpéeseparado em duas por¢des, A e B,
por meio de uma divisdria no qual ha um pequeno orificio, eumeser, que pode ver as moléculas
individuais, abre e fecha este orificio, de forma a perngtie somente as moléculas mais rapidas
passem de A para B, e somente as mais lentas passem de B pigard portanto, sem gasto de tra-

balho, elevar a temperatura de B e abaixar a de A, em contéexdicsegunda lei da termodinamica.”

Inimeros fisicos se debateram tentando responder esthifidade. Leo Szilard sugeriu que
a queda de entropia do gas seria compensada por um aumenttaf@aena cabega do demonio.
Brillouin e Gabor argumentaram que a medi¢do que o demdumiddaposi¢cdo de uma molécula
levaria a um aumento compensatorio de entropia (a abso@iondféton dissipa energia). Para
Charles Bennett, tendo o deménio uma capacidade de menmitdasiin determinado momento seria
necessario apagar uma determinada quantidade de infaypag@ise armazenar novas informacdes,
neste momento se pagaria pelo esfriamento obtido, ou sep@gamento que dissiparia a informacgéo
e ndo a observagdo. Esta tese defendida por Bennett é hegamaratualidade, apesar de ainda

existirem defensores de Brilloin.

2.3 A Mecanica Quantica

Entende-se por mecéanica quantica uma estrutura materpatiaso desenvolvimento da teoria
guantica. A fisica quantica utiliza a mecéanica quantica paplicar a natureza (da mesma forma que
a fisica classica, utiliza o célculo diferencial para ecgnlia natureza). Logo a mecanica quantica nao
fornece necessariamente um conjunto de leis que um detatmiistema fisico deve seguir, mas

fornece toda base matemética para o desenvolvimento deitai©s efeitos da fisica quantica sdo
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fortemente evidenciados para escala molecular, atbmisapadmicas. Na escala macroscoépica,
aquela do nosso cotidiano, a fisica quantica reproduz aftadss e previsdes da fisica classica.

O “mundo quéantico” é uma representacao de um mundo onde gamawm as leis do mundo ma-
croscopico, leis as quais, todo ser humano esté habituasobem definido pela fisica newtoniana.
De uma maneira geral podemos dizer que o mundo deixa de semilgistico e passa a ser regido
por um conjunto de probabilidades.

Considere, por exemplo, um sistema quantico representadmpatomo que pode ou ndo emi-
tir um elétron. Pensando classicamente diriamos que exités estados possiveis: o estado [com
emissap e o estado |[sem emisgddxperimentalmente é possivel demonstrar que em um determi
nado intervalo de tempo teremos uma probabilidade de 0,Bds&0o de um elétron. Desta forma de
acordo com a fisica quéantica, neste instante de tempo fispecisistema nao estaria nem no estado
|com emiss@g nem no estado [sem emiss&sim numauperposi¢cdoDenotando este estado super-
posto porf+)), dizemos que o sistema encontra-se no estage- /0, 5|com emissdo+ /0, 5|sem
emissay. Os estados [com emisg@|sem emissddormam uma base do sistema quantico repre-
sentado por este atomo e seus elétrons emitidos.

Erwin Schrodinger utilizou este caso da emissao radioptiva criar um exemplo mundialmente
conhecido como gato de SchrodingerSua idéia inicial ao criar este exemplo foi tentar mostrar a
falta de completude da teoria quéntica. Schrodinger inmagansituacdo em que 0 mesmo sistema
de emissao radioativa estivesse presente no interior deaixepreta juntamente com um gato, um
contador Geiger, um martelo e um frasco de vidro com gas @soede maneira que o contador ao
detectar a emissao acionaria o martelo que quebraria ofr&hrédinger ressalta o fato de que o
aparelho deve estar protegido contra uma intervenca@gicgtparte do gato.

Este novo sistema classicamente apresentaria dois egtasisiseis que chamarempgvo) e
|morto) em alusdo a morte certa do gato no momento em que o gas é ibétadnundo macros-
cbpico a morte do gato tem probabilidade igual a 50% de oca@rpodemos, mesmo sem abrir o
interior da caixa, verificar se 0 gato encontra-se vivo outmd?ara Schrddinger, isto mostrava que
a mecéanica quantica nao podia ser uma teoria completa, jadmuiaz sentido supor que o gato esta
vivo e morto ao mesmo tempo.

Pensando quanticamente, nenhuma das duas possibilidaggsou |morto) tem probabilidade
de concretizagdo a menos que safservadaee portanto ndo podemos dizer se 0 gato morreu ou
sobreviveu sem ao menos que se abra a caixa para descobstaddedo gato. O gato estara

numa espécie de “limbo”, nemmorto), nem|vivo) até que se abra a caixa. Com o tempo pbde-
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se responder melhor a duvida de Schrddinger, pois o egtade /0, 5|vivo) + /0, 5|morto) é

possivel, entretanto, trata-se de um estado extremammeside el e por isso raramente visto.

2.3.1 O Bit Quantico

No mundo da informacao classica, o bit é a unidade de infaimadsica e pode assumir 0s
valores “0” e “1”. Analogamente a unidade fundamental darimiagéo quantica é o bit quantico ou
g-bit. Matematicamente o g-bit € representado por um vetmptexo no espaco bidimensional com
produto interno (espaco de Hilbert). Chamaremos os vetprexcompdem a base deste estado de

|0) e |2). O estado de um g-bit é portanto uma combinacéo linear destados:

) = al0) + B[1), (2.30)

ondea? + 3?2 = 1, coma e 3 pertencentes ao corpo dos niimeros complexos. Equivalentem

representa-se matricialmente o estado de um g-bit:

w =" | (2.31)
8

Uma base alternativa para representar um g-bit € a chamadabiajugada definida por:

1
%) = 50 % 1), (2.32)
Qualquer estado da formg0) + 3|1) pode ser representado em func¢éo da ha$evisto que:
_ _ ) L =l et a6
[¥) = a|0) + B|1) = N Y Yo +) + 7 [=)- (2.33)

Observe que no caso classico é possivel determinar o estadm dit. Computadores classicos
sempre fazem isso ao recarregarem uma memaria, verificencids bit esta no estado “0” ou no
estado “1”. No caso do bit quantico encontraremos o viillocom probabilidader? e o valor|1)
com probabilidades?. A mecanica quantica nos ensina que ndo é possivel deterasinalores
de« e 3, visto que qualquer medida realizada neste intuito far&tersia representado pelo g-bit
"colapsar” para um outro estado. Entretanto é possivel podari e transformar os estados de um
g-bit de modo a conduzir a resultados de medidas que depedasumente de diferentes estados.
Em resumo, ao medir um g-bit poderemos obter apenas “0” oprdiabilisticamente.

Uma representacdo geomeétrica para o espacgo de Hilbersegpaelo por um g-bit é Bsfera de

Bloch, mostrada na Figura 2.1. Na esfera de Bloch, os angu® definem um possivel estado
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Figura 2.1: A Esfera de Bloch.

para o g-bit. Desta forma reescrevemos a equacad (2.30): como

0 0
|1)) = exp (vy) |cos 5]0) + exp (1) sin 5\1} . (2.34)

Fisicamente o valarxp +y ndo € observavel e portanto torna-se irrelevante, faz

a:

|¢)) = cos g |0) 4 exp (2p) sin g|1> (2.35)

A Esfera de Bloclé uma étima ferramenta para se visualizar um g-bit, enti@tefio existem gene-
ralizacdes para multiplos g-bits, tornando esta analisgsainais abstrata para estes casos.

Entre varias implementacfes possiveis de um g-bit, podeitaws
> O alinhamento de um spin de um elétron de um atomo qualqueglagéo a um campo magnético
externo.
> O alinhamento de um spin nuclear em rela¢gdo ao campo magtetnbém nuclear.
> Duas diferentes polariza¢des de um féton.

> Estados eletrodindmicos de circuitos supercondutores.

v

Polarizacao de fotons com interacdes via cavidade Optica.

> Estado do spin nuclear em polimeros [11].

2.3.2 Multiplos g-bits

Suponha um sistema composto por dois g-bits. Uma base caoimodl possivel para este es-

paco de Hilbert ¢00), |01), |10) e|11). Um par de g-bits pode existir como uma superposi¢éo destes
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quatro estados, logo o vetor estado que o descreve podes&y esmo:
‘¢> = a0]00> + a1]01> + a2\10> + a3]11>. (236)

Matematicamente, representamos um estado de um sistemati®as g-bits por um vetor em um
espaco de2dimensdes, ou seja, 0 produto tensoriahdespacos. Um vetor geral para representar

um estado de um sistema de-bits é:

2" —1

W) = agla). (2.37)

=0
A Equacéaol(2.37) mostra uma representacao do principiogisosicdo, onde o estadg [¢ uma

combinagdo linear das base$ do sistema quantico em questado. Os coeficiemtesao nimeros

complexos tais que:

D ag* =1. (2.38)

2.3.3 Os Postulados da Mecanica Quantica

A teoria quantica pode ser desenvolvida baseada em quattalgaos basicos. Tais postulados
fornecem a base para a computacéao e informacédo quanticaedesdo por completo qualquer sis-

tema fisico. O primeiro postulado define o tipo de espaco mabspienquadra o sistema quantico.

Postulado 1 [Espaco de estadospssociado com qualquer sistema quantico, existe um espaco
vetorial complexo com produto interno, com seqiiéncia decae que sdo covergentes (Espaco
de Hilbert) chamado de espaco de estados. O estado do sisfg@miico € um vetor unitario neste

espaco de estados.

O g-bit descrito anteriormente representa o sistema dquiamiais simples. Sendo) e |1), bases
deste espago de Hilbert, o estddo = «|0) + b|1), satisfaz a condi¢ca@)|)) = 1, uma vez que
la|? + |b]? = 1. O segundo postulado é responsavel por descrever a lei lg@odemporal de um

sistema quantico.

Postulado 2 - [A dindmica do Sistema].A evolucao de um sistema quantico isolado do meio é
representada por uma transformacao unitaria, ou sejajyseé o estado do sistema em |¢) 0

estado do sistema ety e U € um operador unitario que relaciona os dois estados,@nta
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o) = Ulip). (2.39)

No Postulado 1, vimos que a mecénica quéntica ndo diz quabgesle estados de um sistema. Para
o Postulado 2 este raciocinio é analogo visto que ela tamBérdin quais operadorésdescrevem
sua dindmica. No caso de um g-bit, qualquer operador umitapode ser implementado. Portas
l6gicas quanticas sdo exemplo de operadores unitariostedaxmomentos em que torna-se necessa-

rio observaro sistema. A observacao ndo é necessariamente descritaadransformacao unitaria.

Postulado 3 [Medicdes]. Medi¢cBes quéanticas sdo descritas por uma colegf de operadores
de medicéo. Estes sdo operadores atuantes no espaco desdtadistema que esta sendo medido.
O indice m refere-se aos resultados da medicdo que podemeocar experimento. Se o estado
do sistema quéantico imediatamente antes da medig#@o,éentéo a probabilidade do resultado m

ocorrer é dada por:

p(m) = ([ M}, My, [0)). (2.40)

O estado do sistema apds a medida sera:

(2.41)

Os operadores de medicéo satisfazem a relagéo de cIaE%yMLMm = I, que expressa também

o fato da soma das probabilidades serigual a 1:

1= p(m) = (P|M],M,,[¢). (2.42)

m m

Observa-se que o ato de medir ira perturbar ou colapsarasrsigtara um determinado estado.
Esta pertubacao esta relacionada com a aleatoriedadécgua@ntnedida possui em si um elemento
aleatdrio que nao permite que determinemos o resultadcsting a partir do resultado da medida.
Ninguém sabe ao certo porque este colapso acontece aoizarraahedida.

Para um sistema de um g-bit definimos os operadores de medida:

My = [0)(0] My = [1)(1]. (2.43)

Suponha que o estado a ser medido)= a|0) + b|1). Para o caso de um g-bit, a probabilidade de

se obter 0 na primeira medida é:
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p(0) = (| M Moly) = (| Mo|h) = |al?. (2.44)

Seguindo 0 mesmo raciocinio obtemos p(1y%. Portanto, de acordo cofm(2]41) o estado final do

g-bit em cada caso sera:

M,
ol¥) _ a5, (2.45)
|al |al
Mylp) b
= —|1). (2.46)
0] 0]
Os termos%: e & sdo chamados de fatores de fase globais, possuem médulolirderéerem na

la] ~ 1]
estatistica, portanto podem ser ignorados.

Um resultado interessante diz respeito a medida de doitssg-Buponha um par de g-bits no
estado descrito pol (Z.86). Medindo o primeiro g-bit, paraplo, obteremos 0 com probabilidade
a? + a3. Ocorre entdo uma renormalizacgéo do estado do sistemay sezglado apos esta primeira

medicdo igual a:
a0|00> + ay |01>

NCET:

Realizando uma segunda medi¢do no segundo g-bit, obte@ows probabilidad%f%z € 0 pro-

¥) = (2.47)

ximo estado sera

) = 24 |00). (2.48)

Teorema 4 (Distinguibilidade entre Estados Quanticog)penas estados quanticos ortogonais po-

dem ser perfeitamente distinguidos entre si.

Prova: Suponha que um transmissor e um receptor possuem um codgntestados{|yy) } de
conhecimento de ambos. O transmissor apos escolheryintal que (1 < k£ < n) e o envia
pelo canal. Utilizando o Postulado 3, caso o conjunto dedssd|)} seja ortonormal é possivel

distinguir os estados entre si utilizando operadores deidzedi/; na forma:

Para garantir a relacéo de clausura definimos também um operd/, como:
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Mo = [1=2" |ve) (Wl (2.50)

k0

Utilizando tais operadores, ao se preparar um estado teremos parg # k:

p(3) = (x| M;[¢r) = 0, (2.51)

p(k) = (Y| My|yr) = 1, (2.52)

0 que nos da a certeza que o indicecorreu. Por outro lado, caso o conjunto de estafl@s;) } ndo
sejam ortonormais o conjunto de probabilidades descritngd2.51) e[(2.52) retornara mais de um
valor dep(i) > 0, para(l < i < n), pois o estaddy;) tera componentes n&o nulas decompostas

em diversas componentes nao ortogonais.

O quarto postulado trata da relacdo entre dois ou mais sisteimples que podem se unir para
formar um sistema maior. O espaco de estado do sistema ctngeréd formado pelo espaco de

estados dos sistemas individuais.

Postulado 4 [Sistemas Compostos]O espago de estados de um sistema quéantico composto € o
produto tensorial dos espacos de estados dos sistemassfigicnponentes. Desta forma, se os sis-
temas sdo numerados de 1 a n e o sistema nimero i esta prepaoagikiaddy);), entdo o estado

total do sistema é dado pdtr )| @ |¢2) @ ... @ [hy,).

Para o exemplo de espago de Hilbert formado por dois g-bitsps$:|00) = |0) ® |0), |01) =
10) @ 1), [10) = |1) ® [0), [11) = [1) @ [1).
Aplicar um operador unitari® ao primeiro g-bit, equivale a aplicdf ® I ao sistema composto.
No caso de multiplos g-bits podem ocorrer estados que n&npedr escritos como produto tensorial
de estados de um g-bit. O Postulado 4 e o principio da supefipade estados quanticos permitem
a consideracao de estados de sistemas compostos da forma:
_ |00) + |11)

1) = — (2.53)

Estados desse tipo possuem propriedades notéveis e gemnstitn tipo de recurso computacio-
nal inteiramente novo e de natureza exclusivamente q@éséio conhecidos conestados emara-

nhadose serdo melhor definidos mais adiante.
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2.3.4 Medicdes Projetivas

Um importante caso especial do Postulado 3 sdo as medigijetias, pois sdo de grande inte-
resse para a decodificagdo quéntica. Por definicdo, a medigdiya é descrita por um observavel

M, que opera no espaco de estados do sistema a ser observaatmmypbsicao espectral dé é

M =Y "mPy, (2.54)

ondem séo os possiveis resultados da medida e correspondem awalawgsm do observavel,
assim comop,, € o projetor sobre o auto-espacodede autovaloimn.
Utilizando o Postulado 3 e Teorermh 2, temos que a probatidide se obter o resultade é

dada por

p(m) = (Y|P ¢)). (2.55)

Ao se obter o resultade, logo apds a medida o novo estddd) do sistema sera

[¥') =

Vale ressaltar o fato dos projetorBs,, serem projetores ortonormais. Esta caracteristicaijuente

(2.56)

com a distinguibilidade de estados quanticos (Teoftdma deéagnara possivel a decodificacédo da
informacao recebida em sistemas de comunicac¢éo quantica.
2.3.5 Representacdo em Matriz Densidade

O nao-determinismo da mecénica quantica freqientementiuza situacdes em que um ve-
tor de estado do sistema ndo € conhecido, 0 que nos leva éhamabam uma colecdo de estados
possiveis{|y;)} e suas probabilidades de ocorréngia}. Estes estados, em conjunto com estas
probabilidades, formam uransembleestatistico que nos leva naturalmente a definicAmdgiz

densidade
P = Zpi|7/}i><7/)i|a (2.57)

emquep;, > 0e) . p; = 1. Dentre as caracteristicas da matriz densidade, podetaas Ci

> E um operador positivo:

{elole) = Zp@ (plep) (plai) = Zpl ({elei)? = 0. (2.58)

30



> Seu traco é igual a 1:

me (1a) (i) Zp@ (Wilgs) =D _pi=1. (2.59)

Através do traco dg?, podemos saber se um estado é puro ou ndo. Defipem:

p7 =)0 pipla ) il (Wil =D pipidi gl (Wil = p2lebi) (il (2.60)
i ig i
Logo
ZpQTr [a) (i) sz <1 (2.61)

A igualdade sera satisfeita se e somentg;se 0, exceto para um indicg tal quep;, = 1, o que
caracteriza um estado puro. Portanto, o estado sera pur¢se F 1.

Em contrapartida chamaremoseigtado mistéodo estado tal que Tp?) < 1. Sendo a evolugdo
de um sistema fechado descrita por um operador liieép;) o estado inicial do sistemalé|«;) o

estado apds a evolucéo, a evolucdo do operador densidad#askerpor:

p—me meplUm Y (i|UT = UpUT. (2.62)

Para o estado inicial);) a probabilidade de se obter como resultado de uma medida é:

p(mli) = (i | M), My |1h;) = To(M, M, 1b3) (03] (2.63)

Desta forma

Zp mli)p me (M, Mo |3) (3) = Tr(MF, My p). (2.64)

Ocorrendo uma medlda com resultadoentao apos esta medida, o sistema se encontrara no estado:

Mm [
i) = Yo ; (2.65)
\/(7/11|M;1Mm|¢z>
e 0 hovo operador densidade sera:
Zp ilm)[y) Zp ) M [3) (Wi My, (2.66)

w@ | M, M |

Como
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p(m,i)  p(ml|i)p;
pm) ~ p(m) (2:67)

substituindo[(Z2.63) ¢ (2.64) efn (2167) obtemos:

p(ilm) =

Tr( M, M |1;) (i) ps .

ilm) = 2.68
plilm) Tr(M,, M, p) (2.68)
Entéo, substituindd (2.68) el (2166) resulta em:
) a T

pm = sz TrH(M§,M,np)  Tr(M5M,.p)

)

2.3.6 Operador Densidade Reduzido e Trago Parcial

A aplicagdo mais importante do operador densidade diz itespelescricdo de subsistemas de
sistemas quanticos compostos. Para esta analise utikzamperador densidade reduzido cuja defi-
nicdo vem atrelada ao conceito de traco parcial. Dado d&tesrsas fisicos purad e B, a operacao

traco parcial sobré é dada por:

Trg([a1)(az| @ |b1)(b2|) = |ar)(az|Trp(|b1)(bal), (2.70)

ondeja;) e |as) s&o estados dé e |b,) e |by) de B.
Logo, sendp?? = p4 ® p” o operador densidade do sistema composto, definimos o @perad

reduzido para o sistemd por:

pt = Tre(ptP). (2.71)

2.3.7 Entropia de Von Neumann

Na teoria da informacéo classica, um importante parametienéropia de Shannon. Nateoria da
informacao quéantica, temos uma descricdo semelhante gsnggeradores densidade substituem as
distribuicbes de probabilidade utilizadas na definicaolien8on. Von Neumann definiu a entropia

de uma matrip por:

S(p) = —Tt(plogy(p)) = — Z Ailogy A, (2.72)

onde)\; sao os autovalores ge
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2.3.8 O Emaranhamento

O emaranhamento é responsavel por diversas aplicacfessimpis de serem realizadas no
mundo classico, bem como pela grande capacidade de prowrgsados computadores quanticos.
Dado o estado emaranhado ém (2.53) é impossivel definitéa@aa formdy) = |A) ® |B),

onde|A) e |B) séo g-bits da formg4) = «|0) + 3|1) e |B) = 4/|0) + ~|1), pois

|) = @d|00) + ay|01) + 55]10) + Bv|11). (2.73)

N&o existe, portanto, um conjunto de valores parg, § e+, que facal(2.73) se resumin@0) +

|11))/v/2. Calculando a matriz densidade deste estado emaranhaahoasbt

_ (100) +[11)\ ({00 + (11|
_ < - )( ¥ ) (2.74)
_ 100){00[ +]00)(11] ; [11)(00] + [11){11] (2.75)

O operador matriz densidade do segundo g-bit (g3Dié:

PP = Tra(p); (2.76)
_ TrB(]00><00\)+TrB(]11><00\)—i—TrB(\OO}(ll])+TrB(\11>(11])' 2.77)
! , .
_ 10)401010) + 1) (OI(O[1) -+ [0) (L[ (1]0) + 1) {1[{1]1) (2.78)
2

Desta forma tem-se:

ph = = 0O 2.79)
Realizando o traco parcial em relacdo ao primeiro g-bitrebtes o mesmo resultado, que sdo ma-
trizes que apresentam mistura estatistica maxima paragebidp, = % epy, = %). Perceba que
individualmente cada g-bit apresenta entropia maxisitat) = S(p?) = 1). Aparentemente temos
um resultado contraditério visto que se aplicarmos a féandal entropia de Von Neumann[a (2.75)
encontraremos$ = 0, ou seja, 0 emaranhamento € caracterizado por duas comesiatividuais
de entropia méxima que quando formam um sistema compostseagam entropia zero. Além do
estado[(2.593) existem ainda outros trés estados emaranpadodois g-bits:

_|00) —|11)

1) = B (2.80)

33



|01y + |10)
|13) = — % (2.81)

_|o1) — [10)
1ha) = —7% (2.82)

Note que|in ), [12), [13) e ]is) formam uma base no espaco de Hilbert para dois g-bits. Esta ba
€ chamadéase de Belbu paresEPR, em homenagem aos pioneiros no estudo das propriedades d
emaranhamento, Einstein, Podolsky e Rosen. Para maidoesacdes a respeito do resultado EPR
consultar|[26] el[27].

Uma outra caracteristica importante do emaranhamentesiieito ao terceiro postulado. Supo-
nha que se faga uma medida no gitif de um estado emaranhado, representadafbr= |0)(0|

e M{* = |1)(1]. Supondo que o resultado seja “0”, o sistema entdo colapaspmstado:

_ Mgly)

[Vag,) = \/g

O resultado acima é bastante interessante, pois encontaredultado do primeiro g-bit, o segundo

= [00). (2.83)

fica automaticamente determinado. Isto ocorre apenas etiosstmaranhados, pois para estados
nao-correlacionados a medida de um g-bit ndo interfere tro gtbit. Esta interferéncia entre g-bits
localizados remotamente é conhecida p&o localidade Entre as inUmeras aplicagfes de estados
emaranhados podemos citar o teleporte [7], a codificac@rdepsa [7] e aplicacdes a criptografia

quantical[28].

2.4 A Informacéo Quantica

De posse de um arcabougo da mecanica quantica, podemoadacamo estudo da informacao
gquéntica. O termdnformacéo quéanticangloba todos os meios de processamento da informacéo
através da mecanica quantica.

Inicialmente vamos nos ater a alguns tdpicos que evidenagdiferencas entre a informacao
guantica e classica: Teorema da Nao ClonageeaDesigualdade de Belgue trata das correlagbes
nao-locais.

Como vimos no Postulado 3, a aleatoriedade quantica impéicdestruicao do estado quantico.
Isto se relaciona com o fato da informacé&o quéantica ndo Eetaropiada com perfeita fidelidade.
Este resultado datado de 1982 foi obtido por Wooters, Ziggkd Diecks|[30] e é conhecido como

Teorema da Nao Clonagem
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Teorema 5(Teorema da N&o Clonagem) estado quantico ndo pode ser copiado.

Prova: Suponha que dois g-bits A e B estdo nos estados pujos |o), respectivamente. O sis-
tema encontra-se, portanto, inicialmente no estagox |o). Suponha uma transformacgé&o unitaria

U capaz de realizar a clonagem de um estado, ou seja:

U([¢) @ lo)) = [¢) @ |9). (2.84)

Da mesma forma, se A encontra-se no estado

Ulle) @) = lo) © ). (2.85)

w><a), o><c), @(e)’ (2.86)
b d f

Para

ac ec a2 62
ad ed ab ef
) ®|o) = ey ®lo) = ;W) ely) = , ey ®le) =
be fe ab ef
bd fd b? 12
Tomando o produto interno de (2184) e (2.85), obtemos:
UU(aec? + aed® +bf® +bfd?) = a%e? + abef + abef + b2 f?; (2.87)
(ae)(c* +d?) + (bf)(c* +d®) = (ae+bf)? (2.88)
(ae +bf) = (ae+bf)? (2.89)
Wlo) = (Wlp)* (2.90)

Como as solugdes de= z? sdo obrigatoriamente = 0 ez = 1 entdo [2.9D) também tera como
solu¢desy|¢) = 0 ou (¢|e) = 1, ou seja, SO é possivel copiar estados ortogonais entresdcs

impossivel uma eventual maquina para clonagem geral.

Sabemos que a informacao classica pode ser copiada, j& o@ueastico, se fosse possivel a
copia perfeita do estado quantico, poderiamos entdo membservavel da cdpia sem perturbar o

estado original violando o Postulado 3 (destruicdo do estadervado).
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A maior diferenga entre a informacéo classica e quantiddee® conceito deodificagdo em
correlagdes néo locais

A influencia do resultado de uma medida em um g-bit sobre @esta outro g-bit, como des-
crito em [2.88), ainda que localizado remotamente em relagdprimeiro € um exemplo da néo-
localidade.

Coube a John Bell [27], em 1964, descobrir um resultado ettéapaz de decidir em um teste
experimental se a ndo-localidade de fato existe em sistgu@adicos emaranhados. A este resultado
chamou-s®esigualdade de Belfjue estabeleceu um limite superior para a correlacaormetleas
feitas em observaveis de g-bits separados.

Mostrou que todos os progndésticos da mecéanica ndo poderyseduzidas por nenhuma teoria
de variavel escondida local, ou seja, toda informacao &icada emcorrelacdes nédo locaigntre
as diferentes partes de um sistema fisico, ndo havendouguatgntra-partida classica para tais

correlagdes.

2.5 Portas Logicas Quanticas

O processamento da informacéo quantica é realizado petnstes quéanticos através do uso de
portas légicas quéanticas

No computador classico, o exemplo mais simples de uma pagtea € o inversor. Para um
computador quantico, a operacdo analoga ao inversor é cdatporinversado de bitA porta l6gica
quantica ira operar ndo apenas nos estijos|1) como também nas superposicdes destes estados.
Um modo conveniente de representar o equivalente quartgicwvdrsor l6gico € definindo a matriz

X como:

0 1
X = . (2.91)
10

Para um estadj@)) = «|0) + /3|1), temos 0 seguinte mapeamento:
X = . (2.92)

Portas quanticas de um g-bit sdo representadas por ma&k2esxistindo desta forma uma infini-
dade de portas deste tipo. Trés portas importantes, quenseterisualizadas na FiguraR.2 sao,a

aZ e aH (operacao Hadamard). Nenhuma possui equivalentes aéssiportaZ atua invertendo
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a fase do sinal e a Hadamard transforma um estado puro em adoesharanhado. Sao definidas
por:

y= " ) 2P} o m ) (2.93)

.0 0 -1 V21 1

Um protétipo de porta logica quantica de varios g-bits é aap6rNOT ouNAO controlada que
consiste de dois g-bits de entrada denominadosg it de controlee g-bit alvo. O g-bit de controle
ndo tem seu estado afetado pela porta, entretanto defimeséotraacéo que ocorrera ebit alvo.
Caso o controle sej@) nada acontece com o alvo. Se o controle [fgro alvo é invertido. O

mapeamento realizado por uma porta C-NOT é:
|00) — |00), |01) — |01), |10) +— [11), |11) > |10). (2.94)

Como existem dois g-bits de entrada, uma possivel base gtarBgpaco de Hilbert|60), |01), |10)
e |11). Utilizando [2.94) chega-se a representacéo matricial para porta C-NOT, visto qyeo) e
|01) s&o mapeados neles mesmos, enqudntoe |11) sdo mapeados um no outro, o que nos da a

transformacéo unitariély para a porta C-NOT:

0
0
1

(2.95)

0
1
Ucn =
0

o o o =
o o O

010
Para um g-bit de controlel) = «|0) + 5|1) e um g-bit alvo B) = §|0) + ¢|1), temos uma entrada
equivalente aAB) = ad|00) + ap|01) + £5]10) + Bip|11). Portanto

ad 1 0 0O ad
01 0O
Wl - i (2.96)
By 000 1 36
36 0010 By

Através de portas C-NOT, Figura 2.3, e portas de um g-bit trada é possivel construir qualquer

outra porta légica quéntica, ou seja, estas sdo portasreaise

2.6 Paralelismo Quantico

O fato de avaliar uma funcéo genéritar) para diversos pontos simultaneamente é uma ca-

racteristica de computadores quanticos chamagad®elismo quanticoO paralelismo foi citado
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W=aly+pl) —— Y —— ¥ =-iplo)+ ial1)
Wy=olo)+Bl)y — Z - ¥ =alo)- Bl

Wy—aly+plty — H - vy = @*BI0+@-pi
2

Figura 2.2: Portas logicas quanticas Y, Z e H.

|A—— I~
B < |A®B)

Figura 2.3: Portas logicas C-NOT.

por David Deutsch [31] como o fendbmeno que melhor enfatizadepde processamento dos com-
putadores quanticos.

Analisemos a seguir o exemplo de Deutsch. Imagine uma fufi¢élo: {0,1} — {0,1} de um
unico bit. Note quef(0) e f(1) podem assumir dois valores cada. Suponha que esta fungéo sej
computada por uma caixa preta e que desconhecemos quaisadiasfgncdes possiveis esta sendo
executada. Suponha também que o processamento dure ceroa tera.

Classicamente precisariamos de uma hora para calculabode&f (0) e mais uma hora para
calcular o valor def (1), ou seja, 2 horas para definir qual das fungdes possiveia sstprocessada
pela caixa. Suponha que tivéssemos uma verséo quantieaca@st preta. Como vimos nos postu-
lados, a acdo deste computador quantico deve ser unitaneesivel, ou seja, precisamos de uma
funcéoU; que mapeia dois g-bits em dois g-bits.

Uma maneira possivel de implementar a fungcdo em um computadmtico seria considerar
uma maquina iniciada no estatiq y) transformando-a mediante portas légicas|emy @ f(x)),

em qued indica a adicdo mddulo 2, portanto definindo-se a transfo@ima

[)]y) =[x}y © (). (2.97)

Este mapeamento ir4 trocar o segundo g-bit se o primeirgfaiia “1” e preserva-lo caso o pri-
meiro seja igual a “0”. Por se tratar de uma computacao quéintiodemos utilizar o principio da

superposicéo e definir o g-bit alvo como sendo uma supedmsig|0) e |1). Suponha entdo que
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seja preparado o estagl%ﬂo) —|1)) como alvo e quér) seja o g-bit de controle. Desta forma

1 1 o1
E(!@ — 1))~ \w>7§(!f(x)> —|f@) @ 1) = |2)(~1)7¢ )ﬁ(!@ +11).  (2.98)

Suponha agora quye) = —5(|0) +[1)). A Equacao[(2.98) fica da forma:

Uy : |x)

SO A0 D) Lo gyl = D
Uy SRR e () Ol0) + (O (2.99)

Se f(0) = f(1), chamaremos esta fungéo fimcdo constante Paraf(0) # f(1) a chamamos
de fungéo balanceadaRealizando uma medig&o projetiva sobre a base conjugataspara o
primeiro g-bit|+) = %(|0> + |1)) obteremos+) se a fungédo for balanceada pu) se for uma
funcdo constante, ou seja, com uma Unica medida é possikail exna caracteristica da funcao que
no mundo classico exigiria duas medidas. Isso s6 foi pdggpiaeas superposicéda base0) e|1),
de modo que podemos extrair informacgéo global analisaneioespuma parte do sistema e o grau de
dependéncia desta parte com as informag¢g@ege f(1).

O poder do paralelismo quéantico é devido ao fato de na mexgoi@ntica a informacao é codi-
ficada em correlacbes néo locais. A capacidade de extraiormiacdo contida neste paralelismo é
talvez a grande funcéo do engenheiro para tais sistemaso €&mmplo podemos citar os algoritmos

de Deutsch e Deutsch-Jozsa (ver Capitulo 1.de [7]).
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CAPITULO 3

CODIGOSCORRETORES DE
ERROSQUANTICOS

"Quando ouvi falar sobre o gato de Schrddinger, procureapgeinha arma”

Stephen Hawking

O sucesso da implementacéo de um computador quantico estieatd a minimizacao dos efei-
tos do ruido quéntico. Este computador devera ser capazdgirca informacgéo quantica corrom-
pida através do emprego de cédigos corretores de erroscpR(E CEQ). Neste capitulo, apresen-
taremos as operacdes quanticas que modelam matematieamattacao do ruido quantico. Em
seguida, trataremos de conceitos fundamentais relagsreas CCEQ e das condi¢cfes necessarias
e suficientes para a construcdo de um CCEQ [32]. Abordaremdeapal classe destes codigos:
0s codigos estabilizadores, além de exemplos de codigasafiamns tipos de canais quanticos, tais
como o cadigo de inversdo de bit, codigo de inversédo de fasdigo de Shoi [33].

Convém destacar que erros operacionais, intrinsecosaspdgicas quanticas, nao serdo aborda-
dos neste capitulo. Para o estudo destes, foi desenvoliedaaquantica de tolerancia a falhdg].

J& os erros de decoeréncia sdo protegidos pelos CCEQ, quep@amentos de g-bits emn ¢-
bits, onden > k. Osn — k g-bits adicionais séo referentes a redundancia adicicaa@nsagem

aumentando a protecdo da mensagem frente a alteragesjautdesspor parte do ruido quéntico.



3.1 Operacdes Quanticas
3.1.1 Do Ruido Classico ao Caso Quantico

Em um canal de comunicacgdao classico, a probabilidade dedsbido estar no estage dada

pela lei da probabilidade total:

p(Y =y) =) p(Y =y|X =x)p(X = x). (3.1)

Sejamp, e p; as probabilidades a priori do bit classico estar no estadol) espectivamente gg €
q1 as probabilidades correspondentes apds a transmissé&@mBee@screver o sistema com base em
(31) da forma:

@\ _[Ll=-p » Po ’ (3.2)
@ p l1-p 1
ondep é a probabilidade de erro.
Para sistemas quanticos o raciocinio € analogo, pois estadmticos sdo representados pelo
operador densidagee a atuacao do ruido quantico no estadquando este é transmitido ao longo
de um canal quantico, é representada por um mapearfieute relaciona com o estado fingl’ da

forma:

P =E(p). (3.3)

Este mapeamento reflete as mudancas devido a dindmica eloajstecorrente de algum processo
fisico. Tal mapeamento é chamadoageeracdo quantica

Existem diferentes abordagens de compreenséao de opetagigras: sistemas acoplados com
avizinhanca, representacdo de operador-soma, axion@siesnte motivados. O primeiro método é
baseado na idéia do estudo do sistema com sua vizinhangadiaum forte paralelo com o mundo

classico e sera descrito a seguir.

3.1.2 Sistema Acoplado com a Vizinhanca

De acordo com os postulados da mecéanica quéntica, sabemasdipémica de sistemas quan-
ticos fechados é representada por transformacdes usitédiaa transformacad atuando sobre o

estado iniciap, faz o sistema evoluir para um estaldeT, como mostrado na Figura B.1.
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/J e U \ e ( / [ ) ( T
Figura 3.1: Evolucéo de um sistema quéantico fechado.

p -1 _ 2(p)

Pamb :

Figura 3.2: Evolugdo de um sistema quéntico aberto.

Descreveremos sistemas quanticos abertos, como a irdgestacgistema principal com um se-
gundo sistema que chamaremosdienteinicialmente no estada, ., de maneira que a unido do

sistema principal com o ambiente forma um sistema quargitoafdo, como ilustrado na Figlral3.2.

Neste modelo, supomos a entrada do novo sistema como gendq,,,. Em geral, isto ndo
ocorre devido as constantes interacdes caracteristicsistdmas quanticos, o que leva a formacéao
de correlacdes devido, entre outras coisas, as trocasateecéile 0 sistema principal e o ambiente.

Vimos na Secélo 2.3.6 que a operacgao traco parcial permie @bperador densidade reduzido.
Desta forma, de acordo com a Figlral 3.2, o sistema nédo ietenags com o ambiente apds a trans-
formacé&o unitaridJ e podemos entdo realizar o trago parcial sobre o0 ambientecpueé o operador

densidade reduzido:
E(p) = Tramb[U(p & pamb)UT]- (34)

A Equacao[(3.4) é a definicdo de operacbes quanticas patamaiacoplado com a vizinhanca. No
caso da transformacdd ndo envolver qualquer interagdo com o ambiente o mapearaerdada

forma:

E(p) =UpUT, (3.5)

onde definimo$/ como sendo a parte dé que atua somente no sistema principal.
De um modo geral, se uma determinada operacdo quanticai gostementos de operacao,

entao:

E(p) =Y _ EwpE}. (3.6)
k
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3.2 Ruido Quéantico

O ruido classico é um sinal aleat6rio que corrompe o sinaktnitido. Suas causas sao as
mais diversas possiveis, podendo ser causado por estétigaeratura, campos eletromagnéticos,
dependendo do tipo de sistema a que se refere.

Entendemaos por ruido quantico todo e qualquer fendmenotdesza exclusivamente quantica
que interfira ou corrompa a informacdo quantica. A deco@énas correlagdes formadas entre o
sistema principal e o ambiente, sdo exemplos de ruido @@éamipresentaremos a seguir um breve
resumo dos canais quanticos mais conhecidos, bem comorosrites de operacdo que compdem
a operacao quantica que modela o canal. Neste capitul@nussios operadores, Y, Z, H que

descrevem as portas légicas descritas na $ecko 2.5.

Canal de Inversao de Bit

O canalcanal de inverséo de bitiverte o estado de um g-bit dé) para|l) e vice-versa com

probabilidadd — p. Os elementos desta operagao séo:

10
Ey=./pl =/ ; (3.7)
0 1
0 1
Ei=+1-pX=+/1-p . (3.8)
10

Desta forma, o estad®) = «|0) + 3|1) € mapeado no estadip) = (3]|0) + «|1). Este canal é o

equivalente quéntico do canal classico BSC.

Canal de Inversdo de Fase

O canal de inversao de fase é representado pela operac&gufre mapeia g-bit no estado
|v) = «|0) + B]1) no estaddy) = «|0) — ]|1) com probabilidaded — p. Seus elementos de

operacao séo:

1 0
Ey=pl=1/p 01 ; (3.9

1
Ey=\1-pZ=41-p . (3.10)
0 —1
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Canal de Despolarizacdo

O canal de despolarizagéo consiste do ruido quantico negisé uma probabilidadedo g-bit
ser despolarizado, ou seja, ser substituido pelo e%tﬁdé\ operacdo quantica que representa este

sistema é:
€lp) =5 + (1 =p)p. (3.11)

Usando o fato que:
I p+XpX+YpY +ZpZ

5 7 , (3.12)
e substituindd(3.12) erh (3.11) temos:
_ 3p p
E(p) = (1—Z)p+ Z(XpX—i—YpY—i—ZpZ). (3.13)

Portanto, os elementos de operacéo do canal de despdarzio,/1 — 3p/41, \/pX/2, /DY /2
e.\/pZ/2.

3.3 Fidelidade

O conceito ddidelidadetrata-se de uma medida de distancia entre dois estadosansd®inao

possui um conceito analogo na teoria da informacao classica

Defini¢éo 3. A fidelidade entre o estado pufg) e o estado arbitrarig, denotado po#'(|1), p), €

definida por:

E(ly), p) = vV @lplt))- (3.14)

Se nos referimos a uma operacéo quanfiga), a fidelidade entre e £(p) medira o quanto
a saida do canal ¢é fiel a entrada. Consequientemente, quaistoonvalor da fidelidade menor a

distancia entre os estados.

3.4 Cadigos Corretores de Erros Quanticos

O projeto de um CCEQ leva em considerac¢do as caracterigtieanvolvem a informacao quan-
tica descrita na Secéio 2.4. Dentre estas caracteristipasifisas da informacgéo quéantica podemos

citar;

1. O canal de inversdo de fase ndo possui equivalente dadsigo erros deste tipo, e conse-

guentemente, um cédigo para corrigi-lo também n&o possnalogos classicos.
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2. Erros quénticos sdo continuos e portanto ha, a priori,infimdade de erros possiveis.

3. De acordo com o teorema da ndo clonagem (Secgéo 2.4, @apjtnBo é possivel clonar a
informacéo quantica e mesmo se assim fosse possivel, daos®I(Secab 2.3.3) ndo permite
medir e comparar estados quanticos. A observagao de unoegtantico destrdi a informacao,

0 que torna impossivel a recuperacgédo do estado inicial.

Para entender o funcionamento de um CCEQ vamos estudaliméite os codigos mais sim-
ples, como o codigo de inversao de bit e o de inverséo de fiisr 0 cddigo de Shor, que protege
um g-bit contra erros de inverséo de bit e de fase, simultaapte.

3.4.1 Caodigo de Inversao de Bit

Suponha um canal de inversao de bit como visto na Secéo 3.2guirsdescreveremos as
operacdes de codificacao e decodificacdo de um codigo espeaxifn capacidade de correcéo de 1

g-bit neste canal.

Codificagcéo

Para codificarmos um g-bit utilizaremos um procedimentdoguéao codigo de repeticdo clas-

sico. Cada estado-base de um g-bit € mapeado em um estadehiis 3cgmo descrito a seguir:
|0) — |000), |1) — |111), (3.15)

em quel000) e|111) séo chamados destados-base 16gico® circuito codificador pode ser visto na

Figura3.3, onde o estado) representa a informacg&o quantica a ser transmitida.

)

0
0

Figura 3.3: Circuito codificador para um cédigo de inverséibitide 3 g-bits.

Ao inserir redundancia por meio de um cédigo quantico mageia espaco de palavras codigo

em um espaco maior de forma que um eventual erro (corrigbreégte codigo) mapeara o estado
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inicial em um estado ortogonal. Vamos supor que o esfatlo= a|0) + b|1) foi perfeitamente

codificado no estad@))’ = a|000) + b[111).

Deteccéo e Correcdo de erro

Em principio temos um problema para detectar um erro, devigapossibilidade de se medir
um g-bit, pois medi-lo significa colapsar o estado para uradesbase. Ao se medit) teremos
preparado o estadal1) e perdido a informacéo codificada nos coeficientes). A solugéo para
identificar o erro ocorrido € medir 0 estado quantico dogt+Bits e ndo de um g-bit individualmente.
No caso do canal de inverséo de bit existem quatro sindragesjalentes a quatro operadores de
projecao diferentes (Secb 2, Capitulo 2), as sindromesss@&sultados de medi¢des corresponden-

tes ao operador de projecédo. Para 0 nosso exemplo temos:

Py = |000)(000]+ |111)(111]; (3.16)
P, = [100)(100] + |011)(011]; (3.17)
P, = |010)(010] + |101)(101]; (3.18)
Py = |001)(001| + |110)(110]. (3.19)

O operadotP, esta associado a uma transmissdo sem erros, engdarte e P; estdo associados a
inversdes no primeiro g-bit, segundo g-bit e terceiro g;tspectivamente. Suponha que o estado

recebido sej&)) = a|100) + b|011), entdo

WPy = (a*(100] 4 b*(011])(]100)(100| + [011)(011])(a|100) + b[011));  (3.20)
(Y| P1|v) = [al*(100/100)(100|100) + |b|?(011|011)(011|011); (3.21)
WIPly) = ol +[bl*; (3:22)
WlAly) = 1 (3.23)

Da mesma maneir@)| Py|v), (| Ps|v) e (| Ps|y) sdo medi¢des iguais a zero. Entdo, a medigéo
igual a 1 indica que a sindrome de err@£ A sindrome, entretanto, ndo altera o estado recebido,
este continua a ser’) = «a|100) + b|011). Note também que a sindrome n&o fornece qualquer
informacao a respeito dee b, apenas indica qual erro ocorreu.

Através da sindrome do erro é possivel definir o procedinyeant® recuperar o estado original.

No exemplo em que o estado corrompids = a|100) + b|011) a sindrome indica que a recupe-
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racdo do estado corresponde a inverter o primeiro g-bitivRtuntemente, a sindroni® equivale

a inverter o segundo g-bit e assim sucessivamente. Devenniasio, aplicar o operador X sobre o
g-bit a ser invertido. Usamos a nomenclatiXtapara indicar a atuacéo do operador X em um g-bit
especifico, neste cag@mssume os valores 1, 2 ou 3. Este procedimento falhara paraaso se
ocorrer mais de um erro.

Uma outra possibilidade de detectar o erro no estado rexélidalizar medidas com os obser-
vaveisZ, Z, (abreviagdo pard @ Z @ I) e ZyZ5 (I ® Z ® Z), que possuem como autovalores
+1. Neste caso, cada medida fornecera um bit de informac&ovédat) para cada dois g-bits de
informacao.

A légica deste processo consiste no fato da medidd, ser uma forma de comparar os dois
primeiros g-bits, tendo +1 como resultado da medida se disdeibam iguais e -1 se 0s g-bits forem
diferentes. Da mesma forma, Z3 compara o segundo e o terceiro g-bit. Esta medida é melhor

visualizada através de sua decomposi¢ao espectral davébsis, onde

Z1Zy = (]00)(00] + [11)(11]) @ T — (J01){01| + |10)(10]) @ I; (3.24)

7375 = I1®(]00)(00]+ [11)(11]) — T @ (|01){01]| + |10)(10]). (3.25)

Combinando o resultado de ambas as medidas podemos detesitairome associada ao erro, e
consequentemente, o erro ocorrido. Se tanto a medida de quanto a d&/, Z5 forem +1 entéo, a
menos que todos os bits quanticos tenham sido invertidosye@reram erros na transmissao. Para
uma medida de7; Z; igual a +1 €7, Z3 igual a -1 entdo com grande probabilidade ocorreu um erro
de inversdo de bit no terceiro g-bit. Pode-se também utibzéros dois conjuntos de observaveis,
tais como, ¥ 23, ZoZs}y e { Z1 25, Z1Z3}.

Uma analise mais precisa envolve uso da fidelidade quargfosidh em[(3.174). Como os esta-
dos quanticos estdo em um espago continuo, é possivel gues a&agos corrompam um estado por
uma quantidade muito pequena, enquanto outros erros a@estempletamente o estado. Um bom
exemplo para visualizar este fato € verificar que o erro d=&do de bifX ndo afetao estad@}%,
enquanto destréi completamente os esta@los|1), trocando um pelo outro.

No sistema ndo codificado, o estado do g-bit apds ser enviadmpcanal onde a probabilidade

de inversao de um g-bit sejesera:

p=(1=p)) |+ pXY) (Y| X. (3.26)

Ja afidelidade sera:
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=V @lpld) = V(1 = p) + p(WIX ) (W] X]). (3.27)

Ambos os termos sob a raiz sdo n&o negativos. O segundo terénggsal a zero se)) = |0) e
portanto a fidelidade minima# = /1 — p. Aplicando um codigo de repeti¢cdo de trés g-bits para

proteger um estad@’) = a|0) + b|1), 0 estado quantico corrompido apds a corre¢ao sera:

p=[(1=p)*+3p(1 = p)’[|[¥) (W] + ... (3.28)

Os termos omitidos correspondem a contribuicdes de ingsrd® bit em mais de um g-bit. Todos os
termos omitidos sdo operadores positivos e como vimos n@oS&t, sed é um operador positivo,

entao(y|Aly) € ndo negativo. Log@ (3.28) serd um limitante inferior dalifidele, ou seja,

=/ {@¥lplY) > /(1 —p)3+3p(1—p)>. (3.29)

A fidelidade, portanto, sera aumentada qua;mel@%.

3.4.2 Caodigo de Inversdo de Fase

Seguindo o exemplo anterior para codigos de 3 g-bits, vamalgsar um cédigo de inversao de
fase. Neste canal, ha uma probabilidaddo g-bit permanecer com seu estado inalterado, e uma
probabilidadel — p de ocorrer uma inversao na fase, ou seja, aplicacdo do apatadnverséo de

faseZ definido em|[(2.20) ao g-bit em questé&o.

Codificagéo

Aplicando-se o operadaf a um g-bit no estada|0) + b|1) obtém-se o estade|0) — b|1).
Aplicando o mesmo operador a um sistema na hase= ‘0}“ e|l-) = |0>f‘1 mapeia-sé-+)
em|—) e vice-versa, ou seja, atua-se como um canal de inversat d@xefine-se os estados légicos
como:

0L) = [+ ++), (3.30)

L) =|——). (3.31)

O circuito codificador para o codigo de inversao de fase pedeisto na Figura 3]4.
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Figura 3.4: Circuito codificador para um codigo de inverséitade de 3 g-bits.

Deteccdo e Correcdo de Erro

A deteccéo através de determinacgdo das sindromes ocorrest@amaneira que para o canal de
inversdo de bit, mudando-se apenas a basd pama —). Utilizamos as mesmas medic¢des projetivas

utilizadas para o cédigo de inversao de bit, s6 que conjugjaalaportas Hadamard:
P] — H®3PjH®3, (332)

ondeH ®3 equivale aH ® H ® H. De maneira andloga ao canal de inversdo de bit também gode-s
medir as sindromes utilizando os observavéis’ 7, Zo H®? = X1 X, e H®3Z,Zs H®3 = X5 X 5.
Neste caso, por exemplo, a medidadeX, retorna +1 para os estadas) || +) ® |z) e |—)||—) ®|z).
Suponha que ocorra um erro f+@simo g-bit, de+) para|—). Para realizar a recuperacéo basta
aplicarH X, H = Z;, no g-bit em questdo e o erro de fase sera corrigido. Devidaasteristicas
similares entre os canais de inversdo de fase e canais dednwee bit, a fidelidade minima sera

exatamente a mesma.

3.4.3 Caodigo de Shor

O cadigo de Shor de 3 g-bits protege o g-bit contra erros ders@o de bit e inversédo de fase.
Seguindo com os exemplos de cédigos de trés g-bits, paranmepitar um codigo de Shor basta
combinar os cédigos de inversé@o de bit e inversdo de fases\asiteriormente. O codigo de Shor

segue a idéia do codigo de repeticao e € eficiente para comlegio maximo 1 g-bit.

Codificagéo

O circuito codificador de um cédigo de Shor mostrado na Figli& a combinagéo dos circuitos

das Figurak 313[e 3.4. Primeiramente o g-bit é codificadogigl@o de inversao de fase, orde =
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Figura 3.5: Circuito codificador para um cédigo de inverséibitide 3 g-bits.

al0)+b|1) € mapeado emy;) = a|+++)+b|———). Cada um destes g-bits é entéo codificado pelo
codigo de inversao de bit, em qls) — (]000) + |111))/2 e |—) — (]000) — |111))/2, resultando

num codigo de nove g-bits em que:

(/000) 4 111))(]000) + [111))(]|000) + [111))

0) —|0L) = o ; (3.33)
~(|000) — [111))(]000) — |111))(|000) — |111))
1) = [1) = NG . (3.34)

O estado apo6s a codificagéo é:
2) = alOL)+0b|1L). (3.35)

Deteccdo e Correcdo de Erros - Inverséo de Bit

A deteccéo e eventual correcdo de um erro arbitrario nesiga@@corre devido ao fato deste
ser capaz de corrigir tantos erros provenientes do opefadprantoZ. Suponha, por exemplo, um
erro no primeiro g-bit. Como vimos este erro pode ser ideatifd pelo codigo através da medida
dos observaveig, Z, e Z,Z5. O resultado das medidas seréo, respectivamente, -1 edidamao

um erro no primeiro g-bit. A correcdo, como vimos, consigi@plicacdo do operaddf no g-bit
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detectado.
Esta técnica pode ser usada em qualquer um dos nove g-bitsldmcPerceba que caso ndo se
saiba em que bloco ocorreu o erro de inversao de bit, seraswaemedir seis observaveis; 75,

LoZs, Ly s, 5L, Lyl € ZgLy.

Deteccéo e Correcdo de Erros - Inversédo de Fase

Para um erro de inversao de fase, compara-se os sindibodosde trés g-bits para o primeiro e
segundo g-bits em um cd6digo de inversdo de fase. Supondanpmrum erro deste tipo no primeiro
g-bit ocorre uma troca no sinal do primeiro bloco passaagpde |000) + |111) para|000) — [111)
e|l.) de|000) — [111) paral000) + |111). Esta invers&o é decorrente na inversdo em qualquer um
dos trés primeiros g-bits, servindo este procedimentoguaaguer um dos trés g-bits em questéo.

Os observaveis utilizados para a detecgéo e inversao dpdese codigo de Shor s&6, X5 X 3-

X3 X5X6 e X4 X5X6X7XsXg. Pararecuperar o estado original deve-se aplicar o opefadt Z3.
Uma caracteristica do Cédigo de Shor é o fato que este é urgadegeneradppois os erros de
inversao de fase néo sao distinguiveis, visto que erros sonméloco, independente se ocorre no
primeiro, segundo ou terceiro g-bit, terdo efeitos id@stic Saberemos, portanto, em qual bloco
ocorreu o erro, mas nunca em qual g-bit do bloco este errs@mcdviesmo nao sendo distinguiveis,

0S erros sao corrigiveis, 0 que caracteriza a degeneraaimcidigo.

Deteccdo e Correcdo de Erros - Inversdo de Bit e de Fase Simatteamente

Um erro de inversao de fase e inversao de bit no primeiro,gbiteponde a aplicar o operador
X7, a este g-bit. Como estes dois tipos de erros sdo indepesdpotiemos aplicar os procedi-
mentos para identificar os errése Z independentemente. Aplicando os dois procedimentossvisto
para o canal de inversao de bit, corrigiremos o &0 Entretanto, com o erro de inversao de fase
no primeiro g-bit, este sé sera corrigido quando aplicarmpeocedimento de detecgéo e corregdo
para o canal de inversdo de fase. O cddigo de Shor é capazitgr con erro arbitrario em um g-bit
qualquer, desde que apenas um g-bit seja afetado.

Como vimos no inicio deste capitulo, o ruido pode ser reptade por uma operacao quéantica
que preserva o traco. Utilizando a representacéo de sisteopdado com a vizinhanca, supondo um

estado inicialy) = «|0r) + 5|11), apos a atuagéo do ruido, tem-se:

E(J)(Y]) = ZEMMEJ : (3.36)
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Cada terma?; do somatorio, equivale a um tipo de erro diferentecdntinuumde erros existentes
na comunicacgao quantica. O fato em destaque é que cada &eieode ser discretizado de forma

que um erro arbitrarid;, que atue no primeiro g-bit pode ser decomposto como:
E; =cifl +cix X1+ ciyY1r + cizZ1. (3.37)
ComoY =X Z, podemos reescrever (3137) como:
E; =l +cix X1+ 70 + ¢y, X174, (3.38)

A medida de uma sindrome ira colapsar o estado para termagigeis pelo cédigo de Shor)),
X1y, Z1|v) e X1Z41|v), de forma que em qualquer medida a corregdo resultara rooestiginal

|v), utilizando-se a correcéo apropriada para cada caso.

3.5 Teoria da Correcao de Erros Quanticos

O intuito desta se¢do € mostrar a possibilidade de constmér teoria geral para a corre¢éo
de erros quanticos, fazendo o menor nimero possivel dedevagbes em relagdo ao ruido e ao
procedimento de correcdo em questao.

Para um cddigo quantico genérico/dg-bits de informacao, tem-9& palavras codigo-base. O
espaco de Hilberf de palavras cédigo é um espacoxfedimensdes e também um subespaco de
um espaco de Hilbeit/ de 2™ dimensdes. O comprimento da palavra codigoedtbits e a taxa do
codigo éR = k/n.

A codificagéo é realizada através de uma operagao unitéma.utn cédigo comk = 1en =3

temos um projetor d&/ em( definido por:
P =000)(000| + |[111)(111]. (3.39)

Apbs a codificacdo tem-se a atuacao do ruido. O cédigo de Shor Bom exemplo da teoria

da correcao de erros quanticos, em especial para o cascaddatile um ruido quéntico. Vimos na

Secad 3.4]13 que se dois tipos de erros distintos, reprelesmialos operadorese B, sdo corrigiveis

por um determinado cédigo quantico, implica que um erro dada.A + bB é igualmente corrigivel

por este cédigo. Desta forma, o fato fundamental € que o odutErisa corrigir uma base de erros.
Ao se realizar uma medida qualquer, ndo podemaos obter iafifimsobre a palavra-codigo, pois

isto acarretaria na destruicdo da superposicdo de estagedindo uma posterior correcdo. Deve-se

lembrar, entretanto que erros distintd® B devem ser distinguiveis para todas as palavras-codigo-

base de um cddigo, ou seja, |8§), |i1), ..., |ik—1), compdem o conjunto de palavras-cédigo-base
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Ali;) e Blir,) devem ser ortogonais para todos valores &g menores qué, ou seja, 0 processo de
erro deve levar um estado ortogonal em outro estado ortbgoaatendo a distingiibilidade entre

os estados. Para formular uma teoria quantica geral apssiasmmemos duas suposi¢oes:
> O ruido é descrito por uma operacao quanficpie ndo necessariamente preserva o traco.
> A recuperacao do estado original (deteccdo e correcdo dp €nrealizada por uma operacao

guanticaRk.

Uma correcdo bem sucedida implica em:

(Ro&)(p) x (p)- (3.40)

Devido ao fato qu& ndo necessariamente preservar o trago explica o fato diodgiranéo ser a
igualdade. A condicdo de funcionamento de um CCEQ foi prayad Knill e Laflamel|[34] e por

Bennet|[35] e encontra-se demonstrada no apéndice A.

3.6 Cadigos Estabilizadores

Os cédigos estabilizadores, ou cddigos quanticos adjts@s os equivalentes quéanticos dos
codigos classicos lineares e possuem construgcédo analagass[8]. O método algébrico para o
entendimento de tais cddigos darmalismo estabilizadorEste € utilizado ndo s6 na corre¢éo de
erros quanticos, como também em outras teorias, como pompdagea teoria quéantica de tolerancia

a falhas.

Definigéo 4(Formalismo Estabilizadar)Dado um estad@)) e um operador lineard, dizemos que

A estabilizajy) se|y) = Aly).

Exemplo 2. Considere o operada¥; Z,, atuando num espaco de Hilbgt Utilizando a notacao

matricial, obtemos:
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712y = ZQZ®I; (3.41)

1 0 1 0 10
0 -1 0 -1 0 1

1 0 0 0
0O -1 0 O 1 0
0O 0 -1 0 01
0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0O 0 O
00 -1 0 0 0 0 O
00 0 -1 0 0 0 O
= (3.44)
00 O 0O -1 0 0 0
00 O 0 0O -1 0 0
00 O 0 0 0 1 0
00 O 0 0 0 01
Como
1
0
0
0
|000) = , (3.45)
0
0
0
0
entao
|000) = Z1Z5]000). (3.46)

De maneira analoga, conclui-se qi@1), |110) e |111), também s&o estabilizados p8y Z,.

Uma andlise mais refinada indicara que cada estado quétipossui um grupo de operadores

para os quaigy) € ounico estado estabilizado por este grupo. Este fato indica alpliidade de

54



representar tais estados pelos operadores que os estabilizsta é a idéia béasica do formalismo
estabilizador. Tal formalismo descreve classes de CCECXdaao o cddigo de Shor e o cédigo CSS
[37] [3€] de forma mais compacta. N&o s6 os operadores kiseaomo também os erros, medidas
e portas logicas quanticas podem ser representados peialfemo estabilizador. O poder deste

formalismo vem da sua aplicacéo a teoria de grupos, ondestacden os chamadgsupos de Pauli

Definicdo 5(Grupos de Pauli)SejaH um espaco de Hilbert de dimens&b (n g-bits), Chamamos
de Grupo de Paulg,, atuando sobré+, o grupo formado pelos produtos tensoriais de ordene

todas matrizes de Pauli, incluindo-se os autovalatdse +:. Para um Unico g-bit, temos:
G ={£Il, ], £ X, 21X, Y, HY, + 7, t1 7}, (3.47)
poisY = X Z. De uma maneira geraf,, € gerado potX ¥ e Z(F) (k =1, ..., n).

Partindo do Exemplbl2 podemos concluir gdeZ, estabiliza000), |001), |110) e |111), ou
seja,Z1 Z, define um subespaco gerado por estes estados. Da mesmaaasaltespaco definido
por Z,Zs é gerado pof000), |100), |[011) e|111). Seguindo esta analise par@ Z, Z; percebe-se
que|000) e |111) sdo comuns em todos subespacos gerados até entdo. Ndtefjus, 7,75 e
Zy 73 formam um subgrup®§ degs e, como visto, todos elementos deste subgrupo estabilixan

e|111). Portanto podemos dizer q¥erepresenta o subespaco gerado|pod) e [111). Neste caso,

hZy = (Z122)(Z273); (3.48)

I = (Z,2,)% (3.49)

Dizemos, portanto, qu€& tem dois geradores e podemos denoté-laer (7, Z,, Z> Z5). Qualquer
estado estabilizado pelos geradores é também estabilgdds demais elementos do grupo. De

posse destes resultados, podemos agora definir o conceifalig® estabilizadar

Definicdo 6 (Cédigo Estabilizador) Dado & g-bits, codificados num espacgo de Hilbert 2edi-
mensodes, chamamos dédigo estabilizaddn, k] ou C(.S), o espago vetorial estabilizado por um

subgrupaS deg,, dotado den — k geradores comutativos independentes para o guaZ S.

SejasS = (g1,92,...,9n_1). Pode-se escolh@" vetores ortonormais erfi(.S) para serem as
bases computacionais. Quaisquer dois elementds, @@ comutam ou anticomutam. Senflam
subgrupo comm — k geradores Hermitianos, implica que todos os geradoresteomentre si, além

de definiren2"—* autoespacos simultaneos.

Definicdo 7(Normalizador) Chamamos deormalizadode G,,, denotado potV(G,,), o conjunto

de operadore#/, tais queUG,U' = G,,.
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Definicao 8 (Centralizador) O centralizador de um grup8 € um grupo composto por todas as

operacdes que comutam com tadbe S.

3.6.1 Revisitando os Codigos Quanticos de Acordo com o Hamea Estabilizador

Cddigo de Inverséo de Bit

Para o cédigo de inverséo de bit de 3 g-bits gerad¢qoo) e |111), os geradores do estabilizador

s80 os operadore$ Zs e Zy Zs (S = (Z1Z2, Z2Z3)). Para o geradar, Z, temos que:

10 0 0 0 0 00 1 1
01 0 0 0 0 00 0 0
00 -1 0 0 0 00 0 0

71 Z5]000) = co0 00 0o R I =1000).  (3.50)
00 0 0 -1 0 00 0 0
00 0 0 0 -100 0 0
00 0 0 0 0 10 0 0
00 0 0 0 0 01 0 0

O estadg000) = |0,) é portanto um autovetor de autovalor +1. O mesmo vale pata = |1,,)
em relagéo &, Z,. O geradotZ, Z3 igualmente possui os estaddg) e |1,,) como autovetores com

autovalor +1, ou seja, sendo= 0,1, ¢ = 0,1 e G um elemento do estabilizador, entdo

Gilur) = |ur). (3.51)

Inspecionando-se o conjunto de erfo(;, X», X3, bem como os produtos possivels; X», X1 X3

e X, X3, percebe-se que eles anticomutam com pelo menos um dosomgsatb estabilizador,
excetuando-sé, que encontra-se eifl. Conclui-se, portanto, pelo critério de correcdo para co-
digos estabilizadores, que o conjunto de etfbs= {I, X1, X5, X3} forma um conjunto de erros
corrigiveis para o codigo de inversao de bit de 3 g-bits.

A medicdo dos autovalores dos geradores é realizada paetateds erros para este codigo.
Os geradores de um cédigo quantico estabilizador possuamfumgdo semelhante a matriz de
verificacdo de paridade. O erd;, por exemplo, mapeia os geradores 7, Zs, ZoZ3 > em
< —Z1Zy, 7575 >. Cada erro possui um conjunto de sindromes especifico, codmger visto
na Tabela 3]1.
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Tabela 3.1: Erros e sindromes para o cédigo de inverséo de Big-bits.

Tipo de Erro| Medidas da Sindrome Acéo
X1 -1, +1 Inverter o g-bit 1
Xo -1,-1 Inverter o g-bit 2
X3 +1, -1 Inverter o g-bit 3

Cddigo de Inversédo de Fase

Para o codigo de inversao de fase, o procedimento é estritarapalogo ao de inversdo de bit.
Neste caso, os geradores do estabilizador sdo os operadokese Xo X3 (S = (X7 X2, X5 X3)).
Para o codigo de inversao de fase gerado[pori(3.33), temaopzaso do geradoY; X, e para o

estado 16gicd0y,):

00010000 1 1
00100000 1 1
01000000 1 1

X1 X5[0p) = R IR B NE T =10z). (3.52)
00000001 |V2]1 V2|1
00000O0T10 1 1
00000100 1 1
00001000 1 1

O estadd0;,) é portanto um autovetor correspondendo ao autovalor +1uiS#yo mesmo proce-

dimento paral) conclui-se qu&7;|ur) = |urz), que também é valida para o geradoyXs.

Cadigo de Shor

O codigo de Shor para 9 g-bits possui 8 geradores, como rdostia Tabela 3]12. Seguindo
0 mesmo procedimento utilizado para os cédigos de inversdumtce inversdo de fase sob a otica
do formalismo estabilizador, verifica-se que para o casad@o de Shor, as palavras codigg,)
e |1.) mostradas enl (3.83) s&o autovetores de todos os oito gesadorcodigo de Shor, com
autovalores iguais a +1. A medida das sindromes que compEapbits, ou o sinal dos blocos,
correspondem a medida dos autovalores dos geradores sBedeficar que o cddigo de Shor pode
corrigir todos os erros de um g-bit, pois todos operadord2adgi com peso menor ou igual a dois

ou estdo eny ou anticomutam com algum elemento$ie
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Tabela 3.2: Geradores do estabilizador do codigo de Shogelaits.

Gx ZZIIITITT
Gx.2 1ZZIIIIIT
Gx3 I111ZZI111
Gx.a II11ZZ111
Gx5 HIIITIZZ1
Gx6 1HIZZI1ZZ
Gz1 | XXXXXXIIT
Gzo | IIIXXXXXX
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CAPITULO 4

CODIGOS DEBLOCO
QUANTICOS COM PROTECAO
DESIGUAL DE ERROS

Neste capitulo proporemos cédigos de bloco quéanticos comaetesistica UEP. Consideraremos
inicialmente erros referentes a uma transmissao em um dariaVersado de bit. A seguir faremos

uma extensao para considerar canais de inversao de fase.

4.1 \etor de Separacado Quantico

O estudo da caracteristica UEP para cédigos classicos diejgenpér uma analise isolada do
grau de protecdo associado a cada bit de informacé&o. Osifminaeapresentar codigos UEP foram
Masnick e Wolf [17], que forneceram exemplos de cédigos Ui#ates, definiram cotas e descre-
veram algumas propriedades. Em [17] definiu-se para cad formacéo um indice de protecéo
fi,» para o qual, casg@ erros ocorram na recepcao de uma palavra cédigo, todosdnitptecado
fi > f seriam decodificados corretamente, mesmo que a palavrgocddo fosse decodificada de
maneira correta.

O conceito de vetor de separacéao foi introduzido por DunaiRRpbbinsi[39] com o intuito de
guantificar a caracteristica UEP do cAdigo. A seguir esteaitmsera estendido para o caso de um

canal guantico.

Definicdo 9. Para um cddigo quéantico de um canal de inversdo de bik debits de informacéao,

definido no espaco de Hilbert @ dimensdes, define-sevetor de separacao quanti¢éSQ), de-



42> . 42>

4> I 42
0 42>
0} : 42>

Figura4.1: Circuito codificador para um cédigo de inversdbitlde 4 g-bits, sendo dois g-bits de informacao.

notado porS(G) = (S(G)4,...,S(G)r), como um vetor cuja i-ésima componente corresponde a
quantidade de erros de inversdo de bit que podem ocorrer favpacodigo para que o i-ésimo g-
bit possa ser decodificado corretamente, mesmo que hajarerdedecodificacdo na palavra como

um todo.

Um VSQ de componentes iguais em todas as dire¢des indica qadigo ndo possui carac-
teristica UEP. Algumas constru¢es de cddigos de blocotigo&ncom caracteristica UEP serédo

propostas para o canal de inversao de bit na proxima subsecéo

4.2 Cdadigos Quanticos UEP

Para ilustrar a caracteristica UEP de um codigo quanticijsamemos o codigo descrito pelo
circuito codificador da Figufa4.1. A operacao de codificalge);) = |¢4) ® [¥p) ® |0)| ® |0) em
[Ye) = o) @ |ih1) @ [¢h2)] @ [4)s) € regida pelo operador:
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Dado os bits quanticos de informacde B nos respectivamente nos estados

teremos

o O O O o o O o o o o o o o =

0

o O O O O O o o o o o o o o

o O O O O o o o o o o o

0

[Ya) =

_ o o O

o O O O o o o o o o o

0

o O O O O o o o o +HH o o o o o o

o o o O O

o O O O o o o o o o =

o O O O O o O O = o o o o o o

0

)

_ O O O o o o o

o o O o o o o o
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0
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0
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0
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(4.1)

(4.2)



ay

i) = . (4.3)

Podemos também reescrever o operddoa forma

G = [0000)(0000] + [0001)(0001| 4 [0010)(0010] + [0011)(0011|
+]0110)(0100] + [0101)(0101| 4 |0110)(0110| + [0111)(0111]
+[1011)(1000] + [1001)(1001| 4 |1010)(1010| + [1011)(1011]

)

+[1101)(1100[1101)(1101| 4 |1110)(1110] + [1111)(1111], (4.4)
além do operadaf’’ como
G = |0000)(0000| 4 |0001)(0001| + [0010)(0010| + [0011)(0011]
+]0100)(0110] + [0101)(0101| + [0110)(0110| 4 |0111)(0111]|
+]1000)(1011| + [1001)(1001| + [1010)(1010] + |1011)(1011]
)

+[1100)(1101[[1101)(1101| 4 |1110)(1110| + [1111)(1111]. (4.5)

A representacio d& e Gt como descrita enfi(4.4) E(4.5) se tornam impraticaveis patezas
de grandes dimensdes. Desta forma podemos decompor aaiccuiforme a Figura 4.2. Esta

decomposicao permite represertacomo

62



489 — =2 4
[ - W
loy 5 I 42>
o) ° >

Figura 4.2: Circuito codificador decomposto em trés portas.

G = ABC, (4.6)
onde
= PBRIRIQI+P®IQXQI); (4.7)
= (BRIRIRI+PRI®I®X); (4.8)
= IPeI®I+IoP®X®I); (4.9)

comPy = [0)(0] e P, = |1)(1]. As sindromes"’i, ondei corresponde a uma inversado 16simo
g-bit, comi = 0 indicando nenhuma inversao; e= 5 indicando a projecdo no subespaco restante

que satisfaz a relacdo de clausura, séo:

Py = |0000)(0000| + [0110)(0110| + [1011)(1011|+ [1101)(1101[; (4.10)
P, = ]1000)(1000| 4 [1110)(1110| 4 [0011)(0011| 4 [0101)(0101[; (4.11)
P, = [0100)(0100| + [0010)(0010| + [1111)(1111|+ [1001)(1001|; (4.12)
Py = |0010)(0010| + [0100)(0100| + [1001)(1001|+ [1111)(1111[; (4.13)
P, = ]0001)(0001| 4 [0111)(0111] 4 [1010)(1010| 4 [1100)(1100]; (4.14)
P, = IiPi. (4.15)

~
I
=)

Inicialmente, observa-se qu& = P;. Dado um estado recebidor) teremos(iyr| P |Yr) =
(Yr|Ps|YR), pois a inversdo do segundo ou terceiro g-bit do codigo erstgaeprojeta o sistema
no mesmo subespaco. Podemos substituir ambos operadopesjegio por uma Unica medida
P>3 = P, = P3, que indica a inversdo no segundo g-bit ou no terceiro gAssumiremos que o
estadoy) = a|00) + b|01) + ¢[10) + d|11) é codificado no estad@ ) = a|0000) + b|0110) +
¢|1011) + d|1101) através do circuito codificador da Figliral4.1 e enviado pafatde inversao de
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bit, ondea? + b? + ¢? + d*> = 1. Calcularemos o VSQ(G) = (s(G)1,s(G)2) associado a este

cédigo, comecando pela analise de inverséo de até um g-bit.

Caso 1 - Informacao transmitida sem erros

Estado recebido:|¢r) = ay|0000) + ac|0110) + 8v|1011) + So|1101).

Deteccéo de erro:

(Yr|PolYr) = a* + b2 + 2+ d? = 1.
(Yr|PiYR) = 0.

(Vr|Pas|tr) = 0.

(Yr|Py|tvR) = 0.

(Yr|Ps|Yr) = 0.

Recuperacao:O resultado da medida de sindrome € zero e portanto nadaeséadev ao estado

recebido, pois 0 mesmo foi recebido sem erros. Vemos clariznee

GMr) = [vi). (4.16)

Conclusao:O estado foi recebido corretamente e ndo fornece qualgieeniacdo a respeito do

vetor de separacao quantico.

Caso 2 - Inversdo no primeiro g-bit

Estado recebido:|¢z) = ay|1000) + ac|1110) + (v|0011) 4+ Bo|0101).
Deteccéo de erro:

(Yr|PolYr) = 0.
(YRr|PL|YR) = a? + b2 + 2+ d? = 1.
(Vr|Pas|tr) = 0.
(Yr|Paltpr) = 0.
(

Yr|Ps[Yr) = 0.
Recuperacao:Inverter o primeiro g-bit dé& z) para obter o estadog; ). Desta forma tem-se

[Yr1) = ay]0000) 4+ ac|0110) + B3v|1011) + Bo|1101) (4.17)

Gllrr = |vi). (4.18)

Conclusao: O estado sera decodificado corretamente. Ainda nao tenrasetes para concluir
sobre 0 VSQ.
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Caso 3 - Inverséo no segundo g-bit

Estado recebido:|g) = a|0100) + ac|0010) + Gv|1111) + Bo|1001).

Deteccéo de erro:

(Yr|Polr) = 0.
(Yr|PilR) = 0.
(VRr|Pas|r) = a®> +b* + 2 +d* = 1.
(Yr|Paltr) = 0.
(Yr|Ps|YR) = 0.

Recuperacao:A medida de sindrome indica para inverter o segundo g-bittevceiro g-bit. Se

invertermos o segundo bit quantico teremos:
[¥R2) = ay|0000) + ao|0110) + Bv]|1011) + Bo|1101), (4.19)

que ao operar cor@’ tem-se
GT[¢Rra) = |¥i). (4.20)

Por outro lado, optando-se por inverter o terceiro g-bi-ge
[YRr3) = ay|0110) + ac|0000) + Bv|1101) + Bo|1011). (4.21)

AplicandoGT a |y r3) temos:

G yrs) = ao]0000) 4+ ay|0100) + Bo]1000) + G~]1100) (4.22)
o o 1 1

= ® ® ® [10;). (4.23)
B Y 0 0

Conclusao: Se optarmos pela inversdo do segundo g-bit, o estado sardifieado corretamente.
Entretanto, se optarmos pela inversao do terceiro bit quegmiote dé 4.22 que o primeiro bit
guantico é recuperado corretamente, com 0s coeficierggsnas posi¢des corretas, mesmo o
segundo bit quantico ndo sendo recuperado de maneiragonistbd que o mesmo sofrerd uma
inversao de bit. Em resumo, para um anico erro na palavrgogélindo temos certeza na

decodificacdo do segundo g-bit, 0 que equivale a segundaoccmnie nula do VSQ.

Caso 4 - Inversédo no terceiro g-bit

Estado recebido:|¢r) = ay|0010) + ac|0100) + £v]1001) + Bo|1111).

Deteccéo de erro:
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(Yr|Polr) = 0.
(Yr|Pr|YR) = 0.
(Vr|Pasltr) = 1.
(Yr|PslYr) = 0.
(Yr|Ps|r) = 0.

Recuperacao:A medida de sindrome indica para inverter o segundo g-bitteuceiro g-bit. Este
caso é analogo ao caso 3 e seguindo 0s mesmos passos chegaremasmos resultados.

Conclusao: Confirma os dados do caso 3.

Caso 5 - Inverséo no quarto g-bit

Estado recebido:|¢r) = ay|0001) + ac|0111) + §v|1010) + So|1100).

Deteccéo de erro:

(Yr|Polr) = 0.
(Yr|Pr|YR) = 0.
(Yr|Paslthr) = 0.
(Vr|PslYr) = 1.
(Vr|Ps|YR) = 0.

Recuperacado:A medida de sindrome indica para inverter o quarto g-bigmdd-s€ z,), de tal
forma queGT[yra) = [1);).
Conclusao:Ocorre 0 mesmo que no caso 1, o estado é decodificado corretaeneada podemos

concluir a respeito do VSQ.

O resultado dos cinco primeiros casos fornece um VSQ igsgka = (s(G)1,0) e s(G), > 1.
A determinac@o da componentf); necessita de novas andlises, visto que, para até um erro de

inversao de bit, o primeiro bit quéntico é sempre decodiick@maneira correta.

Caso 6 - Inverséo no primeiro e segundo g-bit

Estado recebido:|1z) = ay|1100) + ac|1010) + 3v|0111) + Ba|0001).
Deteccéo de erro:

(Yr|Pslr) = 1.

Recuperacao:Ao inverter o quarto g-bit temos

[WR4) = ay[1101) + ao|1011) + B7]0110) + Bo|0000). (4.24)
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0 que nos da

G'Yra) = B|0000) + Bv]0100) + ac|0100) + ay[1100) (4.25)

()o()-(1)-(1) s

O que nos leva a concluir que ambos os g-bits foram invergdmsrtanto o VSQ € (1,0).

4.3 Caodigos Quanticos com Mesma Taxa e VSQ Distintos

Caddigos quénticos de mesma taxa podem apresentar VSQasistiApresentaremos a seguir
cédigos com dois g-bits de informacao e taxas 2/6, 2/7, 288 ,Estes evidenciam a modificacdo na

matriz geradora e no circuito codificador a fim de aumentaotepéo do primeiro g-bit.

4.3.1 Codigo(6,2)

Os circuitos codificadores sdo mostrados nas Fiduras 4Q &/&,1)) € 4.4 (VSQ = (2,0)).

142> - . 142
14> ’ >
(o) 42>
10 r— 42
10) 1 1>
10) 42>

Figura 4.3: Circuito codificador para um codigo de inverséibitide taxa 2/6 e QSP igual a (1,1).

4.3.2 Codigo(7,2)

Os circuitos codificadores sdo mostrados nas Fiduras 4.0 &/&,1)) 4.6 (VSQ = (2,0)).

4.3.3 Codigo(8,2)

Os circuitos codificadores sdo mostrados nas Fiduras 4.Q &/&,1)) € 4.8 (VSQ = (2,0)).
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42> B 42>
9> | >
(0)} 42>
(o) ¢ 42>
10) ¢ <42
10) 42>

Figura 4.4: Circuito codificador para um codigo de inversdbitide taxa 2/6 e VSQ igual a (2,0).

12> [Y42>
(92> <>
o) :- ~ 142>
o> ¢ 142>
lo> T “ (2>
(o)} i |42
10> » 142>

Figura 4.5: Circuito codificador para um codigo de inversdbitide taxa 2/7 e VSQ igual a (1,1).

4.3.4 Codigo(9,2)
Os circuitos codificadores sdo mostrados nas Fiduras 4.9 &¢#,2)),[4.10 (VSQ = (3,1)) e

4.11 (VSQ = (4,0)).

4.4 Codigos UEP Quanticos para Canais de Inversdo de Fase

Todos os cadigos quanticos com prote¢éo desigual de enmeseaptados neste capitulo possuem
equivalentes para canais de inversdo de fase com o mesmoUtiigando as baselst) e |—) ao
invés de|0) e |1) transformamos o canal de inverséo de fase em um canal dedovee bit, sujeito

aos mesmos desenvolvimentos do VSQ das se¢des anteriaras. P
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12>

>

10>
o>
0>

()
(o)

142>
[Y>
12>
1“2
<>

192>
[“42>

Figura 4.6: Circuito codificador para um codigo de inversdbitide taxa 2/7 e VSQ igual a (2,0).

12>

<>

o)
o>
o>
o)
[0)
o>

|“2>
S
|2
|2
[“2>
[~2>

12>
>

Figura 4.7: Circuito codificador para um cédigo de inverséibitlde taxa 2/8 e VSQ igual a (1,1).

al0) +b[1);

a( 7

V2

Aplicando o operadoZ em [4.29) obtemos

¥')

Z[);
1

[+ +1=)

) + b

+) ==

V2

);

L (@B + (a—b)-)).

—=((a=b)[+) + (a+b)[-));

V2
al0) — b|1).
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P

142> 42>
> >
o) 2>
o> 42>
o> 142>
o) <2
o> 42>
(0) 42>

Figura 4.8: Circuito codificador para um codigo de inversdbitide taxa 2/8 e VSQ igual a (2,0).

12> 2>
1> - 1>
(0)2 2>
[0)3 2>
(0)2 1>
(0)3 + 2>
[8)2 2>
o> >
[e)2 <>

Figura 4.9: Circuito codificador para um codigo de inversdbitide taxa 2/9 e VSQ igual a (2,2).

Para o circuito codificador da Figura 4.12 com taxa 2/4 tera@®guintes sindromes:

= [+++HH+++H+—— B F——H |+ -+ =)=

= |-+++

= |+-—++

= [++—H++—F]+]+ -+ (+-

= |+++

)
)
)
)
=)

{
(=
{
{
{

+++ ]+ ===+

+—t ]+ + -

+++ =+ === =+ =)=

+

)
)
)
)
)

{
(=
{
{
{

Sl el Rl s Gt sl

el I el I i e L i el Il I e e L G e S
e ol | e i e e o el B ol e Ll £
el Il B e e A e el el B L el £
=+ ==+ (== +]

Este cédigo, bem como suas sindromes, sdo analogas ao doos&esSecad 4.2, e seguindo 0s

mesmos passos encontraremos um VSQ igual @).
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I“2> - 2>
1> | - <>
lo» ~ 142>
o> 1 |2
10> ' [<=2>
o) ' 8 ' |<2>
o> ‘ 142>
10> >
(o) 2>

Figura 4.10: Circuito codificador para um cédigo de inverd@bit de taxa 2/9 e VSQ igual a (3,1).

I<2> - 42>
> [
o> P |22
o) T I<2>
10> - 42>
o> - + 2>
[0)3 42>
o> i >
lo> ' I<2>

Figura 4.11: Circuito codificador para um cédigo de inverd@bit de taxa 2/9 e VSQ igual a (4,0).

42— H 42
W) HE— 1)
0) i H——14%)
joy ——+ He W

Figura 4.12: Circuito codificador para um cédigo de inverd@dase com taxa 2/4.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES EPERSPECTIVAS
PARA A PESQUISA COM
CODIGOS QUANTICOS UEP

Esta dissertacao introduziu codigos quanticos para cdeaiisversao de bit com protecao de-
sigual de erros. Estendemos este conceito para canais elsdnvde fase através da técnica de
mudanca de base. A caracteristica UEP, bastante abordéetariasde codificacao classica, foi ana-
lisada na construcéo de cédigos quanticos, verificandogseode protecdo individual de cada g-bit
de informacéo.

O grau de prote¢do de cada g-bit de informacgéo esta diretaredacionado com a quantidade
de g-bits de paridade controlados por este g-bit de infofimaQuanto maior o nimero de portas C-
NOT no circuito codificador com o g-bit de informacao comaittdke controle, maior sera a prote¢éo
deste g-bit.

A principal contribuicdo deste trabalho estd no Capitulontle fizemos uma andlise a respeito
de cédigos quéanticos UEP, apresentando codigos com diviersas e graus de protecao distintos,
desde o cddigo sem protecao desigual de erros até a diferéx@aa entre as coordenadas do VSQ.

Julgamos que os cédigos quanticos utilizados nos exemyilnis@s neste texto, em especial os
cbdigos usados na andlise UEP, ndo seréo objeto de implegaerfutura com o advento do com-
putador quantico, dada sua simplicidade, porém o julgadess para o entendimento didatico da
protecdo desigual de erros. Por se tratar de uma area regergditamos que ainda existe um vasto
campo a ser explorado, havendo uma grande possibilidadéraes classes de cédigos quanticos

apresentarem protecao desigual de erros.



O futuro desenvolvimento do hardware quantico podera difurddigos com tais caracteristi-
cas, assim como aconteceu na teoria classica, quando reinéesistemas de transmissado sem fio
passaram a exigir o desenvolvimento de codigos classic&s UE

Outro objetivo desta dissertacdo foi despertar o inteqgaseesta nova area de pesquisa, trazendo
novas perguntas a serem respondidas por novos pesquisgderse interessem por esta promissora
e inexplorada area de pesquisa.

Dentre as possiveis linhas de pesquisa com cédigos quiiltiel, sugerimos:

> Implementacdo de um algoritmo em um computador classic qradlise da caracteristica UEP

para canais de inversao de bit em cddigos de taxas elevadas.

> Busca de cédigos de Shor com caracteristica UEP. A exist@leaiddigos para canais de inversao
de bit e inversao de fase sdo uma forte evidéncia para a mcist@e codigos de Shor com tais

caracteristicas.
> Cadigos convolucionais quanticos UEP.

> Analise UEP em sistemas concatenados.
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APENDICEA - TEOREMA DA
CODIFICACAO QUANTICA

Este apéndice tem por objetivo descrever o teorema da @mgéara correcao quantica de erros.
Antes de enuncia-lo, vamos provar o teorema da decompos@doe o da liberdade unitaria do

operador soma.

Teorema 6 (Decomposicdo Polar)Seja A um operador linear definido num espaco vetorial

existem operadores positivds= v At A e K = v AA' e uma transformacéao unitariél tais que:

A=UJ=KU. (5.1)

Prova: SeJ consiste em um operador positivo, este pode ser reesciosp@ decomposicdo es-

pectral:

J =2 Ml (5-2)
J

Definindo|t;) = Alj) temos(y;|i;) = A2. Definimos também um conjunto de vetores de base
normalizados e ortogonais

er = % (5.3)

O processo de Gram-Schmidit fornece um conjunto de baseartal a partir de|e;). De posse

deste conjunto de bases define-se:

U=>"le)il. (5.4)
Entéo l
UJi) = Ailes) = i) = Ald), (5.5)
para)\; > 0. J& para\; = 0 temos
UJli)y =0 = [1y), (5.6)
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0 que implica nas mesmas ac¢des do operada@, portanto,A = UJ. A decomposi¢ao polar a

direita (J = KU) € analoga.

Teorema 7. Sejam{|))} e {|¢)} bases de um mesmo espaco de Hilbert. Estas ter&o a mesma ma-
triz densidade se e somente[gg = >, c;;|¢;), ondec;; sdo elementos de uma matriz unitaria
complexa. No caso dos conjuntos ndo possuirem o mesmo ndenefementos, 0 menor deve ser

completado com vetores nulos adicionais.

Prova: Provando a implicacéo direta, seja;) = >_; cijlp;) € (¢i] = >, cfjlp;) tem-se:

Dol = D (chieis)leienl (5.7)
i ijk
= > O chicilei) (wrl- (5.8)
jk 7

Como os coeficientess&o elementos de uma matriz unitafiaentdo ), cl,c;; = 1. Desta forma

Z |vi) (i] = Z ) (@5l (5.9)

0 que demonstra a implicacao direta.

Para provar a reciprocidade da aplicacao, usando a decongaémsespectral eni(5.9), tem-se:

ka (k| = Zw@ zm—z\% oil, (5.10)

com autovalores estritamente positivos. Sma,ortonormal a\;|k) tem-se:

VAwlk) = 0; (5.11)
Ae(wlk)(wlk) = 0; (5.12)
Ae(wlk) (klw) = 0; (5.13)

> Aelwlk)(klw) = 0; (5.14)
%:(wlw»(wilw = 0 (5.15)
ZZ\(WW%HQ = 0; (5.16)

Z (wlyi) = 0, (5.17)
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para todoi e todo|w) ortonormal a);|k). Desta forma podemos representar cada) por

i) = > e/ Ailk). (5.18)

k
Comop_, Ak k) (k| = 3_; [¢i) (¢il, entéo

Zw (k| = ZW v/ ( Zcmc,l A l) 1. (5.19)

Como os operadord:§><l] séo Ilnearmente mdependentes temos

Z CikCj; = Okl (5.20)
A
Este resultado garante que pode-se adicionar colunas aimdbs elementos para obter uma
matriz unitariav tal que|y;) = >, virAx|k). Da mesma forma também se encontra uma matriz

tal quelp;) = >, w;r k| k), 0 que implica em

V) = E uij|e;), (5.21)
J
e consequentemente= vw?.

Teorema 8 (Liberdade Unitaria do Operador Som&eja{ E1,...E,, } elementos de operagéo de
uma operacao quantic& e {F},...F,,} elementos de uma outra operacdo quant€atal que
m > n. Adicionando-se operadores nulos para assegurae n, teremosf igual a F se e so-
mente se existirem coeficientes complexpselementos de uma matriz complexa de dimenséo

porm tal quek; =}, c;; F;

Prova: Sejam os conjunto§E; } e {F;} elementos de operagéo de uma mesma operacao quantica,

temos

Z EipE! = Z FjpF]. (5.22)
Partindo do Teoremi@ 7, temos que e |p) possuem o mesmo operador densidade se e somente se
) = Y cisles)- (5.23)
J
Vamos utilizar uma outra caracteristica interessante déesnas quanticos envolvendo o emara-

nhamento e sistemas acoplados. Para saber como uma detefaniperacéo quantica atua em um
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sistema B, basta saber como ela atua em um estado de emaranttamaximo num sistema com-
postoAB, tendo o sistema, a mesma dimensao do sisteMaSejami 4) € |iz) bases ortonormais
de A e B respectivamente, e seja) um estado de maximo emaranhamento, excluindo-se o fator de

normalizacao, do sistemdB, entao:

o) = Z lia)lig). (5.24)

Definindo um novo operadd¥ e um estaddg) tais que:

w

(La @ E)(la)(al); (5.25)
18)B] = W(la){al). (5.26)

Para recuperarg de W é preciso ainda definir dois estados quaisquer, um&4emoutro emB, de

forma que:

lha) = ZwAjUA>; (5.27)
[WB) = > vslis). (5.28)

De posse dé&V e de|y4) faz-se:
WalWlpa) = (alI @ E)(le){a])[a); (5.29)

= (Z Ya; UA>)T(Z lia)(Gal © E)(la) (a!)(z Yalia)); - (5.30)

= (Q_ v, va, (Galialjalia) ® E(¥s)(wa)); (5.31)
= <szjwj<uru><u\u>®6<1w3><w31>; (5.32)
= 5(‘¢B><¢BD- (5-33)

De posse dé (5.83), da definicdoldepara}_; [e;)(e;| = >_; | f;)(f;], e definindo

lei) = Y ka)(Eilks)); (5.34)
k

1) = > lka)(Fjlks)), (5.35)
k
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temos pelo teorena 7 que

les) = cijlf5)- (5.36)

Desta forma, definindo um mapa:
Eilvp) = (Yale); (5.37)
Filvg) = (Yalfi), (5.38)

tem-se:
Eilbg) = Y ci(alfi); (5.39)
j

= > ci;Fjlvs). (5.40)

J

Isto prova a implicacao direta. Reciprocamente, temos:

E(vs)Wsl) = > Eilvs) (sl E; (5.41)

= > (ale(eilva), (5.42)

(2

comoy_; [es)(eil = >_; [f5)(f;], entéo

E(lYp)(¥pl) = Z<w\fj><fj\w,4>; (5.43)
= D Filvn) sl (5.44)
= F(|YB)(¥al). (5.45)

Teorema 9(Condicao para Corre¢do Quantica de Erféara um codiga’, P um projetor sobre®
e £ uma operacao quantica (ruido quantico) com elementos deagge E; (erros). SejaR uma
operacado quantica (deteccao e corre¢cado) que preserva ofrearigindo os efeitos dé sobreC. A

condicao necessaria e suficiente para a existéncik de

PE!E;P = a;; P, (5.46)

78



ondec;; sdo elementos de alguma mattizhermitiana de niUmeros complexos. A existéncigde

faz deE; o conjunto dos erros corrigiveis.

Prova: Vamos provar a suficiéncia de_(5146) como condicdo de existée um CCEQ. A veri-
ficacdo direta por exigir muitas manipulag6es algébricas séra abordada neste trabalho.
SejaF; um conjunto de elementos de operacao que satisfazem agGendie correcéo de erro

(5.48). A matrizx, por hipotese, é hermitiana e portanto pode ser diagondhzaa forma

d= uTau, (5.47)

ondeu € uma matriz unitaria € uma matriz diagonal. Definimos um novo conjunto de operaore

F;, como

Pelo TeoremBl8 temos que os operaddrggambém formam um conjunto de elementos de operacéo

de€. ComoF, = 3", ui; E) entéo

PF{RP =Y ulujPE E;P. (5.49)
ij

Substituindo[(5.46) erh (5.49) tem-se:
PF{RP = uluja;;P. (5.50)

ij

Comod = u'au entdo

PFIRP = dyP. (5.51)

Da decomposic¢ao polar, temos

FyP = U/ PF{FP = \/dy, Uy P, (5.52)

sendal;, um operador unitario. Multiplicando ambos os lados de (5@ U, temos
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FyPUl = \/du Uk PU} (5.53)

FyPU]
UxPUL = —=—*. (5.54)
K Vdgk
Definindo o projetorP, como
F,PU]
P, = U, PU] = k. (5.55)
F Vdgk
Utilizando [5.51) podemos provar que a familia de subesp&g®ao ortogonais. Para # [ temos:
U,PF/F,PU}
PP, =Plp, =Lk 7k (5.56)
Vdydyg

Portanto a medida de sindrome é uma medida formada peloadprysP,, acrescido, se hecessario,
de um outro projetor satisfazendo assim a relagéo de clausuy P, = /. Para um certo estadp
do codigo, send® a operacgdo quantica de recuperacdo, podemos provalfusdo os elementos

de operacdo d&. Desta forma, sendé o ruido quéantico em questao, temos:

E(p) = Y FpF (5.57)
l
R(E(p) = > ULPEpF PUL. (5.58)
l
Por outro lado, tem-se que:
ULPF/p = ULPLEp: (5.59)
U,PF]
= Ul k) /p; (5.60)
)
_ VP (5.61)
Vdgk
5kl
= = 5.62
m\fﬂ, (5.62)

pois, P é um projetor sobr€ e p um estado d€. Substituindo(5.62) e (5/58) temos

R(E(p) = jﬂ 5 (5.63)
x p. (5.64)
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De posse destes resultados podemos provar a condi¢ao desmsde[(5.46). Suponha um conjunto

de erros corrigiveist; e elementos de operacdty de’R. Sejap um estado qualquer £pFP um

estado pertencente ao cédigo, temos de acordo (5.64):

R(E(p)) x PpP. (5.65)
De (5.58) e[(5.65) tem-se:
> " RyEPpPE[R]  PpP. (5.66)
kl
O TeoremalB implica na existéncia de
RkElP = Cklp7 (567)
e
PE/R} = ¢, P, (5.68)
ondecy; € um nimero complexo. Desta forma:
(5.69)

PE!RLRyE;P = ¢, Pcy; P = ciycx; P.
ComoR é uma operacao quantica que preserva o traco, ou s@gR,ZRk = I e definindoy;; =

>k CriCk; cOMo elementos de uma matriz hermitiana de nimeros consgkexos,

PE!E;P = oy, P. (5.70)
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