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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Se distancia significasse perda, ndo teriamos
aqui a luz do sol nem a das estrelas.

— Desconhecido

uitos problemas concernentes a sistemas de comunicacas atwalvem usuarios tro-
cando informacdao a partir de um canal que pode corromper epparte dessa infor-
macao ao longo da transmissdo. Um exemplo importante desieic é a comunicacao realizada por
meio de redes de computadores, dentre as quais 0 maior & ta&ie notdvel exemplo é a Internet.
A troca de informacao em tais redes é feita através de pacotes cada pacote pode conter toda ou
parte da mensagem original [1]. Ao longo da transmissamtpagodem ser corrompidos devido ao
ruido ou até mesmo perdidos devido a mecanismos de congdéfdgo, por exemplo.

A abordagem mais utilizada para lidar com a perda de pacestesisistemas é requerer a re-
transmisséo dos pacotes corrompidos ou perdidos, atraué® ggrocedimento conhecido coma-
tomatic repeat requegfARQ) [2]. Sistemas que fazem uso dessa abordagem empregngios,
como por exemplo transport control protoco(TCP) [1], nos quais cada um dos receptores envol-
vidos confirmam a recepcéo dos pacotes, e, caso ndo tenhabidealgum deles ou caso algum
dos pacotes recebidos esteja corrompido, pedem retras@nides mesmos. Existe, no entanto, uma
vasta gama de situacdes em que tal estratégia revelatsenteadispendiosa, requerendo um grande
namero de retransmissdes para que 0s receptores sejanesagarceber a informacao original
por completo. Um exemplo de situacdo em que protocolos cenghissdo ndo sdo adequados € o
caso de transmissdes do tipwlticast na qual um transmissor envia mensagens a um determinado

grupo de receptores. Uma alternativa para lidar com o pmudolia retransmissao é empregar cédigos



corretores de erros|[3], mais precisamente cédigos passanm apagamentas |4, 5].

A estratégia dos codigos corretores de erros consiste emuos&squema de codificacdo, o
qual é aplicado a cada mensagem a ser transmitida que sééeatfiada através de um canal de
comunicacao. Desta forma, pode-se enviar informacéo efiicieente mesmo na presenca de ruido e
perda de pacotes, sendo o receptor capaz de recuperar agererméginal a partir de um conjunto
de dados o qual possua, pelo menos, 0 mesmo nimero de pacaiéshacio transmitida. E facil
ver que o uso de tais esquemas de codificacdo elimina a rdm#ssie retransmissées. O receptor
s6 precisa esperar até receber uma quantidade suficieréedep codificados. E neste cenario que
surgem os codigos Luby Transform (LT) [6].

Os cédigos LT formam uma classe de cédigos criados parantiss&o de dados através de
canais os quais podem ser modelados como canais com apadgassim, os codigos LT podem
ser utilizados em transmissdes has quais pacotes saogreodidorrompidos, visto que estes podem
ser interpretados pelo decodificador como apagamemntdk [Rodigos LT sdo capazes de recuperar,
com probabilidade no minim@ — ¢§), um conjunto dek simbolos de entrada a partir de quaisquer
k 4+ O(Vk.In(k/5)) simbolos codificados, necessitando para isso de uma médigidin(k/4))
operacdes “ou-exclusivo”.

Cddigos tradicionais para canais com apagamento saonipitt@ codigos de bloco com taxa
fixa, i.e., k simbolos de entrada sdo usados para gerark simbolos redundantes para um total
de n simbolos codificados, sendo a taxa do codigo dada:por[8]. Tendo em vista que, para
cédigos LT, o numero de simbolos codificados que podem sadgger partir dos dados originais é
potencialmente ilimitado, os mesmos séo classificados cametaxarateless codedd, 15,16,19].
Dentre os codigos sem-taxa, podemos citar ainda os coédgaeiR10], os cdédigos em tempo real
[11] e os codigos Slepian-Wolf sem-taxal[12].

O objetivo dessa dissertacao € investigar caracterisiegticacdes de codigos LT. Para tanto,
sdo expostas algumas ferramentas para andlise da prdhdbilile falha na decodificagdo, assim
como ferramentas para a construcao de distribuicdes de gemazes de gerar bons cddigos LT.
Como contribuicdo, € proposto um esquema de geracdo deatlabegle pequeno comprimento
(nimero debits) para cdédigos LT, os quais tornam o processo de decodificag@ipletamente as-
sincrono, reduzindo assim a complexidade do sistema. Adfude tais cabecalhos consiste em
informar ao decodificador, quantos e quais sao os vizinhasada simbolo codificado, uma infor-
macao essencial ao processo de decodificacao.

O esquema proposto mostra-se eficiente em dois aspectoscddsita de um pequeno numero
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debits para sua construcao; e 2) permite uma comunicacdo sem aitecksde sincronismo entre

o codificador e o decodificador. A primeira caracteristiczaciam que se minimize a quantidade de
informacao auxiliar, maximizando a quantidade de infordaeitil” em cada simbolo codificado.
Conforme sera visto no Capitulo 2, a razéo entre o numetztd@ecessarios a representacéo da
informacao auxiliar e o numero dats contendo informacao Gtil depende apenas do nimero de
bits dos simbolos de entrada, podendo ser esta ajustada de aoandxs necessidades do sistema.
A segunda caracteristica elimina um requisito que por vagesscenta complexidade aos sistemas
de comunicacédo: a necessidade de sincronismo. O casanesssdduas caracteristicas gera um
esquema de representacdo de cabecalhos de facil imple@ergeaixa complexidade conforme

serd exposto na Secéo 2.3.

1.1 Comunicacéo em canais ruidosos

O problema fundamental em teoria das comunicacdes copsisteproduzir em um ponto, exata
ou aproximadamente uma mensagem selecionada em outro Semtgre que uma fonte deseja en-
viar uma mensagem para um receptor, ela o faz através de wahd=monomunicag¢édo. No entanto,
canais de comunicacao reais sdo sempre afetados por rujdal & constituido por sinais aleatorios
advindos de fontes as quais podem ser internas ou exterrastama de comunicagao utilizado.
Fontes externas incluem interferéncias causadas pos sieado transmitidos em canais proximos,
lampadas fluorescentes, tempestades elétricas e raiasfaides internas de ruido incluem a movi-
mentacdo de elétrons em condutores, a difusdo e recombidagiortadores eletricamente carrega-
dos em aparelhos eletrdnicos e emissdes aleatodrias. O&sita duvida um dos fatores basicos que
limitam a taxa das comunicac¢des|[13].

A fim de obter uma maior confiabilidade na transmissao derimdigéo através de canais ruido-
sos duas estratégias podem ser adotadas: 1) construitagrcam componentes mais confiveis e
aumentar a poténcia dos sinais transmitidos; e 2) codifitdoemacao a ser transmitida, inserindo
redundancia de maneira controlada, reduzindo assim ae®f#anosos do ruido sobre a mensa-
gem original. Na Figur@l1 encontra-se ilustrado um mobékico de sistema de comunicacdes
codificado, ou seja, que utiliza a segunda abordagem. Neledificador transforma a mensagem
original s em uma mensagem codificatjaadicionando redundancia a mensagem original, a qual é
enviada através de um canal ruidoso para o decodificadorn@ passivelmente adiciona ruido a
mensagem transmitida, gerando uma mensagem reaelfiddecodificador entdo usa a redundancia

introduzida pelo codificador para recuperar a mensagennatiga partir der. As bases para o
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desenvolvimento de bons codigos corretores de erros faranduzidas por Shannon_ [14], o qual
estabeleceu os limites tedricos da transmissao de inf@wragdificada através de um canal ruidoso,
embora ndo tenha mostrado como construir tais codigosesaeoque tem motivado muito estudo ao

longo de todos os anos desde a publicacéo do referido artigo.

Fonte
s s
Codificador Decodificador]
t Canal r
Ruidoso

Figura 1.1: Sistema de comunicac¢des codificado.

A introducao dos conceitos acima se faz importante no ctmtix presente dissertacdo porque
canais com apagamento sao um tipo de canal ruidoso. Fazenasn de bons cddigos corretores
de erros, a comunicacao através de canais que corromperaagdo transmitida pode ser vista
como uma transmissdo em um canal com apagamentos, ou s&jayrmapacote de informacéo
contenha erros detectaveis porém incorrigiveis pelo cdcigretor em uso, 0 mesmo €é descartado
e interpretado como um apagamento. Essa estratégia € iesg@ma a comunicacao utilizando
cbdigos LT, visto que 0os mesmos nao sao utilizados paratdet®e corrigir erros nas mensagens

transmitidas.

1.2 Comunicacdo em canais com apagamento

Introduzidos por Elias [15], canais com apagamento sdosanagque a mensagem é recebida
sem erro ou é convertida em um apagamento. Conforme dito@ntente, canais ruidosos nos
guais bons cadigos corretores de erros sdo aplicados p@idemst®ys como canais com apagamento.
Na transmisséo de pacotes formados por um nimeraofo@bits, o canal com apagamento formado
por um alfabeto ndo-binario G§( em queg = 2™, é um modelo adequado para canais nos quais

tais pacotes podem ser descartados, sendo cada pacosenégde por um dag= 2" elementos de
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GF(g). Um modelo de canal com apagamento é mostrado na Higuralél2 .encontra-se ilustrado
um canal quaternérig (= 2?) com apagamento, o qual possui uma probabilidade de transmitir

o simbolo de entrada sem erro, e uma probabiligadie entregar ao receptor o simboly’; o qual
significa um apagamento. Conforme dito anteriormentesimgssdes realizadas através de redes de

comunicacao formam um importante exemplo de comunicacaeéstde canais com apagamento.

00 1-p Q 00
01 O 01
10 O 10
11 O 11

Figura 1.2: Canal quaternario com apagamento.

Os codigos de bloco/[8] tradicionalmente utilizados paragacom apagamento sdo os codigos
Reed-Solomor [16]. Um cAdigo Reed-Solomenk) é capaz de recuperar a mensagem original a
partir de qualquer conjunto desimbolos codificados. No entanto, apesar do processo decaegdb
poder ser realizado de forma rapida, a complexidade do gsoate decodificacdo torna estes codigos
viveis apenas para pequenos valorek de, codigos Reed-Solomon tipicamente utilizam= 255
[2,18,117]. Além disso, ao contrario do que acontece com @&did, deve-se estimar a probabilidade
de apagamento do canal antes da codificagdo de modo a deteantéxa & = k/n) do codigo. No
capitulo 2 é feita uma breve comparacao entre dois coédigaspaais com apagamento e os codigos

LT.

1.3 Fontes digitais

O conceito de fonte digital introduzido em [4] surgiu da iig@o de se desenvolver um esquema
de codificacéo no qual, a partir de um subconjunto qualqueadetes codificados cuja cardinalidade
seja igual a do conjunto de pacotes que constituem os dadysais, 0 receptor seja capaz de
recuperar a mensagem originalmente transmitida. A m@wa@ra o nome fonte digital surgiu a

partir da observacdo de que o codificador pode ser visto con@ofante que prové um ndmero
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arbitrariamente grande de gotas de 4gua (pacotes cod&a@(bguém que queira saciar sua sede
com um copo d’'agua (recuperar o arquivo original) pode aolet conjunto qualquer de gotas
(simbolos codificados) que preencham o copo (qualquer smnfle simbolos codificados com o
mesmo numero de simbolos do arquivo original). Por exengiponha que o arquivo original é
formado pork.m bits e cada simbolo de entrada seja formadorpdiits codificados. Um individuo
que queira receber o arquivo original completo através deamal de comunicagéo, deve receber
simbolos de saida até poder fazer a decodificacdo complatawessao [1.8].

Mais precisamente uma fonte digital ideal deve ter as stggipropriedades:

> Possa gerar um nimero arbitrariamente grande de simbald&ados a partir dos dados origi-
nais. E desejavel ainda que, dada a mensagem original, italdals codificado pode ser formado

com um tempo constante.

> Um receptor seja capaz de reconstruir a mensagem origimahéta pork simbolos de entrada
a partir de qualquer conjunto desimbolos codificados. Essa reconstrucdo deve ser rapida, de

preferéncia linear erh.

Foi citado anteriormente que cAdigos LT sdo capazes deesaipom probabilidade no minimo
(1 — §), um conjunto de: simbolos de entrada a partir de quaisquerO(v/k.1n?(k/4)) simbolos
codificados, necessitando para isso de uma médix #eln(k/d)) operacdes “ou-exclusivo”. Con-
forme sera detalhado posteriormente, diz-se que uma fuf(@ge O(g(z)) se, para algumz > x,
ocorre quef(z) < M.g(x) para uma constant®/ qualquer, ou seja;(z) representa uma cota su-
perior para os valores dfx). Assim, desconsiderando constantéso nimero de operagdes e 0
namero de simbolos necessérios a decodificacdo de cédigaiollimitados, respectivamente, por:
k.In(k/8) ek+O(Vk.In?*(k/5)). A FiguralL3B ilustra tais limitantes, pafa= 0.5, juntamente com
o ideal linear.

Sendo assim, os codigos LT formam uma boa aproximacéo pareceito de fontes digitais, em
gue o numero de pacotes necessarios a decodificacao berdsia@mxima-se di, com tempos de
codificacdo e decodificacdo um pouco maiores do que o ideaklidinda assim, sdo aproximacdes

notaveis e eficientes para aplica¢cdes nas quais fonteaidigéto desejadas.

1A0 longo do documento usaremos alternadamente os termbsissrde saida, simbolos codificados, simbolos cédigo egsade
saida para denominar um conjuntoldis que foram submetidos ao algoritmo de codificagdo dos cédifid3e forma analoga, os termos
simbolo de entrada ou pacote de entrada irdo denominar yomtmmlebits do arquivo original a ser submetido ao referido algoritmo.
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Figura 1.3: Limitantes de complexidade envolvidos na andlise dos o&did.

1.3.1 Aplicagbes de fontes digitais

Existem inimeras aplicacdes onde fontes digitais sdo &esds] A motivacdo desta subsecao
consiste em citar algumas delas para enfatizar a impoa&iucestudo da classe de cédigos de que

trata essa dissertacao.

Multicast

Pormulticastsubentende-se a transmissdo em que uma fonte envia argangosm conjunto de
determinados receptores em uma rede de comunicacado. Apatirantagem da utilizagédo de fontes
digitais em transmissdes do tipaulticasté a eliminacdo da necessidade de retransmissdo. Se um
usuario deixa de receber um determinado pacote, ele ndegpadir retransmissao do mesmo visto
que, qualquer conjunto de simbolos de saida formado pelmmeémero de simbolos de entrada
gue formam o arquivo original pode ser utilizado para recape arquivo enviado.

Uma outra vantagem das fontes digitais é que se torna thiga&l com receptores operando a
diferentes taxas de recepgdo. O transmissor pode enviadus tha taxa mais alta possivel, pois
néo havera prejuizo algum para o receptor mais lento se estermlguns pacotes. Fica claro tam-

bém que iniciadownloadsem insantes posteriores ao inicio da transmissao tornasse simples,
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visto que a ordem na qual os pacotes sdo recebidos nao infgortantrario de sistemas que usam
protocolos TCPL1]).

Recepcédo paralela de arquivos

A recepcédo em paralelo de arquivos vindos de vérias fonstigidis € outra aplicacdo em que o
conceito de fontes digitais mostra-se extremamente g#éndo fontes digitais, cada fonte pode pro-
duzir uma sequéncia infinita de pacotes codificados; comspadibilidade de pacotes codificados é
essencialmente infinita, a possibilidade de colisdo (quantiesmo pacote € enviado por multiplas
fontes) € infima. Além disso, pode-se encerrar uma secaceeg&o sem preocupagao alguma com
as fontes ou com a taxa de perdas do canal através do qualmadtelas esta enviando seus pacotes

de saida.

Transmissdo de video em tempo real

Enquanto a transmisséo de um video inteiro é feita como aalgugr arquivo, a transmissdo em
tempo real é algo que demanda uma andlise mais profundadevatraso envolvido na codificagdo
e decodificacdo de arquivos usando fontes digitais. Usamdoalbordagem comum, o usuario teria
de esperar que todos os pacotes necessarios a decodifibegfssem para comecar a assistir ao
video.

Para transmissdo em tempo real, a abordagem mais utilizexéste em segmentar o arquivo
original em vérias partes. Enquanto a primeira parte é ¢adawa segunda € baixada e assim por
diante. Existem muitos aspectos a serem levados em comsitiemessa abordagem como o tamanho
relativo dos segmentos, a razdo entre a taxdayenloade a taxa de execucéo etc. Detalhes sobre

esse assunto encontram-se minuciosamente descritoslpm [19

1.4 Objetivos

Esta dissertac@o apresenta um estudo sobre cédigos LTesizamentas de andlise assintotica,
além de técnicas para obter boas distribuicbes de grauss disizibuicbes de graus sdo aquelas
que geram codigos LT com baixa probabilidade de falha acolateydecodificacdo. E proposto
ainda um método de geracdo de cabecalhos de pequeno tamaahoddigos LT que elimina a
necessidade de sincronismo entre o codificador e o decattifimplificando assim, o processo de

decodificacdo. Estes cabecalhos informam ao decodificadotos e quais séo os vizinhos de cada
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simbolo codificado recebido, visto que esta informacao énesa a implementacao do processo de

decodificacéo.

1.5 Organizacéao da dissertacao

Esta dissertacdo encontra-se organizada em cinco capéuliois apéndices. As referéncias
bibliograficas localizam-se nas ultimas paginas do texti@eorganizadas na ordem em que foram

citadas. Segue abaixo um resumo de cada capitulo.

> Capitulo 2. Apresentam-se os cddigos LT, seu processo de codificacdooelifileacdo, ana-
lise de desempenho em conjunto com uma comparacao a codigirsdnais para canais com
apagamento e um método para geracdo de cabecalhos qudlimssimplementacdo de uma

transmissao assincrona.

> Capitulo 3. Descreve-se técnicas de analise assintética de cédigasitdnpjente com o célculo

da probabilidade de falha no processo de decodificacéo.

> Capitulo 4. Sao apresentadas duas distribuicbes de graus para cédigaigém de uma técnica

para construir boas distribuices de graus.
> Capitulo 5. Conclus®es e sugestdes de trabalhos futuros sdo discutidas
> Apéndice A.Descreve a teoria basica de cotas de Chernoff.

> Apéndice B.Neste apéndice s&o revistos conceitos importantes de @®grafos utilizados ao

longo da dissertagéo.
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CAPITULO 2

CODIGOSLT

A descoberta consiste em ver o que todos vi-
ram e pensar no que ninguém pensou.

— Szent-Gyorgi

Os cbdigos Luby Transform (LT) formam uma classe de cédigaaderipor Michael Luby
em 2002 [5], sendo estes a primeira implementacédo do condeifonte digital digital
fountain) com tempo de codificacéo e decodificacdo viavel para sistgumarequeiram a formacéao
de um grande numero de simbolos codificadaspartir de um arquivo corh simbolos de entrada.
O objetivo deste capitulo consiste no estudo dessa redadealasse de cddigos, suas propriedades
e possiveis aplicacdes.

Como primeira implementacao do conceito de fonte digitah @aquivos de tamanho prético,
0s codigos LT sdo capazes de recuperar, com probabilidadémmo (1 — §), um conjunto dé:
simbolos de entrada a partir de quaisqueO (v/k. In*(k/§)) simbolos codificados, necessitando de
uma média d® (k. In(k/J)) operacdes [6]. Os codigos LT sao classificados como semgamdo o
nuamero de simbolos codificados que podem ser gerados admtitados originais potencialmente
ilimitach. Assim, ndo importa qual o modelo de perdas do canal em usaljficador simplesmente
envia dados até um namero suficiente de pacotes chegareweatare A estatistica do canal apenas
influencia no tempo necessério para que simbolos de said#&stds para a decodificacdo bem
sucedida sejam recebidos pelo decodificador. Como o dezantifii pode recuperar uma mensagem

formada por simbolos de entrada a partir de quaisquer €)k simbolos codificados onde< e <

2Na verdade, apesar do termo codigos sem-taxa ter sido largaradotado na literatura, os codigos LT s&o codigos devéaiével,
sendo o numero de simbolos codificade¥\ariavel de acordo com o nimero de pacotes necessariosaifitszdo bem sucedida.



1, os cbdigos LT sdo quase 6timos com respeito a qualquer camabpagamentos, considerando
que um cédigo 6timo é aquele que consegue recuperar a memedgaal formada pok simbolos

de entrada, a partir de qualquer subconjunté dembolos de saida dentre ogeradosl[9].

2.1 Codificacao

Nesta secao serd abordado o processo de codifica¢do devangilizando codigos LT. Ao longo
da codificacdo cada simbolo codificatjoé obtido a partir de um arquivo original formado pelos

simboloss, s», s3, ..., S COMO Segue:

1. Aleatoriamente escolher o nimero de vizinhos (g#auwjo simbolo codificado a partir de uma
distribuicéo de probabilidadéy(z).
2. Escolher, uniforme e aleatoriamentg,simbolos de entrada distintos e atribuit,a0 valor da

adicaobit a bit, médulo 2 desses$, simbolos.

Fica claro a partir da descricdo do processo que existem distbuicdes de probabilidade
envolvidas. Uma para determinar o0 nimero de vizinhos (gtawada simbolo codificado, e outra,
uniforme, para reger a escolha de quais simbolos de entéladmpor o conjunto de vizinhos do
simbolo codificado. A distribuicdo de probabilidade quesregiiimero de vizinhos de um simbolo

codificado € definida como se segue:

Definicao 2.1 Para todo d {2, € a probabilidade que um simbolo codificado tenha grau d.

Ao longo dessa dissertacdo, denotar-se-4 uma distribdiggmobabilidades pelo seu poliné-
mio gerador. Assim, a representagdo para a distribuicdcales @ feita pelo polindmi€(z) =
Zle Q,2°, onde(); denota a probabilidade de que o giaseja escolhido. Usando essa notacao,
por exemplo, o valor esperado da distribuicao de graus é slagesmente pa®’(1), onde’ ()
denota a derivada de(x) com respeito a.

Faz-se mister lembrar que para realizar a decodificacd@ept@ precisa conhecer o grau do
simbolo codificadod) e quais sdo 0s vizinhos do mesH](Existem diversas maneiras de comunicar
ao receptor tais dados conforme descrito na Secédo 2.3 le @fil][@\a implementacao utilizada no

desenvolvimento desta dissertacdo, optou-se por um escagsincrono para comunicar tais dados,

3Pode-se argumentar que conhecendo 0s vizinhos ndo haidadesse se enviar também o grau do simbolo codificado. Issmnde
daimplementagdo computacional dos algoritmos de codificaglecodificacéo. Nas implementacdes realizadas no déserento dessa
dissertacéo, conhecer o grau de cada simbolo faz parteafiralg de determinacéo dos vizinhos, conforme exposto gads2 3.2. Logo,
o grau de cada simbolo de saida precisa ser enviado.
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conforme exposto na Secado 2.3. A operacao de codificacae daefirgrafo ligando os pacotes de
entrada e os pacotes de saida, e é baseado nessa descrigsGmglanado o processo de deco-
dificacdo. Descrito o processo de codificacao, ficara clagp@sentacdo de codigos LT através de

grafos, a partir do seguinte exemplo:

Exemplo 1 Considere um arquivo formado por trés “bits’ sos3 = 101, perceba que por simpli-
cidade os simbolos de entrada neste exemplo sdo formadepenas 1 “bit”. O nimero de “bits”
de um simbolo de entrada é arbitrario, podendo ser definidaabedo com a aplicacdo em vista.
Quer-se realizar a codificacdo desse arquivo gerando qusitrtbolos de said& totsts. Assim, 0
processo de codificagdo sera composto de quatro etapas, araapda simbolo de saida gerado.
A TabeldZ1 ilustra o resultado da codificagdo para cada simie saida. Note que o simbalo

denota a operacao “ou-exclusivo” componente a componente.

Tabela 2.1: Processo de codificacdo do Exemplo 1.

simbolo | grau(d(t;)) | vizinhos valor
t1 1 S1 s1=1
to 3 515983 | S1 P soDs3 =0
t3 2 5983 So@s3 =1
ta 2 5182 s1® sy =1

Para construir um grafo que retrate tal codificacdo vamosuseg seguinte notacdo: os simbolos
codificados {,,) formardo os nés de verificacdo e os simbolos de entragaf¢rmardo os nds de

mensagem de um grafo bipartite (Apéndice B). Cada simbokaftia serd conectado através de
um ramo ao simbolo de entrada que for seu vizinho. Desta foam@sentamos na Figuia2.1 o

seguinte grafo que ilustra a codificagéo.

Figura 2.1: Grafo resultante da codificacdo realizada no Exemplo 1.
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2.2 Decodificacéao

Relembrando o acima exposto, vamos adotar a seguinte notag&imbolos codificados,)
formardo os ndés de verificagdo e os simbolos de entrgddqrmardo os n6s de mensagem. O

algoritmo de decodificagdo de cAdigos LT resume-se ao geguin

1. Encontrar um né de verificacdp que esteja conectado a apenas um simbolo de entfada
caso ndo haja tal n6 de verificacdo, a decodificacdo é abpseudo necessario receber mais

simbolos codificados antes de se fazer nova tentativa delifieag&o.

a) Fazers, = t,,
b) Somars a todos os nés, que estejam conectados;a

¢) Remover todas as conexdes que chegam ao simbolo de entrada

2. Repetir (1) até que todos 8 estejam determinados.

O processo de decodificacdo descrito esta ilustrado nadEfglina qual cada simbolo de entrada
€ composto de apenas unt. Existem trés simbolos de entrada (indicados pelos nosnutsoki
superiores) e quatro simbolos de saida (indicados pelatenderificacdo inferiores), os quais valem
titatsty = 1011 no inicio do algoritmo. Na primeira iteracdo, o Unico no defieacdo conectado
a apenas um simbolo de entrada €a). Faz-se entae, = t; (b), elimina-se o né de verificacéo, e
adiciona-se o valor de; aos nés de verificacdo que estédo ligados ao mesmo (¢) detamaeg do
grafo. No inicio da segunda iteragédo (c), o quarto né de vagéo esté ligado apenasxa Faz-se
entdos, = t4 (d), e se adiciona, aos dois nos de verificagdo ligados a ele (e). Por fim, persebe-
gue dois nés de verificagdo estao ligadesae ambos atribuem o mesmo valor a tal simbolo de

entrada, o qual é restaurado em (f).

S1  S2  S3 1 1 1 0 1 0 1 0 1
Mmoo ad
1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

Figura 2.2: Decodificacdo dos simbolos gerados no Exemplo 1.
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2.2.1 Oprocesso LT

A descricdo do que se define por processo LT € apenas uma éatiaapara descrever o projeto
e andlise de uma boa distribuicdo de graus. O processo LT &gamealizacdo do classico pro-
blema de lanc¢ar bolas em um conjunto de urnas e muitos dosadkssidesse problema em teoria
da probabilidade seré@o aplicados na analise do cédigo estagqueNa analise subjacente, simbolos

codificados sé@o analogos a bolas, e simbolos de entrada&aga@sa urnas.

Processo LT: Todos os simbolos de entrada estao inicialmente descebého simbolo de entrada

é dito coberto, se ao longo da decodificaclo recebe-se unlsiaid grau unitario que o tem como
vizinho. No primeiro passo do processo LT, todos os simbooolificados com apenas um vizinho
sdo liberados para cobrir o mesmo. O conjunto de simboloatdada cobertos os quais ndo foram
ainda processados é chamaddrifgple” . Em cada passo subseqliente do processo LT, um simbolo
de entrada ntripple” é processado, ou seja, ele é removido como vizinho de todssrimlos
codificados que o tenham como tal; apos isso, todos os simbodlificados que possuirem apenas
um vizinho séao liberados para cobrir tal vizinho restantiguAs destes podem ser simbolos anteri-
ormente descobertos fazendo com qtigaple” cresca, enquanto outros que ja foram cobertos ndo
causam qualquer alteracdo no refefidpple” . O processo termina quandéripple” encontrar-se
vazio em algum passo. O processo falha quando existir aosuengimbolo de entrada ndo-coberto

ao fim do processo, e é bem sucedido se ao fim do mesmo todoshmdasme entrada sdo cobertos.

A Figura[Z3 ilustra o processo LT para a codificacéo readizamlExemplo 1. Inicialmente (a)
todos os simbolos de entrada (urnas) estao descobertas @em bolas). No primeiro passo todos
os simbolos codificados (representados por retanguloglas thentro dos retdngulos representam
0s vizinhos do simbolo codificado) com apenas um vizinho ib&oados para cobrir o mesmo (b).
Em cada passo subsequente, um simbolo de entradppli®é processado, ou seja, ele é removido
como vizinho de todos os simbolos codificados que o tenham talnos simbolos sombreados em
(c), (e) e (g) indicam tal processamento. Em (c)pple € formado pors;, em (€) pors, e em (Q)
por s3, ou seja, 0 conjunto de simbolos de entrada cobertos maa @dwdprocessados. O processo
termina quando oipple encontrar-se vazio em algum passo (h). O processo falhalqueistir ao
menos um simbolo de entrada ndo-coberto ao fim do procesbene gucedido se ao fim do mesmo
todos os simbolos de entrada sé@o cobertos. No nosso exemmoasso foi bem sucedido.

No processo classico de langamentondieolas em um conjunto de deurnas, todas as bolas

sdo lancadas de uma Unica vez, tornando necessario um gnameeo de bolas para cobrir todas as
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Figura 2.3: Processo LT.

urnas, mais precisamente,;s®olas sdo langcadas etrurnas, o valor esperado do nimero de urnas
vazias é dado pdt.e™/* [[]. Um bom projeto de uma distribuicdo de graus garante qu®cesso
LT libera simbolos codificados de forma incremental paraicétdos os simbolos de entrada. Os

objetivos de uma boa distribuicéo de graus sao:

1. Liberar simbolos a uma taxa tal queigple ndo cresca exageradamente ao longo do processo
(o que geraria um desperdicio de recursos computacioretis que ao serem liberados, os

simbolos codificados ndo irdo cobrir nenhum simbolo de @éatinda ndo-coberto).

2. Néo permitir que aipple desapareca antes de todos os simbolos de entrada estaidaez dev

mente cobertos.

Nao é muito dificil verificar uma estreita correspondénciieeo processo LT e o processo de
decodificacdo de um cddigo LT. O ndmero total de simbolosficadios necessérios para cobrir
todos os simbolos de entrada no processo LT correspondensgratotal de simbolos codificados
necessarios para recuperar os dados de entrada no proeedsoatlificacdo. A soma dos graus
dos simbolos codificados corresponde exatamente ao nuptatalé operacdes necessarias para

recuperar a mensagem original.
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Na secao seguinte, iremos fazer uma andlise do desempestuddigos LT em canais livres
de ruido, canais com apagamento e canais binarios simg{B&C). Para tanto, vamos introduzir
agora a definicdo de duas distribuicBes de graus utilizanlpsatesso de codificacdo de codigos LT
classicos. Dentre elas, a distribuicdo Séliton Robustatdéizada na aplicagdes praticas dos codigos

LT [B, 20].

Definigéo 2.2 A distribuicdo Sdliton Ideab(z) = 25:1 pax® € definida pompy, ..., pi., €m que:

> p1 = 1//45

> Paratodod = 2, ..., k,pq = 1/d(d — 1).

Defini¢céo 2.3 A distribuicdo Sdliton Robusta(x) = 25:1 uqx® é definida como se segue. Seja

R = c.In(k/§)Vk para alguma constante > 0 e sejar, tal que:

R/d.k parad=1,...,k/R — 1,
Ta =194 R.In(R/d)/k parad=Fk/R,
0 parad=k/R+1,.... k.

Adicionandop, a 4 € normalizando esta soma dividindo-a g Zgzl[Pd + 74) tem-seu,, ou

seja:
pa = (pa+7a)/Bparad =1,...k, .

O parametra: € uma constante de ordem 1. No entanto, valores menores gearh ¢pons
resultados. Nesta dissertacdo, o numero de simbolos eattif@ definido come = gk = (1+¢€)k.
O numero de simbolos codificados de graé uma variavel aleatéria discreta de distribuicdo de
probabilidade binomial com parametrese 114. O valor esperado de uma variadvel binomialmente
distribuidaX com parametros e p € igual an.p [21]. Logo, o valor esperado do nimero de simbolos

codificados de grad é dado por:

(pa + 7a)
B

No préximo capitulo serdo analisados os requisitos que waalistribuicdo de graus deve sa-

n.ug = kG. :k’.(pd-i-Td).

tisfazer para que a probabilidade de sucesso na decoddisagimaximizada, justificando assim o

porqué da escolha da distribuicdo Soéliton Robusta.
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2.3 Formacéao de cabecalhos para codigos LT

Esta secdo apresenta as idéias envolvidas na geracao galbatirerente a utilizacéo dos cédi-
gos LT. E fato conhecido que tais codigos necessitam quesajaiados, juntamente com cada um
dos simbolos codificados, informacgdes referentes a com@ssios foram gerados (quantos e quais
s8o 0s seus vizinhos). A proposta a seguir visa minimizarmend debits necessarios ao envio
de tais informacgdes, bem como eliminar a por vezes comglicadessidade de sincronismo entre

transmissor e receptor.

2.3.1 Meétodo das transformacdes inversas para variawsalas discretas

Caso se queira simular uma variavel aleatéria discXetaqual pode assumirvalores distintos,

com distribuic&do de probabilidade
P{X =ux;} =Pjparaj =1,...,k ezj P =1,

pode-se usar a versdo de tempo discreto da técnica da traag#o inversa exposta a seguir, con-
forme em|[21].
Para simular a variavel aleatoria discréfapara a qualP{X = xz;} = P;, considerel/ uma

variavel aleatéria uniformemente distribuida erjtrel ), e faca

x1, selU < Py,
xe, se P <U< P+ Py,

X =/{: (2.1)

Jj—1 J
xj, sey  P<U<Y | P,

Como

vemos que X tem a distribuicdo de probabilidade desejadaa blmordagem mais detalhada do
método em questédo pode ser encontrade em [22].

A utilidade do método acima exposto na implementagéo ddicador e do decodificador LT
vem da necessidade de se implementar, na geracdo de caddosiedperimentos os quais utili-
zam duas distribuicdes de probabilidade distintas: ailblisti@o Séliton Robusta e a distribuicao

uniforme.
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2.3.2 Implementacdo computacional da codificacdo

O problema computacional da codificacdo consiste em comteimgntar a determinacéo do
grau dos simbolos codificados e seus respectivos vizinhosagpecto importante diz respeito ao
namero debits dos simbolos de entrada. Esse valor pode ser ajustado cendoaplicacao, variando
desde um a milhares d#ts. Por exemplo, em um canal da Internet baseado em pacotegaa ca
atil de um pacote IPI(ternet Protocol é de 1024ytes[1]. Logo, assumindo que cada pacote IP
contenha em sua carga util um simbolo de saidagt@sde informacado auxiliar (cabecalho), um
simbolo de entrada contendd = (1024 — 9) bytes ou seja, 812®its seria apropriado.

Um outro exemplo é um sistema fazendo uso do padréo de pABES (Moving Picture Expert
Group) [1] o qual possui uma carga til de 1Bgtesem cada pacote. Considerando que cada pacote
contenha um simbolo de saida by@esde cabegalho, simbolos de entrada conteWde: (188 — 8)

bytes ou seja, 144bits, seriam adequados.

Determinacao do grau do simbolo codificado

Usando o método das transformacdes inversas, a determidagfrau dos vizinhos a partir de
um numero uniformemente distribuido entre O e 1 € trivialstBadotar; = j ondej determina o
grau do simbolo codificado®; = ;.

Conforme exposto anteriormente, o primeiro passo da caddir consiste na determinacao do
grau do simbolo a ser codificado. Assim sendo, utiliza-setodoédas transformacgdes inversas para
simular a distribuicao Sdliton Robustdr), armazenando para cada simbolo codificado um nimero
U; uniformemente distribuido entf@, 1). Perceba que de posseldee dos possiveis valores para
o grau de um simbolo codificado, o decodificador pode aplicaesmo método das transformacgdes
inversas e obter univocamente o grau do simbolo codificadoald/; esta associado, como mostra

0 exemplo a seguir.

Exemplo 2 Considere uma variavel aleatéria discreta X para a qiglX = z;} = P; em que
1 =1, 20 = 2,23 =3, 24 =4eP, =01, P = 0.5, P; = 0.2, P, = 0.2. Para simular
a distribuicdo de probabilidades acima usando o método dassformacdes inversas, amostra-se
uma variavel uniformemente distribuida entre 0 e 1. Jéjeo resultado desse experimento, na

TabeldZP encontra-se o valor atribuido a variavel ale@&dX para os possiveis valores @g.
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Tabela 2.2: Método das transformagdes inversas para simular a vaafeatiriaX do Exemplo 2.

Uy X

U; <01 1

01<U; <01+0.5 2
01+05<U;1<01405+0.2 3
014054+02<U;<01+054+02+02]| 4

Determinacéo dos vizinhos

Para determinar os vizinhos de cada simbolo procede-sgdatemaneira descrita em [20] 23].
De posse do graul] do simbolo de saida em questédo e do nimero de simbolos ddargera-se de
forma uniforme dois nimera¥ e Y. E importante ressaltarque< X < k—1e0<Y <k — 1.
Tais numeros podem ser gerados através do método das traasfes inversas, simulando uma
distribuicdo uniforme entrél, k£ — 1) para determinaX a partir de um nimer®d, uniformemente
distribuido entrg0, 1); e simulando uma distribui¢do uniforme entfe k — 1) a partir de outro
nimeroU; uniformemente distribuido entf®, 1) para determina¥”. Feito isto, € criado um vetor
AL [-] o qual ird conter todos os vizinhos do simbolo cédigo em degtssim, o seguinte algoritmo

€ especificado:

Paraj =1,...,d — 1:

1. AL(0) =Y,

2. AL(j) = (AL(j — 1) + X)mod(k).

E importante ressaltar que, de modo a fazer que todos oswizisejam distintos; deve ser
primo. Assim, se o nimero de simbolos de entrada ndo for pdexem ser inseridos tantos sim-
bolos de entrada quanto necessarios parameetorne primo, sendo que estes simbolos adicionais
devem ser formados apenas bits de valor 0. Satisfeita esta condi¢do, e como o grau & to-
dos os vizinhos do simbolo de saida seréo distintos. LEm fidtle ser encontrada a descri¢cao de
um método o qual dispensa a condi¢do de primalidade de entanto, o esquema de formag&o de
cabecalhos descrito aqui ndo pode ser utilizado caso spelatetilizacdo de tal método.

Por fim, tudo o que o decodificador necessita saber de modapenieeX eY', e por conseguinte
os vizinhos do simbolo codificado em questéo, sédo os nurbgre$/s, juntamente com o algoritmo

de formacéo dos vizinhos exposto acima.
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2.3.3 Formacéao do cabecalho

Para que se possa realizar a decodificacdo de um simbolaldesdecodificador deve conhecer
0 grau e os vizinhos do simbolo codificado em questdo. Os nu®les comunicar essa informacéao

ao decodificador incluem:

1. Enviar de forma explicita ao decodificador, o grau e unta tiss vizinhos para cada simbolo

codificado enviado.

2. Calcular implicitamente, baseado em um sincronismostersia, o grau e os indices dos vizi-

nhos de cada simbolo de saida.

3. Associar um cabecalho a cada simbolo codificado de formamos, codificador e decodifi-
cador, apliguem uma mesma funcdo ao cabecalho para prodyrziu e o conjunto de vizinhos

do simbolo codificado.

A primeira alternativa implica em um grande ndimeradbits para a sua representacdo. Ja a se-
gunda opcdo necessita de um sincronismo entre o codificanlateeodificador, um requisito por
vezes dificil de ser implementado. Assim, optou-se pelaeter opcao, a qual possibilita a forma-
¢do de um cabecalho com pequeno nimerditee ao mesmo tempo elimina a necessidade de
sincronismo no sistema. Seguindo a idéia da terceira ofigédesenvolvido e apresentado como
contribuicao desta dissertacdo, o seguinte esquema dgigata cabecalhos.

A cada simbolo codificado sera associado um cabecalho forpeld concatenacdo da parte
fracionaria dos numerads;, U, e U convertida para a representacdo binaria, conforme mostra o

exemplo a seguir.

Exemplo 3: Considere que durante o processo de geracao de um simbafkicadd, os seguintes
valores foram determinadog/; = 0.4, U = 0.3 e U3 = 0.1. Perceba que nesse caso a precisao
utilizada é de apenas uma casa decimal. Desta forma, seguirsquema de geracao proposto, o
simbolo de saida em questéo teria o cabecall®do 011 001] formado pela representagéo binaria
da parte fracionéaria dd/;, U, e U; (a separagdo entre os numeros binarios é somente ilustrativ

em aplicacbes praticas tais nUmeros podem ser concatehados

O numero de casas decimais necessérias para representarfegg@éonaria dos numerés, U, e
Us, de forma a garantir uma decodificagdo correta, varia conmeengide simbolos de entrada do ar-
guivo submetido a codificacao conforme pode ser visto nald@h®. Por exemplo, para um arquivo

de entrada subdividido ef)000 pacotes9 casas decimais sdo suficientes para uma decodificagdo
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bem sucedida. Fazendo a conversao para a base binariacdedamcessidade de aproximadamente
30 bits para cada um dos U’s, o que geraria um cabecall30 d& = 90 bits.

Pode-se perceber que essa precisdo (nUmero de casas daminmsideradas na representacao
de U, U, e Us) depende do comprimento dos intervalos de decisdo do méaxltransformacdes
inversas. Visto que, as regifes de deciséo (intervalos dodmélas transformacgdes inversas) se
tornam mais estreitas a medida que o niumero de simbolos @el@@umenta, deve-se aumentar a
precisdo da chave quando se auméntefim de evitar erros de decodificacdo devidos a aproximacdes
nos valores do&’’s. Assim sendo, ha uma estreita correspondéncia entre enolohe simbolos de
entrada e a precisao da chave, devendo esta ser determmesl@a codificacio para se evitar erros
oriundos de aproximagdes no valor d6s.

Um detalhe importante a ser apontado é que o tamanho doepaxd influencia na precisédo
do cabecalho, ou seja, pacotesl@deou 10000 bits necessitam da mesma precisdo se o numero de
simbolos de entrada for o mesmo. A TaHleld 2.3 ilustra o nlumhercasas decimais necessarias a
representagdo dé,, U, e U; em fungdo do numero de simbolos de entrada. Todas as siresla¢d
foram realizadas considerando simbolos cobit$de comprimento, tendo em vista que o nimero
debitsdos simbolos de entrada néo afeta a precisdo dos numeresateeso cabecalho.

Considerando simbolos com mais de 108, a adicdo da chave proposta gera um acréscimo
muito pequeno de informacéo auxiliar (em torno de 1%) encé@ao nimero deits do simbolo.
Pode-se inferir entdo que 0 esquema proposto € bem eficeqgteerdiz respeito a insercéo de redun-
dancia aos simbolos codificados (simbolos de saida). SiGegam um canal livre de ruido (Tabela
[Z33) mostraram que o esquema proposto é de fato eficientendodser implementado de forma
rapida e simples, sem necessidade de sincronismo entréficaddr e o decodificador. Percebe-se o
quéo pequeno é esse cabecalho quando se examina por exemgaloal da Internet baseado em pa-
cotes, nessa aplicacdo, um pacote com carga Util detyd@doossui um nimero daits apropriado.
Assumindo que cada pacote contenhiay8sde informagédo auxiliar, um simbolo de entrada com
M = (1024 — 8) - 8 = 8128 hits seria apropriado. Considerando que o numerbitelo simbolo de
entrada seja igual ao numero loies do simbolo de saida, um cabecalho ddBSrepresenta apenas

1.1% do total debits que formam um pacote de saida.

2.4 Andlise de desempenho

E importante lembrar que para cédigos LT, a probabilidadewtesso na decodificagdo s6 é

limitada se o numero de simbolos de saida disponiveis aptee¢dambém for limitado. O que pode
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Tabela 2.3: Precisdo dos numeros do cabegalho em fun¢ao do nimero dela$dle entrada.

nuamero de simbolos de entragdaimero de digitos de precisdonimero debits do cabecalho
100 6 60
1000 7 72
5000 8 81
10000 9 90
50000 10 102

ocorrer € um maior tempo de espera para a decodificacdo dandpl@rquivo, tendo em vista que
para garantir o sucesso na decodificacdo pelo mefiegmbolos codificados devem ser recebidos.
Nesta sec¢do sera analisado o desempenho de cédigos LTuddosttom a distribuicdo Séliton
Robusta. Pretende-se com isso avaliar a capacidade dbaudggio de graus escolhida aproximar o
cadigo do conceito de fontes digitais; quéo melhor a disigdn, melhor a aproximagéo. O estudo
de cédigos LT em canais com apagamento avalia o0 desempesiies thyyvando-se em consideracao
as caracteristicas do canal, visto que simbolos de saiéapodio permitir sua decodificacdo devido

a apagamentos.

2.4.1 Desempenho em canais livres de ruido

E discutido aqui 0 nimero de pacotes necessarios a decodifida codigos LT em canais livres
de ruido. As simula¢des foram implementadas considerando10000 (nimero de simbolos de
entrada). Ao longo do processo de decodificacdo, caso otoeaep obtivesse sucesso, 0 mesmo
requisitava mais simbolos de saida ao transmissor. Taégimento foi realizado de forma a obter
uma estimativa mais préxima do real nimero de simbolos sédes a decodificacdo bem suce-
dida. No caso de uma implementagdo pratica, ndo existe sidade de requisitar ao transmissor
mais simbolos de saida, o decodificador comec¢a a decoddieagén que estimar possuir pacotes
suficientes para uma decodificacdo bem sucedida. No enséndiejxa de aceitar simbolos de saida
vindos do transmissor quando a informacéo original forpecada, eliminando assim a necessidade
de um canal reverso para requisitar mais simbolos de saida.

O numero de simbolos extra requisitados a cada pedifjddi ajustado em 50, ou seja, a
cada falha na decodificagdo, mais 50 simbolos de saida egaisitedos ao transmissor. Em|[20],
aconselha-se qu& = +/k. Nas simulagées aqui descritas foi adotado o v@ler /% /2 a fim de ob-
ter uma maior precisdo acerca do real nUmero de pacotessaeoss decodificacdo bem sucedida.

Na TabeldZM encontram-se indicados o nimero médio de kismecessarios a decodificacdo bem
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sucedida, em funcéo dos parametes).

Tabela 2.4:Numero médio de simbolos necessérios a decodificagdo eddfdeg e J.
sC | o001 0.1 0.5 1.0
0.001| 10538| 12360| 19271 | 22812
0.01 | 10495| 11729| 16850| 20296
0.1 | 10456| 11202| 14740| 17579
1 10423| 10809 | 12991 | 15004

Cada uma das médias obtidas foi calculada ap6s 30 simulpa@@sada pat e . O nimero
de simulacgdes foi escolhido de maneira arbitraria, tendeista que, 0 nimero simbolos de saida
necessarios para a recuperacao da mensagem originalpmestaltamente concentrado em torno
do valor médio exposto na Tabélal2.4. Uma questéo pertigergaal o sentido de se operar com
um ¢ = 1, tendo em vista que este € uma cota da probabilidade de fallieeabdificador. A
utilizacdo desse valor ¢é justificada devido a analise piitibtita utilizada para estabelecécomo
um limitante superior da probabilidade de falha na decaifio, ser muito pessimista [6) 18]. Dessa
forma, quando se utiliza a distribuicdo Séliton Robuété,uma cota “frouxa” da probabilidade de
falha, de forma que até valores coe- 1 sdo capazes de gerar bons cddigos LT.

Ao longo da dissertacao, os cédigos LT utilizados faréo asdistribuicdo Soliton Robusta com
par@metrog e § iguais a 0.01 e 0.1 respectivamente, tendo em vista que $iemgrao longo das
simulac¢des realizadas nessa dissertacéo, que estes\gdoaen bons codigos LT. Considera-se um
bom cédigo LT, aquele que € capaz de recuperar a mensageimabggpartir de um nimero de
simbolos de saida que € um pouco~ 5%) maior do que o numero de simbolos de entrada que

formam a mensagem original

2.4.2 Desempenho em canais com apagamento

O estudo do desempenho em canais com apagamento € de gradéitia visto que, con-
forme dito anteriormente, um canal que pode corromper alepg@acotes pode ser modelado como
um canal com apagamento quando se trata da transmissaoadespam uma rede de comunicagao.
Para isso, assume-se que codigos corretores de errosguisdelpendentemente dos codigos em es-
tudo) séo usados para detectar e corrigir erros em um paootierme ilustrado na Figufla?.4. Caso
um dado pacote contenha mais erros do que a capacidade egéoodo codigo corretor, a detecgao

de erros é usada para identificar o pacote que contém erarsigieeis, tratando 0s mesmos como
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Canal
ruidoso
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LT CCE

Figura 2.4: Sistema com codigos corretores de erros (CCE) usados enm¢oigpm cédigos LT.

apagamentos. Apagamentos s&o descartados em seguidagadifidador LT. Assim, ou 0 pacote
€ recebido completamente sem erros ou é descartado.

A Figura 2.5 mostra a quantidade de simbolos necessariasips decodificacdo bem sucedida
em funcéo da probabilidade de apagamento do canal. Peseahe, & medida que a probabilidade
de apagamento cresce, maior se torna a quantidade de s$ndoalificados necessarios para que
haja uma decodificacdo bem sucedida. Esse comportameriiaes® pelo fato de quéo maior a
probabilidade de apagamento, menos simbolos de saidanclegdecodificador. E possivel notar
ainda que, com probabilidades de apagamento muito baixagnero de pacotes necessarios para
a decodificacdo bem sucedida tende a uma constante iguah aniaima do codigo LT em uso,
ou seja, o nimero minimo de pacotes de saida necessariosdifidacao. Isso acontece por que
praticamente todos os pacotes enviados sdo recebidosgualdificador. E importante lembrar que
ajustando os parametrog ¢ pode-se obter codigos LT com taxas minimas melhores do gubida
pelo cédigo utilizado nesta simulacao, a qual vale aprosdangnte 90%.

No caso de simbolos com apenas hbitp o canal reduz-se ao canal binario com apagamento
(BEC) |15], no entanto, estamos considerando aqui simtddosomprimentd > 1 bits, desta
forma esta-se considerando canais com apagamedtos, ondey = 2'. As simulagbes foram
feitas considerandb = 1000. O valor(1 + ¢)k = [k representa o nimero de simbolos de saida

necessarios a uma decodificagao bem sucedida.

2.4.3 Desempenho em canais BSC

A andlise da probabilidade de falha do decodificador em s@f@aC Binary Symmetric Chan-
nel), pode ser reduzida ao caso do canal com apagamentos. €ansid canal BSC com uma

probabilidade de errp. Sejam o tamanho enbits do pacote que contém o simbolo codificado jun-
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Figura 2.5: Desempenho do cédigo LT em canais com apagamento.

tamente com o seu cabecalho (o qual contém as informag¢fes amino o simbolo codificado foi
formado). Desta forma, a probabilidade de um apagamenteseido sera:

m

Prlapagamento] =1 — (1 — p)

Assim, pode-se facilmente calcular o desempenho dos c®dij@m um canal BSC, a partir
de sua analise em canais com apagamento, pois um pacotmpioosera interpretado como um
apagamento. E importante lembrar que para que os pacotes)gitos possam ser identificados e
posteriormente descartados, deve-se utilizar um bom odltigector de erros como por exemplo um
CRC-32[1F]. Caso além de detectar, queira-se corrigirsangs pacotes, um bom codigo corretor
de erros deve ser utilizado concomitantemente com o codigodnforme exposto na secao anterior
e ilustrado na Figura2.4. Nos célculos desta subsec¢aodavnsise que o codigo corretor de erros

apenas detecta, ndo corrigindo eventuais erros.
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2.5 Comparacédo com codigos tradicionais para canais com agamento

Tipicamente, implementacdes de codificacdo para canaisapagamento utilizam codigos de
bloco com taxa previamente fixada. Pesquisas na area dededesnunicacao tém sugerido o uso
de cédigos Reed-Solomon (R$)[16] e cédigos Tornado [254 palicacdes em que codigos para
canais com apagamento s&o requeridos. Entretanto, exgstaras limitagdes para implementar tais
cbdigos em arquivos de tamanho pratico, sendo assim, claatagem da utilizacdo de codigos LT
para aplicacbes em que é necessario lidar com apagamerdone @s vantagens dos cddigos LT,

quatro se destacam:

1. Tempo de codifica¢é@o e decodificacéo da order d€k/J).
2. Capacidade de geracdo de um nimero praticamente ilordeadimbolos de saida.
3. Geracéo de simbolos de saida em tempo real.

4. Nao é necesséario conhecer a estatistica do eguréri.

Séo descritas a seguir algumas limitacdes dos cddigos Saledion e cddigos Tornado para
ficar entdo clara a vantagem que os codigos LT, apesar ddmitagbes (taxa maior que a unidade,
tempo de codificagéo e decodificacdo dependente do nimefmbelss de entrada de forma néo

linear), apresentam sobre 0s mesmos .

2.5.1 Caodigos Reed-Solomon

A primeira limitacao para aplicaces que utilizam codig&s3e da devido ao fato do nimero de
simbolos de entradla e o nimero de simbolos de saidaerem limitados devido a consideracbes
praticas como o tempo de codificacdo e decodificagdo. Umagramtagem dos codigos RS é que
sendo a mensagem original formada p@imbolos de entrada, quaisqéetosn simbolos de saida
gerados sao suficientes para recuperar a mensagem originahtanto, para estes cédigos, a ordem
do corpo finito em uso limita 0 nimero de simbolos de saida qdem ser gerados. Em aplicacdes
praticas, um valor tipico para a ordem do corpo finizbé, o que limitan a 255 simbolos. Pode-se
usar alfabetos maiores mas isso pode fazer com que a codgdexcomputacional do processo de
decodificacdo se torne alta demald [5, 8, 17].

Essa limitagdo no niumero de pacotes que podem ser gerad@ssgaios problemas em algumas
aplicacdes como, por exemplo, quando ha perda de pacoteslemde comunicacdo. Para um valor

baixo den, pode acontecer de ndo serem recebidds pecotes necessarios a decodificacdo. Nesse
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caso, o receptor vai ter que esperar um outro ciclo de trasdimj recebendo um alto nimero de
pacotes duplicados, diminuindo a eficiéncia da técnicatd$amilar ocorre se 0 usuéario suspender
temporariamente downloadde um arquivo. Suspenderdmwnloadpode resultar na recepcéo de
um grande numero de pacotes repetidos, dependendo de ormtesegw foi interrompido; [4] ¢ [26]

tratam com detalhes muitos desses aspectos cujo tratamaimgorofundo foge ao escopo dessa

dissertacéo.

2.5.2 Cadigos Tornado

Os cbdigos Tornado [25] se assemelham aos cddigos LT no geere as regras de codificacao
e decodificagdo. Uma outra semelhancga é que, assim come @ os codigos LTl + €)k
(0 < € < 1) simbolos de saida devem ser recebidos para garantir o sutastecodificag
Entretanto, algumas limitagBes ndo existentes nos cotigdsvem ser mencionadas.

A primeira grande limitacdo dos cddigos Tornado € inerestgagestrutura. Os cddigos Tornado
utilizam uma seqiiéncia cascateada de grafos bipartite emtitas camadas de simbolos, em que
0s simbolos de entrada encontram-se na primeira camadaimlnsias resultantes de cada passo
intermediario do processo de codificagdo encontram-se dmaanada subsequiente. Assim, essa
estrutura grafica deve ser calculada em ambos, codificadgmrcldicador. E possivel ainda calcula-
la no codificador e comunicé-la ao decodificador. No entaggte pré-processamento mostra-se
muito dispendioso na prética, sendo ainda o tamanho dassgraf questao proporcionais ao nimero
de simbolos de saidg necessitando-se de grafos diferentes para cada tamamtnquieo. Com o
uso dos codigos LT, o Unico pré-processamento necessaricatewo das distribuicdes de graus
usadas na codificacao, algo que pode ser feito de maneidamrfécil tanto no codificador como no
decodificador.

A segunda limitacdo diz respeito a quantidade de simbolegpgdem ser gerados a partir de um
conjunto dek simbolos de entrada. Conice n devem ser fixados antes do processo de codificacao,
existe a impossibilidade de gerar simbolos em tempo realrés sejam recebidos s+ )k sim-
bolos necessarios a decodificagdo. Ja os cédigos LT podemsjebolos em tempo real, podendo
enviar quantos pacotes forem necessarios para uma deagadibem sucedida.

A terceira e talvez mais importante limitacao reside na s&idade de se conhecepriori a
estatistica do canal em uso. Isso porque, assim como 0sosdRig, os cddigos Tornado devem ter

uma taxa pré-fixada. Assim, o que se faz na pratica é usar a praiabilidade de apagamento

4A grandeza(1 + ¢) sera referida daqui por diante cormeerhead
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possivel para o canal em uso de forma a garantir 0 sucessaddifittacdo. Tal abordagem leva
obviamente a uma utilizac&o subétima do canal.

A grande vantagem dos cédigos Tornado é que os mesmos daragempos de codificacdo
e decodificacdo que variam linearmente com o tamanho dovarguser codificado. No entanto,
fazendo-se uso dos cédigos Raptor [10] ou dos cédigos enotezap[11] pode-se unir as vantagens
dos cadigos LT (eliminacéo da necessidade do canal reveuséncia de necessidade de conheci-
mento da estatistica do canal, taxa varidvel facilmenttéjel ao longo da transmisséo, complexi-
dade dos processos de codificacdo e decodificacdo dependpates do numero de simbolos de

entrada) a um tempo linear de codificacéo e decodificagéo.
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CAPITULO 3

ANALISE ASSINTOTICA DE
CODIGOSLT

Probabilidade é grau de certeza e difere desta
como a parte difere do todo.

— James Bernoulli

I ste capitulo dedica-se a apresentar a técnica de analigaddilno calculo da probabilidade
de falha na decodificagcéo de cédigos LT quando o nimero deokimmble entrada tende a
infinito. Em primeiro lugar, descreve-se a técnica utilegdra logo apds aplica-la na avaliacao da

probabilidade acima referida.

3.1 Atécnica de analise via avaliacao de arvores E-OU

Esta secao explica de forma concisa a técnica de analiseveoiged E-OU introduzida em [27],
tendo em vista que esta € a principal ferramenta de andlise @tikzada neste capitulo. Se€ja
uma arvore de profundidad®; atribui-se a cada uma de suas folhas os valores 1 de forma
aleatoria e independente. A raiz da arvore atribui-se poiflade0, estando as folhas a uma pro-
fundidade2!. Cada né com profundidade?2, 4, ...,2] — 2 é batizado como um né “OU” (e a ele é
atribuido o resultado do calculo do “OU” booleano do valosdas filhos), e cada n6 com profun-
didadel, 3,5, ...,2] — 1 é batizado como um no6 “E” (e a ele é atribuido o resultado doué@do
“E” booleano do valor de seus filhos).

Cada no ira escolher independentemente quantos filhodara.os nds “OU”, a escolha é feita

seguindo uma distribuicdo de probabilidades, o, ...,a4) em quea; é a probabilidade do n6



“OU” possuiri filhos. J& para os nés “E” a escolha é feita seguindo umaltiigtéio de probabilida-
des(vy, 11, ...,vp) em quey; € a probabilidade do n6 “E” possyjifilhos. Aos nés “OU” sem filhos
sera atribuido o valor 16gic0, ja aos nés “E” sem filhos sera atribuido o valor l6gicdPor fim, a
cada folha ser&o associados os valores 1 independentemente, sengipa probabilidade de uma
folha assumir o valof. Como os nos de profundida@é serdo folhas, néo terdo filhos. A Figura
B ilustra uma arvore E-OU; perceba que os nés “OU” assumeatoo do resultado da operacao
“OU” booleana aplicada sobre o valor de seus filhos, de formddoga, os nés “E” assumem o valor

do resultado da operacéo “E” booleana aplicada sobre o dalseus filhos.

~——No “ou”

O O O © @ —

Figura 3.1: Arvore E-OUT, com! = 1.

Tratando a &rvore como um circuito booleano, o interesseataepte analise reside em calcular
a probabilidade de que a raiz da arvore assuma o 0dlg). O seguinte lema exposto em|[27] nos
municia com um método para calcujar A prova deste lema é bem direta, basta considerar que os
nés “OU” de profundidade igualzaemT; sdo as raizes de arvores E-OU independefites, Desta
forma, a probabilidadg; pode ser calculada como fungcéowle;, a probabilidade de que a raiz de

uma arvore E-OW;_; assuma o valab.

Lema 3.1 (Lema da arvore E-OU) A probabilidadg de que a raiz de uma arvore E-CLJ assuma
ovalor0 éy, = f(y;—1), em quey;_; € a probabilidade de que a raiz de uma &rvore E-OU,
assuma o valo#, e

fl@)=a(l —v(l —x)), em que
A B
a(z) = Z az’t e v(z) = Z vx'.
1=0 =0
A seguir expBe-se como essa técnica seré utilizada na gé@alida probabilidade de falha na
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decodificacdo de cdodigos LT de tamanho infinito, ou seja, camrero de simbolos de entrada

tendendo a infinito.

3.2 Probabilidade de falha na decodificacdo de cédigos LT darnhanho
infinito

A ferramenta introduzida na sec¢éo anterior tem sido porlérce a mais utilizada no célculo
da probabilidade de falha na decodificacéo de cédigos seangizando o nimero de simbolos de
entrada tende a infinito (andlise assint6tica). Abordaggmsutilizam tal ferramenta podem ser
encontradas em [10], [11] e 128]; aqui, tal ferramenta séliaada na andlise de cédigos LT.

Para iniciar o estudo, alguns conceitos devem ser relemradejag um grafo bipartite com
k nés no lado esquerde,nés no lado direito € ramos no total entre os lados esquerdo e direito.
Sera associado um simbolo de entrada a cada n6 do lado es¢u@sdle simbolo) e um simbolo de
saida a cada n6 do lado direito (nés de verificacdo). Segaimti@rdagem exposta emi[10].el[11],
pode-se modelar o processo de decodificacdo da seguintéraaneada iteracdo do algoritmo de
decodificacdo, mensagens (0 ou 1) sao enviadas atravésmusdas nos de verificagdo para 0s nés
de simbolo e vice-versa.

Um no de simbolo envi@dpara um né de verificagdo adjacente, se e somente se, senaa i
recuperado ainda; da mesma forma, um no6 de verificagéo @paea um n6 de simbolo adjacente,
se e somente se, ele ndo puder recuperar tal né de simboloé difioil verificar que os nés de
simbolo podem ser vistos como noés “OU” (visto que para estaaairem o valot basta que um de
seus filhos assuma o valor 1, isto é, para que um n6 de simal@saperado basta que um dos nés
de verificagdo envie uma mensagem reportando que pode rédope de forma analoga os nés de

verificacdo podem ser vistos como nés “E”.

3.2.1 Distribuicdo de graus dos nés de simbolo

O primeiro passo para a aplicacdo da técnica de analisedzasgadrvores E-OU consiste na
demonstracdo de que a distribuicdo de graus de um no de sisdmple uma distribuicdo de Poisson
com média constante. A presente analise segue a abordagemadaoem|[11]. A demonstracao
inicia-se com a descri¢do do processo de formacédo dos néerifieacdo. Considere que serédo
formadossk nos de verificacao, com > 1.

Em primeiro lugar, cada um do&k nds de verificacdo escolhe seu grau. Feito isto, 0s nos

de simbolo séo conectados aleatéria e uniformemente atteevéamos aos nos de verificacdo. A
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primeira etapa determina o numero total de ra&os qual é calculado (tratando-se aqui de valores
esperados) como sendo= (yk, em quey = Zle i€2; € o grau meédio dos nos de verificagao.
Uma vez determinado o nimero de ramos, a segunda etapa pewdea@ada como o langamento de
B~k bolas (os ramos) em urnas (os nés de verificagdo). Assim, a probabilidagde um n6 de
simbolo ter grau igual d é dada por:

A= (ﬂ}k>pd<1 ), (3.)

ondep = p(k) = % Assintoticamentei( — oo), pode-se aproximar a distribuicdo de probabilidade

@) por uma distribuicédo de Poisson se as seguintes dimwxlfigrem satisfeitas [21]:

2. Bvkp é uma constante.

Satisfazendo essas condicdegpode ser aproximada por:

e P (yB)*

Ad = d!

No que segue, serd admitido que as condicbes 1 e 2 sdo sadisfAi primeira delas é clara-
mente satisfeita visto qu&k) = ;. J& a condicdo 2 serd atingida/$e for uma constante, o que
é facilmente conseguido fazendo#éo overhead e v (o grau médio dos nos de simbolo) constan-
tes. Assim, assintoticamente, ambos os nds da esquerdaieeitka possuem graus limitados por

constantes (para 0s nés da direita tal limite advém dasgegraodificacao).

3.2.2 Calculo da probabilidade de falha na decodificacédo

Feitas as consideragfes preliminares, a probabilidadend#ule simbolo ser recuperado pode

ser calculada utilizando a analise via arvores E-OU em umgraifihG; construido da seguinte forma:
1. Escolha um ram@v, w) de G aleatdria e uniformemente. O mésera a raiz d€;.
2. Removav, w) deg.
3. G; consistira de todos os vértices daue sdo alcancaveis percorrendo no maxn@mos a

partir dev e todos os ramos dg que conectam quaisquer pares dos referidos vértices.

A Figura[322 ilustra o processo de formagdo do subg@fgaral = 1, a partir de um grafo

G. Escolhe-se um ramo de de forma aleatdria e uniform&). O ramo escolhido, indicado pela

5Diz-se que uma fungég(x) é o(g(x)) se lim ‘M
e—oo | g(x)
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linha tracejada, € excluido. Assigi, sera formado por todos os vértices@eue séo alcancaveis
percorrendo no maximdl = 2 ramos a partir do vérticA e todos os ramos dg que conectam
quaisquer pares dos referidos vértices, conforme ilusteatb) e c).

Pode-se mostrar [27] que o subgr&fioé uma arvore quandb tende a infinito. 1sso porque,
conforme dito anteriormente, ambos 0s nos da esquerda edai@ giossuem graus limitados por
constantes. Assing; nao possui mais do que um ndamero constante de vértices dpgobabilidade

gueg; ndo seja uma arvore, ou seja, possua um ciclo, tebdgandok tende ax.

C)

b)
OYO (A)
® © © @©

®

Figura 3.2: Processo de formacéo do subgrgfgaral = 1.

Estritamente falando, tal suposicao s6 pode ser feita seuongadximo dos nés de verificagao for
constante, ou seja, se 0 grau maximo dos simbolos de saidanfstante. Utilizando a distribuicao
Sdliton Ideal ou Séliton Robusta isso ndo ocorre, visto cqura pstas distribuicdes, o grau maximo
dos simbolos de saidaké No entanto, como a probabilidade de ocorréncia de graos &hde a
zero quandd@ — oo, a andlise baseada em arvores E-OU gera boas aproximacée®meando as
distribuigdes Sdliton Ideal e Soliton Robusta séo utilesad

Desta forma, podemos usar o lema da arvore E-OU para caicplababilidade de um simbolo
codificado nao ser recuperado ao fimideracdes, que nada mais é que a probabilidadpie a
raiz deG; assuma o valob; tal probabilidade serd denotada por WER do ingtésd error rate A
probabilidade de falha na decodificagéo de cddigos LT podiasiémente obtida a partir da WER,
basta perceber que o processo de decodificacdo falha se @3 omensimbolo se saida néo for
recuperado ao fim da decodifica¢cdo. Considerando que o ceclgponha de simbolos de saida,

a probabilidade de falha de cédigos LT sera dada por:

Pr[falha]=1— (1 - WER)™.
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Usando a abordagem baseada em arvores E-OU, tem-3¢ §ueprobabilidade de que o ramo
selecionado aleatoriamente na constru¢dg desteja ligado a um né de verificagdo cémt 1)

filhos. Esta € a probabilidade de que o ramo esteja ligado adude wverificacdo de grai + 1).

Logo:
(Z + 1)Qi+1
;= Vakla 3.2
v (1) (3.2)
0 que implica emv(x) = 88’)) Tal resultado € obtido a partir da observacgéo de que o veparado

da quantidade de nos de verificacdo de diaul) é 5k, 1. Assim, de um total dgk€' (1) ramos
existentes, existerty + 1)5k€2;1 ramos ligados aos nos de verificacdo de dra# 1). Logo, a
probabilidade de se escolher um ramo ligado a um né de vedaficde gray: + 1) é dada por3]12.
Analogamenteq; é a probabilidade de que o0 n6 de simbolo conectado ao ramuoseldo
aleatoriamente na construcao @etenha grau + 1, o que pode ser facilmente calculado como

sendo:
(i + DAiga
By

0 que, ap6s substituicdes adequadas, resulta@n= ¢*7(*~1), Resumindo tais resultados em um

(3.3)

ay; =

lema, tem-se:

Lema 3.2 Considere um codigo LT com parametfese), k, e 5 = (1 + ¢). Sejay; a probabilidade

de que um no6 de varidvel ndo seja recuperado dptessacdes. Tem-se entdo:

Yo =1,
e
y=al—-—v(l—-—y_1)), [>1,
onde
v(x) = g:gi e a(z) =M@Y,

Desta forma, pode-se calcular assintoticamente a pradedd de falha na decodificagdo de um
codigo LT, com distribuicdo de grat¥x). A Figural33B ilustra o uso da técnica de andlise assintética

para codigos LT para 20, 40, 80 e 100 iteracdes, utilizanéguaiste distribui¢cdo disponivel em [10].

Q1 (z) = 0.007969x + 0.49357022 + 0.1662202° + 0.0726462*

+0.0825582° + 0.0560582° + 0.0372292° 4+ 0.0555902° + 0.0250232%° + 0.00031352%6.
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--------- 20 iteragdes
— — — 40 iteracdes
10k
80 iteragbes
..... - 100 iteragbes
10_5 i i i i 1 1 1 1 1

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6
(1+¢)

Figura 3.3: Probabilidade de um simbolo ndo ser recuperado em funcéeethead

E interessante notar que em conformidade com o esperadog aamnvergéncia das curvas a medida
gue o numero de iteragdes cresce. Todas as curvas forara®fatiendo-sk = 10000.

Utilizando a distribuicdd?, (x), foram realizadas simula¢des para um numero de simbolos de
entrada moderadé,= 1000. O resultado de tal simulacéo e o valor calculado pela anadisintotica
encontram-se ilustrados na Figliral 3.4. A metodologia egapl®para se obter cada um dos pontos
da simulagéo consistiu em gerdr + ¢)k simbolos de saida e tentar recuperakadmbolos de
entrada a partir dodl + ¢)k simbolos de saida gerados. Caso néo fosse possivel reciggesos
simbolos de entrada, uma falha na decodificagéo era relfisfPara cada um dos pontos, simulacdes

foram realizadas até a ocorréncia de 100 falhas.
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Valor calculado

|

0.9

—*— Simulagdo

0.8

0.7

0.6

Probabilidade de falha
o
(63}

0.3

0.2

0.1

0 1 1 1 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

(1+¢)

Figura 3.4: Probabilidade de falha em fungao oeerheadpbara a distribuica®; (z).
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CAPITULO 4

PROJETANDO A DISTRIBUICAO
DE GRAUS

A sabedoria consiste em compreender que o
tempo dedicado ao trabalho nunca é perdido.

— Ralph Emerson

N Este capitulo sera analisado o processo de construcéo deaanaiskribuicdo de graus para
0s codigos LT. Ao se analisar o processo de codificagéo e tfieegdo destes codigos,
fica patente a necessidade de se obter uma distribuico loiehilidade a qual atinja dois objetivos

primordiais em relagéo ao conjunto de simbolos liberadasaimala ndo processadosiple.

1. Orripple deve ser o menor possivel ao longo do processo de decoddfipaca evitar uma
repeticdo muito grande no referido processo, pois se umosdniiberado j4 se encontra no
ripple, nenhuma informacéo adicional foi obtida a partir da ddaatjdo deste simbolo, des-
perdicando esfor¢co computacional. Assim, quanto mengspde, menor a probabilidade de

haver liberacdo de simbolos 0s quais ja se encontrem no mesmo

2. O conjunto de simbolos liberados e ndo processados der@ado em um tamanho grande
o suficiente tal que nao fique vazio antes da conclusdo bendidacga decodificacéo, fato
este que provocaria uma falha na decodificacao (devido mingda mesma sem que todos os

simbolos de entrada tenham sido recuperados).

Conclui-se entéo que para conciliar estes dois objetivoflitamtes, uma caracteristica desejavel

a uma boa distribuicdo seria processar os simbologpiide na mesma taxa em que outros sao



adicionados ao mesmo (fato este que originou 0 nome Séliois, um Séliton € uma onda que
equilibra perfeitamente a dispersao e a refragdo [29]) mAdésso, uma boa distribuicdo de graus

deve:

> Demandar, em média, a recepc¢ao da menor quantidade de gsndlecdaida possivel para garantir

0 sucesso da decodificacéo.

> Utilizar o menor nimero possivel de operacdes para gerarimimoto de saida. Isso é obtido

mantendo-se baixo o grau médio dos simbolos de saida.

Uma distribuicdo de graus que atingiria 0s objetivos aldegaseria aquela que liberasse exa-
tamente um simbolo a cada iteracdo, pois assiipple seria mantido no menor tamanho possivel
(um simbolo) visto que o simbolo processado a cada iterag@oimediatamente substituido por
outro, mantendo eipple com apenas um simbolo ao longo de todo o processo de deccdifica
tendo aquele uma alta probabilidade de nunca desapardesrdmdecodificagdo ser completada
com sucesso. A seguir é descrita a distribuicdo Soélitonl,Idequal foi projetada para atingir tais

objetivos.

4.1 A distribuicdo Sdliton Ideal

A presente deducgéo segue a notagdo proposta em [18]. Narariteeacao(l = 0), sejahy(d)
o numero de simbolos codificados de giadssim sendo, o valor esperado do numero de simbolos

de graud que tem seu grau reduzido pata 1 na itera¢do seguinte é

d

k?

em quek € o numero de simbolos de entrada. Tal expressédo nada magscvglor esperado de

ho(d)

uma variavel binomial, em qué/k é a probabilidade de um ddsvizinhos ser o simbolo presente
no ripple a ser processado na iteragdo seguinte, reduzinde-a o grau de todos os simbolos
que o tenham como vizinho. Neésima iteracdo, quandalosk simbolos de entrada tiverem sido
recuperados e o numero de pacotes de dréar /;(d), o valor esperado do numero de simbolos
de graud que terdo seu grau reduzido pafra- 1 é (lembre-se que a cada iteracdo um simbolo é
processado):

hl(d)%.
Assim, a fim de que o valor esperado do numero de pacotes dé gadisfaca a condicdg(1) =1
paratodd € {0, ...,k—1}, devemos ter inicialmente, (1) = 1 eho(2) = k/2; mais genericamente,

hi(2) = (k= 1)/2.
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Para deduzir a distribuicdo Sdliton Ideal deve-se segugaigte raciocinio: ha segunda iteracéo
(I = 1) qual o nimero de simbolos de grau 2? E o nimero de simboloadégue tiveram seu

grau reduzido para 2, mais o numero de simbolos de grau 2 guiarsn reduzidos a grau 1, ou

h(2) = B3 <ho(2) - 7’10(2)'2) .

seja:

k k
Da mesma forma, na terceira iteragde= 2) qual o nimero de simbolos de grau 2? E o nimero de
simbolos de grau 3 que tiveram seu grau reduzido para 2, nmgisero de simbolos de grau 2 que
néo foram reduzidos a grau 1 na iteracdo anterior, ou seja:

e = D2 (1) - 222,

Assim, mais geralmente tem-se péara 0:

hi(d) = h“]idf(ll )_'(f)+ b, (hll(d) - 7;’_#_)?)) . (4.1)

Sendo o interesse da presente deducdo encontrar uma fayeralaparah,(d), € necessario
eliminar na Equacéo 4.1 a dependéncia entre termos dedesagstintas, ou seja, eliminar a recur-

sividade. Desta forma, ap6s algumas manipulagées, potieegar a seguinte equacao:

_1\d—2 d—3 ' . o
(@) = 2D o) + > -y 2RI S )|+
2.k!
+m-hd—2(2)>

sabendo-se qug (2) = (k — 1) /2 e simplificando a expresséo acima chega-se a:

(4.2)

, k(k—2)! L k(d—2) 2 (=1)f k!
ho(d) = (=) gy + (Z1)° =l & [k—j—l] Th—dr @

Utilizando tal expressédo encontramos:

(4.2), ousajad > 1:




No entanto, é notdrio que como o nimero de simbolos dedreuprimeira iteracéb,(d) € o
valor esperado de uma variavel binomial, temosqug = hy(d), em quep, é a probabilidade de

um simbolo codificado ter grali Logo, fazendo = k:

p1=1/k visto queho(l) =1,

P = ga=m) Para d=2,..k,

gue nada mais € que a distribuicdo Séliton Ideal desenwofwid Luby eml[6]. Nas Figurds34.1 e
.2 tem-se uma ilustracéo do processo de decodificacdo t@sisdicam o niumero de simbolos de
grausd = 1,2, 3 e4 que séo reduzidos a um grdu 1 na primeira iteragdo (Figufia4.1) e na segunda
iteracdo (Figur&4l2). Perceba que em ambas as iterac@msapm simbolo de grau 2 é reduzido
a grau 1, conforme requerido pela distribuicdo Sdliton lld@a blocos sombreados representam os

simbolos de grad que séo reduzidos a grdu- 1 a cada iteracao.

A A

h(d) h(d)

(_ | h(2). 2 (_ Ih(Z).k?_1

1/2 simbolo
1 simbolo
1 simbolo

o &
to| [ i

1 2 3 4 d 1 2 3 4 d

Figura 4.1: Distribuicdo Séliton Ideal: pri- Figura 4.2: Distribuicao Sdéliton Ideal: se-
meira iteracao. gunda iteracéo.

A distribuicdo Sdliton Ideal, apesar de teoricamente auitas, COmo seu home sugere, um com-
portamento ideal, naimplementacao de sistemas ela nssspatico Util, visto que a menor variancia
no valor esperado do niumero de simbolosipple (um simbolo) ao longo do processo de decodi-
ficacdo acarreta um esvaziamento do mesmo, o que leva a uraantatecodificagdo. No entanto,
a distribuicdo Soliton Ideal pode ser modificada de formalija uma alta probabilidade de que o
ripple nunca se esvazie antes do processo de decodificacéo teogihtetado. Essa modificacao
leva a uma outra distribuicdo de probabilidade, a distréniSoéliton Robusta. A Figufa3.5 ilustra
o desempenho da distribuicdo Sdéliton Ideal, ou seja, a pitidede de falha na decodificacao apés

(1 4 €)k simbolos de saida terem sido recebidos (PF) e a probakldiadm simbolo de entrada
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nédo ser recuperado apds a decodificacdd dee) k simbolos de saida (WER). As simulac¢des foram

realizadas comt = 10000 simbolos de entrada usando a analise assintotica expoSaiimlo 3.

4.2 A distribuicdo Sdliton Robusta

O grande problema com a distribuigdo Saéliton Ideal é que atdim esperado dipple é de ape-
nas um simbolo. Qualquer variagdo no tamanho deste podecfameque 0 mesmo desapareca e o
processo de decodificacdo falhe. A distribuicdo SélitonuRtbprocura corrigir essa falha, fazendo
com que o tamanho dupple seja grande o suficiente para que a cada passo do procesdmhbipro
lidade do mesmo desaparecer seja bem pequena. Ao mesmaq tedigtnibuicdo supramencionada
procura obter um tamanho esperado pargple pequeno o bastante para minimizar a redundan-
cia advinda de simbolos codificados liberados cobrindoalimslde entrada que ja se encontrem no
referidoripple.

O projeto da distribuicdo de que trata essa subsecao visenearalor esperado para o tamanho
doripple (R) em torno den(k/6)v/k ao longo do processo de decodificacdo, sehdgrobabili-
dade de falha no processo. A escolha desse valor se d4 devlikeevacdo de que o processo de
decodificagdo (crescimento e diminuicdoriaple) se assemelha a um passeio aleatério; e em um
passeio aleatério de comprimeritoa probabilidade de que o mesmo se desvie de sua média por um
valor maior quén(k/6)v/k € no maximas [6]. Assim,é € o limite superior da probabilidade de erro
na decodificacao.

Repetindo a analise utilizada na dedugédo da distribuiciitn8ddeal, porém com o valor espe-
rado do numero de simbolos de grau 1 sendo agota = 1+ R paratodd, ou sejapo(1) = 1+ R.
Perceba entretanto, que ao contrario da distribuicdodBdliteal, o valor esperado do nimero de
simbolos codificados de grau 2 que devem ter o grau reduzidoapanidade ndo mais vale 1, isso
porgue dentre o& simbolos adicionais pode haver repeticdo. Assim, exisi@ probabilidade de
R/k de que o simbolo processado na iteragéo encontre-se etitreigmolos j& presentes nipple.
Logo, o valor esperado do numero de simbolos de grau 2 quendeveeu grau reduzido para 1 vale

1+ R/k, ou seja,

ho(2)2 . R
2 =1+ i
0 que implica,
kR
ho(2) = 5 + 7
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Nal-ésima iteracdo, quandsimbolos tiverem sido recuperados, tem-se:

M) _1, R
k—1 2 2k-1)
Usando o mesmo procedimento que culminou ha obtencéo dg&mde& na deducédo da distri-

buicao Sdliton Ideal, obtém-se
kR
dld—1) d’

paral < d < k. Como o numero de simbolos de grana primeira iteragédy,(d), € o valor espe-

ho(d) =

rado de uma variavel binomial, temos (fazemde: k) quek.u;l = ho(d) ondeu;l € a probabilidade

de um simbolo ter gradi, logo:

/ 1 +R n
—t+ — = Td-

Eis o porqué da escolha do incremento Normalizandou;i obtemos a distribuicdo Séliton
Robusta definida anteriormente. A razéo para trungparad > k/R e substitui-lo pelo incremento
7,/ r € para assegurar que a complexidade da decodificacdo nga orais que) (k. In(k)).

Perceba que no inicio da decodificaga@assegura que o valor esperadaigple sejal + R ini-
cialmente. O incremento finaj,, » assegura que todos os simbolos de entrada nao cobertodpquan
0 numero destes for igual ao tamanhorgiple (R), sejam todos cobertos. Em outras palavras, o
incremento finak;,,  assegura que todos os simbolos de entrada sejam seledpaadoenos uma
vez, como vizinhos de um simbolo codificado. Isto € similapeesso de liberar simultaneamente
R.In(R/¢) bolas (simbolos codificados) para coli®iurnas (simbolos de entraHa)

Nas Figura§4]3[e-4.4 tem-se uma ilustracao do processo ddifieacio usando a distribuicéo
Soliton Robusta. A interpretacdo é a mesma das figuras doisddieal, as setas na Figural4.4
indicam os simbolos de grads= 2,3 e 4 que sdo reduzidos a grau- 1 na segunda itera¢do. Os
blocos escuros representam 1 simbolo, j& os mais clarcsseiam simbolos liberados os quais ja

se encontram nopple, ndo acrescentando assim nenhuma informacéo ao procesgsoatificacao.

4.2.1 Andlise da distribuicdo Soliton Robusta

S&o expostos aqui alguns resultados basicos envolvenduibuitdo Soliton Robusta. Calcula-
se aqui o numero de simbolos codificados e o grau médio doslsisntddigo, provando assim as

expressdes ja expostas anteriormente.

6A analise do processo classico de langar bolas em urnasanpstisdo necessaribsin(k/§) bolas para que todas Asirnas sejam
cobertas, ou seja, possuam no minimo uma bola com prokadglid— 4.
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h(d) h(d)

R+1 + R+1 +
Vel [ m
1 2 3 4 q 1 2 3 2 a
Figura 4.3: Distribuicdo Sdéliton Robusta: Figura 4.4: Distribuicdo Séliton Robusta:
primeira iteracao. segunda iteracéo.

Teorema 4.1 O namero de simbolos codificados & k + O(vk. In?(k/9)).

Prova:
n=kf=k (Zpim)
k/R—1 R
=k+ 2 — + R.In(R/3)
<k+R.H(k/R)+ R.In(R/9).
ComoH (k) ~ In(k) a Gltima equagéo equivale a,
~k+ R.In(k/R)+ R.In(R/0)
=k + Vk.In?(k/5)

logo,

n=k+OWk.In*(k/5)).
|

A “funcdo” O(-) é uma notacao frequentemente utilizada para medir a cordatixcomputaci-

onal de um determinado algoritmo. Formalmente defin@{seda seguinte maneira:

Definicdo 4.1 Sejamf(z) e g(x) duas func¢des definidas em algum subconjunto dos nimeras reai

Diz-se quef(x) € O(g(z)) quandar — oo Se e somente se:

Jxg > 0,3 M > 0talque|f(z)| < M|g(x)| paraz > zg
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Uma outra funcéo utilizada no teorema anterior é a furf§éb) que nada mais € do que a série

harmdnica truncad® (k) = Zle % A aproximacadd (k) ~ In(k), assim como uma abordagem

detalhada sobre andlise de complexidade computacionahpsdr encontradas em/[30].

Teorema 4.2 O grau médio de um simbolo codige é= O(ln(k/é))H.

Prova:
Y= > -(pi + 1)
B
<Y idpi+m)
k1 k/R—1

:Ziiﬁ 3 %+ln(R/5)
1=2 =1
< H(k)+1+1In(R/9).
ComoH (k) =~ In(k) vem,
v = O(In(k/5)).

Em 6] Luby prova que existe umtal que a probabilidade de erro na decodificacdo de um cédigo
LT usando a distribuicdo Séliton Robusta é limitada superémte pors. No entanto, tal andlise é
tdo pessimista, que mesmo usando uma distribuicdo comvalimes de) (§ = 0.5 por exemplo),
obtém-se cddigos LT com bom desempenho. Assim sendo,@&witaruma descricdo do processo
tedioso que leva a obtencdo de um cota téo “frouxa”. Os detalhssa derivacéo encontram-se no
referido artigo.

Na FigurdZ4b encontra-se ilustrado o desempenho da disgit Séliton Robusta com parame-
trosc e g iguais a0.01 e 0.1 respectivamente. Encontram-se ilustradas a probabdidadalha da
decodificacdo (PF) quandb+ ¢)k simbolos de saida sao recebidos e a probabilidade de umlsimbo
de entrada nado ser recuperado (WER) ao fim da decodificac@lo-He)k simbolos de saida. As

simula¢des mais uma vez foram implementadas pa¥al 0000.

4.3 Projeto de distribuicbes usando programacéo linear

As distribuices de graus expostas acima foram deseneslbidseadas nas caracteristicas neces-

sarias aoipple para garantir o sucesso do processo de decodificacao. =m$2h]tores sugeremum

70 uso da igualdade é um abuso de notagio comumente utilizedsignifica:y é da ordem dén(k/5)
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-10| | —©— PF — Sdliton Robusta ~
1011 —o— PF - sliton Ideal ~ ]
— = — WER - Sdliton Robusta
Ll L= * — WER - Sdliton Ideal

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 13 1.4 15

(1+¢)

Figura 4.5: Desempenho das distribuicées Séliton Robusta €¢en.01 e 6 = 0.1 e Séliton Ideal.

processo baseado em programacao linear de modo a desewhisitibuicbes de graus que propor-
cionem uma alta probabilidade de sucesso na decodificagdcddiigos Tornado. Posteriormente,
Shokrollahi em|[10] fez uma abordagem do referido processa p desenvolvimento de cddigos
Raptor [10]; explanar tal abordagem e aplica-la aos codifi@so objetivo dessa sec¢éo.

O projeto usando programacao linear baseia-se na analipeodessos aleatérios através de
arvores E-OU. Sejg; a probabilidade de um ramo no grafo de decodificacdo envialoo vde um

né de saida para um né de entradd-gaima iteracdo. Usando o lema da arvore E-OU obtém-se

pr1 =v(l—a(l —p)), 1>1,

onde
_ (=)
0= o

sendov(z) e a(x) as distribuigbes de graus dos nos de saida e entrada, respesite. Sejay;

e az) = ePr@=1)

a probabilidade de um simbolo de entrada ser recuperademagdbl. Convém lembrar que um
simbolo de entrada é recuperado, se e somente se, estidir igum ramo que envia o valor 1 de um
né de saida para um né de entrada. Assim, a probabilidade démbolo de graud ser recuperado

pode ser facilmente calculada como semde (1 — p;)?. Logo, supondo que o simbolo de entrada
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tenha graul, o; = 0 para toda # d, ou seja1 — p;)* = (1 — p;). Entéo, a probabilidade de um
simbolo de entrada ser recuperadé-gaima iteracdo do algoritmag = 1—a(1—p;) = 1—e PP,
Escrevendo em forma de recursdoetem-se:

U =1-— e_/B’Y”(ul)‘

A recursdo acima mostra que, se uma fragéo esperadaiebolos de entrada foi recuperada
em alguma iteracah na proxima iteracéd + 1 essa fracdo aumenta para- e—#7*(*), Logo, a
fracdo esperada de simbolos no ripplelesaral — z — e—#7(#), Sendo o nimero de simbolos de
saidaigual @k = (1 + €)k, entdosyv(z) = (1 + €)' (x) sendo a fracé@o esperada de simbolos no
ripple dada por:

1 — g — o~ @0+

Dito isto, € preciso projetar-se uma distribuicdo de graara ps simbolos de saida de forma a
garantir gue uma grande fracdo dosimbolos de entrada sejam recuperados. Assume-se ernio, pa
fins de projeto, que a insercao e retirada de elementoipple € feita de forma independente com
probabilidadel /2. Assim, oripple deve ser maior por um faterda raiz quadrada do niumero de
simbolos de entrada ainda ndo recuperados, ou seja, mam. Esse valor surge a partir
da aplicacdo de uma cota de Chernoff [31] para a soMalé variaveis aleatorias i.iHJ(Xi), onde
X =5%" X,sendoPr(X; =1] =1/2ePr[X; = —1] = 1/2. SejaR o valor esperado dapple,

0 processo de entrada e saida de simbolos ho mesmo pode@eowi® um passeio aleatério [21]
de tamanhaV, em queN é igual ao nimero de simbolos ainda néo recuperados. Logfmrome

pode ser visto no Apéndice A,

—a2

Pr[X <a] <e?~

_R2
= Pr[X < —R] < e?@oF < ¢/,

em quec’ é uma constante que denota a maxima probabilidade de fathssidel. Assim, apds

algumas manipulacdes chega-se a condigéo a seguir paraohamaripple:

R >ry/(1 —z)kparaumdado = /21In(1/c).

8independentes e identicamente distribuidas
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Usando essa condi¢éo, o problema do projeto da distribuig@simbolos de saida torna-se o
seguinte: dados § e o numero de simbolos de entrada&ncontre uma distribuicdo de graus tal que,

parax € [0,1 — §],

k(1 —z— e @0+ > v /(1 — 2k,

em quek(1 —z — e~ (@ (1+9)) & o tamanho ddpple. Reescrevendo a equacéo em termoQ'de)

tem-se,

v U — =)

paraz € [0,1 — 6]. Note que para a desigualdade ter solugageve ser maior que/\k. Esse
problema pode ser facilmente resolvido através de uma agend utilizando programagcéo linear
[32].

O primeiro passo consiste em escolher um conjunto de istdifco qual nés queremos que
contenha os possiveis graus dos simbolos de saida. Emaedpud-se discretizar o intervalo 1 —

0] e fazer com que a desigualdade acima seja obedecida emritis pabtendo-se assim um conjunto
de desigualdades lineares em que as incognitas sdo os eoeficde2(z). Por fim, escolhe-se
minimizar a funcao objetiv®’ (1) (que € funcado dos coeficient@sparai € M) a fim de obter uma
distribuigdo de graus com o menor valor médio possivel.

Na Tabel&Z11 encontram-se algumas distribui¢cbes obtigagiade simula¢des implementadas
fazendo uso da abordagem acima exposta. Néla, ) é ooverhead~ é o grau médio dos sim-
bolos de saida €5 € 0 grau médio dos simbolos de saida da distribuicdo SélidnufRa para os
mesmo valores de. Ao contrario do valor adotado para a distribuicdo Solitabista, em todas as
distribuicdes projetadas usando programagao lineargéz=s 0.01. O conjunto)M escolhido nas
presentes simula¢des foi 0 mesmo escolhido.em [10].

A Figura[Z® ilustra o desempenho das distribuicdes prdgstaisando programacao linear. E
importante citar que as otimizag6es foram feitas incluindaestricdes de que para todo> 0,

Q; > 0. Uma outra restricdo foi o grau médio das distribuicbesa esstricdo € importante pois,
apesar de se estar minimizando a funcao objétia), graus médios muito baixos ndo resultam em
boas distribuicBes no que diz respeito a probabilidadeldea faa decodificacao.

E possivel observar na Figura}4.6 que, quanto maior o gradonuéddistribuicdo, menor a
probabilidade de falha paf@ + ¢) > 1. Essa melhoria no desempenho, no entanto, implica uma

maior complexidade computacional, visto que mais opegatgFéo quer ser realizadas, em média,
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Tabela 4.1: DistribuicBes de graus para varios valores de k.

k 1000 5000 10000 50000

Q; | 0,069168| 0,060131| 0,056290| 0,049966
Q9 | 0,385100( 0,395150| 0,398850| 0,407210
Qs | 0,209760| 0,210130| 0,209710| 0,210000
Q4 | 0,095456| 0,093559| 0,092477| 0,090704
Q5 | 0,057914| 0,056956| 0,056532| 0,055473
Qg | 0,042095| 0,042853| 0,043572| 0,044244
Q9 | 0,041593| 0,042165| 0,042853| 0,043530
Q5 | 0,028249| 0,024327| 0,022371| 0,019771
Q19 | 0,027125| 0,023004| 0,020882| 0,018070
Q90 | 0,026175| 0,021916| 0,019662| 0,016678
Qs | 0,003281] 0,006324| 0,008120| 0,010137
Q6 | 0,005645| 0,009709| 0,012002| 0,014481
Q7 | 0,008442| 0,013771| 0,016678| 0,019735
€ 0.05 0.05 0.05 0.05

vy 5.55 6.15 6.50 6.85

VSR 10.35 13.28 14.58 17.57

para codificar e decodificar um simbolo. Todas as WER foranutzalas com 100 iteracbes. Faz-se
mister lembrar WER denota a probabilidade de um simbolo ttedanéo ser recuperado agos-
e)k simbolos de saida terem sido recebidos, acarretando dakienno processo de decodificacéo.
Analisando os gréaficos de desempenho, pode-se questiagaepgsar tal abordagem se a distri-
buic@o Séliton Robusta apresenta menores probabilidadedhd quand¢l + ¢) > 1.0. A resposta
é simples: usando programacéao linear pode-se controlaawrgédio dos simbolos de saida, algo
impossivel se a distribuicdo Soliton Robusta for utilizadal controle é extremamente importante
quando se quer trocar uma baixa probabilidade de erro potbaira complexidade computacional
nos processos de codificacdo e decodificacdo, isso porqoampiér o grau médio de uma distri-
buicao, maior o numero de operacdes a serem realizadas a fiecugerar a mensagem original.
Perceba na Tabela®.1 que o melhor desempenho da distak&dgifon Robusta ocorre as custas de
um alto grau médio, isso acarreta uma maior complexidadgugtanional aos processos de codifi-

cacao e decodificacéo.
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WER

—o— k=1000
——k=5000 |
—&— k=10000 |
—*— k=50000 |,

Figura 4.6: Desempenho das distribuicdes da Tabelh 4.1.
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CAPITULO 5

CONCLUSAO, COMENTARIOS E
SUGESTOES

Quanto mais alto se sobe, mais longe é o ho-
rizonte.

— Vergilio Ferreira

A presenta-se a seguir a conclusao da presente dissertatgogumte com alguns comentarios

e sugestdes de trabalhos futuros.

5.1 Conclusoes finais e comentarios

O objetivo primeiro dessa dissertacao foi investigar amecgada classe de cédigos para canais
com apagamento conhecida como codigos LT. Apesar de jalenzeioa quantidade de informacdes
na literatura acerca do objeto de estudo deste texto, \weséiauma caréncia no que diz respeito a
analise de desempenho desses cédigos.

Primeiramente, foi introduzido o cenario em que os cédigostcontram aplicacdo. Conceitos
como canais com apagamento, codigos sem-taxa e fontesigifgitam expostos conjuntamente com
possiveis aplicagdes dos codigos estudados. Feito istop fmbordados no capitulo 2 os processos de
codificagéo e decodificagéo para posteriormente ser adalisdesempenho dos codigos em tela em
canais livres de ruido e canais com apagamento. Foi verifigael os cddigos LT aproximam-se bem
do conceito de fontes digitais enquanto mantém tempos diégcamdio e decodificacdo extremamente
pequenos em compara¢ao com os cédigos tradicionais paai cam apagamento.

No capitulo trés, foram expostas técnicas de analise égsmpara codigos LT. Os resultados de



tal andlise encontram-se ilustrados nesse capitulo. /Aapapho, baseada em conceitos elementares
de teoria de probabilidades, do processo de obtencao daisudédes Soliton Ideal e Séliton Robusta
oferece uma forma simples de entender a idéia por tras d&pefc das mesmas. Exibe-se ainda o
detalhamento de uma técnica baseada em programacéao lameatpencéo de boas distribui¢cdes de
graus para codigos LT. Por fim, no capitulo 2 foi apresentadiaima pequena contribuicdo: um
esquema de geracao de cabecalhos para cédigos LT.

O esquema proposto mostra-se eficiente em dois aspectoscddsita de um pequeno nimero
debits para sua construcao; e 2) permite uma comunicacdo sem aitecksde sincronismo entre
o codificador e o decodificador. A primeira caracteristiczacam que se minimize a quantidade de
informacao auxiliar, maximizando a quantidade de inforaaatitil” em cada simbolo codificado.
De acordo com o que foi visto, a razdo entre 0 nUmerbitdenecessarios a representagdo da in-
formacéo auxiliar e o nimero d#ts contendo informacéao Gtil depende apenas do numetuitse
dos simbolos de entrada, assim, a representacao tornaissefioi@nte a medida que o niumero de
bits dos simbolos de entrada cresce. A segunda caracterigtiiaaelim requisito que por vezes
acrescenta complexidade aos sistemas de comunicagacessitiacle de sincronismo. O casamento
dessas duas caracteristicas gera um esquema de représeietaabecalhos de facil implementacéo
e baixa complexidade conforme exposto na Secao 2.3.

Tal esquema mostrou-se muito eficiente no que diz respemdiaero debits necessarios a sua
representacdo possibilitando ainda um processo de dexamdifi assincrono, ou seja, o codificador
e o decodificador ndo precisam estar sincronizados paragéntelas informacdes sobre quantos e

guais sdo os vizinhos de cada simbolo codificado.

5.2 Sugestdes de trabalhos futuros

Existe certamente uma vasta gama de trabalhos a serenadealiza area de codigos sem-taxa.
Aplicar as técnicas expostas nessa dissertacdo ao estodtroecddigos sem-taxa, como por exem-
plo codigos Raptor [10] e cédigos em tempo real [11], certgmé uma sugestdo de trabalho inte-
ressante.

A implementacao de sistemas que utilizem codigos sem-tdbra s quais hdo existam patentes,
como os cadigos em tempo reah(ine code}|[L1], conjuntamente com implementacdes eficientes
(no que diz respeito ao tempo de decodificacdo) dos algaittecdecodificacdo, também podem
ser bons objetos de estudo. Por fim, aliar os conceitos pe=sea dissertacdo em tela ao estudo de

codificacéo para redeadtwork codiny [33] é uma linha de pesquisa que pode render bons frutos,
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tendo em vista as enormes possibilidades de aplicacao stesnais de comunica¢cdes modernos,

sendo esse o estado da arte da pesquisa em redes de conmnicaca
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APENDICEA

COTAS DE CHERNOFF

As cotas de Chernoff séo cotas de probabilidade derivadiasiagio-se a desigualdade de Mar-

kov as funcdes geradoras de momento de uma variavel akeatori

A.1 FuncOes geradoras de momentos

Definicdo A.1 A funcéo geradora de momentos de uma variavel aleat&rié definida para qual-

quer valor realt como:
Mx(t) = E[e'™].

A.2 Cotas de Chernoff

Conforme dito anteriormente, a cota de Chernoff para umawelraleatéria € obtida aplicando-

se a desigualdade de Markow& para algum valor apropriado de A partir da desigualdade de

Markov pode-se obter para qualques 0,

tX
Pr(X >a)= Pr(etX > el < E[;a ]
Em particular,
Pr(X >a) < rtn>161 E‘[:;X].
Analogamente para< 0,
E[etX]

Pr(X <a) = Pr(e™ > ') <




Assim,

E tX
Pr(X <a) <min [et ]
t<0  et®

E facil notar que o valor dé que minimizaFE[e!X]/et® gera a melhor cota possivel, embora seja
usual escolher o valor deque gere uma forma conveniente para a equagéo da cota. Fodasia
obtidas da maneira acima exposta sdo denomin@dtess de ChernaffPode-se assim, obter uma

cota apropriada para cada tipo de variavel aleatoria emd@sfo que sera feito a seguir.

Teorema A.1 SejaXy, ..., X,, um conjunto de varidveis independentes oRdeX; = 1] = Pr[X; =

—1] = 1/2. Entdo a seguinte cota de Chernoff se aplica:

PriX >a] < ema’ /2,

Prova: Aplicando a desigualdade de Markov obtém-se pafgugra > 0,

E[etX]
— eta )
no entanto,
B[] = E[[] e
%
= [[ Ele"*] = cosh™(¢)
%
< etQ'I’L/2
logo tem-se:

Pr(X >a) < e~tatt’n/2

escolhend® = a/n vem:

Pr(X >a) < e’/
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APENDICE B

GRAFOS

Ao longo deste documento, foi utilizada uma abordagem ddgoé LT baseada em grafos. O
objetivo por tras de tal abordagem reside na facilidade deakeilar a probabilidade de falha na
decodificacdo analisando a probabilidade de falha do #igode decodificacdo baseado na andlise
de processos aleatdrios utilizando arvores E-OU [27]. Blnam-se expostos aqui, 0S conceitos em

teoria dos grafos utilizados ao longo da dissertacéo.

B.1 Grafos de Tanner

Definicao B.1 (Grafo) Um grafoG é uma estrutura que consiste em um conjunto de vértices (ou
nés), denotado poV = {wvy, v, ...}, € um conjunto de ramos (disjunto de V), denotado Bor
{e1,es,...}. Cada ramoe; pertencente ao conjunto E esta associado a um par (ordenadtio-
ordenado)v;, v;) de vértices (ndo necessariamente distintos) do conjuris Vértices); e v; S&o

chamados de vértices terminais@e O grafoG é denotado pog=(V,E).

Grafos sé@o geralmente mostrados com pontos representandotizes e linhas representando
os ramos. Os ramos de um grafo podemdimrcionadosgquando os vértices unidos por este sdo
ordenados, ondo-direcionadogaso contrario. Um grafo € dito simples se: 1) ndo existeumanh
ramo conectando um nd a si mesmo; 2) existe no Maximo um ratre guraisquer pares de vérti-
ces; e 3) todos os ramos sdo ndo-direcionados. Em um graftesindiz-se que dois vertices sao
adjacentes se existe um ramo ligando os dois, ou seja, geaisd,v; pertencentes & séo ditos
adjacentes sgv;, v,) pertence &. Ao conjunto de todos os vértices adjacentes a um; rié-se o

nome de vizinhanca dg. Uma seqliéncia de vértices distintos, iniciada no véstiegerminada no



vérticey, é chamada deaminhoentrez e y se todos os vértices consecutivos nessa sequéncia forem

adjacentes. Um caminho fechado, ou ciclo, é todo aqueleajimécé&a e termina no mesmo né.

Definicdo B.2 (Grafo bipartite) Um grafo bipartite € um grafo cujo conjorde vértices V é dividido
em dois subconjuntos disjuntos, denotadosgoe V, onde nenhum par de vértices pertencente a

um mesmo subconjunto é adjacente.

Abaixo, nas FiguraE Bl1[eB.2, ilustra-se a definicdo de doafartite. Os vértices brancos e
pretos formam dois subconjuntos ligados entre si pelossaMote que no segundo caso o grafo ndo

€ bipartite, pois vértices de um mesmo subconjunto possaers ligando um ao outro.

Figura B.1: Grafo bipartite. Figura B.2: Grafo nao bipartite.

Cadigos de bloc@(n, k) podem ser facilmente representados a partir de grafos.afoier |[34]
quem primeiro definiu um grafo bipartite - hoje chamado gd&Ef@anner - relacionando os simbolos
de uma palavra cédigo com as equacg0des de paridade que egtetosidevem satisfazer de modo a

serem uma palavra cédigo valida.

Definicdo B.3 (Grafo de Tanner)Um grafo de Tanner de um cddigo de blégok) é um grafo
bipartite ndo-direcionado obtido a partir de um matriz deifieacao de paridadéi com N colunas

e M linhas. O grafo de Tanner possuinds de simbol@orrespondentes as colunas ldee M nds

de verificacaacorrespondentes as linhas e Um ramo conecta o n6 de simbalg ao m-ésimo né
de verificacéa,, se e somente 9¢,, , = 1, ondeh,, ,, denota o elemento na m-ésima linha e na

n-ésima coluna dél.

Assim, pode-se construir um grafo de Tanner a partir da mdgiparidaddd de um codigo
linear. Como a matritH de um cddigo de bloco linear ndo é univocamente determineemos
ter varios grafos de Tanner distintos representando um meédigo. O exemplo a seguir mostra a

construcao de um grafo de Tanner a partir da matriz de paridadim codigo de bloco.

71



Exemplo B.1Considere o cédigo de Hammid§7, 4) descrito pela seguinte matriz de verificagéo

de paridadeH:

1101 1 00
H=]11011010
01 11001
Uma palavra pertencente a este codige= (x1,xs, x3, 24, Ts5, Tg, x7) deve satisfazer a seguinte

condicéo:
xHT =0.

Entdo, as equacdes de paridade séo:

I @$2@$4@$5:0
I @$3@$4@$6:0

$2@$3@3§'4@3§'7:0.

O grafo de Tanner para este codigo pos8unéds de verificagéo (representando as equagdes de
paridade) €7 nos de simbolo (representando os simbolos da palavra chdizgnotando os nés de

simbolo porQ) e o nés de verificacdo pdH, o grafo de Tanner paré(7,4) € mostrado na Figura

B3.

Figura B.3: Grafo de Tanner para o c6digo de Hammii@, 4).

Denotar-se-a o conjunto de nds de simbolo de um grafo de Tgm€E) porV; = {s1, s2,...,Sn }
e 0 conjunto de nos de verificagdo por= {t1, to, ..., tas }. Um conceito importante que foi utilizado
diz respeito ao grau de um simbolo codificado. Em um grafo dadfao grau de um né de simbolo

(ou de verificacéo), corresponde ao nimero de ramos quesinaigste n6 e é denotado pigs,, )

(oud(t,)).
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Um outro conceito importante em teoria de grafos € o conclkstarvores. Uma arvore nada
mais € do que um grafo conectado que néo possui ciclos. Aclifidie arvores e ciclos tem grande
importancia na analise da probabilidade assintética ta féd processo de decodificacdo de cddigos

LT.
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