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Nesta dissertação empregamos a teoria de dinâmica simbólica como ferramenta matemática para

abordar o problema da representação de seqüências de símbolos que podem ser modeladas por sis-

temas dinâmicos simbólicos de memória finita. Utilizando teoria de autômatos, apresentamos novos

algoritmos para gerar grafos determinísticos com um númeromínimo de vértices que apresentam

a linguagem de um sistema dinâmico simbólico de memória finita. Para isto, definimos um novo

método, empregando fundamentos da teoria algébrica de linguagem, para determinar as classes da

relação de equivalênciaρ de Myhill-Nerodesobre a linguagem do sistema dinâmico simbólico de

memória finita. A linguagem de um sistema dinâmico simbólicode memória finita é regular e, por-

tando, o conjunto das classes de equivalência deρ é finito. Estas classes são interpretadas como os

vértices do grafo determinístico com um número mínimo de vértices que apresenta a linguagem.
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Symbolic dynamics is commonly applied as a mathematical tool for studying the presentation of

sequences that form a shift of finite type. A new algorithm is proposed to generate the minimal

synchronizing and deterministic presentation of a shift offinite type, based on algebraic language
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Em um sistema de comunicações, a informação é transmitida entre pontos do espaço através de

um canal de comunicações. Exemplos de áreas de aplicação da engenharia de telecomunicações nas

quais esta visão de canal é realçada são os sistemas de comunicação espacial e sistemas telefônicos

fixos e móveis. No entanto, sistemas de armazenamento de informação, como DVD epen-drive, tam-

bém são interpretados como canais. A principal diferença entre canais de transmissão de informação

e canais de armazenamento de informação é que o conceito de espaço é substituído pelo de tempo.

Em sistemas de armazenamento, a informação é gravada em um ponto do tempo e acessada em um

ponto posterior.

Aplicações atuais de sistemas de armazenamento requerem boa imunidade contra erro [1]. Uma

das dificuldades para obtenção deste objetivo é a crescente demanda por maiores capacidades de

armazenamento de informação, que propicia o desenvolvimento de dispositivos hábeis a armazenar

mais dados por unidade de área, tornando a ação de leitura e escrita dos dados menos confiável. Esta

complicação deve-se aos efeitos de interferência inter-simbólica, imprecisão do relógio e ruído.

Codificadores restritivos, também conhecidos comocodificadores moduladoresoucodificadores

de linha, convertem seqüências arbitrárias em seqüências satisfazendo uma dada restrição. De forma

geral, o objetivo de um código restritivo é melhorar o desempenho do sistema de comunicação adap-

tando a seqüência de dados às características do canal.

Além dos códigos restritivos, também são empregados os códigos corretores de erros (CCE).

Um dos principais critérios de projeto de um CCE consiste na maximização da distância mínima

do código, permitindo que a palavra-código transmitida possa ser recuperada a partir de sua versão

corrompida pelo ruído do canal. Assim, como diferença entreCCE e códigos restritivos, podemos



dizer que enquanto no primeiro procura-se aumentar a distância mínima do código (característica

do conjunto de palavras-código), no segundo a suscetibilidade das palavras-código de serem cor-

rompidas ao passarem pelo canal deve ser minimizada (característica de cada palavra-código). Esta

diferença é relativa, já que o conjunto de palavras código deum CCE não pode ser completamente

arbitrário e também apresenta restrições. Isto aumenta o interesse em códigos restritivos que também

possuam propriedades de correção de erros, o que vem ampliando a região de interseção entre estas

duas classes, sem no entanto eliminar as peculiaridades concernentes a cada tipo de código, no que

se refere aos fundamentos e problemas fundamentais de cada um deles.

Codificador

CCE

Codificador

restritivo

Decodificador

restritivo

Decodificador

CCE
m Canal m

′

Figura 1.1: Diagrama em blocos de um sistema de comunicação incluindo os blocos dos códigos CCE e

restritivo.

A Figura 1.1 mostra o diagrama em blocos da parte de um sistemade comunicações relevante

para este trabalho. A mensagemm passa pelo codificador CCE e em seguida pelo codificador res-

tritivo. Na recepção, a mensagem recebida é processada por dois blocos decodificadores, gerando a

mensagem decodificadam′. Se a ordem de codificação fosse invertida, o codificador CCE poderia

destruir a restrição gerada pelo codificador restritivo. Mas o código restritivo pode alterar as carac-

terísticas para as quais o CCE foi projetado, reduzindo sua eficácia. Tentando contornar este dilema,

há técnicas que propõem um diagrama em blocos com um codificador CCE sistemático posposto ao

codificador restritivo, associado a um procedimento para inserção dos dígitos de paridade na seqüên-

cia dos dígitos de informação sem que a restrição seja violada, assunto que será tratado no Capítulo 4.

Atualmente, alguns trabalhos apresentam técnicas de codificação que permitem tanto a correção de

erros como a geração de seqüências restritas de forma integrada [2], [3], [4].

1.1 Algumas Aplicações

Nesta seção são apresentadas algumas seqüências restritasempregadas em dispositivos comerci-

ais de forma isolada ou combinadas.
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Restrição RLL

Seqüências que satisfazem a restrição(d, k)-RLL ((d, k)-runlength-limited), comd e k inteiros

tais que0 ≤ d ≤ k, não possuem seqüências de zeros consecutivos de comprimento maior que

k (restrição-k) e seqüências de zeros consecutivos entre uns possuem comprimento pelo menos

d (restrição-d). Nas aplicações, a restrição-d reduz o efeito da interferência inter-simbólica e a

restrição-k melhora o controle da sincronização de relógio. Entre as seqüências(d, k)-RLL comer-

ciais estão a(1, 3)-RLL, empregada em drivers para discos magnéticos flexíveis, e a(2, 10)-RLL,

empregada em drivers para CD e DVD [5].

Todas as seqüências satisfazendo uma restrição(d, k)-RLL podem ser descritas pela leitura dos

rótulos de caminhos em um grafo direcionado, rotulado e finito como apresentado na Figura 1.2.

0 1 d d+ 1 k − 1 k
0 0 0 00 0 0

1 1 1 1

Figura 1.2: Grafo apresentando a restrição(d, k)-RLL.

Como descrição alternativa, poderíamos especificar um conjunto de seqüências proibidasF, tal

que, para qualquer seqüênciaa1a2 . . . an seai . . . aj /∈ F, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, entãoa1a2 . . . an satisfaz

a restrição(d, k)-RLL. Parad > 0 ek <∞ o conjunto proibido é:

F = {11, 101, . . . , 10 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

(d−1)

1, 00 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

(k+1)

}

Restrição anti-tom

Há aplicações que impõem um limite máximo para o comprimentode seqüências periódicas. Da

analogia com um sinal periódico decorre o nome dado a esta restrição.

Como exemplo, enquanto na restrição RLL o parâmetrok limita o comprimento máximo da

seqüência de período um000 . . ., poderia ser de justificativa prática limitar o comprimentomáximo

de seqüências de período dois, como101010 . . . ou010101 . . ..

A restrição de seqüências com unidade periódica10 e01 têm sido empregada em algumas versões

de canais sem fio por infravermelho para troca de dados entre dispositivos móveis, como computa-

dores portáteis. A seqüência de bits é convertida em uma seqüência de pulsos, na qual o bit “1” é

13



representado pela presença de pulso e o bit “0” pela ausência de pulso. Quanto maior o ciclo de

trabalho de uma seqüência (número de ocorrências de uns dividido pelo comprimento da seqüência)

maior o número de pulsos transmitidos por unidade de tempo. Assim, para limitar a potência trans-

mitida, seqüências com alto ciclo de trabalho são restringidas. Na Figura 1.3 apresentamos um grafo

que satisfaz simultaneamente a restrição(1, 3)-RLL e limita a dois o número máximo de ocorrências

de “10” ou “01”, sendo o conjunto proibidoF = {11, 0000, 10101}.

0 1 2 3

a b

01

00 0

0

1 1

Figura 1.3: Restrição anti-tom: satisfaz a restrição(1, 3)-RLL e limita o número máximo de repetições de “10”

ou “01”.

A restrição(d, k)-RLL é imposta para reduzir a interferência inter-simbólica e melhorar o sincro-

nismo. Se esta restrição for(1, k)-RLL, então ciclos de trabalho máximo (aproximadamente50%) só

são alcançados pelas seqüências0101 . . . e1010 . . .. Assim, limitar tais seqüências pode ser útil em

algumas aplicações,e.g., o padrãoVery Fast Infraredadotado pelaInfrared Data Association(IrDA-

VFIr) que inclui como parte do formato uma restrição que simultaneamente satisfaz a(1, 13)-RLL

e limita o número máximo de repetições de “10” ou “01” a cinco [6]. A restrição anti-tom também

tem sido aplicada para melhorar a temporização e algoritmosde controle de ganho em sistemas de

gravação magnética [4].

Restrição para sincronização

Há aplicações onde a restrição é definida por um conjunto de palavras proibidas sobre um al-

fabeto, comum em sistemas que empregam marcadores. Tais restrições podem ser úteis para sin-

cronização, procedimento comum em sistemas de armazenamento, onde os dados são agrupados em

setores. Para acessar os dados em um setor, a cabeça de leitura deve ser posicionada no início deste.

No entanto, tanto o posicionamento preciso no primeiro bit de um setor, como a possível perda de

sincronismo na execução do posicionamento, são dificuldades técnicas a serem contornadas. Para

redução destas dificuldades, os setores são antecedidos porseqüências reservadas (não ocorrem den-

tro dos setores), que auxiliam na rápida sincronização do relógio, permitindo a determinação do

14



início dos dados codificados. A este conjunto de palavras reservadas dar-se-á o nome de marca de

sincronização ousync mark(ver Figura 1.4).

Sync

Mark

Dados

Codificados

Sync

Mark

Dados

Codificados

Sync

Mark

Dados

Codificados

Figura 1.4: Organização da seqüência de dígitos gravada em um dispositivo de armazenamento de dados.

O posicionamento das marcas de sincronização é determinadopela correlação das seqüências

de entrada com as marcas de sincronização. Caso uma marca de sincronização pudesse ocorrer na

seqüência de dados, a leitura de uma falsa marca poderia levar a uma decodificação errada. Assim,

a codificação dos dados deve gerar seqüências em que não ocorram marcas de sincronização, como

também as seqüências mais prováveis geradas pela ação do ruído sobre a marca de sincronização.

Como exemplo, consideremos o conjunto de quatro palavras decomprimento 24 cada:010w0

01w1, 010w010w1, 001w001w1 e 001w010w1, ondew0 = 000000 ew1 = 0101010101010. Uti-

lizadas em um sistema magnético [4], a primeira destas seqüências foi utilizada como marca de

sincronização e as outras são as seqüências mais prováveis de ocorrer pela ação do ruído sobre a

primeira. Nestes sistemas as restrições(1, 7)-RLL e anti-tom também foram empregadas.

Restrição RLL multi-espaçada

Esta restrição constitui uma variante da(d, k)-RLL, caracterizada pelos parâmetros(d, k, s),

onded e k determinam o número mínimo e máximo de zeros entre uns consecutivos, respectiva-

mente. O parâmetros indica que o número de zeros entre uns consecutivos deve ser um múltiplo de

s, e.g., ses = 2 toda seqüência de zeros tem comprimento par. Na Figura 1.5 temos o grafo que

apresenta a restrição(2, 18, 2)-RLL.

0 1 2 3 4 15 16 17 1800 0 0 00 0 0

1 11 1

0 0

Figura 1.5: Grafo apresentando a restrição(2, 18, 2)-RLL.

As restrições(d, k, 2)-RLL foram inicialmente investigadas no contexto de gravação magnética
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[7]. Recentemente foi mostrado que as restrições(d, k, 2)-RLL desempenham um papel natural em

sistemas de gravação óptico-magnético [4], tendo a IBM desenvolvido um protótipo deste sistema

que emprega a restrição(2, 18, 2)-RLL.

Restrição espectro limitado

Algumas restrições são definidas sobre um alfabeto bipolar{+1,−1}. Este alfabeto é direta-

mente associado a polaridade do sinal gravado ou transmitido, o que é enfatizado pela denominação

seqüência de polaridades, empregada para enfatizar essa associação.

Um sistema restrito de seqüências bipolares temespectro limitadoem uma dada freqüência (nor-

malizada)f = m/n, se existe uma constanteB, tal que, para toda seqüênciaw = w0w1 . . . wℓ−1

que satisfaz a restrição do sistema e qualquer0 ≤ i ≤ i′ < ℓ, tem-se

∣
∣
∣
∣
∣

i′∑

s=i

wse
− 2πsm

n

∣
∣
∣
∣
∣
≤ B, (1.1)

onde =
√
−1 [8] (a freqüência real é dada porf/T , sendoT o período de um bit).

Seqüências com espectro limitado emf = 0, chamadasdc-freeou de conteúdo limitado, vêm

sendo empregadas em sistemas de gravação magnética. Restrições relacionadas são impostas a sis-

temas de gravação óptica para reduzir interações entre os dados gravados e o sistema de gravação,

como também para filtragem de ruídos de baixa freqüência resultantes de marcas digitais [4]. A

restriçãodc-freetambém é usada em sistemas de comunicação onde sinais de baixa freqüência são

susceptíveis à distorção, o que inclui linhas de transmissão via cabo e fibra óptica.

Paraf = 0, o valor máximo do módulo do somatório da Equação 1.1 é chamado de DSV (do

inglêsdigital sum variation) da seqüência. O conjunto de todas as seqüências com DSV limitado

aB é um sistema restrito apresentado pelo grafo da Figura 1.6. Para uma restriçãodc-free, quanto

maior o valor deB menor será a redução causada nas componentes espectrais próximas af = 0.

Esta restrição é um exemplo em que o conjunto proibido não é finito.

0 1 2 B
+1

−1

+1

−1−1

+1

−1

+1

Figura 1.6: Grafo da restrição espectro limitadodc-free.
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1.2 Dinâmica Simbólica e Teoria de Autômatos: Aspectos Gerais

Nesta seção enfocamos a motivação que levou ao desenvolvimento da teoria de dinâmica sim-

bólica e de autômatos e o contexto da aplicação destas à teoria de códigos.

Dinâmica Simbólica

Dinâmica Simbólica faz parte da teoria de sistemas dinâmicos. Este campo de estudos tem como

origem os trabalhos em topologia de Marston Morse no início do século vinte [9], que o descreveu

como “estudo algébrico e geométrico da recorrência e transitividade". A idéia é dividir a superfí-

cie associada a um sistema dinâmico em um número finito de regiões e associa-las a símbolos. A

seqüência de símbolos gerados pela passagem de uma trajetória do sistema dinâmico (associada a

um ponto inicial) pelas regiões correspondentes, gera um sistema dinâmico “simbólico", que reflete

comportamentos quantitativos e qualitativos do sistema original, como por exemplo o tempo médio

em que o sistema permanece em uma região, ou se uma região torna-se periódica.

A teoria de dinâmica simbólica teve seu escopo de aplicaçõesexpandido ao ser usada como

ferramenta matemática nas teorias de código e informação, apartir do emprego de ferramentas para

análise de propriedades entre conjuntos de seqüências infinitas e dos mapeamentos entre estes. Como

por exemplo, a teoria de dinâmica simbólica tem sido usada noestudo de codificadores de linha e

decodificadores de janela deslizante [10], [11].

Autômatos

Com as tentativas de esclarecer questões sobre a natureza das demonstrações matemáticas, foi

estabelecida a definição de algoritmo. Como meio de avaliar os algoritmos, dois métodos de classifi-

cação foram desenvolvidos. O primeiro os classifica pelo tempo de execução, sendo conhecido como

teoria da complexidade. O segundo os classifica de acordo coma quantidade de memória necessária

para implementação, sendo conhecido como teoria da linguagem. De acordo com esta última, os al-

goritmos mais simples são aqueles que podem ser implementados por autômatos finitos, sendo estes

objetos de nosso interesse.

A teoria de autômatos, tema largamente explorado na teoria de linguagens formais, é utilizada no

estudo de seqüências de símbolos gerados por uma máquina de estados finitos. Devido ao repertório

de algoritmos originados na teoria de autômatos e com aplicação em teoria de grafos, avanços na

teoria de dinâmica simbólica têm sido obtidos pela aplicação de resultados da teoria de autômatos.

Como exemplo, a teoria de autômatos tem sido usada na simplificação de conjuntos finitos de se-
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qüências e de grafos usados para representar sistemas simbólicos.

1.3 Objetivos da Dissertação

Como objetivos deste trabalho, inicialmente, construiremos algoritmos de complexidade linear

que gerem o grafo determinístico com o menor número de vértices (dadas certas restrições) e que

representem a classe dos sistemas dinâmicos simbólicos de memória finita ou SFT (do inglêsshift of

finite type). Posteriormente, estenderemos o método apresentado parasistemas dinâmicos simbólicos

de memória finita periódicos ou PFT (do inglêsperiodic shift of finite type). Para este caso, iremos nos

concentrar nos sistemas dinâmicos simbólicos PFT irredutíveis, por serem estes de maior interesse

prático.

1.4 Organização da Dissertação

Esta dissertação está organizada em quatro capítulos. O Capítulo 2 introduz conceitos e definições

da teoria de autômatos e dinâmica simbólica. O Capítulo 3 apresenta um novo algoritmo para gerar o

grafo determinístico com o menor número de vértices que apresenta um sistema dinâmico simbólico

de memória finita. No Capítulo 4 estendemos o algoritmo do Capítulo 3 para o caso de sistemas

dinâmicos simbólicos de memória finita periódicos.

18



CAPÍTULO 2

AUTÔMATO, DINÂMICA SIMBÓLICA E

GRAFO: CONCEITOS ERELAÇÕES

As relações entre a teoria de autômatos, multi-grafos direcionados e dinâmica simbólica têm sido

usadas por vários autores para obtenção de novos resultadose novas aplicações para estas teorias

[12],[13], [14]. Neste trabalho também usamos estas relações para obtenção de novos resultados.

Neste capítulo, apresentaremos os conceitos básicos de cada teoria, definiremos a nomenclatura

usada nesta dissertação e destacaremos algumas relações conhecidas entre estas teorias. Para uma

abordagem mais detalhada sobre dinâmica simbólica e teoriade grafo, o livro de Douglas Lind e

Brian Marcus [10] é o material mais indicado. Para uma abordagem introdutória nestas áreas com

extensa revisão bibliográfica e que explora as correlações com a teoria de autômatos, indicamos o

tutorial de Marie-Pierre Béal e Dominique Perrin [12]. Paraa teoria de autômatos sugerimos [15],

[16] e [17], com ênfase para o último.

2.1 Teoria de Autômatos: alfabeto, palavras e linguagem

Informação é usualmente representada como uma seqüência desímbolos obtidos de um con-

junto arbitrário. Chamaremos dealfabetoqualquer conjunto de símbolos usado com esta conotação,

representando-o porA. Os elementos deA são chamados deletrasou símbolos. Paran ≥ 0 um

inteiro, a lista de símbolos(a1, a2, . . . , an), ai ∈ A, é chamada depalavraou seqüênciade compri-

menton, sendo representada pora1a2 . . . an. A palavra de comprimento zero(), n = 0, é chamada

de palavra nula e representada porε. Se para uma seqüênciab1 . . . bm de símbolos emA verifica-se

queb1 . . . bm = ai . . . aj , 1 ≤ i ≤ j ≤ n, entãob1 . . . bm é umasub-palavradea1 . . . an. Repre-



sentamos por|w| o comprimento de uma palavraw emA. Assim, para{a, b, c} ∈ A ew = aabcb

temos que|w| = 5. Particularmente,|ε| = 0.

Dado duas palavrasu e v com símbolos em um alfabetoA, podemos formar uma nova palavra

u · v, chamada aconcatenaçãodeu e v, pela justaposição dos símbolos deu com os símbolos dev.

Exemplificando, seu = a1a2 . . . an ev = b1b2 . . . bm, entãou · v = a1a2 . . . anb1b2 . . . bm, ou seja,

a concatenação gerou uma nova palavra com símbolos emA onde osn primeiros símbolos coincidem

comu e osm últimos símbolos coincidem comv. Usualmente, denotaremos a concatenação deu e

v poruv, em substituição au · v. Decorre da operação de concatenar palavras que|uv| = |u| + |v|,
assim|uε| = |u|+|ε| = |u|. Concluímos queε é o elemento identidade da operação de concatenação,

ou seja,uε = εu = u.

SeA eB são conjuntos de palavras com símbolos emA, denota-se pela concatenação deA eB
o conjuntoAB = {uv|u ∈ A ev ∈ B}. Decorre da operação de concatenação entre conjuntos que

A+ =
⋃∞
i=1 Ai, ondeA1 = A e paran ≥ 2, An = An−1A. O conjuntoA∗ = ε ∪ A+ recebe

a denominação especial defechamento de Kleene, denominação justificada na teoria algébrica da

linguagem, sendo o sobrescrito“ ∗ ” denominadoestrela de Kleene. Qualquer subconjunto deA∗

é denominado umalinguagem formal(por simplicidade, iremos chamá-lo de linguagem). Assim,

A ⊆ A∗ é uma linguagem. O complemento deB com relação aA é definido comoB′ = {v| v ∈
A ev /∈ B}. O conjunto de prefixos deA, representado porP(A), é definido comoP(A) =

{v| ∃ u ∈ A∗, vu ∈ A}, e o conjunto de sufixos deA, representado porS(A), é definido como

S(A) = {v| ∃ u ∈ A∗, uv ∈ A}. ParaA = {110}, segue o cálculo deP(A) eS(A).

P({110}) = {ε, 1, 11, 110} e S({110}) = {ε, 0, 10, 110}

Definimos os conjuntosAB−1 = {v| ∃ u ∈ B, vu ∈ A} eB−1A = {v| ∃ u ∈ B, uv ∈ A}, como

exemplos:

{111, 110, 000}{1}−1 = {11} e {1}−1{111, 110, 000} = {11, 10}

2.2 Dinâmica Simbólica

Apresentamos nesta seção uma introdução aos conceitos de Dinâmica Simbólica [10]. Primeira-

mente, denotamos porAZ o conjunto de todas as seqüências bi-infinitas de símbolos emum alfabeto
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A e chamamos estas seqüências depontosemAZ. Assim, um ponto emAZ é uma seqüência

x = (xi)i∈Z

= . . . x−1x0x1 . . .

ondexi ∈ A é ai-ésimacoordenadadex. Definimos afunção deslocamentocomoσ : AZ → AZ,

tal que,(σ(x))i = xi+1 para qualqueri ∈ Z. A funçãoσ é inversível e{σn| n ∈ Z} constitui uma

ação do grupo infinito(Z,+) sobre o conjuntoAZ.

O conjuntoAZ pode ser interpretado como um espaço topológico. Considerando a métrica dis-

creta associada ao conjuntoA,

ρ(α, β) =

{

0 seα = β,

1 seα 6= β.

define-se a métrica do espaço discreto associado ai-ésima coordenada do espaço de dimensão infinita

AZ:

ρi(α, β) =
ρ(α, β)

2|i|−1
.

A métrica do espaço produtoAZ formado pelos espaços discretos associados as suas coordenadas é

dada por:

d(x, y) = max
−∞<i<∞

{ρi(xi, yi)}.

Portanto, a métrica associada pode ser definida pord(x, y) = 2−e(x,y), ondee(x, y) = max{n ≥
0| xi = yi, −n ≤ i ≤ n} e por convenção,e(x, y) = ∞ sex = y e e(x, y) = −1 sex0 6= y0.

Lembramos que para qualquerx ∈ AZ e r > 0, abola abertade raior em torno dex é o conjunto

Br(x) = {y ∈ AZ| d(x, y) < r}. Um subconjuntoX ⊆ AZ é aberto, se para todox ∈ X há

um r > 0, tal queBr(x) ⊆ X. Um subconjuntoY ⊆ AZ é fechado se seu complementoAZ\Y é

aberto.

Um sistema dinâmico simbólico fechadoou simplesmentesistema simbólico fechado, ou ainda

espaço invariante por deslocamento(do inglêsshift space) é um subconjuntoX deAZ, tal que:

⊲ X é fechado;

⊲ X é invariante por deslocamento, i.e.σ(X) = X.

Equivalentemente, um sistema simbólico fechadoX tem como propriedade característica que

para qualquerx ∈ AZ, se toda sub-palavra dex pertence a algum ponto deX, entãox pertence a

X. Assim, um sistema simbólico fechado é completamente caracterizado pela coleção de palavras

21



presentes em seus pontos, podendo ser representado porX ou(X,σ) para enfatizar o papel da função

deslocamentoσ.

Lembramos que um espaço métricoM é compactose, e somente se, todo seqüência emM

possui uma subseqüência convergente [18, Teorema 43.5]. ComoAZ é compacto eX é fechado [10,

Exemplo 6.1.17],X também é compacto [18, Teorema 43.8] (entre outras propriedades herdadas de

AZ), o que aumenta o interesse nestes como objeto de estudo em dinâmica simbólica.

Exemplo 2.1. SejaA = {0, 1} eS = {x ∈ AZ| ∃ n ∈ Z, xi = 0 parai ≤ n exi = 1 parai >

n} um sistema simbólico, pela definição deS, este é invariante por deslocamento, contudo, não

é fechado. Para verificarmos esta afirmação, observemos que aseqüência formada só por zeros

y = . . . 000 . . . pertence aAZ\S, no entanto, para qualquer0 < r ≤ 1 ou r = 2 (contradomínio

da funçãod(x, y), ondex, y ∈ AZ) existe uma seqüência bi-infinitax = (xi)i∈Z, xi = 0 para

i ≤ ⌈− log2 r + 1⌉ e xi = 1 parai > ⌈− log2 r + 1⌉, tal que,x ∈ Br(y) e x /∈ AZ\S, ou seja,

Br(y) * AZ\S. Portanto, o complemento deS com relação ao conjuntoAZ não é aberto, logo,S

não é um sistema simbólico fechado. A existência de um seqüência emAZ que não pertence aS,

mas com todos os seus fatores sendo fatores de seqüências deS, implica queS não é fechado.

No contexto de dinâmica simbólica, uma palavra sobre um alfabetoA também é chamada de

bloco, sendoε chamado de bloco vazio. UtilizamosAk para nos referirmos ao conjunto de todos os

blocos de comprimentok emA. Sew ∈ Ak, w é chamado de umk-bloco. Umfator ou sub-bloco

de um blocou = a1a2 . . . ak é um blocoaiai+1 . . . aj , onde1 ≤ i ≤ j ≤ k. Por convenção,ε

é um fator de todo bloco. Para todox ∈ AZ e i ≤ j, denota-se o bloco emx, da coordenadai

a j por x[i,j] = xixi+1 . . . xj . Sei > j, define-sex[i,j] = ε. Como simples extensão, define-se

x[i,j) = xixi+1 . . . xj−1 e assim,x[i,∞) = xixi+1 . . . é denominada seqüência infinita à direita e

x(∞,i] = . . . xi−1xi seqüência infinita à esquerda, ressaltando que as duas últimas não são blocos, já

que não possuem comprimento finito.

Como conseqüência das propriedades de um sistema simbólicofechadoX ⊆ AZ, podemos

determiná-lo a partir de um subconjunto deA∗. Inicialmente, vamos definir oconjunto cilindro,

CXk (u), como sendo o conjunto dos pontosx ∈ X para os quaisu é um fator iniciando na coordenada

k, i.e.,CXk (u) = {x ∈ X | u = x[k,k+|u|−1]}. ComoX é um conjunto fechado, então podemos

afirmar queAZ\X é aberto. Assim, para todoy ∈ AZ\X existek = k(y), tal que parauy = y[−k,k],

entãoCA
Z

−k (uy) ⊆ AZ\X. O conjuntoF = {uy| y ∈ AZ\X} é suficiente para definirX. Para

verificarmos esta afirmação, suponha que parauy ∈ F existex ∈ X tal queuy = x[i,j], então

σ(i+k)(x) ∈ CA
Z

−k (uy), o que é uma contradição já queX é invariante por deslocamento.
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Dado um subconjuntoF ⊆ A∗, seX é o conjunto de pontos emAZ que não possuem fatores

em F, entãoAZ\X é aberto, consequentementeX é fechado. Para qualquerx ∈ X temos que

σ(x) ∈ X (sex não possui fatores emF, σ(x) também não possui). Concluímos queX é um

subconjunto deAZ fechado e invariante por deslocamento, ou seja, um sistema simbólico fechado.

Isto nos permite definir um sistema simbólico fechado,X, a partir de um conjuntoF ⊆ A∗ como:X

é o conjunto de pontos emAZ que não possuem blocos emF. A relação entreX eF é representada

pela equaçãoX = XF, onde a notaçãoX diz respeito à operação de formar o conjuntoX e este

é o conjunto resultante da operação. Da propriedade associada ao conjuntoF, este é chamado de

conjunto proibido.

Exemplo 2.2. SejaA = {e, f, g} eX o conjunto de seqüências deAZ para as quais oe só pode ser

seguido pore ouf , f porg, g pore ouf . Assim,F = {eg, ff, fe, gg}.

Exemplo 2.3. SejaX ⊂ AZ, A = {a, b, c}, tal que, as palavras da formaabmcka ocorrem em

seqüências deX se, e somente se,m = k. X é conhecido como o sistema simbólico fechado livre

de contexto e possui conjunto proibidoF = { abmcka |m 6= k, m, k ≥ 0}.

A definição do conjuntoF realça a observação feita acima sobre a determinação de um sistema

simbólico fechadoX pelo conjunto de todos os fatores em pontos deX. Em alguns casos é mais

fácil especificarX por este conjunto que porF, o que justifica a próxima definição. SejaX um

sistema simbólico fechado eBn(X) o conjunto de todos osn-blocos que ocorrem em pontos deX.

A linguagemdeX é a coleção

B(X) =
∞⋃

n=0

Bn(X).

Apesar de todo conjunto proibidoF ⊆ A∗ determinar um sistema simbólico fechado emA,

nem toda linguagem emA∗ determina um sistema simbólico fechado. Um subconjunto emA∗ deve

satisfazer as propriedades listadas na Propriedade 2.1 para ser a linguagem de um sistema simbólico

fechado [10, Proposição 1.3.4].

Propriedade 2.1.

(a) SejaX um sistema simbólico fechado eB(X) sua linguagem. Sew ∈ B(X), então:

⊲ Todo sub-bloco dew pertence aB(X), portantoB(X) é umalinguagem fatorial;

⊲ Há blocos não vaziosu ev emB(X) tal queuwv ∈ B(X), portantoB(X) é umalinguagem

prolongável.
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(b) A linguagem de um sistema simbólico fechado é caracterizada por (a), ou seja, seL ⊆ A∗, então

L é a linguagem de algum sistema simbólico fechadoX se, e somente se,L satisfaz a condição

(a).

(c) A linguagem de um sistema simbólico fechadoX o caracteriza, poisX = XB(X)′. Assim, dois

sistemas simbólicos fechados são iguais se, e somente se, eles têm a mesma linguagem.

Na prática os sistemas simbólicos fechados de maior interesse são osirredutíveis, sendo aqueles

que para quaisqueru, v ∈ B(X), existe umw, tal que,uwv ∈ B(X). Neste casoB(X) é dita uma

linguagem transitiva(formalmente, uma linguagem formalL ⊆ A∗ é transitiva se∀u, v ∈ L, ∃w ∈
A∗ tal queuwv ∈ L). QuandoB(X) não é transitiva dizemos queX é um sistema simbólico

fechadoredutível.

Exemplo 2.4. SejaS um subconjunto dos inteiros não negativos. SeS é finito, define-seX = X(S)

como o conjunto de todas as seqüências binárias bi-infinitaspara as quais o1 ocorre infinitas vezes

em cada direção e, tal que, o número de ocorrências do0 entre uns consecutivos é um inteiro emS.

Assim,x = . . . 10n−110n010n11 . . . , ondeni ∈ S, é uma seqüência típica do conjuntoX(S). Caso

consideremos o conjuntoS infinito, então0n ∈ B(X(S)) para todon ≥ 0, no entanto, a seqüência

y = . . . 000 . . ., composta só por zeros, não pertence aX(S). Portanto,X(S) não é um sistema

simbólico fechado seS é infinito. SejaS finito e m = max{n |n ∈ S}, um possível conjunto

pribido paraX(S) éF = {10n1 | n ≥ 0 en /∈ S} ∪ {0m+1}.

Um importante conceito em dinâmica simbólica é o desistema dinâmico, representado por

(M,φ), ondeM é um espaço métrico compacto eφ : M → M é uma função contínua. Seφ é

um homeomorfismo(φ é contínua, injetiva, sobrejetiva e seu inverso é contínuo), (M,φ) é chamado

um sistema dinâmico inversível. Um homeomorfismo importante, já apresentado neste texto, é a

funçãoσ, sendo(X,σX) (o subscrito indica a restrição deσ ao subconjuntoX deAZ) interpretado

como o mapeamento subjacente que provê a dinâmica, tal que, se (X,φ) é um sistema dinâmico,

entãoσX ◦ φ = φ ◦ σX , ou seja, o comportamento do sistema dinâmico é invariante no “tempo".

Com o conceito de sistema dinâmico surge a questão: Como doissistemas dinâmicos estão rela-

cionados? Para abordá-la, partimos da definição de umhomomorfismoθ : (M,φ) → (N,ψ) entre

sistemas dinâmicos como sendo a função contínuaθ : M → N satisfazendo a propriedade comuta-

tivaψ ◦ θ = θ ◦ φ, representada pelo diagrama
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M
φ−−−−→ M

θ



y



yθ

N −−−−→
ψ

N

Seθ é injetiva e sobrejetiva, comoM é compacto, então o mapeamento inversoθ−1 também

é contínuo. Neste caso,θ é chamado deconjugado topológicoe é escrito comoθ : (M,ψ) ∼=
(N,φ). Quando há um conjugado topológico entre dois sistemas dinâmicos, estes são chamados de

topologicamente conjugados.

Consideremos o importante caso quandoψ e φ são funções deslocamento. Dado os sistemas

dinâmicos fechados(X,σX) e(Y, σY ) sobreAZ eBZ, respectivamente, sejaθ : (X,σX) → (Y, σY )

um homomorfismo. ComoAZ é compacto eX fechado, entãoθ é uniformemente contínua. Con-

sequentemente, há um inteirok tal que para todo pontox ∈ X, (θ(x))0 é determinado pelo bloco

x[−k,k]. Comoθ comuta com a função deslocamento, então qualquer símbolo deθ(x) é determinado

por um bloco de comprimento(2k + 1).

A importância deste resultado reside na determinação parcial da relação entre homomorfismos

e códigos de bloco deslizante(SBC, do inglêssliding block codes). Um SBC mapeia seqüências

. . . x−1x0x1 . . . de um sistema dinâmico fechadoX sobreA em seqüências. . . y−1y0y1 . . . sobre

um alfabetoB. Uma apresentação mais precisa requer a especificação de um mapeamento de bloco,

que é uma funçãoΦ : Bm+n+1(X) → B, ou seja, de blocos emBm+n+1(X) para símbolos de um

alfabetoB. Assim, a funçãoφ : X → BZ definida pory = φ(x), ondeyi = Φ(xi−m . . . xi+n) =

Φ(x[i−m,i+n]), é um SBC dememóriam e antecipaçãon induzido porΦ, o que é representado por

φ = Φ
[−m,n]
∞ , ou simplesmenteφ = Φ∞, se a memória e antecipação são conhecidos. Quando

Y ⊆ BZ é um sistema simbólico fechado eφ(X) ⊆ Y , então escrevemosφ : X → Y .

Sejaφ : X → Y um SBC entre os sistemas simbólicos fechadosX e Y . Sejamx, x′ ∈ X tal

quee(x, x′) ≥ m + n + 1, entãoe(φ(x), φ(x′)) ≥ e(x, x′) − (m + n), logo dada uma seqüência

de pontos emX, {xn}∞n=1, selimn→∞ d(x, xn) = 0 (isto é, se{xn}∞n=1 converge parax) então

limn→∞ d(φ(x), φ(xn)) = limn→∞ d(x, xn) · 2m+n = 0. Assim, um SBC é uma função contínua.

Sejay = φ(x), observemos queφ(σX(x))i = Φ(x[i+1−m,i+1+n]) = yi+1 = σY (φ(x))i, portanto

φ ◦ σX = σY ◦ φ, logo um SBC comuta com a função deslocamento. Concluímos que uma função

θ : (X,σX) → (Y, σY ), onde(X,σX) e (Y, σY ) são sistemas simbólicos fechados, é um SBC se, e

somente se,θ é um homomorfismo.

25



2.3 Autômato: Linguagem Regular

Um autômato finito é definido pela quíntuplaA = (V,E, λ,I,T ), onde:V é um conjunto finito

devértices(ou estados); E é um conjunto finito deramos, ao qual definem-se as funçõesi : E → V

e t : E → V, que determinam o estado inicial e o terminal de um ramo, respectivamente;λ : E → A

é a função de rotulação; I ⊆ V é o conjunto deestados iniciais; por fim, T ⊆ V é o conjunto de

estados terminais. Temos particular interesse em autômatos determinísticos, isto é, para quaisquer

e1, e2 ∈ E, sei(e1) = i(e2) eλ(e1) = λ(e2) entãoe1 = e2. A Figura 2.1 mostra um autômato finito,

ondeV = {I, J,K}, I = {I} (indicado pela seta apontando para o círculo associado ao vértice),

T = {K} (indicado pelo círculo interno associado ao vértice).

I K

J

e2

e1 e3

e4

Figura 2.1: Autômato finito.

Quando o autômato é determinístico, também é comum defini-lopela quíntuplaA = (V,A,

δ,I,T ), ondeA é o alfabeto eδ : B → V, B ⊆ V × A, é afunção de transição, que determina os

ramos e seus rótulos,e.g., sejaδ(I, a) = J temosI como estado inicial,J como estado final ea como

rótulo. Estas representações de um autômato são equivalentes, podendo-se gerar uma representação

a partir da outra. Assim, para todo(I, a) ∈ B incluímose emE, tal quei(e) = I, t(e) = δ(I, a) e

λ(e) = a. Ao contrário, para todoe ∈ E incluímos(i(e), λ(e)) emB e definimosδ(I, a) = t(e). Um

autômatoA′ = (V′,E′, λ′,I ′,T ′) é um sub-autômato deA = (V,E, λ,I,T ), seV′ ⊆ V, I ′ ⊆ I,

T ′ ⊆ T , todoe ∈ E para o quali(e), t(e) ∈ V′ pertence aE′ eλ′ = λ|E′.

Uma seqüênciaπ = e1 . . . en ∈ E∗ é umcaminhoem um autômatoA set(ei) = i(ei+1), 1 ≤
i < n. SejaP (A) = {π| π é um caminho emA}, podemos estender a função rotulaçãoλ : P (A) →
A∗, tal que, seπ = e1 . . . en entãoλ(π) = λ(e1) . . . λ(en). As funçõesi e t também podem

ser estendidas parai, t : P (A) → V, tal quei(π) = i(e1) e t(π) = t(en). Agora dispomos

de ferramentas suficientes para introduzirmos o conceito deuma linguagem apresentada por um

autômato. SejaL ⊆ A∗, L é apresentada por um autômatoA seL = {λ(π)| π ∈ P (A), i(π) ∈
I e t(π) ∈ T }. Denota-se porL(A) a linguagem apresentada por um autômatoA.
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Uma questão natural neste ponto é: dada uma linguagemL, quando há um autômato finitoA

tal queL = L(A)? A resposta foi dada por Kleene, sendo um dos teoremas fundamentais da teoria

da computação. Para expormos a idéia envolvida, considereC uma coleção de linguagens formais

sobre um alfabetoA. A coleçãoC é dita fechada sob união (+), concatenação (·) e fechamento de

Kleene (∗), chamados deoperadores regulares, se dadas duas linguagens quaisquerL eM emC então

L+M ,L ·M ,L∗ eM∗ também estão emC. SejaC̄ o fechamento deC sob os operadores regulares,

conhecido comofechamento regulardeC e descrito como: seC(n) são todas as linguagens obtidas

deC porn aplicações dos operadores regulares, entãoC̄ =
⋃∞
i=0 C(n), ondeC(0) = C. Observe que,

há uma equação em̄C comn ocorrências de operadores regulares para qualquern ≥ 0, mas que

dada uma equação em̄C há um número finito de operadores regulares. A importância doconjuntoC̄
decorre da seguinte propriedade.

Propriedade 2.2.

(1) Linguagens finitas são apresentadas por autômatos [17, Proposição 2.2.4].

(2) SeL é a união de duas linguagens apresentadas por autômatos, entãoL é apresentada por um

autômato [17, Proposição 2.5.6].

(3) SeL é a concatenação de duas linguagens apresentadas por autômatos, entãoL é apresentada

por um autômato [17, Proposição 3.3.4].

(4) SeL é apresentada por um autômato, entãoL∗ também é apresentada por um autômato [17,

Proposição 3.3.6].

Dado um alfabetoA, estamos interessados nos casos em queC = {ε} ∪ {∅} ∪ A. Como{ε},

{∅} e A são apresentadas por autômatos, conforme ilustram as Figuras 2.2-2.4, concluímos da Pro-

priedade 2.2 que as linguagens no fechamento regularC̄ de C, chamadas delinguagens regulares,

são apresentadas por autômatos (a prova deste resultado é realizada por indução do número de ope-

radores regulares, partindo-se do conjunto∅ ∪ {ε}∪A [17, Teorema 5.2.1]). Como os elementos em

C̄ são formados por expressões (compostas por um número finito de elementos emC e operadores

regulares), estes também são chamados deexpressões regulares, ou seja, uma expressão regular é

uma forma de representar uma linguagem regular e a toda linguagem regular está associada uma

Figura 2.2: Linguagem∅. Figura 2.3: Linguagem{ε}.

a

Figura 2.4: Linguagem{a}.
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expressão regular.

Os autômatos nas Figuras 2.2-2.4 possuem no máximo um ramo e todos possuem expressões

regulares associadas. Este é o ponto de partida para uma prova por indução (no número de ramos

de um autômato finito) que a todo autômato finito está associado uma expressão regular, ou seja,

dado um autômatoA, L(A) é uma linguagem regular. A prova algébrica que uma linguagemé

apresentada por um autômato se, e somente se, esta é regular éapresentada em [17, Teorema 5.2.1].

Uma prova construtiva, baseada em algoritmos que geram um autômato dada uma expressão regular e

uma expressão regular dado um autômato, é apresentada em [17, Seção 5.3]. Esse problema também

é abordado em [16, Capítulo 2].

Em alguns algoritmos o contra domínio da função de rotulaçãoé estendidoλ : E → A ∪ {ε}.

Quando no autômato há ramos com rótuloε, este é dito com transiçãoε. Esta modificação não impõe

restrições teóricas e algorítmicas, já que dado um autômatocom transiçõesε é possível transformá-

lo em um autômato não determinístico, bem como transformar este último em um determinístico.

Em suma, os diferentes tipos de autômatos empregados para apresentar uma linguagem regular são

equivalentes. Os autômatos determinísticos desempenham um papel importante no estudo de lin-

guagens regulares, a saber, na teoria algébrica de linguagens é um autômato determinístico que está

relacionado com o monóide sintático associado à linguagem.O algoritmoaccessible subset con-

structionutilizado para gerar autômatos determinísticos a partir deautômatos não determinísticos é

apresentado em [17, Algoritmo 3.2.5] e [15, Capítulo 2].

Dado um vérticeI para o qual não há caminhos originados emI que o alcançam, ou do qual

não há caminhos para vértices emT ; este pode ser removido juntamente com os ramose ∈ E,

t(e) = I ou i(e) = I. Um autômato que não permite tal eliminação de vértices é dito essencial.

Como estamos interessados em autômatos determinísticos e com o menor número de vértices, sempre

iremos considerá-los essenciais.

Mínima apresentação determinística

DadoA = (V,E, λ,I,T ) um autômato sem transiçõesε, sejaI ∈ V. O contexto à direita e à

esquerda deI emA são, respectivamente, os conjuntos:

FA(I) = {λ(π)| π ∈ P (A), i(π) = I e t(π) ∈ T },

BA(I) = {λ(π)| π ∈ P (A), i(π) ∈ I e t(π) = I}.
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Há conceitos similares para uma dada linguagemL e as palavrasw ∈ A∗. O contexto à direita e à

esquerda dew ∈ A∗ com respeito aL são, respectivamente, os conjuntos:

FL(w) = {u| u ∈ A∗ ewu ∈ L},

BL(w) = {u| u ∈ A∗ euw ∈ L}.

Os conjuntosFA e FL são definidos para conjuntos de elementos distintos, enquanto FA é

definido para o conjunto de vértices do autômatoA, FL é definido para as palavras emA∗. Assim,

podemos escreverFA(I) comoF(I) e FL(w) comoF(w), pois que os argumentosI e w deixam

claro que estamos nos referindo aFA eFL, respectivamente.

DadoA = (V,E, λ,I,T ) obtemosA∼ = (V/∼,E∼, λ∼,I∼,T∼) pela aplicação da relação de

equivalência∼ sobre o conjuntoV deA, a saber:I ∼ J se, e somente se,F(I) = F(J); sendo esta

relação chamada de redução sobreA. Os elementos deV/∼ são as classes de equivalência obtidas

pela aplicação de∼ sobreV e formam o conjunto de vértices deA∼. DadoI ∈ V é comum denotar-

se a classe de equivalência (ou vértice associado emV∼) a qualI pertence por[I]. Dito isto, há um

ramoe∼ ∈ E∼ de [I] para[J ] com rótuloa se, e somente se, há um ramoe ∈ E com i(e) ∈ [I],

t(e) ∈ [J ] e λ(e) = a. Um vértice[I] será inicial se, e somente se, existeK ∈ [I] tal queK ∈ I.

Similarmente,[J ] ∈ T∼ se, e somente se, existeK ∈ [J ],K ∈ T .

Um autômato é ditoreduzidose as classes de equivalência de∼ possuem um único elemento,

assimA∼ é reduzido. Pelo processo de construção deA∼, este tem um número menor ou igual

de estados queA. ComoL(A∼) = L(A) [17],[16], dado a apresentaçãoA de uma linguagemL,

podemos obter uma outra com menor número de vértices pela construção deA∼. A importância de

se obter um autômato com menor número de vértices apresentando a mesma linguagem deve-se, por

exemplo, a sua aplicação em algoritmos cuja complexidade cresce com seu número de vértices.

Pode-se mostrar que sendoA determinístico entãoA∼ é determinístico, portanto um autômato

reduzido e determinístico pode ser obtido aplicando-se um algoritmo de determinização seguido por

um de redução. Se um autômato finito reduzido e determinístico A tem um único estado inicial,

então este é ditoo mínimo autômato determinísticoque apresentaL(A), ou seja, é a apresentação

determinística com menor número de vértices da linguagemL(A). Para uma abordagem mais com-

pleta sobre redução de autômatos determinísticos, sugerimos [17, Capítulo 7] e [16, Seção 3.4]. Uma

abordagem algébrica é apresentada em [15, Capítulo 3]. Estes algoritmos possuem complexidade as-

sintótican2, onden é o número de vértices. Para um algoritmo de complexidade assintótica(n·logn)

consultar [19].
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2.3.1 Grafos

Um grafo (formalmente, um multi-grafo direcionado) pode ser interpretado como um autômato

ondeV = I = T . Devido a redundância na especificação dos conjuntosI e T , passamos a

representá-lo comoG = (V,E, λ) (a troca doA peloG é indicativo desta peculiaridade). Não

havendo ambigüidade com relação aos conjuntosV, E e a funçãoλ, especificaremos o grafo porG.

Nosso interesse em grafos decorre da possibilidade de podermos apresentar alguns sistemas

dinâmicos por meio destes. Inicialmente, se considerarmosA = E, então um caminho bi-infinito

emG pode ser interpretado como um ponto emEZ, sendoXG o conjunto destes pontos (conhecido

na literatura comoedge shift). Como todos os vértices do grafo são iniciais e terminais, acoordenada

0 de um ponto é estabelecida arbitrariamente, o que implica emσ(XG) = XG. Sex ∈ EZ possui to-

dos os seus fatores emP (G), então existe um caminho bi-infinito emG que apresentax, ou seja, um

ponto não pertence aXG se, e somente se, tiver algum fator emE∗\P (G). Isto implica queEZ\XG é

aberto, assimXG é fechado. Concluímos que o sistema simbólico gerado pelos caminhos bi-infinitos

em um grafo é fechado. Pode-se mostrar queB(XG) = P (G).

ConsiderandoG como uma forma de representar um sistema simbólico fechado,não há sen-

tido mantermos vértices que não sejam visitados por um caminho bi-infinito emG. Assim, pela

eliminação sucessiva de estados que não são terminais ou iniciais de algum ramo emE, obtemos a

componente essencial do grafoG. Tal procedimento é finito já queV é um conjunto finito. A compo-

nente essencial obtida por este processo é única, se a designarmos porH temos queXG = XH [10,

Proposição 2.2.10]

Voltando ao caso de uma funçãoλ : E → A arbitrária. A funçãoΦ = λ induz um SBC

φ : XG → AZ com memória e antecipação iguais a zero. A imagem de um sistema simbólico

fechado sob um SBC é um sistema simbólico fechado [10, Teorema 1.5.13], portanto, para um grafo

G, φ(XG) = λ∞(XG) é um sistema simbólico fechado. Por este motivo, chamaremosφ(XG) um

sistema simbólico regular, abreviado por SSR (conhecido naliteratura comosofic shift). Note que

um SSR é fechado, apesar de não estar explicito na sigla.

Um grafoG é irredutívelse para todo par ordenado de vértices(I, J) ∈ V × V há um caminho

π ∈ P (G), i(π) = I e t(π) = J . Assim, dado um SSR apresentado por um grafoG, ondeλ(e) = e

(função identidade), seXG é irredutível entãoG é irredutível [10, Proposição 2.2.14]. QuandoG não

é irredutível o chamamos de redutível, neste casoXG é redutível, mas o mesmo não pode ser dito de

λ∞(XG) para uma funçãoλ arbitrária.

Exemplo 2.5. SejaX ⊂ AZ, A = {a, b}, tal que, entre ocorrências consecutivas deb o número
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b
a

a

Figura 2.5: Apresentação do SSR par.

de ocorrências dea é par. X é chamado um sistema simbólico fechado par. O conjunto proibido

associado àX éF = ba(aa)∗b, portanto, a linguagem complementar à linguagem deX éA∗FA∗ =

(a + b)∗ba(aa)∗b(a + b)∗. ComoA∗FA∗ é uma expressão regular, podemos representá-la por um

autômato e, assim, à sua linguagem complementar com relaçãoa A∗, ou seja, a linguagem deX.

Portanto,X é umSSR. Um grafo representandoX é apresentado na Figura 2.5.

Um grafoG é chamadode sincronizaçãose para qualquer vérticeI ∈ V pode ser associado um

blocou ∈ B(XG), tal que qualquer caminhoπ ∈ P (G), λ(π) = u, tem-se quet(π) = I. A palavra

u é chamada umapalavra de sincronização deI emG, sendo dito queu sincronizaparaI. Grafos

de sincronização desempenham um importante papel na determinação de apresentações com número

mínimo de vértices, o que ficará claro à frente.

Definição 2.1.SejamGi = (Vi,Ei, λi), i = 1, 2, dois grafos essenciais. Um homomorfismoΦ de

G1 paraG2 é definido pelo par de funçõesΦV : V1 → V2 eΦE : E1 → E2, tal que

∀e1 ∈ E1, i(ΦE(e1)) = ΦV(i(e1)), t(ΦE(e1)) = ΦV(t(e1)) eλ1(e1) = λ2(ΦE(e1)).

Dizemos queΦ é um isomorfismo quandoΦV eΦE são sobrejetivas e injetivas.

Observe que, para o caso determinístico, dadosI = i(e1) e a = λ1(e1) podemos escrever

a primeira equação comoi(ΦE(e1)) = ΦV(I), o que aplicado na segunda equação resulta em

t(ΦE(e1)) = δ(ΦV(I), a) eΦV(t(e1)) = ΦV(δ(I, a)). Assim, o homomorfismo passa a ser definido

por uma única funçãoΦ : V1 → V2 satisfazendoδ(Φ(I), a) = Φ(δ(I, a)). Neste caso,Φ é um

isomorfismo quando é injetiva e sobrejetiva.

Mínima apresentação determinística de sincronização (m-SDP)

Alguns algoritmos que empregam grafos são tão mais complexos quanto maior a cardinalidade

do conjuntoV, para alguns esta relação é exponencial. Isso justifica as recorrentes publicações de

algoritmos que se propõem a gerar apresentações com número mínimo de vértices. Uma questão que

antecede a proposição de tais algoritmos é: Dada uma apresentação, como saber se ela possui o menor

número de vértices possível? Esta questão vem sendo respondida por partes. Inclusive com restrições
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de maior interesse às apresentações de um SSR. Particularmente, procura-se responder esta questão

para o caso de apresentações determinísticas. Aqui iremos abordá-la para o caso de apresentações

determinísticas de sincronização, para o qual as apresentações com menor número de vértices são

isomorfas, chamadas demínima apresentação determinística de sincronizaçãoe abreviado porm-

SDP (do inglêsminimal synchronizing deterministic presentation).

SejaG um grafo determinístico, essencial e não reduzido apresentando um SSR irredutívelX =

λ∞(XG). Há um máximo sub-grafo irredutível emG que apresentaB(X) [13]. Para obtenção do

m-SDP, as classes de equivalência obtidas do conjunto de vértices deste sub-grafo são determinadas

(relação de equivalência dada porI ∼ J se, e somente se,F(I) = F(J)). Por fim, o grafo reduzido

é construído, no qual as classes de equivalência que foram determinadas são interpretadas como

os vértices desta apresentação. O grafo reduzido obtido é o Shannon cover oum-SDP do SSR

irredutível, que é definido como uma apresentação reduzida,irredutível e determinística do SSR,

sendo isomorfas quaisquer apresentações que satisfaçam tais condições [10, Proposição 3.3.17].

Para o caso de uma apresentação redutívelG, como podemos determinar se esta tem o menor

número de vértices? A resposta para esta questão foi dada em [13, Seção 5] para o caso de uma a-

presentação reduzida, determinística de sincronização. Édemonstrado que qualquer tal apresentação

é isomorfa a um sub-autômato terminal do mínimo autômato queapresenta o SSR (um sub-autômato

A′ = (V′,E′, λ′,I ′,T ′) de um autômatoA = (V,E, λ,I,T ) é terminal se paraI ′ ∈ V′ e e ∈ E,

i(e) = I ′, entãot(e) ∈ V′). Aqui chegaremos ao mesmo resultado mostrando que duas apresentações

SDP e reduzidas de um SSR são isomorfas.

Definição 2.2. SejaL ∈ A∗ uma linguagem. Uma palavraw ∈ A∗ é umaconstanteparaL se, e

somente se, para quaisqueru1, u2, u3, u4 ∈ A∗, u1wu2, u3wu4 ∈ L, entãou1wu4 ∈ L. Usaremos

C(L) para denotar o conjunto de constantes paraL que pertencem aL.

Lema 2.1. SejaG = (V,E, λ) um SDP reduzido de um SSRX = λ∞(XG). Uma palavraw é de

sincronização paraI ∈ V se, e somente se,w ∈ C(B(X)).

Demonstração: Sejau1wu2 ∈ B(X), então existeτπυ ∈ P (G) tal queλ(τπυ) = λ(τ)λ(π)

λ(υ) = u1wu2. Comow é de sincronização paraI, i(υ) = t(π) = I. Assim, para qualquer

u3wu4 ∈ B(X), seλ(τ ′π′υ′) = u3wu4 entãoi(υ′) = t(π′) = I, ondeτ ′π′υ′ ∈ P (G). Isso implica

queτπυ′ ∈ P (G) e assim queλ(τπυ′) = u1wu4 ∈ B(X).

Sejamw ∈ C(B(X)) eπ1, π2 ∈ P (G) tais queλ(π1) = λ(π2) = w, t(π1) = I1, i(π1) = J1,

t(π2) = I2 e i(π2) = J2. ComoG é de sincronização, existem palavrasw1 ew2 de sincronização

paraJ1 e J2, respectivamente. Assim, para todov ∈ F(I1), w1wv, w2w ∈ B(X), w2wv ∈ B(X).
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Isto implica queF(I1) ⊆ F(I2). Similarmente,F(I2) ⊆ F(I1). Concluímos queF(I1) = F(I2).

ComoG é reduzido, temos queI1 = I2. �

Proposição 2.2.SeG = (V,E, λ) eG′ = (V′,E′, λ′) são apresentações SDP e reduzidas de um SSR

X, então estas são isomorfas.

Demonstração: Sejaw ∈ C(B(X)) uma palavra de sincronização paraI ∈ V. Definimos

Φ : V → V′, tal queΦ(I) = I ′ se há um caminhoπ′ ∈ P (G′) para o qualλ(π′) = w e t(π′) = I ′.

Inicialmente demonstraremos queΦ é bem definida, para isso consideremosw,u ∈ C(B(X)). Do

Lema 2.1,w e u são de sincronização emG, considerando quew e u sincronizam para o mesmo

vérticeI ∈ V, entãoF(w) = F(u). Comow e u também são palavras de sincronização emG′

(novamente do Lema 2.1) então elas sincronizam para o mesmo vértice emV′. Ou seja,Φ é uma

função.

Agora provaremos queΦ é injetiva e sobrejetiva, respectivamente. SejaΦ(I1) = Φ(I2) = I ′, en-

tão há palavras de sincronizaçãow1, w2 ∈ C(B(X)) que sincronizam paraI1 e I2, respectivamente.

Assim,w1 ew2 sincronizam paraI ′ emG′, isso implica queF(w1) = F(w2). ComoG é reduzido,

concluímos queI1 = I2. Seguindo com a demonstração queΦ é sobrejetiva, sejaw uma palavra de

sincronização paraI ′ ∈ V′. Do Lema 2.1,w ∈ C(B(X)) e, assim, também é de sincronização em

G. SejaI ∈ V o vértice para o qualw sincroniza, entãoΦ(I) = I ′.

Para provarmos queΦ é um homomorfismo, consideremos quea ∈ A ew sincroniza paraI ∈ V.

SeΦ(δ(I, a)) = I ′ entãowa sincroniza paraI ′. Comow sincroniza para a imagem deI em V′,

δ(Φ(I), a) = I ′, ou seja,Φ(δ(I, a)) = δ(Φ(I), a). Concluímos queG é isomorfo aG′. �

2.4 Sistemas Simbólicos Fechados de Memória Finita (SFT)

Um sistema simbólico fechado de memória finitaX (do inglêsshift of finite type, abreviado

por SFT) é um sistema simbólico fechado para o qual existe um conjunto proibido finitoF, ou

sejaX = XF para umF finito. Como propriedade característica de um SFT, sempre é possível

determinar um inteiro não negativoM , tal que para todov ∈ B(X), |v| ≥ M , seuv, vw ∈ B(X)

entãouvw ∈ B(X). O menorM para o qual esta propriedade pode ser verificada é chamadoa

memóriado SFT. Alguns autores definem a memória do SFT como o máximo comprimento de um

bloco emF. Estas denominações são idênticas quando o conjuntoF é mínimo, o que será discutido

em capítulos posteriores. Como propriedade complementar de um SFTX, seφ : X → Y é um
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SBC conjugado (o termo conjugado informa queφ é injetivo e sobrejetivo e, portanto, inversível [10,

Teoema 1.5.14]) entãoY também é um SFT [10, Teorema 2.1.10].

SejaX ⊆ AZ um SSR apresentado porG = (V,E, λ). Dado qualquer blocoe1e2 . . . en ∈ E∗,

entãoe1e2 . . . en ∈ B(XG) se, e somente se,t(ei) = i(ei+1), 1 ≤ i < n. Ou seja,XG é um SFT

comM = 1. Isto implica que todo SSR é imagem de um SFT pela aplicação deum SBC sobrejetivo,

neste caso induzido porΦ : B2(XG) → A, ondeΦ(e1e2) = λ(e2).

Adicionalmente, sejaY ⊆ AZ um SFT, podemos construir uma apresentaçãoG paraY definida

por: G = (BM(Y ),BM+1(Y ), λ), tal que para todoa1a2 . . . aM+1 ∈ E temos queλ(a1a2 . . .

aM+1) = aM+1, i(a1a2 . . . aM+1) = a1a2 . . . aM e t(a1a2 . . . aM+1) = a2 . . . aM+1. Nes-

tas apresentações só há um ramo dea1a2 . . . aM ∈ V parab1b2 . . . bM ∈ V se, e somente se,

a1a2 . . . aMbM ∈ B(Y ). A funçãoλ induz um SBC conjugadoφ = λ∞ deXG paraY [10,

Proposição 3.1.6]. Mais informações sobre esta construçãode um SFT, partindo de um conjunto

finito F arbitrário, é apresentada em [20]. Em [21] é apresentado um algoritmo matricial que deter-

mina o Shannon cover a partir desta apresentação reescrita em forma de matriz.
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CAPÍTULO 3

ALGORITMO PARA DETERMINAÇÃO DO

CONTEXTO À DIREITA : APLICAÇÃO NA

CONSTRUÇÃO DAm-SDP

No Capítulo 2 definimos um SFT como um sistema simbólico fechado especificado por um con-

junto proibido finitoF. Mostramos que todo SFT é um SSR (ver também [10, Teorema 3.1.5]),

portanto podendo ser apresentado por um grafoG = (V,E, λ) direcionado. A rotulação de um ca-

minho bi-infinito emG gera uma seqüência que não contém fatores emF. Sistemas práticos para

armazenamento e transmissão de informação digital requerem a especificação de um conjuntoF

[22],[23]. Um SFT pode ser especificado por conjuntosF distintos, mas entre estes há um único

conjuntoO com número um mínimo de palavras proibidas, chamado a coleção mínima de palavras

proibidas [10, p.33].

Os métodos propostos para obtenção do Shannon cover (apresentação reduzida, determinística e

irredutível) de um SFT costumam ser divididos em duas etapas: inicialmente é gerada uma apresen-

tação determinística do SFT a partir do conjuntoF [10, Teorema 3.1.5], [14], [24]; seguida por um

algoritmo para identificar as classes de vértices com mesmo contexto à direita e as conexões entre

classes (vértices da nova apresentação) por ramos.

O método descrito em [10] é o apresentado na Seção 2.4 do Capítulo 2. A função de transição

definida por este é simples de se calcular, mas o número de vértices do grafo inicial cresce exponen-

cialmente com o máximo comprimento das palavras emF, portanto isto o torna de pouco interesse

prático. Há algoritmos com complexidade linear que são desenvolvidos aplicando-se conceitos da

teoria de autômatos [14],[24]. Particularmente, no algoritmo descrito em [24], o conjunto de todos



os prefixos próprios das palavras do conjuntoO formam os identificadores dos vértices da apresen-

tação inicial.

O algoritmo descrito em [14] constrói inicialmente um autômato não determinístico e incom-

pleto (o conjunto dos rótulos dos ramos que partem de um vértice é um subconjunto do alfabetoA),

tal que todas as palavras apresentadas por este possuem fatores emF. Um autômato determinís-

tico é obtido do não determinístico, fazendo-se dos vértices terminais os não terminais e vice-versa,

obtendo-se um autômato determinístico que apresenta a linguagem do SFT [17]. Removendo-se os

vértices não terminais deste autômato (com os ramos partindo deles e chegando a eles), obtém-se um

grafo apresentando o SFT. A etapa intermediária deste algoritmo envolve a construção de um grafo

determinístico a partir de um não determinístico (veraccessible subset construction algorithm[17,

p.65]), procedimento que pode aumentar o número de estados em relação ao autômato inicial.

Neste capítulo apresentaremos um algoritmo para gerar om-SDP de um SFT (o Shannon cover

para um SFT irredutível). A entrada do algoritmo é a coleção mínima de palavras proibidasO, a

partir desta são determinadas classes de palavras com o mesmo contexto à direita, entre aquelas

que pertencem ao conjuntoW de todos os prefixos próprios de palavras emO. Estas classes de

palavras são empregadas como identificadores de vértices. Adeterminação destas classes é baseada

na manipulação de palavras emW e O, o que se diferencia da usual determinação de vértices com

mesmo contexto à direita a partir de uma apresentação inicial [17], [19]. O algoritmo proposto associa

a cada palavraw ∈ W o conjunto de sufixos próprios das palavras emO que quando concatenados

comw geram uma palavra com um fator emO. Palavras emA∗ com o mesmo contexto à direita

são determinadas pela igualdade de versões reduzidas destes conjuntos, assim podemos identificar as

palavras emW que possuem o mesmo contexto à direita, separando-as em classes de equivalência.

Definidas as classes de equivalência (ou os vértices da apresentação mínima), usamos uma função de

transição, baseada em uma definida em [24], para construirmos o Shannon cover. Mostraremos que

esta apresentação é isomorfa à componente essencial do grafo de contextos do SFT (Seção 3.3).

3.1 Alguns Conceitos e Definições

Iniciamos esta seção apresentando formalmente a coleção mínima de palavras proibidas. Uma

palavraw = w1 . . . wn é dita umaproibição mínimasew /∈ L, masw1 . . . wn−1 ∈ L ew2 . . . wn ∈
L. A coleção de todas as proibições mínimas é única [10, p.12],de forma que seF ⊆ O eXF = XO

entãoF = O. Um SFT com coleção mínima de palavras proibidasO tem memóriaM se o máximo

comprimento das palavras emO éM + 1. Na Seção 3.2, utilizamos a unicidade do conjuntoO para
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propor um procedimento que identifique palavras com o mesmo contexto à direita.

Seja{Bi}Ni=1 uma coleção de subconjuntos deA e suponha que queremos classificá-los de acordo

com seus contextos, onde o critério é a igualdade. Esta classificação pode ser feita a partir de{Bi}Ni=1

ou{B′
i}Ni=1, o que for mais conveniente, uma vez que, seBj = Bk entãoB′

j = B′
k. Podemos esco-

lher uma das coleções e chamá-la de{Di}Ni=1. Caso tenhamos informações adicionais sobre o con-

junto {Di}Ni=1, estas podem ser utilizadas para simplificar a comparação. Como exemplo, suponha

que o conjuntoG ⊆ ⋂
N

i=1
Di é conhecido, esta informação poderá ser utilizada para simplificar o

processo de determinação de igualdade, que poderá ser realizado sobre o conjunto{Di\G}Ni=1 no

lugar de{Di}Ni=1.

Dada uma linguagem qualquerL (não necessariamente fatorial), uma importante característica

de uma palavraw ∈ A∗ é o seu conjunto sintático, definido comoC(w) = {(x, y)|(x, y) ∈ A∗ ×
A∗ exwy ∈ L} [17, p. 210]. O complemento deste conjunto éC ′(w) = {(p, s)|(p, s) ∈ A∗ × A∗ e

pws /∈ L}. ConsiderandoL como a linguagem de um sistema simbólico fechada, dada uma palavra

w ∈ L, C ′(w) = C ′(w) ∪ ((A∗FA∗ × A∗) ∪ (A∗ × A∗FA∗)), já que para qualquer(p, s) ∈
((A∗FA∗ ×A∗)∪ (A∗ ×A∗FA∗)), pws /∈ L. Concluímos que((A∗FA∗ ×A∗)∪ (A∗ ×A∗FA∗))

equivale ao conjuntoG discutido no parágrafo anterior. Portanto, o conjunto sintático de uma palavra

w ∈ L pode ser especificado por um subconjunto deL × L, sendo esteC ′(w)\((A∗FA∗ × A∗) ∪
(A∗ × A∗FA∗)). Mostraremos na próxima seção que este conjunto não é a formamais simples de

se representar o conjunto sintático de uma palavra. Como a linguagem de um SFT é fatorial, para

todo(p, s) ∈ C ′(w)\((A∗FA∗ ×A∗) ∪ (A∗ ×A∗FA∗)) ⊆ L× L, o conjunto{(p′p, ss′)|(p′, s′) ∈
(Lp−1) × (s−1L)} é um subconjunto deC ′(w)\((A∗FA∗ × A∗) ∪ (A∗ × A∗FA∗)), o que motiva

à Definição 3.1.

Definição 3.1.Seja(p, s) ∈ L×L, então[(p, s)] = {(p′p, ss′)|(p′, s′) ∈ (Lp−1)× (s−1L)}. Como

extensão, sejaA ⊆ L × L, seA 6= ∅ então[A] = {(p′, s′)|(p′, s′) ∈ [(p, s)] para todo(p, s) ∈ A},

caso contrário[A] = ∅.

Exemplo 3.1.SejaA = {0, 1} eF = {011, 110, 001, 100} o conjunto proibido do SFT de linguagem

L = B(XF). Assim, para(11, 0) ∈ L × L temos que[(1, 0)] = {(p, q) | p ∈ 1∗1 eq ∈ 0(0∗ +

(10)∗)}, onde′+′ indica união ew∗ = {ε,w,ww,www, . . .}.

Segue diretamente da definição que(p, s) ∈ [(p, s)], poisε ∈ L. A próxima definição apresenta

um subconjunto deC ′(w)\((A∗FA∗ × A∗) ∪ (A∗ × A∗FA∗)) ⊆ L× L que determinaC(w).

Definição 3.2.Um conjunto das restrições dew ∈ A∗, dada uma linguagemL, denominado de
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C(w), satisfaz a equação[C(w)] = {(p, s)|(p, s) ∈ L× L epws /∈ L} = C ′(w)\((A∗FA∗ × A∗) ∪
(A∗ × A∗FA∗)).

Empregando a Definição 3.2 podemos escrever o conjunto sintático a partir do conjunto das

restrições comoC(w) = { [C(w)] ∪ ((A∗FA∗ × A∗) ∪ (A∗ × A∗FA∗)) }′.

Exemplo 3.2.Considerando o SFT apresentado no Exemplo 3.1, temos queC(0) = {(ε, 01), (ε, 11),

(11, ε), (10, ε), (1, 0), (0, 1)} ou C(0) = {(ε, 01), (ε, 11), (11, 1), (11, 0), (11, ε), (10, ε), (1, 0),

(0, 1)}, já que[{(ε, 01), (ε, 11), (11, ε), (10, ε), (1, 0), (0, 1)}] = [{(ε, 01), (ε, 11), (11, 1), (11, 0),

(11, ε), (10, ε), (1, 0), (0, 1)}].

Exemplo 3.3. Sew /∈ L então para qualquer(p, s) ∈ L × L temos quepws /∈ L, portanto, um

possível conjunto das restrições paraw éC(w) = {(ε, ε)}, pois queε é prefixo e sufixo de qualquer

palavra. Assim, paraw /∈ L temos queC ′(w) = A∗ × A∗.

No que segue, nosso interesse se restringe a três subconjuntos deC(w), são eles:Cl(w) =

{(p, s)|p 6= ε e s = ε}, Cc(w) = {(p, s)|p 6= ε e s 6= ε} e Cr(w) = {(p, s)|p = ε es 6= ε}, sendo

chamados de conjunto das restrições à esquerda, condicional e à direita, respectivamente.

Nota 3.1. Seja(ε, s′) ∈ [C(w)], portanto há(p, s) ∈ C(w) tal que(ε, s′) ∈ [(p, s)], assimp ∈ S(ε)

e s ∈ P(s′), logop = ε. Comop 6= ε para todo(p, s) ∈ Cl(w) ∪ Cr(w), então(ε, s′) /∈ [Cl(w) ∪
Cc(w)], portanto(ε, s′) ∈ [C(w)\(Cl(w) ∪ Cc(w))] = [Cr(w)].

Proposição 3.1.Para todow ∈ L, (ε, s) ∈ [Cr(w)] se, e somente se,s ∈ F′(w). Logo,[Cr(w)] =

[Cr(w′)] se, e somente se,F(w) = F(w′).

Demonstração: O contexto à direita de uma palavraw ∈ L pode ser escrito comoF(w) =

L\F′(w), ondeF′(w) = {s|ws /∈ L es ∈ L}. Contudo, ses ∈ F′(w) entãows /∈ L, logo

(ε, s) ∈ [C(w)], da Nota 3.1 concluímos que(ε, s) ∈ [Cr(w)]. Por outro lado, se(ε, s) ∈ [Cr(w)]

entãows /∈ L, logos ∈ F′(w). Concluímos que os conjuntosF(w) eF(w′) podem ser determinados

unicamente dos conjuntos[Cr(w)] e [Cr(w′)], respectivamente. �

Podemos usar os conjuntosCr(w) para determinar os conjuntosF′(w) e F(w), já queF′(w) =

{s|(ε, s) ∈ [Cr(w)]} e F(w) = {s|s ∈ L and(ε, s) /∈ [Cr(w)]}, respectivamente. Na próxima seção

abordamos o problema de determinar palavras com o mesmo contexto à direita a partir dos conjuntos

Cr(w).
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3.2 Determinação de palavras com o mesmo contexto à direita

Provamos na Proposição 3.1 que a igualdade dos conjuntos[Cr(w)] e [Cr(w′)] implica quew e

w′ têm o mesmo contexto à direita. Mas esta igualdade não assegura queCr(w) = Cr(w′), já que,

em geral, estes conjuntos podem ser escritos de diferentes maneiras (ver Exemplo 3.2). Propomos

nesta seção uma construção particular para o conjuntoCr(w), que nos permite determinar palavras

de mesmo contexto à direita pela simples igualdade deste conjunto.

Definição 3.3.Sejaw ∈ L eO a coleção mínima de palavras proibidas de um SFT. EntãoCrO(w) =

{(ε, s)|s ∈ ((S(w)\{ε})−1O)}, sendo o conjunto de todos os pares ordenados(ε, s) ∈ L×L, |s| ≥
1, para os quais háp ∈ S(w)\{ε} tal queps ∈ O.

Nota 3.2. Caso(S(w)\{ε}) ∩ P(OA−1) = ∅ entãows ∈ L para todos ∈ L, assimCrO(w) = ∅,

portantoCrO(u) = ∅ para todou ∈ S(w)\{ε}. Contudo, seCrO(w) = ∅ então, para todos ∈ L, ws

não possui fatores emO, implicando queCr(w) = ∅, uma vez queO é a coleção mínima de palavras

proibidas. Similarmente, seCr(w) = ∅ entãoCrO(w) = ∅.

Na próxima proposição provaremos que[CrO(w)] é um conjunto das restrições de uma palavra

w ∈ L.

Proposição 3.2.Sejaw ∈ L eO a coleção mínima de palavras proibidas do SFT. Então[Cr(w)] =

[CrO(w)].

Demonstração: Da Nota 3.2CrO(w) = ∅ se, e somente se,Cr(w) = ∅, assim[CrO(w)] =

[Cr(w)] = ∅ para este caso.

Suponha queCrO(w) e Cr(w) não são conjuntos vazios. Se(ε, s) ∈ [CrO(w)] entãows /∈ L,

implicando que(ε, s) ∈ [Cr(w)], logo [CrO(w)] ⊆ [Cr(w)]. Se supormos que(ε, s) ∈ [Cr(w)],

entãows /∈ L, implicando que háp = p1 . . . pn ∈ S(w) e q = q1 . . . qm ∈ P(s) tal quepq /∈ L,

p2 . . . pnq1 . . . qm ∈ L e p1 . . . pnq1 . . . qm−1 ∈ L, logo p1 . . . pnq1 . . . qm ∈ O ews tem um fator

emO, portanto(ε, s) ∈ [CrO(w)], o que nos permite concluir que[Cr(w)] ⊆ [CrO(w)] e o resultado

segue. �

Uma forma de cálculo dosCrO(w) é por recursão. Para um dadow ∈ L, w = a1a2 . . . an,

o cálculo é feito do prefixo de menor comprimento não nulo(a1) para o de maior comprimento
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(a1a2 . . . an), empregando a definiçãoS(CrO(w)) = {s | (ε, s) ∈ CrO(w)}, temos que:

S(CrO(a1)) = a−1
1 O,

S(CrO(a1a2)) = a−1
2 S(CrO(a1)) ∪ a−1

2 O,

...

S(CrO(a1a2 . . . an)) = a−1
n S(CrO(a1 . . . an−1)) ∪ a−1

n O.

(3.1)

A prova desta relação segue pelo desenvolvimento do conjunto S(CrO(w)):

S(CrO(w)) = (S(w)\{ε})−1O

= (S(a1 . . . an−1)an)
−1O

= (S(a1 . . . an−1)an ∪ an)−1O

= a−1
n S(a1 . . . an−1)

−1O ∪ a−1
n O

= a−1
n ((S(a1 . . . an−1)\{ε})−1O) ∪ a−1

n O ∪ a−1
n O

= a−1
n ((S(a1 . . . an−1)\{ε})−1O) ∪ a−1

n O

= a−1
n S(CrO(a1 . . . an−1)) ∪ a−1

n O.

Exemplo 3.4. Sejaw = 1010 uma palavra pertencente a linguagem de um SFT com símbolos

no alfabetoA = {0, 1, 2} e especificado pelo conjuntoO = {002, 100, 1011, 1012, 111, 112, 20,

211, 212}. Começamos calculandoS(CrO(1)) = 1−1O = {00, 011, 012, 11, 12}, seguimos calcu-

landoS(CrO(10)) = 0−1S(CrO(1))∪0−1O = {0, 11, 12, 02}, S(CrO(101)) = 1−1S(CrO(10))∪1−1O =

{1, 2, 00, 011, 012, 11, 12} e finalmenteS(CrO(1010)) = 0−1S(CrO(101)) ∪ 0−1O = {0, 11, 12, 02}.

Observamos que quando(ε, s), (ε, s′) ∈ CrO(w) e s′ ∈ P(s), implicando que(ε, s) ∈ [(ε, s′)],

então[CrO(w)] = [CrO(w)\(ε, s)]. Um conjuntoCr(w) será escrito comõCr(w) quando esta elimi-

nação de elementos não puder ser realizada.

Exemplo 3.5. A partir do conjuntoCrO(10) determinado no Exemplo 3.4,̃CrO(10) = {(ε, s)|s ∈
{0, 11, 12}}, uma vez que0 ∈ P(02).

No próximo teorema mostraremos que palavras com o mesmo contexto à direita podem ser de-

terminadas pela igualdade dos seus conjuntosC̃rO(w).

Teorema 3.3.Sejaw,w′ ∈ L, entãoC̃rO(w) = C̃rO(w′) se, e somente se,F(w) = F(w′).

Demonstração: SeC̃rO(w) = C̃rO(w′) então[C̃rO(w)] = [C̃rO(w′)], o que das Proposições 3.2 e

3.1 implica queF(w) = F(w′).
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Supondo que(ε, s) ∈ C̃rO(w) e (ε, s) /∈ C̃rO(w′) concluiremos que[C̃rO(w)] 6= [C̃rO(w′)], portanto

da Proposição 3.1 temos queF(w) 6= F(w′). Portanto, a hipótese queF(w) = F(w′) implica

queC̃rO(w) = C̃rO(w′), caso contrário, sẽCrO(w) 6= C̃rO(w′) concluímos queF(w) 6= F(w′), o que

contradiz a hipótese. Se(ε, s) /∈ [C̃rO(w′)] então[C̃rO(w)] 6= [C̃rO(w′)], logo consideraremos que

(ε, s) ∈ [C̃rO(w′)]. Para que(ε, s) ∈ [C̃rO(w′)] é necessário que exista(ε, s′) ∈ C̃rO(w′) tal que

s′ ∈ P(s) e |s′| < |s|. Já que(ε, s) ∈ C̃rO(w), então não há prefixos própriosu de s tal que

(ε, u) ∈ C̃rO(w), portanto, concluímos que(ε, s′) /∈ [C̃rO(w)] e (ε, s′) ∈ [C̃rO(w′)]. �

3.3 Construção dam-SDP

Nas últimas seções definimos o conjuntoC̃rO(w) e mostramos como utilizá-lo para determinar se

palavras emA∗ possuem o mesmo contexto à direita. Nesta seção utilizamosC̃rO(w) para construir

a apresentação determinística, de sincronização e reduzida do SFT. Mostraremos que esta apresen-

tação é isomorfa aografo dos contextos do SFT. Portanto, as propriedades demonstradas para a

apresentação propostas são estendidas para o grafo dos contextos.

O grafo dos contextos é uma apresentação determinística do SFT [10, p. 73] gerada a partir do

conjuntoC = {F(w)|w ∈ L}, que é o conjunto de todos os contextos à direita de palavras em L (C

também pode ser interpretado como o conjunto dos vértices dografo dos contextos). Há um ramo

neste grafo com rótuloa ∈ A partindo de um vérticeI = F(w) ∈ C, sewa ∈ L, sendo o vértice

terminalJ = F(wa) ∈ C. Pela aplicação deste procedimento aI ∈ C ea ∈ A obtemos o grafo dos

contextos do SFT. O conjuntoC de um SFT é finito [10, Teorema 3.2.10], logo este procedimento é

realizável.

SejaG = (V,E,L) a componente essencial do grafo dos contextos de um SFT. Propomos um

algoritmo alternativo para gerarG. Este algoritmo segue as etapas: (i) Encontrar um conjuntoW ⊆ L

tal queV ⊆ {F(w)|w ∈ W}; (ii) determinar a partiçãoP = {Ci}ni=1 deW, satisfazendo a condição

w,w′ ∈ Ci se, e somente se,F(w) = F(w′). CadaCi é um subconjunto deW contendo todas as

palavras deste com o mesmo contexto à direita. (iii) Definir uma função de transição deP × A para

P, como segue: sejaCi ∈ P ew ∈ Ci, sewa ∈ L, a ∈ A, então há um ramo com rótuloa deCi

paraCj , tal quew′ ∈ Cj ondeF(w′) = F(wa); finalmente, extraímos a componente essencial do

grafo obtido no terceiro passo. Seguiremos determinando o conjuntoW, propondo um método para

realizarmos a partição deste e definindo a função de transição.

Em [24] é apresentado um algoritmo para construir um autômato completo com um único vértice
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inicial i e apresentando uma linguagem fatorial. Os vértices terminais deste autômato formam um

sub-grafo que apresenta a linguagem de um SSR. Este sub-grafo não é, necessariamente, essencial

nem reduzido. À cada vértice do conjuntoV deste sub-grafo é associada uma palavra do conjunto

P(OA−1), da seguinte forma: todo vérticeI é alcançado a partir dei por uma palavraw ∈ P(OA−1),

implicando queF(I) = F(w). SejaF(u) ∈ V, como o sub-grafo é uma apresentação do SSR, este

tem um caminhoπ, tal quei(π) = i, L(π) = u e F(t(π)) = F(u). Suponha quew ∈ P(OA−1) al-

cançat(π) a partir dei, entãoF(w) = F(u). Concluímos que o conjunto de vérticesV da componente

essencial do grafo dos fatores é um subconjunto de{F(w)|w ∈ P(OA−1)}, portanto consideramos

W = P(OA−1).

A partiçãoP é determinada pelos conjuntos̃CrO(w) como especificado a seguir. SejaP′ =

{C ′
i}mi=1 uma partição deW, tal que: w,w′ ∈ C ′

i se, e somente se,̃CrO(w) = C̃rO(w′). Empre-

gando o Teorema 3.3,̃CrO(w) = C̃rO(w′) se, e somente se,F(w) = F(w′), o que nos leva a concluir

queP = P′.

Já definimos o conjuntoW e a partiçãoP. Antes de definirmos a função de transição apre-

sentaremos a relação que segue e por uma restrição no domíniodesta relação obteremos a função de

transição.

Definição 3.4.Definimos a relaçãoδ : P × (A ∪ {ε}) −→ P ∪ {O} como

δ(Ci, a) = {Q| fixadow ∈ Ci, v ∈ Q, |v| = max
u∈T (wa)

|u|},

ondeQ ∈ P ∪ {O} eT (w) = S(w) ∩ (W ∪ O).

A imagemδ(Ci, a) de(Ci, a) é um elementoQ emP ∪ {O} associado com uma palavra fixada

w ∈ Ci, tal quev ∈ Q é o maior sufixo dewa emW ∪ O. Segue desta definição que, sewa ∈ O

entãoδ(Ci, a) = {O}.

O Teorema 3.6 demonstra, para qualquer(Ci, a) ∈ P × (A ∪ {ε}), que o valor deδ(Ci, a) não

depende da escolha de uma palavraw ∈ Ci específica. O que nos permite concluir queδ é uma

função bem definida sobre o conjuntoP × (A ∪ {ε}). Para demonstração deste teorema precisamos

dos resultados dos próximos dois lemas.

Lema 3.4. Paraw,w′ ∈ L, sejaC̃rO(w) = C̃rO(w′) ea ∈ A, entãoC̃rO(wa) = C̃rO(w′a).

Demonstração: Pelo Teorema 3.3,̃CrO(w) = C̃rO(w′) se, e somente se,F(w) = F(w′). Logo

waz ∈ L se, e somente se,w′az ∈ L, portantoF(wa) = F(w′a), ou C̃rO(wa) = C̃rO(w′a). �

Lema 3.5. Sejaw ∈ L ev o mais longo elemento emS(w) ∩ W, entãoC̃rO(w) = C̃rO(v).
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Demonstração: Segue do processo de construção dos conjuntosC̃rO(w) e C̃rO(v) queC̃rO(v) ⊆
C̃rO(w), uma vez quev ∈ S(w). Provaremos agora a inclusão reversa. Seja(ε, s) ∈ C̃rO(w), logo

existep ∈ S(w)\{ε} tal queps ∈ O, portantop ∈ S(w) ∩W . Já quev é a palavra mais longa em

S(w) ∩ W , entãop ∈ S(v) e, portanto,(ε, s) ∈ CrO(v). Se existes′ ∈ P(s) para o qual(ε, s′) ∈
C̃rO(v), então(ε, s′) ∈ C̃rO(w), poisC̃rO(v) ⊆ C̃rO(w), contradizendo a hipótese de que(ε, s) ∈ C̃rO(w),

logo (ε, s) ∈ C̃rO(v). Assim, concluímos quẽCrO(w) ⊆ C̃rO(v), por fim C̃rO(w) = C̃rO(v). �

Teorema 3.6.A relaçãoδ é uma função bem definida.

Demonstração: Sejamw,w′ ∈ Ci, Ci um elemento deP, ea ∈ A. ComoF(w) = F(w′), se

wa /∈ L entãow′a /∈ L, logoδ(Ci, a) = {O}. Portanto, consideremos quewa,w′a ∈ L, sendov e

v′ as palavras mais longas emS(wa) ∩W eS(w′a) ∩W , respectivamente. Do Lema 3.5 temos que

C̃rO(wa) = C̃rO(v) e C̃rO(w′a) = C̃rO(v′). Por fim, do Lema 3.4̃CrO(v) = C̃rO(v′). �

A Tabela 3.1 resume o algoritmo proposto para gerar uma apresentação de um SFT a partir do

seu conjuntoO.

Exemplo 3.6. SejaO = {002, 100, 1011, 1012, 111, 112, 20, 211, 212}, o mesmo conjunto usado

no Exemplo 3.4. O conjunto dos prefixos próprios deO, P(OA−1), é W = {ε, 0, 1, 2, 00, 10,

101, 11, 21}. A Tabela 3.2 mostra os conjuntos̃CrO(w) paraw ∈ W , a partiçãoP (ou classes

de equivalência) e o resultado do cálculo da funçãoδ, mostrando-se as palavras mais longas em

S(wa) ∩ W parawa ∈ L. Sewa /∈ L, a entrada respectiva na tabela é preenchida com{O}. Pode-

mos observar quẽCrO(2) = C̃rO(10), assim o conjunto{2, 10} ∈ W forma a classeC4. Prosseguindo,

obtemos as classesC1 = {ε}, C2 = {0}, C3 = {1}, C5 = {00} eC6 = {11, 21, 101}. Portanto,

P = {{ε}, {0}, {1}, {2, 10}, {00}, {11, 21, 101}}. Observemos também que a palavra mais longa

emS(w1) ∩ W, w ∈ C4, é21 sew = 2 ou101 sew = 10, contudo{21, 101} ∈ C6, o que nos leva

a concluir queδ(C4, 1) = C6.

Como estamos interessados em uma apresentação de um SFT, podemos restringir a funçãoδ

paraA = {(Ci, a)|δ(Ci, a) ∈ P}. O que estamos fazendo é eliminando os ramos que incidem

no estadoO, que por construção não possui ramos partindo dele, podendoser removido do grafo

juntamente com os ramos que partem ou incidem nele, sem que com isso alteremos a linguagem do

SSR apresentada pelo grafo. Esta restrição é representada por δ|A e chamada função de transição,

mas por simplicidade de notação, iremos representá-la porδ. No próximo teorema mostraremos que

o grafoH gerado pelas linhas 1 a 16 do algoritmo descrito na Tabela 3.1é isomorfo ao grafo dos
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Tabela 3.1: Descrição do Algoritmo.

PASSO INSTRUCÃO

1. calcule W = P(OA−1);

2. faça P = ∅;

3. faça i = 0;

4. para cada w ∈ W

5. calcule C̃rO(w);

6. se∃ Ci ∈ P tal quew′ ∈ Ci e C̃rO(w) = C̃rO(w′)

7. faça Ci = Ci ∪ {w};

8. se não

9. faça i = i+ 1;

10. crie Ci emP;

11. faça Ci = {w};

12. para cada (Ci, a) ∈ P × A

13. seδ(Ci, a) ∈ P

14. crie um ramo com rótulo a de Ci para δ(Ci, a);

15. se não

16. não crie um novo ramo;

17. faça G′ = (V′,E′, λ′) a componente essencial do grafo

gerado nos passos 12-16;

18. saídaG′ = (V′,E′, λ′);

Os passos 4-11 determinam a partiçãoP. Os passos 12-16 calculam a função de transição. Denotaremos porH o grafo dos contextos

gerado pelas linhas 1-16 do algoritmo.

Tabela 3.2: Cálculo das classes de equivalência e da funçãoδ(Ci, a), paraCi ∈ P ea ∈ A.

Cálculo das Classes δ(Ci, a) - { Palavra mais longa emS(wa) ∩ W}

w ∈ W {s|(ε, s) ∈ C̃rO(w)} Classes δ(Ci, 0) − {v} δ(Ci, 1) − {v} δ(Ci, 2) − {v}

ε ∅ C1 C2 − {0} C3 − {1} C4 − {2}
0 02 C2 C5 − {00} C3 − {1} C4 − {2}
1 00, 11, 12, 011, 012 C3 C4 − {10} C6 − {11} C4 − {2}
2 0, 11, 12 C4 {O} C6 − {21} C4 − {2}
00 2, 02 C5 C5 − {00} C3 − {1} {O}
10 0, 11, 12 C4 {O} C6 − {101} C4 − {2}
11 1, 2, 00, 011, 012 C6 C4 − {10} {O} {O}
21 1, 2, 00, 011, 012 C6 C4 − {10} {O} {O}
101 1, 2, 00, 011, 012 C6 C4 − {10} {O} {O}
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contextos, portanto as componentes essenciais destes também são isomorfas.

Teorema 3.7.O grafoH é isomorfo ao grafo dos contextos do SFT.

Demonstração: Iniciamos definindo a funçãoΦ : C → P comoCi = Φ(F(w)), entãoCi é

a classe que contém a palavra mais longa emS(w) ∩ W. Seguimos provando queΦ é uma função

sobrejetiva, injetiva e é um homomorfismo, respectivamente.

Suponha queF(w) = F(w′). Dos Lemas 3.4 e 3.5, sev e v′ são as palavras mais longas em

S(w) ∩ W eS(w′) ∩ W, respectivamente, entãoF(v) = F(v′), implicando quev e v′ pertencem à

mesma classe de equivalência deP, logo Φ(F(w)) = Φ(F(w′)). Concluímos queΦ é uma função

bem definida.

Para todoCi ∈ P e qualquerw ∈ Ci, temos quew ∈ L eΦ(F(w)) = Ci, ou seja,Φ é sobrejetiva.

Suponha queΦ(F(w)) = Φ(F(w′)), isto implica que as palavras mais longas emS(w) ∩ W e

S(w′) ∩ W pertencem à mesma classe de equivalência. Do Lemma 3.5 isto implica queC̃rO(w) =

C̃rO(w′) e do Teorema 3.3 temos queF(w) = F(w′). Concluímos queΦ é injetiva.

A classeδ(Φ(F(w)), a) contém a palavra mais longav emS(ua) ∩ W, ondeu é a palavra mais

longa emS(w)∩W. Supondo quev′ pertence aS(wa)∩W. Sev′ 6= ε, podemos escreverv′ = u′a,

ondeu′ ∈ S(w) ∩ W, já que o prefixo de um elemento emW pertence aW. Isto implica queu′ é

um sufixo deu, logov′ = u′a ∈ S(ua) ∩ W. ComoS(ua) ⊆ S(wa) entãov ∈ S(wa), logov é a

palavra mais longa emS(wa) ∩ W e, portanto,δ(Φ(F(w)), a) = Φ(F(wa)). Concluímos queΦ é

um homomorfismo. �

Corolário 3.8. O grafoG′ é uma apresentação do SFT.

Demonstração: Devido ao isomorfismo entre o grafoH e o grafo dos contextos, qualquer ca-

minho bi-infinito (. . . e−1e0e1 . . .) emH está associado a um único caminho bi-infinito (. . . f−1f0

f1 . . .) no grafo dos contextos e vice-versa, tal queΦ(t(ej)) = t(fj), Φ−1(t(fj)) = t(ej) e ej , fj

possuem o mesmo rótulo. Estes caminhos também estão presentes nas componentes essenciaisG′ =

{V′,E′, λ′} eG = {V,E, λ} deH e do grafo dos contextos, respectivamente, permitindo a definição

do isomorfismoΨ : V → V′ entreG eG′, tal queΨ = Φ|V. �

A Figura 3.1 mostra o grafo obtido diretamente da Tabela 3.2 pela conexão das classes de equiva-

lência (vértices) de acordo com a função de transiçãoδ. A Figura 3.2 mostra a componente essencial

do grafo apresentado na Figura 3.1.

O próximo lema expõe uma propriedade deG′ que nos permitirá provar no Teorema 3.11, que

G′ é o mínimo SDP, ou o Shannon cover para um SFT irredutível.
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Lema 3.9. Sejaπ um caminho emG′ conectando os vérticesCi = i(π) eCj = t(π), para o qual

L(π) = z. Para qualquerw ∈ Ci, a palavra mais longa emS(wz) ∩W pertence aCj .

Demonstração: A prova é por indução no comprimento|z|. Inicialmente, seja|z| = 0, logo

z = ε, portantowz = wε = w, que é a palavra mais longa emS(wε) ∩ W , concordando com a

equaçãoδ(Ci, ε) = Ci.

Consideremos que a afirmação é verdadeira para|z| = n. Sejaτα um caminho emG′, i(τα) =

Ci e z = L(τα) = L(τ)L(α) = ua, tal que|u| = n e a ∈ A. Seu′ é a palavra mais longa em

S(wu)∩W , então concluímos da hipótese indutiva queu′ ∈ t(τ). A partir da definição deδ, a palavra

mais longa emS(u′a)∩W pertence aδ(t(τ), a). CasoS(u′a)∩W = {ε} entãoS(wz)∩W = {ε},

do contrário, sex′a ∈ S(wz) ∩ W entãox′ ∈ S(u′) e, portanto,x′a ∈ S(u′a) ∩ W , o que é uma

contradição. Assim, o lema é válido para este caso.

Consideremos que a palavra mais longa emS(u′a) ∩W seja não nula e igual aq′a. Agora, seja

qa a palavra mais longa emS(wz) ∩W , entãoq ∈ S(wu) ∩W (já que todo prefixo de uma palavra

emW pertence aW), isto implica queq ∈ S(u′), logo q ∈ S(q′). Por fim, comou′a ∈ S(wz), a

palavra mais longa emS(u′a) ∩ W pertence aS(wz) ∩ W , portantoq′ ∈ S(q). Concluímos que

q′a = qa. �

Proposição 3.10.G′ = (V′,E′,L′) é uma apresentação determinística, de sincronização e reduzida.

Demonstração: Como o grafo dos contextos é determinístico, todo sub-grafodele também é

determinístico. Já queG′ é isomorfo aG, entãoG′ é determinístico.

Prosseguiremos provando queG′ é de sincronização. SejaM o máximo comprimento de uma

palavra emW , logo para todow,u ∈ L, |u| ≥M , as palavras mais longas emS(wu)∩W eS(u)∩W
são iguais. Portanto, segue do Lema 3.9 que todoz ∈ L, |z| ≥M , z é uma palavra de sincronização

C1

C5

C3

C4 C6

C2

1

0

1

0

2

0

0

1

2

2

2

1

0

1

Figura 3.1: Grafo obtido da Tabela 3.2.
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C5

C3

C4 C6

1

0

0

2

2

1

0

1

Figura 3.2: Componente essencial do grafo apresentado na Figura 3.1.

deG′. Suponha que há um vérticeCi ∈ V ′ que não possui uma palavra de sincronização, então

todo caminhoπ emG′, t(π) = Ci, tem comprimento menor queM . Considerando os caminhos em

G′ com vértice terminalCi, sejaπ′ um entre os mais longos destes caminhos, então não há ramos

com vértice terminali(π′). ComoG′ é uma grafo essencial, concluímos que há uma palavra de

sincronização para todo vértice deG′.

Agora provaremos queG′ é reduzido. Sejaz ∈ L, |z| ≥ M , uma palavra de sincronização

paraCi ∈ V′. Portanto, a palavra mais longa emS(z) ∩ W pertence aCi. Segue do Lema 3.5,

que C̃rO(z) = C̃rO(u) para todou ∈ Ci, logo, do Teorema 3.3 obtemos queF(z) = F(u). Como

F(z) = F(Ci), podemos concluir queF(Ci) = F(u). Portanto,G′ é reduzido, já que para todo

u ∈ Ci eu′ ∈ Cj , F(u) 6= F(u′) se, e somente se,i 6= j. �

Teorema 3.11.G′ = (V′,E′,L′) é o Shannon cover de um SFT irredutível e o mínimo SDP de um

SFT redutível.

Demonstração: Da Proposição 2.2 todas as SDPs reduzidas de um SSR são isomorfas, portanto,

segue da Proposição 3.10 queG′ é a mínima SDP. Como já havíamos definido, o Shannon cover é a

única (por um mapeamento isomorfo) apresentação determinística, reduzida e irredutível de um SSR

irredutível, de [10, Teorema 3.4.17] este também é de sincronização. Logo,G′ é o Shannon cover de

um SFT irredutível. �

3.4 Análise da complexidade do algoritmo

Inicialmente analisaremos a complexidade para obter-se o conjuntoP dado o conjuntoW, o que

equivale à especificação dos vértices. Em seguida, analisaremos a complexidade do cálculo da função
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de transição.

3.4.1 Complexidade do Cálculo do ConjuntoP

Para determinarmosP dado o conjuntoW, utilizaremos o Teorema 3.3 para determinarmos as

palavras emW com mesmo contexto à direita. O cálculo deP será dividido em três etapas: (1)

cálculo dos conjuntosS(CrO(w)) para todow ∈ W; (2) cálculo dos conjuntosS(C̃rO(w)) para todo

w ∈ W; (3) determinar a partição do conjuntoW (pela relação de equivalência:w ∼ w′ se, e somente

seC̃rO(w) = C̃rO(w′)).

Complexidade do cálculo dos conjuntosCrO(w)

Consideremosai ∈ A e a1a2 . . . an ∈ W. Do cálculo recursivo apresentado na Equação 3.1,

|S(CrO(a1))| é proporcional a|O|, |S(CrO(a1a2))| ≤ |a−1
2 S(CrO(a1))|+ |a−1

2 O| é proporcional a2 · |O|,
seguindo este raciocínio,|S(CrO(a1 . . . an))| ≤ |a−1

n S(CrO(a1 . . . an−1))| + |a−1
n O| é proporcional

a n · |O|, sendo quen ≤ M , ondeM + 1 é maior comprimento das palavras emO. Assim, a

cardinalidade dos conjuntosS(CrO(w)), conseqüentemente dos conjuntosCrO(w), é proporcional a

|O|, com coeficiente de proporcionalidade não superior aM . Portanto, a complexidade assintótica

para o cálculo deCrO(w1 . . . wn), dadoCrO(w1 . . . wn−1), éO(|O|).
Pela definição do conjuntoW obtemos a relaçãoP(W) = W, assim, aplicaremos a expressão

recursiva (3.1) para determinarmos o conjunto{S(CrO(w)) | w ∈ W}. O que implica em calcularmos

M − 1 conjuntosS(CrO(w)) (já queS(CrO(ε)) = ∅). Portanto, a complexidade assintótica para o

cálculo do conjunto{CrO(w) | w ∈ W} éO(|O| · |W|).

Complexidade do cálculo dos conjuntos̃CrO(w)

A determinação dẽCrO(w) a partir deCrO(w) pode ser realizada usando-se uma árvore enraizada

rotulada, de construção especificada a seguir. Dos nós não-terminais da árvore, partem no máximo

|A| ramos com rótulos emA, dispostos em ordem lexicográfica definida pelos rótulos. O rótulo de

um caminho começando no nó raiz da árvore é a seqüência dos rótulos dos ramos que constituem

o caminho. A partir das seqüências de menor comprimento, marca-se como um nó terminal o nó

alcançado por um caminho com rótulo emCrO(w). Os elementos emS(C̃rO(w)) são associados a

nós terminais (folhas) da árvore. Seqüências emS(CrO(w))\S(C̃rO(w)) não podem ser associadas a

caminhos na árvore.

Como exemplo, consideremos o conjuntoS(CrO(101)) = {1, 2, 00, 011, 012, 11, 12} apresentado

no Exemplo 3.4. A árvore associada a este é mostrada na Figura3.3. Ao percorrermos a árvore
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utilizando o elemento11 ou12, iremos alcançar a folha1, o que indica que estes elementos possuem

um prefixo próprio no conjuntoS(CrO(101)), portanto as folhas11 e 12 não são criadas, o que é

representado na Figura 3.3 pelas linhas pontilhadas.

0

00

01

011

012

1

11

12

2

Figura 3.3: Árvore para o cálculo do conjuntoC̃rO(101).

Dado um conjuntoS(CrO(w)), w ∈ W, a complexidade deste procedimento é proporcional ao

número de caminhos que iremos percorrer na árvore, ou seja,O(|O|). Como este cálculo será reali-

zado para todos os elementos do conjuntoW, a complexidade desta etapa éO(|O| · |W|).

Complexidade do cálculo das classes de equivalência

Para determinarmos os conjuntosC̃rO(w) que são iguais, podemos, seguindo a mesma ordem

lexicográfica, sobrepor as árvores dos conjuntosC̃rO(w) e indicar nos nós os conjuntos̃CrO(w) para

os quais estes nós são folhas. Este processo pode ser realizado simultaneamente com o cálculo dos

conjuntosC̃rO(w). Os conjuntos̃CrO(w) iguais são os que ocorrem nos mesmos nós. A Figura 3.4

mostra a árvore associada ao Exemplo 3.6.

As classes de conjuntos iguais são as mesmas calculadas na Tabela 3.2. A complexidade do

algoritmo é proporcional ao número de nós e a cardinalidade do conjuntoW, ou seja,O(|O| · |W|).

3.4.2 Complexidade do Cálculo da Função de Transição

Para a determinação da função de transição,δ, empregamos uma variação dafunção de falha

definida em [24], que chamaremos def e a definiremos a seguir.

Definição 3.5.SejaCε a classe emP que contém a palavraε. Definimos a funçãof : P\{Cε} −→ P,

tal que, dadov = au, a ∈ A, uma das palavras de menor comprimento emCi, entãof(Ci) é o

conjunto emP que contém o mais longo sufixo deu emW.
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C̃rO(ε)

C̃rO(10), C̃rO(2)

0

C̃rO(1), C̃rO(11), C̃rO(21), C̃rO(101)

00

01

C̃rO(1), C̃rO(11), C̃rO(21), C̃rO(101)011

C̃rO(1), C̃rO(11), C̃rO(21), C̃rO(101)012

C̃rO(0), C̃rO(00)

02

C̃rO(11), C̃rO(21), C̃rO(101)

1 C̃rO(1), C̃rO(2), C̃rO(10)11

C̃rO(1), C̃rO(2), C̃rO(10)12

C̃rO(00), C̃rO(11), C̃rO(21), C̃rO(101)

2

Figura 3.4: Árvore para o cálculo das classes de equivalência.

Dado o conjuntoP, a função de transiçãoδ será calculada primeiramente para as classes em

P que contêm as menores palavras emW. Assim, começamos pela classe que contém a palavra

ε, em seguida calculamosδ para as classes que contêm as palavras de comprimento um, e assim

sucessivamente. Finalizamos quando a funçãoδ tiver sido calculada para todas as classes do conjunto

P.

O algoritmo apresentado na Tabela 3.3 calcula a funçãoδ para todoCi ∈ P ea ∈ A. Seguiremos

definindo algumas notações que são empregadas neste algoritmo. Para todov ∈ W ∪ O, chamamos

deCv a classe emP ∪ {O} que contémv. Dado um conjunto de palavrasA, chamaremos deA(i) o

subconjunto de palavras emA de comprimentoi.

No algoritmo da Tabela 3.3 o conjuntoO pertence a imagem da função de transiçãoδ, o que

não ocorre para o algoritmo na Tabela 3.1. Isto se deve ao uso da função de falha, mas não acarreta

em acréscimo da complexidade, pois o vértice associado ao conjuntoO não possui ramos de saída,

portanto, dispensando qualquer verificação, podemos excluí-lo ao final do algoritmo, juntamente com

os ramos que incidem neste.

Com o conhecimento das classes de equivalência e indexação destas através de seus elementos de

menor comprimento, as operações das linhas 7,10,11 e 21 possuem complexidadeO(|P|). O cálculo

da função de transição,δ, para qualquerCi ∈ P tem complexidade assintóticaO(|A|). Assim, o

cálculo deδ para todos os elementos deP tem complexidade assintóticaO(|A| · |P|). Portanto, a

etapa de cálculo da função de transição, quando realizada pelo algoritmo apresentado na Tabela 3.3,
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Tabela 3.3: Cálculo da função de transiçãoδ.

PASSO INSTRUCÃO

1. para cadaa ∈ A

2. sea ∈ W

3. faça δ(Cε, a) = Ca;

4. faça f(Ca) = Cε;

5. se não

6. faça δ(Cε, a) = Cε;

7. faça P1 = W\Cε;
8. enquantoP1 6= ∅
9. i = min{|w| : w ∈ P1};

10. faça P2 = P
(i)
1 ;

11. faça P1 = P1\
⋃

v∈P2
Cv;

12. enquantoP2 6= ∅
13. seja v ∈ P2;

14. para cadaa ∈ A

15. seva ∈ W ∪ O

16. faça δ(Cv, a) = Cva;

17. seva ∈ W

18. faça f(Cva) = δ(f(Cv), a);

19. se não

20. faça δ(Cv, a) = δ(f(Cv), a);

21. faça P2 = P2\Cv;

tem complexidade assintóticaO(|A| · |P|).

3.4.3 Complexidade do Algoritmo para Determinação dam-SDP

Empregamos duas etapas para determinação dam-SDP através da técnica apresentada. Na

primeira, determinamosP por meio de um algoritmo de complexidade assintóticaO(|O| · |W|).
Na segunda, calculamos a função de transiçãoδ, utilizamos para isto um algoritmo de complexidade

assintóticaO(|A| · |P|). Concluímos que as duas etapas podem ser realizadas por um algoritmo de

complexidadeO(|O| · |W|) + O(|A| · |P|).
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CAPÍTULO 4

DETERMINAÇÃO DO CONTEXTO À

DIREITA PARA PFT IRREDUTÍVEL:
APLICAÇÃO NA CONSTRUÇÃO DE

APRESENTAÇÕESDETERMINÍSTICAS E

REDUZIDAS

Os códigos restritivos são comumente empregados em sistemas que utilizam equalização com

resposta parcial e detecção por seqüência, sendo usualmente chamados em sistemas de gravação

magnética decódigos restritivos para aumento de distância. O seu emprego visa aumentar a distância

mínima na saída do canal com interferência inter-simbólicapela proibição de um número finito de

seqüências binárias. Como comentado no Capítulo 2, o estudoe projeto destes codificadores pode

ser realizado aplicando-se a teoria de dinâmica simbólica.Lembrando que, para o caso em que o

conjunto das seqüências proibidas é finito, os sistemas simbólicos fechados são sistemas simbólicos

regulares de memória finita (SFT).

As restrições de um SFT são globais, ou seja, estas independem da coordenada na seqüência

bi-infinita. No entanto, restrições têm sido apresentadas para as quais as proibições ocorrem de

forma periódica, sendo chamadas derestrições periódicas, e.g., a restrição TMTR (do inglêstime-

varying maximum-transition-run) proíbe que a palavra111 seja iniciada em índices ímpares de uma

seqüência. Os sistemas simbólicos dinâmicos periódicos ouPFT (do inglêsperiodic shift of finite

type) foram introduzidos em [25] como a classe de sistemas simbólicos fechados adequada para

modelagem destas restrições (se for possível descrevê-laspor um conjunto finito), sendo um PFT
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Cod. Restritivo
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da Paridade

Canal

Paridade Paridade

Figura 4.1: Diagrama de concatenação reversa.

especificado por um conjunto finito de palavras proibidas indexadas (índices representando fases) e

um períodoT .

Restrições periódicas também aparecem em aplicações que empregam codificação conjunta CCE/

restritiva. No Capítulo 1 mencionamos a possibilidade de melhorar o desempenho de um sistema de

comunicações adaptando-se a seqüência transmitida às características do canal. Isto pode ser obtido

pelo projeto de códigos que tanto possam corrigir como restringir a seqüência transmitida, no en-

tanto, na prática cascateia-se os codificadores. Apresentamos na Figura 1.1 um arranjo padrão para

os codificadores. A desvantagem deste arranjo é a possibilidade de propagação de erros pelo deco-

dificador restritivo antes que estes sejam corrigidos pelo decodificador CCE. Como alternativa há a

concatenação reversa, mostrada na Figura 4.1, onde a posição dos codificadores é invertida, neste

caso algumas precauções devem ser seguidas para evitar que as restrições impostas às seqüências

não sejam violadas. Isto é obtido pelo uso de umcodificador CCE sistemáticoe umcodificador

restritivo da paridadecom um algoritmo de decodificação que limite a propagação de erros. A saída

do codificador restritivo da paridade é concatenada com a saída docodificador CCE sistemáticopelo

concatenador, com a possível inserção de bits entre as seqüências de saída, possibilitando que a se-

qüência resultante satisfaça a restrição. Na decodificação, o separadorenvia os bits de informação

para odecodificador CCE sistemáticoe os bits de paridade codificados para odecodificador restritivo

da paridadeantes de irem para o decodificador CCE sistemático. Este processo possibilita a correção

de parte dos erros gerados pelo canal antes que a seqüência recebida passe pelo decodificador restri-

tivo, o que reduz a propagação de erros na decodificação restritiva. Quando o codificador restritivo

tiver alta taxa, isto será mantido por este sistema, já que a seqüência de paridade é curta quando

comparada com a seqüência de informação.

Consideremos que não seja empregada a métrica de Hamming na decodificação (soft-decision

decoding). A informação para decodificação associada aos bits de informação é diretamente disponi-

53



bilizada para o decodificador CCE, já que o codificador CCE é sistemático e só os bits de paridade

passam por um codificador restritivo antes de serem enviadosao canal. Neste caso, a informação para

decodificação contida na seqüência de paridade gerada pelo codificador CCE terá que ser extraída de

uma seqüência codificada pelo codificador restritivo da paridade e com possíveis erros gerados pelo

canal. Este procedimento pode ser simplificado e realizado com maior precisão se o codificador res-

tritivo da paridade for sistemático. Isto poderia reduzir ataxa do codificador restritivo da paridade,

o que só estaria relacionado à pequena porção da seqüência codificada relativa aos bits de paridade,

tendo pouca representatividade na taxa do sistema completo.

Relativo a um codificador restritivo da paridade sistemático, Wijngoorden e Immink sugeriram o

arranjo apresentado na Figura 4.2 [26]. A idéia proposta é o codificador restritivo gerar seqüências

com posições não restritas, ou seja, nestas posições o bit pode assumir arbitrariamente o valor0 ou1

sem violar a restrição, portanto os bits de paridade geradospelo codificador CCE sistemático podem

ser inseridos nestas posições (realizado pelo blocoInsereda Figura 4.2) sem violar a restrição. O

sistema obtido pelo conjunto de todas as seqüências bi-infinitas composições irrestritasgeradas pelo

arranjo proposto por Wijngoorden e Immink forma um PFT [3].

Uma das possibilidades no projeto de um sistema que utilize codificação conjunta, como o re-

presentado na Figura 4.2, é a construção do maior subsistemade um SFTS, tal que toda posição

móduloT emU é irrestrita, sendoU um subconjunto deT . Este sistema é chamado desubsis-

tema(U, T )-irrestritodeS. Conhecendo-se este subsistema, podemos calcular a entropia topológica

do conjunto de seqüências que satisfazem uma dada restriçãoe são irrestritas em um conjunto de

posições. Aplicando-se os procedimentos para construção de códigos de linha, podemos projetar

codificadores para este subsistema; como estes procedimentos atuam em uma apresentação do sub-

sistema, deve-se procurar apresentações com número mínimode vértices.

Neste capítulo apresentaremos conceitos que serão empregados para determinar uma apresen-

tação determinística e reduzida de um PFT irredutível. Istoserá possível pois a linguagem de um

Cod.

Restritivo

Cod. CCE

Sistemático
Insere Separ.

Dec. CCE

Sistemático

Dec.

Restritivo

Canal

Paridade Paridade

Figura 4.2: Diagrama de concatenação Wijngaarden-Immink.
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PFT é regular [25]. Para isto, iremos generalizar a idéia apresentada no Capítulo 3, para uma coleção

mínima periódica de palavras proibidas e para construção dografo a partir de classes obtidas de uma

lista indexada de palavras da linguagem.

4.1 Alguns Conceitos e Definições

Os PFT são sistemas simbólicos dinâmicos fechados com restrições variantes no tempo, sendo

os sistemas dinâmicos simbólicos adequados para representar conjunto de seqüências que proíbem a

ocorrência de palavras em coordenadas periódicas da seqüência módulo um períodoT .

Determinado um inteiro positivoT , sejaF uma coleção finita de palavras emA∗, tal que, para

cadawi ∈ F é associado um inteiroki em{0, 1, . . . , T − 1} que recebe o nome defase. Descreve-

mos o conjuntoF por F = {(w1, k1), (w2, k2), . . . , (wn, kn)} e o chamamos deconjunto proibido

periódico. As restrições associadas a uma fasek são escritas porF(k) = {w| (w,n) ∈ F en = k}.

Seja uma palavra finitaw um fator de uma seqüência finita ou infinitax na coordenadai, portanto

w = x[i,i+|w|−1], isto é representado porw ≺i x, o contrário é representado porw ⊀i x. Escrevemos

w ≺ x quando uma palavraw é um fator de uma seqüênciax, sem considerar uma coordenada es-

pecífica, o contrário é representado porw ⊀ x. Uma palavraw é um fator próprio de uma seqüência

x, quandow ≺ x ew 6= x. Um PFT com períodoT e conjunto proibido periódicoF, representado

porX{F,T}, é definido a seguir.

Definição 4.1. Uma seqüência bi-infinitax pertence aX{F,T} se, e somente se, existe um inteiro

k ∈ {0, . . . , T − 1} tal que, para todo inteiroi, sew ≺i σk(x) entãow /∈ F(i mod T ).

Para todo PFT é possível construir um grafoG = (V,E, λ) que o apresente, ou seja, um PFT é

um SSR [25, Teorema 1].G é ditoT -partiteseV pode ser dividido emT subconjuntosD0, D1, . . . ,

DT−1, tal que, qualquer ramo que parte de um vértice emDi alcança um vértice emDi+1 mod T .

ParaI, J ∈ V, o número de ramos que partem deI e alcançamJ éAIJ . A matriz adjacênciadeG
é quadrada, de ordem|V| e é denotada porAG =

[
AIJ

]
. O período de um vérticeI, representado

porper(I), é o máximo divisor comum dos inteirosn para os quais(AnG)II > 0. Caso este número

não exista, então denota-seper(I) = ∞. O período de uma matrizA, representado porper(A), é o

máximo divisor comum dos númerosper(I) que são finitos, ou é∞ seper(I) = ∞ para todoI. O

período de um grafoG, representado porper(G), é o período deAG , i.e, per(G) , per(AG). SeG
é irredutível, todos os estados têm o mesmo período [10, Lema4.5.3], seper(AG) = T , entãoG é

T -partite e os conjuntosD1, D2, . . . , DT−1 são asT classes periódicasdo grafo.
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Se o PFT é irredutível, podemos determinar seu Shannon coveraplicando métodos convencionais

para construção de grafos determinísticos a partir de conjuntos de palavras proibidas seguidos de al-

goritmos de minimização [25], [3]. Em nossa abordagem, sempre estaremos considerando o período

como sendo o do Shannon cover, portanto, lembramos que partedos resultados só são válidos para

PFT irredutíveis, o que deixaremos claro pelo enunciado destes.

Associado ao conceito de restrição por fase está o de linguagem por fase, que empregaremos para

descrever as restrições de palavras emA∗ para uma fase específica, como também na obtenção de

propriedades de apresentações do PFT.

Definição 4.2.SejaLx ⊆ {0, . . . , T − 1} o conjunto de deslocamentos de um pontox ∈ AZ tal que

∀i ∈ Z e ℓx ∈ Lx sev ≺i σℓx(x) entãov /∈ F(i mod T ). Definimos uma linguagem associada com

a fasek comoL(k) = {u ≺j σℓx(x)| x ∈ X{F,T}, ℓx ∈ Lx e j ≡ k mod T}.

Um conceito similar ao de coleção mínima de palavras proibidas de um SFT existe para um

PFT, sendo chamado deconjunto mínimo periódico de palavras proibidas, contendo os elementos

(w, k) ∈ A∗ × {0, . . . , T − 1}, w = w0w1 . . . wn, que não pertencem a linguagemL(k) mas com

todos os fatores própriosu ≺i w pertencendo a linguagemL(k+i mod T ). Portanto,(w, k) ∈ O se,

e somente se,w /∈ L(k), w[0,|w|−2] ∈ L(k) e w[1,|w|−1] ∈ L(k+1 mod T ). Em [25, Teorema 4] é

demonstrado queO é único (sendoT o período do Shannon cover).

Exemplo 4.1.Como exemplo da dependência da linguagem com a fase, consideremosO = {(101, 0),

(111, 1)} e T = 2. Observe que11100 ∈ L(0) e 1010 ∈ L(1), no entanto,1010 /∈ L(0) e

11100 /∈ L(1).

Motivados pela Definição 4.2, quando queremos enfatizar quew ∈ L(k) escrevemos(w, k). Se

(w, k) não é definido, logow /∈ L(k), implicando que os elementos emO(k) proíbem a ocorrência

dew, o que não impede quew ∈ L, pois esta poderá pertencer a uma linguagemL(j) comj 6= k.

Como uma extensão dessa definição, dizemos que(s, j) é um fator de(w, k) ses ≺t w e j ≡ k + t

mod T . Ses ≺0 w então(s, k) é um prefixo de(w, k) (prefixo próprio se|s| < |w|). Quandos ≺t w
e k + t + |s| ≡ k + |w| mod T então(s, k + t mod T ) é um sufixo de(w, k) (sufixo próprio se

t > 0). Na próxima definição estenderemos o conceito de contexto àdireita de uma palavraw ∈ A∗

para um elemento(w, k).

Definição 4.3.O contexto à direita dew ∈ L associado a uma fasek é F(w, k) = {s| ws ∈ L(k)}.

O complemento do contexto à direita em relação a linguagemL é dado porF ′(w, k) = L\F(w, k),

ouF ′(w, k) = {s ∈ L| ws /∈ L(k)}.
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Exemplo 4.2. Como exemplo do contexto à direita de uma palavra associado auma fase, consi-

deremos o conjuntoO e período do Exemplo 4.1. Paraw = 1, temos que11 ∈ F(1, 0) e01 ∈ F(1, 1),

no entanto,01 /∈ F(1, 0) e11 /∈ F(1, 1).

Caso(w, k) não seja definido, então para todos ∈ L teremos quews /∈ L(k). Portanto, para todo

w /∈ L(k), segue da Definição 4.3 queF(w, k) = ∅, implicando queF ′(w, k) = L. Prosseguindo

com o paralelismo com relação aos conceitos apresentados noCapítulo 3, a próxima definição apre-

senta oconjunto das restriçõespara o caso periódico.

Definição 4.4.Seja(w, k) ∈ L× {0, . . . , T − 1}. Um conjuntoC(w, k) ⊆ L× N ∪ {0}, chamado

conjunto das restrições de(w, k), satisfaz as propriedades:

a. Seja(u, j) ∈ C(w, k), para todos ∈ L seu ≺j s entãows /∈ L(k);

b. Sejas ∈ L ews /∈ L(k), então existe(u, j) ∈ C(w, k) tal queu ≺j s.

Quandow /∈ L(k), definimosC(w, k) = (ε, 0).

Definimos a seguir um operador que quando aplicado ao conjunto das restrições de um elemento

(w, k) determina o contexto à direita da palavraw, o que será demonstrado na proposição seguinte.

Definição 4.5.SejaC(w, k) o conjunto das restrições de(w, k) ∈ L× {0, . . . , T − 1}. Sew ∈ L(k)

então[C(w, k)] = {s ∈ L| ∃ (u, j) ∈ C(w, k) tal queu ≺j s}, caso contrário[C(w, k)] = L.

Proposição 4.1.SejaL a linguagem de um PFT. Sew ∈ L então[C(w, k)] = F′(w, k). Portanto,

[C(w, k)] = [C(w′, j)] se, e somente se,F(w, k) = F(w′, j).

Demonstração: Sew /∈ L(k) entãows /∈ L(k) para todos ∈ L, logo F′(w, k) = L. Da

Definição 4.5, sew /∈ L(k) então[C(w, k)] = L. A seguir consideramos quew ∈ L.

Se s ∈ F′(w, k) entãows /∈ L(k), logo da Definição 4.4-b existe(u, j) ∈ C(w, k) tal que

u ≺j s e, portanto,s ∈ [C(w, k)], conseqüentementeF′(w, k) ⊆ [C(w, k)]. De modo reverso, se

s ∈ [C(w, k)], então pela Definição 4.5 existe(u, j) ∈ C(w, k) tal queu ≺j s. Da Definição 4.4-a

ws /∈ L(k) e, portanto,s ∈ F′(w, k), logo [C(w, k)] ⊆ F′(w, k).

Se [C(w, k)] = [C(w′, j)] entãoF′(w, k) = F′(w′, j), logo da Definição 4.3 concluímos que

F(w, k) = F(w′, j). Se agora considerarmos queF(w, k) = F(w′, j), entãoF′(w, k) = F′(w′, j) e,

portanto,[C(w, k)] = [C(w′, j)]. �
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4.2 Determinação de palavras com mesmo contexto à direita

Vimos no Capítulo 3 como determinar palavras de mesmo contexto à direita empregando o con-

junto O do SFT. Para este caso, as restrições independem da coordenada, implicando que uma se-

qüência com um fator emO não pertence aF(w) para qualquerw emB(XO). No caso de um PFT

as restrições estão associadas a fases, portanto, geralmente dependem da fase escolhida como refe-

rência,e.g., se a partir da fase0 qualquer palavraw comv ≺i w e v ∈ O(i) não pode ocorrer, em

relação a fasej as palavrasu comv ≺(i−j mod T ) u não poderão ocorrer. Logo, com relação a fase

j o conjunto das restrições considerado é{(v, i− j mod T )| (v, i) ∈ O}.

A dependência das restrições com a fase torna a definição do contexto à direita de uma palavra

w dependente não só desta e do conjuntoO, como também da fase. Assim, para representarmos as

restrições de uma palavraw com relação a uma fasek, iremos dividirC(w, k) em dois subconjuntos,

enquanto um depende dos sufixos dew e da fasek, o outro depende do comprimento dew e da fase

k.

Definição 4.6. SejaA ⊆ L × {0 . . . T − 1}. Representamos a expansão do conjuntoA para um

períodoT por< A >= {(s, j)| (s, j mod T ) = (s, i) para todo(s, i) ∈ A e j ≥ 0}.

Definição 4.7. Sejaw uma palavra da linguagem de um PFT. Sew ∈ L(k) entãoCdO(w, k) =

{(s, 0)| s ∈ L(k+|w| mod T ) e∃ p ∈ S(w)\{ε} para o qualps ∈ O(k+|w|−|p| mod T )} e CiO(w, k)

= {(s, j)| (s, j) = (s, i − k − |w| mod T ) para algum(s, i) ∈ O}. Sew /∈ L(k) definimos

CdO(w, k) = CiO(w, k) = (ε, 0). DefinimosCO(w, k) = CdO(w, k)∪ < CiO(w, k) > como o con-

junto de todas as restrições indexadas de(w, k).

Lema 4.2. SeCO(w, k) = CO(u, j) entãoCdO(w, k) = CdO(u, j) eCiO(w, k) = CiO(u, j).

Demonstração: Suponha que existe(s, 0) ∈ CdO(w, k), tal que(s, 0) ∈ CiO(u, j). Como(s, 0) ∈
CdO(w, k), entãops ∈ O(k+|w|−|p| mod T ), ondep ∈ S(w)\{ε}. Assim, (ps,−|p| mod T ) ∈
CiO(w, k), portanto, temos que(ps,−|p| mod T ) ∈ CiO(u, j) e por suposição que(s, 0) ∈ CiO(u, j),

por conseqüências ∈ O(|u|+j mod T ) é um fator deps ∈ O(|u|+j−|p| mod T ), mas, como todo fator

próprio de(ps, |u| + j − |p| mod T ) pertence a linguagem, isto é uma contradição.

De forma análoga, se supusermos que(s, 0) ∈ CdO(u, j) e (s, 0) ∈ CiO(w, k), concluiremos que

isto é uma contradição. Portanto, seCO(w, k) = CO(u, j), então(s, 0) ∈ CdO(w, k) se, e somente se

(s, 0) ∈ CdO(u, j). �

Exemplo 4.3. Considere um PFT dado pelo conjuntoO = {(11, 0), (1, 2), (01, 3)} e com período
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T = 5. Então para(w, k) = (1, 0) teremosCdO(1, 0) = {(1, 0)} e CiO(1, 0) = {(1, 1), (01, 2),

(11, 4)}, para(w, k) = (0, 3) teremosCdO(0, 3) = {(1, 0)} e CiO(0, 3) = {(11, 1), (1, 3), (01, 4)}.

Observamos que[CdO(1, 0)] = [CdO(0, 3)], contudo a seqüência001011 ∈ [CO(0, 1)] pois 11 ≺4

001011, no entanto,001011 /∈ [CO(0, 3)], pois não há fatores do conjunto< CiO(0, 3) > em001011.

Portanto,[CO(1, 0)] 6= [CO(0, 3)].

Na próxima proposição demonstraremos queCO(w, k) é um possível conjunto das restrições para

uma palavraw ∈ L(k).

Proposição 4.3.Sejaw ∈ L(k), em queL é a linguagem deX{O,T}, então[C(w, k)] = [CO(w, k)].

Demonstração: Para todos ∈ [CO(w, k)] há um fatoru ≺j s tal que(u, j) ∈ CdO(w, k)∪
< CiO(w, k) >. Se(u, j) ∈< CiO(w, k) > então(u, j+k+ |w| mod T ) ∈ O e portantows /∈ L(k).

No entanto, se(u, j) ∈ CdO(w, k) então existep ∈ S(w)\{ε} tal quepu ∈ O(k+|w|−|p| mod T ), como

pu ≺|w|−|p| ws entãows /∈ L(k). Logo,[CO(w, k)] ⊆ [C(w, k)].

Se considerarmos ques ∈ [C(w, k)], decorre da Definição 4.5 que existe(u, j) ∈ C(w, k) tal

queu ≺j s. Da Definição 4.4.a temos quews /∈ L(k), assim existev ∈ O(k+t mod T ) tal que

v ≺t ws. No entantov ⊀t w (poisw ∈ L(k)). Casot ≥ |w|, entãos ∈ [< CiO(w, k) >] pois

(v, t − |w| mod T ) ∈ CiO(w, k). Set < |w|, então existep ∈ S(w)\{ε} e q ∈ P(s)\{ε} tal que

v = pq ∈ O(k+|w|−|p| mod T ), logo s ∈ [CdO(w, k)]. Concluímos que[C(w, k)] ⊆ [CO(w, k)], e o

resultado segue. �

Como no caso de um SFT há uma forma recursiva para calcularmosos conjuntosCdO(w, k). Para

uma palavra não nulaw ∈ L(k), w = a0a2 . . . an−1, o cálculo é realizado do prefíxo de menor com-

primento(a0) para o de maior comprimentoa0 . . . an−1, empregando a definiçãoR(CdO(w, k)) =

{s | (s, 0) ∈ CdO(w)}, temos que:

R(CdO(a0, k)) = a−1
0 O(k),

R(CdO(a0a1, k)) = a−1
1 R(CdO(a0, k)) ∪ a−1

1 O(k+1 mod T ),

...

R(CdO(a0 . . . an−1, k)) = a−1
n−1R(CdO(a0 . . . an−2, k)) ∪ a−1

n−1O
(k+n−1 mod T ).

(4.1)

A prova desta relação é apresentada à seguir pelo desenvolvimento do conjuntoR(CdO(w, k)), a

partir da descrição do conjuntoCdO(w, k) dada na Definição 4.7.
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R(CdO(a0 . . . an−1, k)) =
n⋃

i=1

(an−i . . . an−1)
−1O(k+n−i mod T )

=

( n⋃

i=2

(an−i . . . an−1)
−1O(k+n−i mod T )

)

∪ a−1
n−1O

(k+n−1 mod T )

=

( n⋃

i=2

a−1
n−1(an−i . . . an−2)

−1O(k+n−i mod T )

)

∪ a−1
n−1O

(k+n−1 mod T )

= a−1
n−1

( n⋃

i=2

(an−i . . . an−2)
−1O(k+n−i mod T )

)

∪ a−1
n−1O

(k+n−1 mod T )

= a−1
n−1R(CdO(a0 . . . an−2, k)) ∪ a−1

n−1O
(k+n−1 mod T ).

Exemplo 4.4. SejaT = 3 o período do Shannon cover de um PFT. Dados os conjuntosO(0) =

{1111, 1011}, O(1) = ∅ e O(2) = {111, 1101}, segue o cálculo dos conjuntosR(CdO(w, k)) para

(111, 0) e (110, 2):

R(CdO(1, 0)) = 1−1O(0) = {111, 011},
R(CdO(11, 0)) = 1−1R(CdO(1, 0)) ∪ 1−1O(1) = {11},
R(CdO(111, 0)) = 1−1R(CdO(11, 0)) ∪ 1−1O(2) = {1, 11, 101},
R(CdO(1, 2)) = 1−1O(2) = {11, 101},
R(CdO(11, 2)) = 1−1R(CdO(1, 2)) ∪ 1−1O(0) = {1, 01, 111, 011},
R(CdO(110, 2)) = 1−1R(CdO(11, 2)) ∪ 1−1O(1) = {1, 11}.

O Lema 4.4 nos permite concluir, para um PFT irredutível de linguagemL, que, para qualquer

w ∈ L(k) e (v, n) ∈ CiO(w, k) existe uma palavrauv em [CO(w, k)] que só possuiv ≺|u| uv como

fator proibido, onde|u| ≡ n mod T . Portanto, quando consideramos a linguagem indexadaL(k), o

único fator proibido de(wuv, k) é(v, |wu|+k mod T ), onde(|wu|+k)− (k+ |w|) ≡ n mod T .

Assim, qualquer elemento emCiO(w, k) é uma restrição não dispensável do conjuntoCO(w, k), ou

seja, retirá-la do conjuntoCO(w, k) implica que a Proposição 4.1 não seria verificada.

Lema 4.4. SejaX{O,T} um PFT irredutível. Para qualquerv = pa ∈ A∗, a ∈ A, v ∈ O(n) se, e

somente se,

(i) ∀s ≺ℓ v, s ∈ L(n+ℓ mod T );

(ii) wuv /∈ L(k) para todowup ∈ L(k) em quek + |wu| ≡ n mod T , qualquerk ∈
{0, . . . , T − 1} ew ∈ L(k).

Demonstração: Chamaremos deG o Shannon cover deX{O,T} (a irredutibilidade deX{O,T}

garante sua existência),T = per(AG) e D0, . . . ,DT−1 as classes periódicas deG. A implicação
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direta segue da definição dos elementos emO para afirmação (i). Para afirmação (ii), sejak ∈
{0, . . . , T − 1} e w ∈ L(k), portanto, existe pelo menos um caminhoξ emG tal queL(ξ) = w,

i(ξ) ∈ Dk e t(ξ) ∈ D(k+|w| mod T ). Tomemos um caminhoπ em G para o qualL(π) = p e

i(π) ∈ Dn, comop ∈ L(n) então este caminho existe. Já queG é irredutível, existe um caminhoφ

emG para o quali(φ) = t(ξ) e t(φ) = i(π), logo temos quewL(φ)p ∈ L(k) ewL(φ)v /∈ L(k), uma

vez que o vértice inicial do caminho com rótulov emwL(φ)v pertence à classeDn. O que concluí

a prova direta, pois,w é uma palavra qualquer emL(k) eπ é qualquer caminho, tal que,L(π) = p e

i(π) ∈ Dn.

Da afirmação (i), temos quev[0,|v|−2] ∈ L(n) e v[1,|v|−1] ∈ L(n+1 mod T ). Da afirmação (ii),

temos quev /∈ L(n). Portanto, pela definição dos elementos do conjuntoO, concluímos quev ∈ O(n).

�

Os conjuntosCO(w, k) podem ser reduzidos pela eliminação de elementos(s, k) ∈ CO(w, k)

que possuem prefixos próprios emCO(w, k), o que é justificado observando-se que para todo prefixo

(s′, k) de (s, k) temos que[(s, k)] ⊂ [(s′, k)], portanto concluímos que[CO(w, k)] = [CO(w, k)\
{(s, k)}]. Escreveremos̃CO(w, k) para indicar que eliminações deste tipo não podem ser realizadas

no conjuntoCO(w, k). Observamos que um elemento(s, j) ∈ CO(w, k) só poderá ter um fa-

tor próprio (s′, i) ∈ CO(w, k) se (s′, i) ∈ CdO(w, k), ou sejai = j = 0, caso contrários′ ∈
O(i+k+|w| mod T ) será um fator próprio des ∈ O(j+k+|w| mod T ), o que contradiz a definição dos

elementos deO.

Exemplo 4.5.Os conjuntosR(CdO(w, k)) calculados no Exemplo 4.4 possuem os seguintes conjuntos

R(C̃dO(w, k)) correspondentes:

R(C̃dO(1, 0)) = {111, 011},
R(C̃dO(11, 0)) = {11},
R(C̃dO(111, 0)) = {1},
R(C̃dO(1, 2)) = {11, 101},
R(C̃dO(11, 2)) = {1, 01, 011},
R(C̃dO(110, 2)) = {1}.

No próximo teorema mostraremos que elementos emL×{0, . . . , T −1} com o mesmo contexto

à direita possuem conjuntos̃CO(w, k) iguais, dado que o PFT é irredutível.

Teorema 4.5.Sejaw ∈ L(k) ew′ ∈ L(j), entãoC̃O(w, k) = C̃O(w′, j) se, e somente se,F(w, k) =

F(w′, j).

61



Demonstração: SeC̃O(w, k) = C̃O(w′, j) então[C̃O(w, k)] = [C̃O(w′, j)], o que das Proposi-

ções 4.1 e 4.3 implica queF(w, k) = F(w′, j).

Para provarmos a recíproca, inicialmente demonstraremos que se F(w, k) = F(w′, j) então

C̃iO(w, k) = C̃iO(w′, j) e usaremos isto para provar queC̃dO(w, k) = C̃dO(w′, j). Seja(v, n) ∈
C̃iO(w, k). Supondo quev = pa, a ∈ A, para todoup ∈ F(w, k), tal que |u| ≡ n mod T ,

temos queupa = uv /∈ F(w, k), logo a igualdadeF(w, k) = F(w′, j) implica queuv /∈ F(w′, j).

Da definição dos elementos do conjuntoC̃iO(w, k), para todo fator próprios ≺ℓ v de v existeu′,

tal que|u′| ≡ n + ℓ mod T , satisfazendou′s ∈ F(w, k) e, portanto,u′s ∈ F(w′, j), implicando

ques ∈ L(n+j+|w′|+ℓ mod T ). Assim, a partir do Lema 4.4 temos quev ∈ O(n+j+|w′| mod T ),

logo (v, n) ∈ C̃iO(w′, j), de onde concluímos quẽCiO(w, k) ⊆ C̃iO(w′, j). Supondo que(v, n) ∈
C̃iO(w′, j), podemos concluir de forma semelhante queC̃iO(w′, j) ⊆ C̃iO(w, k).

Dadas as igualdadesF(w, k) = F(w′, j) eC̃iO(w, k) = C̃iO(w′, j), demonstraremos que a hipótese

C̃dO(w, k) 6= C̃dO(w′, j) gera uma contradição. Assim, sejaC̃dO(w, k) 6= C̃dO(w′, j) es um dos elemen-

tos entre os de menor comprimento em{u| (u, 0) ∈ (C̃dO(w, k)\C̃dO(w′, j))∪(C̃dO(w′, j)\C̃dO(w, k))}.

Iremos supor, sem perda de generalidade, que(s, 0) ∈ C̃dO(w, k) e portanto ques ∈ [C̃O(w, k)].

Existev = ps tal quev ∈ O(k+|w|−|p| mod T ) e p ∈ S(w)\{ε}, portanto, se considerarmos que

s ∈ [< C̃iO(w′, j) >] = [< C̃iO(w, k) >], então existes′ ≺|p+t| v para algum(s′, t) ∈ C̃iO(w, k), isto

implica ques′ ∈ O(k+|w|+t mod T ) é um fator dev ∈ O(k+|w|−|p| mod T ), o que é uma contradição.

Logo, podemos afirmar ques /∈ [< C̃iO(w′, j) >]. Nos limitando aos elementos dẽCdO(w′, j), temos

três casos a considerar (i)s /∈ [{(u, 0)| (u, 0) ∈ C̃dO(w′, j) e |u| > |s|}], uma vez queu ⊀0 s para

qualqueru tal que|u| > |s|; (ii) s /∈ [{(u, 0)| (u, 0) ∈ C̃dO(w′, j) e |u| = |s|}], já que por hipótese

(s, 0) /∈ C̃dO(w′, j); (iii) s /∈ [{(u, 0)| (u, 0) ∈ C̃dO(w′, j) e |u| < |s|}], pois da definição da palavras,

temos que{(u, 0) ∈ C̃dO(w, k)| |u| < |s|} = {(u, 0) ∈ C̃dO(w′, j)| |u| < |s|} implicando que não há

(v, 0) ∈ C̃dO(w′, j) tal quev ⊀0 s. Logo,s /∈ [C̃O(w′, j)] e, portanto, da Proposição 4.1, concluímos

queF(w, k) 6= F(w′, j), o que contradiz a hipótese de(w, k) e (w′, j) terem o mesmo contexto à

direita. �

4.3 Construção de uma apresentação reduzida

Nesta seção proporemos um método para gerar uma apresentação G = (V,E, λ) de um PFT a

partir de um conjunto mínimo periódico de palavras proibidasO. Começamos por definir o conjunto

V, que tem como elementos as classes de equivalência provenientes da partição deW ∪ O, sendoW
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definido a seguir.

Definição 4.8. Dado o conjuntoO associado a um PFT, definimos o conjuntoW =
⋃T−1
k=0 W(k),

onde:

W(k) =

{

{(u, k)| u ∈ P(wA−1), ∀ (w, k) ∈ O(k)} , seO(k) 6= ∅,
{(ε, k)} , c.c. .

A partição do conjuntoW ∪ O é determinada pela relação de equivalência:(w, k) ∼ (u, j) se,

e somente se,̃CO(w, k) = C̃O(u, j). Portanto,(w, k) ∼ (u, j) se, e somente se,F(w, k) = F(u, j),

justificado pelo Teorema 4.5. Decorre dessa relação que o conjuntoO forma uma classe, já que para

todo(v, k) ∈ O ex ∈ L temos quevx /∈ L(k).

A partir de um conjuntoV, iremos determinar o conjunto de ramos e seus rótulos. SejaCi, Cj ∈ V

eCi 6= O, criaremos um ramo deCi paraCj com rótuloa, se para algum dos(w, k) ∈ Ci o mais

longo sufixo de(wa, k) emW ∪ O pertence aCj . Descrevemos com maior precisão o método de

determinação dos ramos na próxima definição.

Definição 4.9.SejaCi ∈ V\{O} e (w, k) ∈ Ci. A relaçãoδ : V\{O} × A ∪ {ε} → V é definida

como

δ(Ci, a) = {Q| (v, k + r mod T ) ∈ Q, a ∈ A ∪ {ε} ev = wa[r,|wa|−1] é o mais

longo sufixo de(wa, k) tal que(v, k + r mod T ) ∈ W ∪ O}.

A partir da Definição 4.9, observamos que não há ramos partindo da classeO. Tendo definido o

conjunto de vértices, os ramos e seus rótulos, seguiremos demonstrando queG é uma apresentação

determinística e reduzida de um PFT irredutível especificado por um conjunto mínimo periódico de

palavras proibidasO e períodoT . Nos próximos dois lemas apresentaremos algumas propriedades

dos conjuntos̃CO(w, k) que nos permitirão concluir queG é um grafo determinístico.

Lema 4.6. Para todow ∈ L(k) eu ∈ L(j), seC̃O(w, k) = C̃O(u, j) entãoC̃O(wa, k) = C̃O(ua, j).

Demonstração: Pelo Teorema 4.5,̃CO(w, k) = C̃O(u, j) se, e somente se,F(w, k) = F(u, j).

Logowaz ∈ L(k) se, e somente se,waz ∈ L(j), portantoF(wa, k) = F(ua, j), ou C̃O(wa, k) =

C̃O(ua, j). �

Lema 4.7. Sejaw ∈ L(k). Se(v, ℓ) é o mais longo sufixo de(w, k) emW, entãoC̃O(w, k) =

C̃O(v, ℓ).
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Demonstração: Supondo quev = w[r,|w|−1], então o comprimento dev é |v| = |w| − r. Logo,

a partir da equaçãoℓ ≡ k + r mod T , temos que|v| + ℓ ≡ |w| − r + k + r ≡ |w| + k mod T ,

portantoCiO(w, k) = CiO(v, ℓ).

Observemos queCdO(v, ℓ) ⊆ CdO(w, k), pois(v, ℓ) é uma sufixo de(w, k). Para a demonstração

da inclusão reversa, consideremos que(s, 0) ∈ C̃dO(w, k), logo existep = w[i,|w|−1] tal queps ∈
O(k+i mod T ), portanto(p, k+ i mod T ) é um sufixo de(w, k) emW. Uma vez que(v, ℓ) é o mais

longo sufixo de(w, k) emW, então(p, k + i mod T ) também é um sufixo de(v, ℓ), o que implica

que(s, 0) ∈ CdO(v, ℓ). Se(s′, 0) é um prefixo de(s, 0) contido emCdO(v, ℓ), então(s′, 0) ∈ CdO(w, k)

implicando que(s, 0) /∈ C̃dO(w, k), o que é uma contradição. Logo, temos queC̃dO(w, k) ⊆ C̃dO(v, ℓ).

Concluímos quẽCO(w, k) = C̃O(v, ℓ). �

Proposição 4.8.O grafoG é determinístico.

Demonstração: ParaCi 6= O e(w, k), (u, j) ∈ Ci, consideremos(w′, k′) e(u′, j′) os mais lon-

gos sufixos de(wa, k) e (ua, j) emW ∪ O, respectivamente. Do Lema 4.6̃CO(wa, k) = C̃O(ua, j),

então para(w′, k′) ∈ Ct e (u′, j′) ∈ Cℓ temos queCt = Cℓ, pois do Lema 4.7 decorre a igualdade

C̃O(w′, k′) = C̃O(u′, j′). �

Como apresentada na Definição 4.9 a relaçãoδ é uma função, a Proposição 4.8 nos permite

concluir que esta função é bem definida.

SejaCi 6= O, uma palavrau é dita definida porCi se, e somente se, existe um caminho partindo

deCi com rótulou. O que nos leva a uma natural modificação do domínio da funçãoδ para grafos

determinísticos, deV × A ∪ {ε} paraV × A∗. Para qualquerCi ∈ V\{O} eu ∈ A∗, caso o estado

O seja alcaçado a partir deCi por um prefixo próprio deu, entãou não é definida porCi, poisO não

possui ramos partindo deste; caso contrário,δ(Ci, u) é o estado alcançado a partir deCi poru.

No próximo teorema empregaremos este conceito para concluir queG é uma apresentação de

X{O,T}. PorG ser determinístico, para qualquer palavrau definida por um vérticeCi há um único

caminhoπ emG tal queλ(π) = u e i(π) = Ci, portanto, seδ(Ci, u) = O entãou /∈ F(Ci), pois

não há ramos partindo deO e portanto este não pertence a componente essencial deG.

Lema 4.9. Seja(w, k) ∈ Ci eCi 6= O. Seu é definido porCi, então o mais longo sufixo de(wu, k)

contido emW ∪ O pertence aδ(Ci, u).

Demonstração: Realizaremos uma prova por indução no comprimento deu. Inicialmente, se

u = ε então a afirmação é satisfeita. Portanto, iremos supor que o lema é satisfeito para algum
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|u| = r > 0. Sejax = ua uma palavra definida porCi, a ∈ A, portanto, existe um ramo partindo do

vérticeδ(Ci, u) com rótuloa para o vérticeδ(δ(Ci, u), a). Da hipótese indutiva o mais longo sufixo

de(wu, k) emW ∪ O pertence aδ(Ci, u) e δ(Ci, u) ⊆ W.

Seja(u′, k′) ∈ δ(Ci, u) o mais longo sufixo de(wu, k) em W e sejav = u′a[t,|u′a|−1], tal

que (v, k′ + t mod T ), o mais longo sufixo de(u′a, k′) em W ∪ O. Consideremos quev′a =

wua[t′,|ua|−1] seja um sufixo de(wua, k) em W ∪ O. Então(v′, t′ + k mod T ) é um sufixo de

(wu, k) emW∪O, portanto(v′, t′ + k mod T ) é um sufixo de(u′, k′), implicando que(v′a, t′ + k

mod T ) é um sufixo de(u′a, k′). Assim, concluímos que(v, k′ + t mod T ) é o mais longo sufixo

de(wua, k) emW ∪ O. �

Teorema 4.10.A componente essencial deG é uma apresentação reduzida do PFT.

Demonstração: Sejax uma palavra não nula eCi ∈ V\{O}, tal quex ∈ F(Ci), (w, k) ∈ Ci

e δ(Ci, x) 6= O. Considerando que(wx, k) possui fatores emO, sejav = wx[t,|v|+t−1] o fa-

tor de (wx, k) em O que inicia no menor coeficientet de wx. Então, do Lema 4.9 temos que

δ(Ci, wx[0,t+|v|−1]) = O, logo x /∈ F(Ci), o que é uma contradição. Isso implica queF(Ci) ⊆
F(w, k). Reciprocamente, sejax ∈ F(w, k), então(wx, k) não possui fatores emO. Se(w, k) ∈ Ci,

então, para todo prefixox′ de x temos queδ(Ci, x′) 6= O, logo x ∈ F(Ci). Isso implica que

F(w, k) ⊆ F(Ci). Assim, concluímos queF(Ci) = F(w, k) para qualquer(w, k) ∈ Ci.

Dada uma palavraw ∈ L(k) e sendo(w′, k′) seu mais longo sufixo emW (comow ∈ L(k),

(w, k) não possui fatores emO), a partir do Lema 4.7 e do Teorema 4.5, concluímos queF(w, k) =

F(w′, k′) = F(Ci), tal que(w′, k′) ∈ Ci. Uma vez queF(ε, k) = L(k) e para qualquer palavrax ∈ L

temos quex ∈ L(j) para alguma fasej ∈ {0, . . . , T − 1}, concluímos que
⋃

Ci∈V\{O} F(Ci) = L.

Portanto, o subgrafo deG com conjunto de vérticesV\{O} é uma apresentação do PFT, logo, a

componente essencial deG também é uma apresentação do PFT. Para demonstração queG é uma

apresentação reduzida, sejamCi, Cℓ ∈ V\{O} tal queF(Ci) = F(Cℓ), se(w, k) ∈ Ci e (u, j) ∈
Cℓ então, do Teorema 4.5, temos queC̃O(w, k) = C̃O(u, j), logoCi = Cℓ, o que implica que a

componente essencial é reduzida. �

4.4 Sistemas restritos com posições irrestritas

Sistemas restritos com posições irrestritassão definidos em [2] como: SejaX um sistema sim-

bólico fechado,T um período eU ⊆ {0, . . . , T − 1} um conjunto deposições irrestritas. Para
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qualquer seqüência finitax da linguagem (respectivamente, infinita, bi-infinita), umaU -permutação

dex é uma seqüência finitay (respectivamente, infinita, bi-infinita), tal queyi = xi sempre quei

mod T /∈ U . SeA é o alfabeto binário{0, 1}, umaU -permutação é obtida pela inversão ou não dos

dígitos nas posições irrestritas. O conjunto de todas asU -permutações das palavras em um conjunto

S é chamadoU -fechamentodeS.

Define-se porXU,T o conjunto de todas as seqüênciasx deX (respectivamente, infinita, bi-

infinita) para as quais:

⊲ TodaU -permutação dex pertence aX;

⊲ xi = 1 para toda posiçãoi para a quali mod T ∈ U .

As posições irrestritas são forçadas a serem1 para estabelecer umlíder em cada classe deU -

permutações. O importante é que os valores nas posições irrestritas possam ser alterados indepen-

dentemente sem com isto violar a restrição deX. Os deslocamentos das seqüências emXU,T podem

não estar emXU,T (i.e,XU,T não é um sistema simbólico fechado). O conjunto de todos os desloca-

mentos das seqüências emXU,T é denotado porXσ
U,T . O conjunto de todas as seqüências bi-infinitas

e deslocadas decorrentes do conjuntoXσ
U,T é denotado porXσ

U,T . A conexão entre os conjuntos

Xσ
U,T ,Xσ

U,T e os PFT é dado na próxima proposição.

Proposição 4.11.[3, Proposição 1]SejaX um SFT,T um período eU um conjunto de posições

irrestritas. Os sistemas simbólicos fechadosXσ
U,T eXσ

U,T são PFT.

Este resultado é provado construtivamente pela definição dos conjuntos proibidos associados, e

pela demonstração de que estes realmente geram os sistemas simbólicos fechados. Dado um conjunto

U ⊆ {0, . . . , T − 1} e sendok um inteiro, o conjuntoU + k é definido como{i + k mod T | i ∈
U}. SejaX = XF, entãoXσ

U,T = XG′,T tal queG′(k) é o (U − k)-fechamento deF, em que

k ∈ {0, . . . , T − 1}; Xσ
U,T = XG,T tal queG(k) = G′(k) se k ∈ U e G(k) = {0} ∪ G′(k) se

k ∈ {0, . . . , T − 1}\U .

Exemplo 4.6. Considerando a restrição MTR(3), o conjunto proibido associado éF = {1111},

portanto, para um períodoT = 3 e conjunto de posições irrestritasU = {1}, temos queG′(0) =

{1111, 1011}, G′(1) = {1111, 0111} e G′(2) = {1111, 1101}. O conjuntoO associado é o apresen-

tado no Exemplo 4.4. Calculando os conjuntosC̃dO(w, k) restantes, temos quẽCdO(10, 0) = {(11, 0)}
e C̃dO(101, 0) = {(1, 0)}. Os conjuntos̃CiO(w, k) associados a cada elemento deW são apresentados

na Tabela 4.6. Assim, temos as seguintes classes de equivalênciaC1 = {(ε, 0)}, C2 = {(ε, 1)},

C3 = {(ε, 2)}, C4 = {(1, 0)}, C5 = {(11, 0), (10, 0)}, C6 = {(111, 0), (101, 0)}, C7 = {(1, 2)},
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C8 = {(11, 2)} eC9 = {(110, 2)}. O grafo associado é apresentado na Figura 4.3. Os conjuntos

C̃dO(w, k) e C̃iO(w, k) dos elementos deW, as classes as quais esses pertencem e o cálculo da função

de transição são apresentados na Tabela 4.6. Da Proposição 4.8 e da Proposição 4.10 sabemos que o

grafo da Figura 4.3 apresenta o PFT e é reduzido e determinístico. Verificamos que este também é

irredutível, portanto, o grafo é o Shannon cover do PFT que satisfaz a restrição MTR(3), comT = 3

eU = {1}.

Para exemplificarmos o cálculo da funçãoδ, consideremos a classeC5. Da Tabela 4.6, temos

queC5 = {(10, 0), (11, 0)}, usando(10, 0) para determinarmosδ(C5, 0) e δ(C5, 1), observe que

os máximos prefixos de(100, 0) e (101, 0) emW são(ε, 0) e (101, 0), respectivamente, portanto, a

partir de(10, 0) obtemos queδ(C5, 0) = C1 e δ(C5, 1) = C6. Se empregarmos(11, 0), os máximos

prefixos de(110, 0) e(111, 0) emW são(ε, 0) e(101, 0), respectivamente, o que conduz aos mesmos

resultados obtidos quando empregamos(10, 0).

C1

C2

C3

C6

C9

C7

C8

C4

C5

0

1

1

0

1

1

0

0

0

0

0

10

1

0

Figura 4.3: Apresentação de um PFT satisfazendo a restriçãoMTR(3) comT = 3 eU = {1}.
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Tabela 4.1: Cálculo das classes de equivalência e da funçãoδ para o PFT do Exemplo 4.6.

(w, k) ∈ W {s | (s, 0) ∈ C̃dO(w, k)} C̃iO(w, k)† Classes δ(Ci, 0) δ(Ci, 1)

(ε, 0) ∅ A0 C1 C2 C4

(1, 0) {111, 011} A1 C4 C5 C5

(10, 0) {11} A2 C5 C1 C6

(11, 0) {11} A2 C5 C1 C6

(101, 0) {1} A0 C6 C2 O

(111, 0) {1} A0 C6 C2 O

(ε, 1) ∅ A1 C2 C3 C3

(ε, 2) ∅ A2 C3 C1 C7

(1, 2) {11, 101} A0 C7 C2 C8

(11, 2) {1, 01, 011} A1 C8 C9 O

(110, 2) {1} A2 C9 C1 O

† A0 = {(1111, 0), (1011, 0), (111, 2), (1101, 2)}.

A1 = {(111, 1), (1101, 1), (1111, 2), (1011, 2)}.

A2 = {(111, 0), (1101, 0), (1111, 1), (1011, 1)}.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSÕES

Estabelecemos como objetivo do trabalho a proposição de métodos para geração de apresentações

determinísticas para SFT e PFT com número mínimo de estados eque fossem conceitualmente distin-

tos dos encontrados na literatura. A motivação para este trabalho reside na relação deMyhill-Nerode

e da memória finita dos sistemas simbólicos estudados. O conjunto proibido finitoO com palavras

de máximo comprimentoM , permite que a verificação que uma palavra da linguagemy pertencente

ao contexto à direita de outra palavra da linguagemx, seja realizada determinando-se o subconjunto

de(S(x)\{ε}) · (P(y)\{ε}) contendo todas as palavras com comprimento máximoM + 1 que não

pertencem aO. Exploramos esta propriedade para propor um algoritmo com número finito de passos

para a determinação de palavras com mesmo contexto à direita.

Com a determinação em [24] de um conjunto suficiente de palavras para gerar o grafo dos con-

textos, podemos dividir os procedimentos para geração de uma apresentação mínima, não como a

geração de uma apresentação inicial seguida de uma minimização de vértices aplicando-se os al-

goritmos de Hopcroft ou Moore, mas na determinação das classes de equivalência da relação de

Myhill-Nerode (pelo cálculo dos conjuntos das restrições)seguida da construção do grafo, ou seja,

propusemos um algoritmo que gera o conjunto de vértices do grafo determinístico mínimo de um

SFT irredutível (de maior interesse prático) antes de construir uma apresentação para o SFT. No caso

de um SFT redutível, o algoritmo gera am-SDP que apesar de não ser isomorfa a toda apresentação

determinística com número mínimo de estados, possui o número mínimo de estados entre todas as

apresentações determinísticas.

Um PFT não é necessariamente um SFT, ou seja, em geral não possui memória finita. A memória

finita de um PFT é artificialmente gerada pela inclusão de um novo parâmetro na determinação do



conjunto proibido deste, a saber, a fase. Como as relações deequivalência não são mais definidas

sobre as palavras da linguagem, mas sobre as palavras da linguagem indexadas, a relação estabele-

cida não é mais a de Myhill-Nerode. Observamos com isto, que adeterminação das restrições dos

elementos passa a depender não só dele e do conjunto proibido, mas também da fase. A partir do

conjunto de palavras indexadas proposto em [3], propusemosum procedimento para gerar uma ap-

resentação determinística e reduzida do PFT seguindo o mesmo princípio utilizado para um SFT,

ou seja, é determinado o conjunto de estados da apresentaçãoreduzida antes de construir-se uma

apresentação para o PFT.

5.1 Trabalhos Futuros

O algoritmo de menor complexidade para gerar uma apresentação inicial de um SFT que temos

conhecimento é apresentado em [24]. A complexidade deste algoritmo é linear com o número de es-

tados. Para a obtenção da apresentação mínima, é necessárioreduzir a apresentação inicial utilizando

os algoritmos de Moore ou Hopcroft. Para o caso de um SFT, no Capítulo 3 propusemos um proce-

dimento para o cálculo dos conjuntosC̃rO(w). Este pode ser aperfeiçoado com o objetivo de obter-se

as classes de equivalência com uma complexidade de no máximon · logn, que é a complexidade do

algoritmo de Hopcroft. Como a função de transição é calculada para um número menor de vértices

quando comparado ao algoritmo proposto em [24], teríamos umalgoritmo de menor complexidade

para geração da apresentação mínima.

Para o caso de um PFT irredutível, conjecturamos que todo conjunto proibido periódico que

satisfaça as condições do conjuntoO deva ter um período múltiplo do período do Shannon cover. A

obtenção deste resultado simplificaria o cálculo dos conjuntosC̃O(w, k), já que o conjuntõCiO(w, k)

poderia ser eliminado, pois, dois elementos(w, k), (w′, k′) com |w| + k e |w′| + k′ incongruentes

(quando reduzidos pelo período do Shannon cover) teriam contextos à direita distintos.

Como o método proposto para a geração de uma apresentação de um PFT gera uma apresentação

reduzida e determinística, deve-se verificar se esta tambémé irredutível. Portanto, teríamos o Shan-

non cover do PFT. Pode-se estudar ainda a viabilidade de um algoritmo similar para o caso de um

PFT redutível. Por fim, como no caso não periódico, deve-se realizar a análise de complexidade do

algoritmo proposto.
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