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CAPITULO I

INTRODUCAO

Education is the process of telling smaller and

smaller lzes.

— Autor desconhecido

s técnicas de multiplexagao e acesso multiplo tém desempenhado um papel cada vez

mais importante no desenvolvimento das telecomunicag¢bes. Sdo pegas centrais em

quase todos os sistemas de comunicagao modernos, especialmente na area das comunicagoes
moveis e enlaces de radio digital, onde o sempre crescente nimero de usuarios cria uma neces-
sidade constante por expansdo, permitindo assim que vdrios usudrios méveis compartilhem
simultaneamente uma quantidade finita do espectro de radio [1]. Esta dissertagao propde um
novo método de multiplexacao baseado em sistemas wavelet, mais especificamente na técnica
de multirresolugio. Este capitulo tem como objetivo introduzir o leitor ao assunto estudado
e sera dividido em trés se¢Oes: motivagao, objetivos do trabalho e, finalmente, organizagao e

estrutura do texto.

1.1 Motivagao
1.1.1 Multiplexacdao

O termo multiplex surgiu originalmente do nome do artefacto chamado Multiplexor, ide-
alizado pelo engenheiro de telégrafos francés Emile Baudot, por volta do ano de 1876. Este
aparelho tinha a capacidade de realizar a transmissdo simultinea de seis sinais de telegra-
fia por um unico canal de transmissdo. A técnica foi utilizada basicamente para telegrafia,

até o comego do século XX, quando o impressionante crescimento da telefonia necessitou da



introdugao de multiplexacdo nos sinais de voz. Com o aparecimento de novas técnicas de mo-
dulacio, especialmente a de Banda Lateral Unica, surgiu um novo sistema de multiplexa¢do:
a multiplexag¢io por divisio em freqiiéncias (FDM), que rapidamente alcancou uma tremenda
popularidade em centrais telefonicas [2].

Historicamente, redes telefonicas utilizavam FDM para transmitir varios canais de voz
por um unico circuito fisico desde 1910. Sistemas FDM rapidamente se expandiram pelo
mundo. Em 1920, 0 engenheiro de telecomunica¢ées George Valensi (ITT, Paris) lancou os
fundamentos da multiplexacdo por divisio de tempo (TDM) para canais de voz. Nao sendo
possivel implementar o sistema com o estado da arte dos meios tecnologicos disponiveis na
época, a idéia so voltou a ser evocada novamente nos anos 40, por Maurice Deloraine (ITT,
Paris) e John Bennett (Bell Labs), independentemente [3, 4].

Desde o monumental trabalho de Shannon [5], técnicas digitais tém substituido técnicas
analogicas em sistemas de comunicacdo. Via de regra, a multiplexagao digital é levada a cabo
através de multiplexac¢do temporal. No entanto, também ¢é possivel efetuar multiplexagdo de
dados por codigos (CDM); recentemente, esta técnica tem sido foco de interesse, especial-
mente apos a padronizagao do sistema CDMA pelo padrao 1S-95 para telefonia celular (hoje,
o padrdo em vigor é o IS-2000) [6] e W-CDMA [7].

Por outro lado, com o advento das fibras 6pticas para sistemas de comunicagio, uma
técnica de multiplexacdo inovadora viu a luz: a chamada multiplexacdo por divisdo em com-
primento de onda (WDM), que implementa um sistema FDM no dominio 6ptico.

Em 1999, uma nova abordagem, chamada de multiplexacdo por divisio em corpos fini-
tos (GDM) foi introduzida, por Hélio Magalhies, Ricardo Campello e André Kauffman, do
Departamento de Eletronica e Sistemas da UFPE, como um esquema espectralmente eficiente
para canais de banda estreita [8]. Este esquema pode ser implementado com ajuda de algorit-
mos rapidos para cdlculo de transformadas e oferece requisitos compactos de uso de banda.
Sistemas GDM sao verdadeiramente digitais e utilizam técnicas de espalhamento espectral ba-
seadas em corpos finitos [9]. Sistemas que utilizam as sequiéncias de espalhamento espectral
geradas sao chamados de Acesso por Multiplexa¢do por Divisao em Corpos Finitos (GDMA).

Desde a fantastica evolugao das técnicas de processamento de sinais (PS), sistemas de mul-
tiplexacdo baseados em PS, particularmente os baseados em algoritmos rapidos, tém sido
bem-vindos, especialmente do ponto de vista da implementag¢ao. Os avangos mais impressio-

nantes em PS sio talvez os relacionados a teoria de wavelets [10].
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1.1.2 Wavelets

Especificamente, as wavelets mostraram-se ferramentas poderosas para o tratamento efi-
ciente de sinais, devido as suas diferentes caracteristicas, como a sua grande flexibilidade e
versatilidade na escolha do sistema wavelet utilizado ou o seu forte poder computacional. A
analise wavelet tem, em anos recentes, tido um papel relevante em diferentes areas, incluindo
na Engenharia. Hoje, é considerada bem estabelecida em PS [11, 12], sendo até utilizadas para
analisar sinais em corpos finitos [13].

De um ponto de vista historico, andlise de sinais via wavelets tem suas bases enraizadas no
revolucionario trabalho de Jean Baptiste Joseph Fourier, durante o século XIX [14]. Fourier
estabeleceu os fundamentos com a sua teoria sobre andlise em freqiiéncia, que se revelou ser
extremamente importante e influente nas ciéncias.

A aten¢do de pesquisadores da drea de Fisica e Engenharia foi gradualmente migrando
da analise freqiiencial a analise baseada em escalas, quando comecou a ficar claro que uma
abordagem a partir de medidas de oscilacdoes médias em diferentes escalas provou ser menos
sensivel a ruido [11].

A primeira mengao relacionada com o que hoje é denominado de andlise de wavelet pa-
rece encontrar-se no ano de 1909, em uma tese escrita por um matematico hungaro, Alfred
Haar [15]. Nesta abordagem, ndo é mostrado o conceito explicitamente, porém o conjunto de
sinais usados constitui o primeiro sistema wavelet inventado. Por muitos anos, as wavelets de
Haar ficaram no anonimato e, por um periodo muito longo, continuaram a ser a tnica base
ortonormal de wavelets conhecida.

O conceito de wavelets e a sua forma tedrica atual foram propostos por Jean Morlet, em
colaboragio posterior com a equipe do Centro de Fisica Te6rica em Marseille, Franca, sob a
supervisao de Alex Grossmann [16].

Os métodos utilizados em andlise de sinais via wavelets foram desenvolvidos principal-
mente por Yves Meyer e seus colaboradores [17] e, neste contexto, o principal algoritmo data
de 1989, em um trabalho de Stéphane Mallat [18]. Desde entdo, pesquisas sobre wavelets se tor-
naram internacionais. Tal pesquisa é particularmente ativa nos Estados Unidos e na Franca,
com pesquisadores como Ingrid Daubechies, Ronald Coifman e Victor Wickerhauser [19].

Uma vasta gama de referéncias, com textos que descrevem detalhadamente o nascimento,
a historia e os conceitos seminais das wavelets podem ser encontrados na literatura [20, 21].

Cada vez mais, o mundo das wavelets se expande. Centenas de artigos cientificos nas areas de
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matematica e engenharia sao publicados a cada més. Por causa de suas propriedades unicas,
wavelets sio usadas em inumeras areas, como andlise funcional em matematica, estudo de pro-
priedades (multi)fractais, singularidades ou oscilagdes locais de fungoes, soluciao de equacdes
diferenciais, reconhecimento de padroes, compressao de dados, solu¢ao de varios problemas
de Fisica, Biologia, Medicina, Astronomia, Acustica, Engenharia Nuclear, Mecanica Estatis-
tica, Economia e Finangas, problemas de computa¢io grafica, Musica, reconhecimento de
padroes ou analise de sinais geologicos. Em telecomunicacdes, wavelets tém sido aplicadas em

varios aspectos de sincroniza¢do e modulag¢do, onde também sdo relevantes.

1.1.3 Andlise Multirresolucdo

Uma grande contribuicio a teoria de wavelets foi dada por Stéphane Mallat, em 1989, com
uma técnica elegante e interessante de multirresolu¢do para decomposi¢io de sinais [18]. De
fato, uma ampla variedade de estruturas organizacionais, incluindo sistemas sensoriais bio-
l6gicos, sdo organizados em “niveis” ou “escalas”. Esta ferramenta de representacao multi-
escala é assim um ingrediente essencial para a extrac¢ao eficiente de informacoes, a partir da
observacao [12, 22].

A histéria da analise multirresolu¢io (AMR) é um belo exemplo de como aplica¢oes po-
dem estimular desenvolvimentos te6ricos. Na época, Mallat trabalhava na analise de imagens,
onde a idéia de estudar imagens em varias escalas simultaneamente e comparar os resultados
tinha se tornado popular ha vérios anos [23, 24]. A construgdo, por Yves Meyer, das primeiras
bases wavelet ortogonais [17] estimulou Mallat a ver estas bases como uma ferramenta para
descrever matematicamente o “incremento de informagdo” necessario para avancar de uma
aproximag¢ao mais grosseira a uma aproximag¢ao de maior resolucido. Foi assim possivel in-
terpretar a AMR como uma espécie de microscdpio matemdtico, que permitia a visualizacdo do
sinal com diferentes graus de resolug¢ao. Este ponto de vista sedimentou os fundamentos da
analise multirresolucdo [19].

Desde entdo, a AMR tem despertado um grande interesse entre os pesquisadores de pro-
cessamento de sinais e tem se mostrado uma ferramenta poderosa em diversas areas do conhe-
cimento, incluindo engenharia (reducdo de ruido, detecg¢ao de transitorios), fisica (observagio
astronomica) e economia (modelagem e predicdo financeira). Em telecomunica¢oes, a AMR
tem sido utilizada na transmissdo eficiente de video, compactacao e codificacio de dados,

modelos para visio computacional e humana, projeto de trans-multiplexadores, entre outros.
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1.2 Objetivos

O principal objetivo da dissertacdo é propor uma técnica de multiplexagio original, utili-
zando técnicas de andlise wavelet, especificamente analise multirresolugdo. Sdo entdo estuda-
dos os fundamentos necessarios a elaboragao do trabalho: multiplexagdo e técnicas de acesso
multiplo, fundamentos de modula¢des multi-portadoras, através de um estudo da modulacio
OFDM, wavelets e analise multirresolucio. O esquema proposto é chamado de Multiplexa-
¢ao por Divisio em Multirresolugio (MRDM) e pode ser implementado com processadores

digitais de sinais. Na dissertacdo, sio apresentados os rudimentos do novo sistema.

1.3 Organizacgao da dissertacio

O conteudo da dissertacdo esta distribuido ao longo de seis capitulos. As referéncias do
trabalho sdo apresentadas nas ultimas paginas do texto e encontram-se organizadas na ordem

em que foram citadas. Um breve resumo de cada capitulo é mostrado abaixo.

Capitulo 2. S3o introduzidas as técnicas de multiplexagdo mais conhecidas e utilizadas na
atualidade; também é mostrada a idéia basica das modulagoes multi-portadoras, através

de um estudo dos fundamentos da modulagio OFDM.

Capitulo 3. Sdo apresentados os fundamentos basicos das wavelets, ferramentas basicas para
o desenvolvimento do trabalho. E apresentada uma transicdo entra a analise freqiiencial
de Fourier e a analise de wavelet; também sio mostradas as bases da andlise tempo-
freqiiéncia e introduzidas as transformadas wavelet continua e discreta; finalmente, sdo

comentadas algumas wavelets conhecidas.

Capitulo 4. Sdo descritos os rudimentos da Andlise Multirresolugdo, tratando de proporcionar
um entendimento intuitivo do desenvolvimento destas idéias, assim como um tratamento
matemadtico um pouco mais rigoroso. Sao introduzidos os aspectos matematicos basicos,
a abordagem via banco de filtros e o algoritmo de Mallat; alguns exemplos também sao

apresentados.

Capitulo 5. E proposto um novo método de multiplexagio baseado em anélise multirreso-
lu¢ao. No texto, sao mostrados os fundamentos da proposta, mostrando a sua aplica-
bilidade a sinais de banda limitada, analdgicos e digitais. Caracteristicas particulares
da multiplexacdo sido especificadas e alguns exemplos que ilustram o potencial e a ver-

satilidade do sistema sio mostrados. Em seguida, é feita uma breve discussio sobre a
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dependéncia do espectro do sinal produzido, em funcido do sistema wavelet escolhido

para o processo de multiplexacio.

Capitulo 6. Por fim, sdo apresentados alguns comentarios relevantes, conclusdes e sugestoes

para futuras investigacdes.
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CAPITULO 2.

INTRODUCAO A MULTIPLEXACAO E
SISTEMAS MULTI-PORTADORAS

Connaitre, ce nest point démontrer, ni expli-
quer. C'est accéder a la vision. Mais pour voir,

1l convient d'abord de participer.

— Antoine de Saint-Exupéry

ISTORICAMENTE, as primeiras técnicas de multiplexa¢io e acesso multiplo surgiram no

final do século XIX (ao redor do ano de 1876), quando o engenheiro de telégrafos

francés Emile Baudot® idealizou o Multiplexor. Este artefato tinha a capacidade de realizar a
transmissao simultanea de seis sinais de telegrafia por um tnico canal de transmissao.

Na época, as recém inventadas comunicagoes telefonicas® ainda eram precarias e o uso
desta técnica foi basicamente restrito a telegrafia. Isto durou até o comego do século XX,
quando o impressionante crescimento da telefonia necessitou da introdu¢ido de multiplexacdo
nos sinais de voz. Com o aparecimento de novas técnicas de modulagao, especialmente a de

banda lateral unica (na literatura, a abreviagdo usual é SSB, do inglés, Single Side Band), surgiu

Jean Maurice Emile Baudot (1845-1903). Engenheiro francés de telégrafos. O termo baud (medida do ndmero de simbolos

transmitidos por segundo por um sinal modulado) foi derivado do seu nome.
20 telefone foi inventado pelo italiano Antonio Meucci em 1849; no entanto, a patente da inveng¢io foi atribuida a Alexander

Graham Bell em 1876, em seguida a uma série de eventos misteriosos e injusticas que seriam inacreditdveis, se ndo fossem tao

bem documentadas. http://www.italianhistorical.org/MeucciStory.htm



um novo sistema de multiplexagdo: a multiplexacdo por divisio em freqiiéncias (FDM), que
rapidamente alcangou uma grande popularidade em centrais telefonicas [2].

Por volta de 1910, redes telefonicas comecaram a utilizar FDM para transmitir varios
canais de voz por um unico circuito fisico. Rapidamente, estes sistemas se expandiram pelo
mundo e, em 1920, 0 engenheiro de telecomunicacoes George Valensi (ITT, Paris) lancou os
fundamentos da multiplexa¢ao por divisao de tempo (TDM) para canais de voz3. Nio sendo
possivel implementar o sistema com o estado da arte dos meios tecnologicos disponiveis na
época, a idéia s6 voltou a ser evocada novamente nos anos 40, por Maurice Deloraine (ITT,
Paris) e John Bennett (Bell Labs), independentemente [3, 4]. Os dois sdo reconhecidos como
sendo os inventores da multiplexacdo digital.

Desde o monumental trabalho de Shannon# [5], técnicas digitais tém substituido técnicas
analogicas em sistemas de comunicacdo. Via de regra, a multiplexagao digital é levada a cabo
através de multiplexac¢do temporal. No entanto, também ¢é possivel efetuar multiplexagdo de
dados por codigos (CDM); recentemente, esta técnica tem sido foco de interesse, especial-
mente apds a padronizagao do sistema CDMA pelo padrao 1S-95 para telefonia celular (hoje,
o padrao em vigor é o IS-2000) [6] e W-CDMA [7].

Por outro lado, com o advento das fibras opticas para sistemas de comunicagio, uma
técnica de multiplexacdo inovadora viu a luz: a chamada multiplexacdo por divisdo em com-
primento de onda (WDM), que implementa um sistema FDM no dominio 6tico: lasers de
diversos comprimentos de onda sio modulados em uma tnica fibra.

Mais recentemente, em 1999, uma nova abordagem, chamada de multiplexacdo por di-
visao em corpos finitos (GDM), foi introduzida por Hélio Magalhies, Ricardo Campello
e André Kauffman, do Departamento de Eletronica e Sistemas da Universidade Federal de
Pernambuco, como um esquema espectralmente eficiente para canais de banda estreita [8].
Este esquema pode ser implementado com ajuda de algoritmos rapidos para calculo de trans-
formadas e oferece requisitos compactos de uso de banda. Sistemas GDM sao sistemas de
multiplexac¢do verdadeiramente digital, que utilizam técnicas de espalhamento espectral base-
adas em transformadas em corpos finitos [9], como a transformada de Fourier de corpo finito,
introduzida por Pollard [25]. Sistemas que utilizam as seqiiéncias de espalhamento espectral

geradas sao chamados de Acesso por Multiplexagdo por Divisao em Corpos Finitos (GDMA).

3George Valensi é, hoje, principalmente reconhecido pelo seu método de transmissdo de imagens de televisao coloridas, de

tal forma que estas pudessem ser recebidas por aparelhos de televisdo, tanto coloridas, como preto & branco.
4Claude Elwood Shannon (1916—2001). Engenheiro e matemdtico norte-americano que revolucionou a teoria de comunica-

coes.
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Este capitulo discutird os fundamentos basicos das técnicas de multiplexacdo mais co-
nhecidas, assim como dara uma introdugdo as modula¢des multi-portadoras. Duas secoes
dividem entdo o capitulo. Na primeira se¢ao, sdo apresentadas as técnicas de multiplexacdo
mais conhecidas e utilizadas hoje: Multiplexa¢des por divisao em frequiéncia, tempo e codigos.

A segunda se¢ao mostra as bases das modula¢oes multi-portadoras.

2.1 Principais técnicas de multiplexacao e acesso multiplo

Em sistemas de comunicagao atuais, é freqiientemente desejavel transmitir simultanea-
mente sinais de informagio originarios de diferentes fontes. Um bom exemplo desta neces-
sidade pode ser facilmente observado em sistemas moveis, em que uma grande quantidade
de usudrios que precisam se comunicar a0 mesmo tempo devem ser transmitidos simulta-
neamente. Assim, para obter um bom aproveitamento do espectro de radio disponivel, os
usudrios dividem uma quantidade limitada de banda passante, em um dado canal. Além
disto, para garantir comunicacdes de alta qualidade, esta divisdo precisa ser realizada sem
uma degradagdo muito severa no desempenho do sistema [1].

Esta se¢ao introduz entdo os principios fundamentais das técnicas de multiplexacio e
acesso multiplo mais conhecidas e utilizadas. Em geral, existem varias possibilidades com
as quais diversas fontes podem enviar sinais de informacdo simultaneamente, através de um

dado canal de comunicacao.

2.1.1 Multiplexacdo por divisao freqiiencial

Em um sistema de multiplexa¢io por divisao em frequéncia (FDM), N sinais sao transmi-
tidos por um tnico canal de comunicagio, através de uma parti¢io da banda passante deste
ultimo em varios sub-canais de banda estreita, nio superpostos na freqiiéncia. A Figura 2.1

ilustra o principio bdsico de um sistema FDM.

Sub-canal| Sub-canal Sub-canal| Sub-canal .
1 9 N1 N freqiiéncia

»

f

Figura 2.x: Subdivisido da banda passante de um canal de comunicagdo por um sistema FDM, em sub-canais de

banda estreita, ndo superpostos em freqiiéncia.
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Desta forma, como é possivel observar, uma banda passante tnica e uma freqiiéncia de
portadora especifica, também unica, sdo atribuidas a cada sinal de informag¢do. Na Figura 2.2,
que ilustra novamente o principio de funcionamento de um sistema FDM, de uma forma um
pouco diferente da anterior, é possivel observar como os sinais sdo transmitidos de forma
simultanea. Esta figura serve de apoio para a comparacdao com os demais sistemas discutidos

neste texto.

Cédigo

S S S S

u u u
b b b
c c c ¢ >
a a a T a Freqiiéncia
n | n n n
a a a a
1 1 1 1
1 2 3 N

Tempo

Figura 2.2: Utilizagcdo da banda total disponivel de um canal de comunicagdo por um sistema de multiplexacio

por divisdo temporal. Note que os sinais sdo transmitidos de forma simultinea.

A demodulacdo pode ser realizada de forma tradicional, através de filtragem em banda
béasica. No entanto, devido a sua configuragio, sistemas FDM requerem filtragens com al-
tas ordens e bandas de transicio muito estreitas, de forma a atenuar os efeitos de possiveis
interferéncias entre canais adjacentes. Além disto, como os sub-canais possuem bandas rela-
tivamente estreitas, esta técnica é comummente restrita a comunicagdes com baixas taxas de

transmissdo, como sistemas de transmissdo de varios canais de voz, por exemplo [1].

2.1.2  Multiplexacdo por divisdo temporal

Um outro método para a criagao de varios sub-canais para a multiplexa¢do de varios si-
nais de informacido ¢ a subdivisdo de um tempo 7,, chamado de tempo de quadro, em N

subintervalos de duragdo 7,/N. Cada sinal de informacao € entdo atribuido um subintervalo,
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chamado de slot, durante o qual o sinal pode ser transmitido [26]. Assim, nestes sistemas de
multiplexa¢do por divisio temporal (TDM), o espectro do canal de comunicacdo é dividido
em slots de tempo e, em cada slot, unicamente um sinal pode ser transmitido. A Figura 2.3
mostra o principio da técnica. E importante mencionar que caso um sinal nio seja inteira-
mente transmitido durante o intervalo de tempo onde a transmissdo é permitida, o sinal volta

a acessar o canal, de forma ciclica, em um proximo quadro.

Cédigo

Sub-canal N

Slots de temp/( o
Sub-canal 3

Sub-canal 2
Sub-canal 1

| e
Freqiiéncia

Tempo

Figura 2.3: Utilizagido da banda total disponivel de um canal de comunicagio por um sistema de multiplexacio
por divisdo temporal. Note que os sinais sdo transmitidos com uma mesma freqiiéncia de portadora, mas nio

simultaneamente. Cada sub-canal ocupa um slot de tempo, que se repete ciclicamente, a cada quadro.

Por outro lado, diversas outras caracteristicas diferenciam o sistema de multiplexagio
TDM do FDM. De fato, todos os sinais possuem a mesma freqiiéncia de portadora. Além
disto, a transmissdao ndo é continua, mas ocorre em surtos. INo entanto, se o tempo de quadro
T, for suficientemente pequeno, entdo a transmissao aparenta ser continua. Outra caracte-
ristica marcante de sistemas TDM ¢é a necessidade de técnicas de sincronizacdo sofisticadas e
precisas, devido a transmissao em surtos, que requer sincronismo entre slofs na transmissao e
na recep¢ao. Em geral, sistemas TDM sdo utilizados para transmissdo de sinais e modulagoes
digitais e as taxas de transmissdo sdo consideravelmente maiores que em sistemas FDM, o que

implica na utilizacdo de equalizadores [1].
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2.1.3 Multiplexacdo por divisdo em codigos

Como foi observado, nas duas técnicas anteriores, o canal de comunicacdo é particionado
em sub-canais independentes, respectivamente, bandas de frequéncia e slots de tempo nao su-
perpostos, nos quais um unico sinal pode ser transmitido. Em um sistema com multiplexac¢io
por codigos (CDM), uma seqiiéncia tnica de assinatura (uma forma de onda especifica) € atri-
buida a cada sinal [26]. Com isto, o sinal é modulado e espalhado pela banda total do canal.
Estas assinaturas permitem que os sinais multiplexados e transmitidos simultaneamente sejam
demodulados pelo receptor.

De fato, em um sistema CDM, a sequiéncia de assinatura corresponde a um sinal de banda
larga, chamada de sequéncia de espalhamento espectral. Todas as seqiiéncias do sistema sdo
palavras-codigo pseudo-aleatorias, ortogonais (ou aproximadamente ortogonais) entre si, e
que possuem taxas de transmissdo muito maiores que os sinais de informag¢io, com os quais
elas sao multiplicadas. Todos os sinais podem entio ser transmitidos simultaneamente, com
a mesma frequéncia de portadoras. Seguindo o mesmo padrio anterior, a Figura 2.4 ilustra o

principio do sistema.

A
Cédigo

Sub-canal 1

Sub-canal 2

Sub-canal 3

S
Freqiiéncia

Sub-canal N

Tempo

Figura 2.4: Utilizacdo da banda total disponivel de um canal de comunicagdo por um sistema de multiplexacio
por divisdo em codigos. Note que a configuragdo dos sub-canats permite o envio simultineo dos sinais de informagao,

com a mesma freqiiéncia da portadora.
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No receptor, é realizada uma operagao de correlagdo para detectar unicamente a palavra-
codigo desejada. Devido a esta correlagdo, as outras palavras-c6digo se apresentam como
ruido ao receptor.

Além dos sistemas apresentados acima, existem outras técnicas de multiplexa¢io de sinais
e acesso multiplo; algumas delas, como multiplexa¢do por divisao espacial e pacotes de radio,
sao discutidas em [1]. Por outro lado, maiores detalhes sobre caracteristicas de utilizacao
de banda passante, desempenho ou implementacdo de receptores nos sistemas comentados
podem ser encontradas em [26]. Na proxima se¢do, ¢ dada uma introdugdo as modulacdes

multi-portadoras.

2.2 Introdug¢iao a modula¢des multi-portadoras

A idéia de transmitir dados pela divisao dos mesmos em varias seqiiéncias de comprimento
menor e utilizar estas para modular varias portadoras tem sua origem no sistema Kineplex,
proposto por R. R. Mosier e R. G. Clabaugh, da companhia Collins Radio Co., em 1958,
ha quase 50 anos [27]. Desde entdo, esta técnica tem suscitado o interesse constante, porém
periférico, da comunidade cientifica na drea das comunicagoes.

Nos ultimos anos, no entanto, a sempre crescente necessidade por altas taxas de transmis-
sao e a multiplicacdo de meios fisicos de transmissdo com diversas caracteristicas tém tornado
as modulag¢des multi-portadoras candidatas atrativas para as novas geragoes de sistemas de co-
municacdo. Notavelmente, estas técnicas tém sido empregadas em diversas aplicacdes, como
transmissao de radio digital (Digital Audio Broadcasting — DAB) [28] e televisao digital [29],
comunicagoes sem fio de banda larga (protocolos IEEE 8o2.11a [30] e IEEE 802.11g [31]),
servicos de assinatura digital (xDSL), entre outros. No ambito da pesquisa, elas tém sido con-
sideradas em areas tais como equaliza¢ao no dominio temporal, reducdo da razao pico-média,
atenuacao de ruido de fase e projeto de pulsos de formatagao.

Infelizmente, apesar da sua crescente aceitagio como o esquema de modulagao padriao nos
futuros sistemas de comunicacao movel e sem fio e de um grande numero de artigos escritos
sobre o assunto, artigos de revisio completos e didaticos, que cobrem os fundamentos do
topico, sdo dificeis de encontrar.

Assim, com o propésito de entender melhor estas técnicas, esta secdo tentara descrever os
rudimentos de um sistema de multiplexac¢do por divisdo de freqiiéncias ortogonais (OFDM).

Este esquema de modulagio é uma forma especial de transmissio multi-portadoras, onde
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uma unica seqiiéncia de dados de alta taxa é transmitida através de um dado numero de
sub-portadoras, de taxa inferior. Os conceitos aqui expostos podem ser transferidos para um
sistema multi-portadoras genérico.

Desta forma, as subsecoes a seguir discutem, respectivamente, a historia e os principios de
OFDM, a utilizagao da transformada discreta de Fourier (DFT) na implementa¢ao do sistema
e a insercao de prefixo ciclico no sinal a ser transmitido. Maiores detalhes sobre a modulag¢ao
podem ser encontrados em [32] e [33], incluindo diversas das suas caracteristicas técnicas e

suas aplicagoes.

2.2.1 Historia e principios do OFDM

A origem do conceito da transmissdo paralela de dados e do OFDM pode ser encontrada
formalmente por volta dos anos 60, quando dois esquemas foram propostos, com aplicagoes
fortes na area militar: o Kineplex [27], em 1958, e 0 KATHRYN [34], em 1967.

Na época, a dificuldade para controlar com precisdo as frequiéncias dos osciladores locais
das diversas sub-portadoras e a sua detec¢ao muito pobre com filtros analdgicos levou a
utilizag¢ao de sinais ortogonais de banda limitada, sem superposi¢ao na frequéncia. A banda
necessaria para a implementag¢iao da modulagio era, por conseqiiéncia, muito grande. Além
disto, a utilizacdo de pulsos de formatacdo retangulares espalhava de forma consideravel o
espectro das formas de onda, resultando, assim, em interferéncia inter-portadoras.

Desta forma, surgiu a necessidade de encontrar esquemas alternativos para a implementa-
¢do da técnica multi-portadora. Isto levou a um nimero de estudos durante os anos 60, espe-
cificamente utilizando sinais ortogonais de banda limitada, com superposi¢ao em frequéncia.
Como resultado, uma implementagao de OFDM utilizando a transformada discreta de Fou-
rier [35] e uma patente [36] foram pioneiras no assunto, no inicio dos anos 7o. Inicialmente,
as propostas tinham como aplica¢io principal comunicag¢des militares.

Hoje, a modulacio OFDM ¢é uma forte candidata para sistemas de banda larga sem fio,
gragas a grandes avancgos na tecnologia de integracdo em muito larga escala (VLSI), que tor-
nou comercialmente vidvel a implementacdo de algoritmos rapidos para o cédlculo da trans-
formada discreta de Fourier de seqiiéncias de grande comprimento. Além disto, a modulacio
OFDM possui uma série de caracteristicas tnicas, que a tornam uma escolha atrativa para
estes tipos de sistemas de transmissiao de dados.

4

E importante mencionar que o esquema OFDM pode ser visto como uma técnica de
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modulacdo ou de multiplexacdo. De fato, modulagdoes multi-portadoras sio uma forma de

FDM [37]; o seu principio basico é mostrado na Figura 2.5.

fs bits/s
my bits
fi
my bits
S, f2
M [, bits/s Conversor
Serial - Paralelo
erial -
Moduladores
g v
my,, bits

Figura 2.5: Transmissor multi-portadoras bdsico. Note-se que a seqiiéncia de entrada possui uma taxa de M f
: iy N, . L
bits/s; 0 agrupamento dos dados em seqiiéncias de M = Y, " my, bits, no bloco de conversio serial-paralelo,

resulta em uma taxa de transmissio de fs bits/s. O niimero de portadoras moduladas é N,

Por outro lado, uma das principais razdes para a utilizagio da modulacio OFDM ¢ au-
mentar a imunidade do sistema ao desvanecimento seletivo em freqiiéncias e atenuar a interfe-
réncia de banda estreita. De fato, em um sistema de portadora tnica, desvanecimento rapido
ou interferéncia podem causar uma falha na demodulacdo de toda uma seqiiéncia transmi-
tida; isto ndo ocorre em um sistema multi-portadoras, onde somente uma pequena parte das
sub-portadoras é afetada. Neste caso, ndo € preciso processar o sinal recebido com equaliza-
dores lineares e inser¢dao de redundancia, em conjunto com a utilizagdo de cédigos corretores

de erros pode entao corrigir as sub-portadoras corrompidas. A Figura 2.6 ilustra o processo.

: squalizaca
Canal seletivo _ ’/f‘qud izagao

em freqiiéncia

P @

Canal seletivo
cee e em freqiiéncia ﬂ e cee
| | | LIy | | [T

(b)

Figura 2.6: Comparagio entre um sistema de portadora vinica (banda total By.) e um sistema multi-portadoras
(banda total B,,y,). Em (a), note a necessidade de equalizagio na recepcdo. Em (b), cada sinal de banda estreita

sofre desvanecimento aproximadamente plano e a equalizagio é desnecessdria.
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Além disto, a transmissdo dos dados em taxas muito menores aumenta significativamente
o tempo de simbolo, 0 que atenua de forma consideravel a interferéncia inter-simbdlica (ISI).

Desta maneira, o conceito classico por tras do esquema de modulagio OFDM ¢ a divi-
sdo da banda passante total do sinal modulado em N, sub-canais de banda estreita, ndo
superpostos. Cada sub-canal é entdo modulado por um simbolo diferente, com a ajuda de
modulacodes cldssica, e, em seguida, os sub-canais sio todos multiplexados utilizando multi-
plexagao freqiiencial. No entanto, apesar da utilizacao de sub-canais ndo superpostos parecer
ser uma boa ideia para evitar a utilizagdo de equalizadores de alta velocidade, combater ruido
impulsional e distor¢des por multi-percursos, o sistema sofre de uma eficiéncia espectral muito
pobre. Desta forma, com o objetivo de otimizar a utilizacdo da banda passante, varias idéias
foram propostas, utilizando sub-canais superpostos. Isto possibilita a obten¢ao de um ga-
nho na eficiéncia espectral de quase 50%; em contrapartida, surge a necessidade de lidar com
interferéncia entre portadoras, problema que pode ser resolvido se as sub-portadoras forem
ortogonais entre si. Isto permite atenuar os efeitos de interferéncia entre sub-portadoras. A

Figura 2.7 mostra a diferenca de utilizacao de banda em sistemas FDM e OFDM.

ATMAIAIATATATAIAI

Técnica de modula¢io multiportadora convencional: FDM (Divisdo por multiplexacao de freqiiéncia)

Economia de banda

freqiiéncia
>

Técnica de modulagao multiportadora: OFDM (Divisao por multiplexacao de freqiiéncia ortogonal)

Figura 2.7: Comparagio da utilizagio de banda dos sistemas FDM e OFDM.

Para um grande numero de sub-canais, a matriz de geradores senoidais e demodulado-
res coerentes necessaria em um sistemas paralelo se torna excessivamente cara e complexa.
O receptor precisa conhecer precisamente a fase e o tempo de amostragem de todas a sub-
portadoras de forma a manter o desempenho do sistema aceitivel. Com isto, Weinstein e
Ebert aplicaram a transformada discreta de Fourier ao sistema de transmissio de dados em

paralelo, como parte integrante do processo de modulacdo e demodulacdo. A Figura 2.8 ilus-
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tra o esquema. Isto ajudou a eliminar os bancos de osciladores para as sub-portadoras e os
demoduladores coerentes. Além disto, uma implementacao em tempo discreto foi possivel de
ser construida, utilizando dispositivos especiais para calcular a transformada de Fourier ra-
pida (FFT). Avangos recentes em tecnologias VLSI permitiram a constru¢ao de equipamentos
de alta velocidade para calcular FFT’s de grande tamanho com baixos custos. Finalmente, a
partir dos anos 8o, OFDM foi estudado e implementado em sistemas como modems de alta
velocidade e comunicagdes moveis. Mais recentemente, as técnicas de OFDM tem sido explo-
radas em sistemas de comunica¢io de banda larga em canais méveis e sistemas DSL (Digital

Subscriber Line), em taxas de transmissao que chegam aos 10o0MB/s.

1

Simbolos de entrada

c; = {c1i, Caiy ooy CN,, i} N IDFT —— > D/A+—»
sp

Simbolos recuperados

Ci = {C1i, iy oy N, N DFT A/D je—
sp

Figura 2.8: Esquema de (a) modulacio e (b) demodulagdo OFDM utilizando a IDFT.

2.2.2 Utilizando a IDFT

A idéia de utilizar a DFT como parte do processo de modulacido e demodulagao foi pro-
posta em 1971, em um artigo por S.B. Weinstein e P.M. Ebert [35]. Isto deu um novo im-
pulso ao estudo das modulagdes multi-portadoras, utilizando sinais ortogonais limitados nos
tempo. Nesta secdo, sera descrito o desenvolvimento matematico do processo de modulacio,
utilizando a DFT. Seja entdo um sinal OFDM s(t). E possivel escrever s(t) da forma seguinte:

+oo Nsp

s(t) = Z chieﬂﬂf’“'(t_”s) ~g(t —iTy). (2.1)

t=—o00 k=1
Na equagio 2.1, T é a duragdo de um simbolo no sistema multi-portadoras, cg; é o i-ésimo

simbolo de informagio na k-ésima sub-portadora, ¢(t) é o pulso de formatacio do simbolo,
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N, € o numero de sub-portadoras e f;, a freqiiéncia de cada sub-portadora. A Figura 2.9
compara a transmissao serial de um sistema em banda bdsica e a transmissao paralela de um

sistema OFDM.

c1:+1 c 2:—1 c 3:—1 c 4:-+1 c 5:—1 c 5:+1
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c.cos(8 /T )

6

t

c,cos(2 /T )
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3

c,cos(6 T )

-15
0

3

csccs(lo wT )

Figura 2.9: Comparagio entre um sinal em banda bdsica (a) e um sinal OFDM (b). O tempo de simbolo em
banda bdsica é tomado como sendo igual a um e o nilmero de sub-portadoras N, = 6, a titulo ilustrativo. Note
como o tempo de simbolo Ty no sinal OFDM ¢€ seis vezes maior que o tempo de simbolo do sinal em banda bdsica.

Por outro lado, os sinais em (b) sdo somados, para gerar o sinal multiplexado.

Desta forma, amostrando o sinal s(¢), em um intervalo de simbolo, isto é, iT; < t <
(¢ +1)T,, a uma taxa de amostragem t,,, = Ts/Ny, (ou seja, N, amostras de s(¢) em cada

intervalo de simbolo), obtém-se o vetor amostrado:
S = [5(iTs + tam); - - - 8(iTs + qtam), - - - $(iTs + Neptam)]” (2.2)

em que x* denota a matriz transposta de *.
Entdo, no intervalo (iT5, (i + 1)Ts], cada amostra sera do tipo (o indice i é fixado para

simplificar a notagido):

Nsp
S(iTs + qtam) = Z Ck * e]2ﬂfk.qtam : g(qtam)7 (2-3)
k=1
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em que ¢ =0, 1,..., Ng,. Como € possivel observar, a equagdo 2.3 tem uma expressao curiosa-
mente familiar. Sabemos que a transformada discreta de Fourier (DFT) tem como expressdes

de analise (DFT direta) e sintese (DFT inversa), respectivamentes:

N—-1
X[k = z[n] W, (2.4a)
o
z[n] = NZX[k]W];k", (2.4b)
k=0

_j2n . , . ~
em que Wy = e 7~ . Facilmente, é possivel perceber a semelhanga entre as equacdes 2.3 e

2.4. Ao definir g(t) como um pulso retangular, tal que

1, 0<t<T,
g(t) = , (2.5)
0, c.C.
sera possivel escrever
. X 27 fio-qt ad j2mSkaTs oy j2mtk—1)q
s(iTs + qtom) = E ¢y, - eI IR Tam — cp e N = E cp e’ Nep o, (2.6)
k=1 k=1 k=1

Vendo de outra forma, s(iTs + qta.,) pode ser interpretada como a transformada discreta de
Fourier inversa (IDFT) da seqiiéncia de informag¢do, a menos de um fator de escalonamento.

Matricialmente, é possivel escrever:
S =W '(N,,)Ci, (2.7)

em que W '(N,,) é a matriz de uma IDFT de N,, pontos e C; é o vetor correspondente ao

i-ésimo simbolo. Respectivamente, tem-se:

W_I(NSP) = {w;k1> (2.8a)
C = [Cli702ia'-'chpi]T' (2.8b)

— jom 2k=1)
em que qu_l X

Assim, é possivel concluir que matematicamente, produzir um sinal OFDM é equivalente
a calcular uma IDFT de N, pontos do vetor C;, o vetor de entrada do sistema. Finalmente,
a equagao 2.7 mostra que, facilmente, o sinal de entrada pode ser recuperado no receptor,

calculando a DFT do sinal recebido. Notadamente,

C, = W(N,,)S, (2.9)

SExistem diversas definicdes para as expressdes de andlise e sintese da DFT, utilizadas por diversos autores. Neste texto,

serdo utilizadas as defini¢cdes das equagdes 2.4, que podem ser encontradas em [38].

33



a(k—1)
Nsp

em que W(Ngp) = {wyr }, com wgi, = e 77T

E importante ressaltar que esta é uma caracteristica extremamente vantajosa do sistema
de modulagio OFDM, pois ela permite que processadores digitais de sinais possam produzir

sinais modulados a grandes velocidades, utilizando algoritmos rapidos para o calculo da DFT.

2.2.3 Insercdo de prefixo ciclico

Entendidos os fundamentos da modulacao OFDM, é interessante comentar alguns aspec-
tos técnicos, que permitem obter uma visao mais proxima dos esquemas utilizados na pratica.
Mais especificamente, esta se¢do, que conclui o capitulo, considera a importancia da inser-
¢do de prefixo ciclico em sinais OFDM. De fato, um canal seletivo em freqiiéncia pode ser
caracterizado por uma resposta ao impulso variante no tempo, com fortes caracteristicas de
multi-percurso [26]. Isto produz um atraso por espalhamento de valor elevado, nao desprezi-
vel se comparado com um periodo de simbolo. Mesmo em sistemas OFDM, onde este periodo
¢ considerado longo, existe a possibilidade de uma queda notavel de desempenho. Em um ca-
nal com multi-percursos, por exemplo, o sinal desejado é recebido, proveniente do caminho
principal. Os outros caminhos produzem sinais recebidos atrasados no tempo, conseqiiéncia
das reflexdes as quais estes ultimos foram submetidos. Dentro de um intervalo de simbolo,
isto causa interferéncia inter-simbdlica, isto é, o (i — 1)-ésimo simbolo, que esta atrasado,
causa distor¢ao no i-ésimo simbolo. A Figura 2.10 ilustra o problema.

(¢ — 1)-ésimo simbolo : i-ésimo simbolo (i — 1)-ésimo sfmbolo i-ésimo sfmbolo
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Sinal desejado T, - periodo de simbolo :
|

|
|
|
|
|
|
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|
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|
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Figura 2.10: Sinal transmitido (a) e sinal recebido (b). Note como a interferéncia inter-simbélica do (i — 1)-ésimo

stmbolo produz wma distorcdo no i-ésimo simbolo, ilustrada pela linha mais grossa, em (b).

Existem vdarias maneiras de atenuar este fendmeno. De forma andloga a sistemas de mo-
dulagio tradicionais, é possivel inserir um intervalo de guarda entre os simbolos enviados,
maior que o maior atraso por espalhamento, e assim eliminar a interferéncia entre simbolos.

No entanto, isto causa uma mudanca abrupta na forma de onda no canal, o que gera com-

34



ponentes em altas freqiiéncias dentro do sinal. Isto resulta em interferéncia entre portadoras

(Figura 2.11).
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Figura 2.1x: Sinal transmitido com intervalo de guarda A (a) e sinal recebido (b). Note que a utilizagio de
um intervalo de guarda (nenhum sinal transmitido) maior que o atraso por espalbamento elimina a interferéncia
inter-simbdlica. O tempo de observagdo de simbolo t s pelo receptor € menor que o tempo de simbolo Ts; isto resulta

em uma separagdo maior entre as portadoras e assim em uma perda na eficiéncia espectral.

Finalmente, como pode ser visto na Figura 2.12, é possivel realizar uma extensio ciclica
do simbolo enviado, o que diminui a mudanga abrupta na forma de onda presente no canal.
Este processo permite a eliminagdo perfeita da interferéncia entre sub-portadoras. E possivel
mostrar este resultado matematicamente [32].
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Figura 2.12: Sinal transmitido com insergio de prefixo ciclico (a) e sinal recebido (b). A utilizagdo de uma
extensdo ciclica do simbolo enviado ajuda a diminuir a transicio abrupta na forma de onda recebida, o que reduz
a interferéncia entre sinais adjacentes, reduzindo a banda utilizada. Novamente, o tempo de observagio de simbolo

éts.

Diversos outros aspectos técnicos conferem aos esquemas OFDM um carater atrativo, es-
pecialmente para sistemas moveis e canais com altas taxas de transmissdo. De fato, as suas
aplicagOes atuais abrangem canais de transmissio de radio em altas freqiiéncias, redes telefo-

nicas, redes locais sem fio (padrdo IEEE 8o2.11a), televisdo digital, entre outros. As vantagens
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que permeiam este tipo de modulag¢do incluem uma maneira eficiente de lidar com propaga-
¢do multi-percursos, interferéncia e canais com desvanecimento; além disto, é robusto contra
interferéncias de banda estreita, afetando unicamente algumas portadoras. Em contrapartida,
sistemas OFDM s3o naturalmente mais sensiveis a derivas de freqiiéncia e a ruido de fase e
possuem uma razao de poténcia pico-média relativamente alta, que tendem a ser desvantagens

notaveis em sistemas de radiofreqiiéncia [33].
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CAPITULO

(GENERALIDADES SOBRE wavelets

Ndo devemos ter medo das ondas que agitam a

nossa alma. E isso, a vida.

— Hwang Sok-Yong

E um ponto de vista histérico, andlise de sinais via wavelets ¢ um método novo, apesar

das bases da teoria estarem enraizadas no revoluciondrio trabalho de Jean Baptiste

Joseph Fourier, durante o século XIX [14]. Fourier estabeleceu os fundamentos com a sua

teoria sobre andlise em frequéncia, que se revelou ser extremamente importante e influente
nas ciéncias.

A atencdo de pesquisadores da area de fisica e engenharia foi gradualmente migrando
de analise frequiencial a andlise baseada em escalas, quando comecou a ficar claro que uma
abordagem a partir de medidas de oscilagoes médias em diferentes escalas provou ser menos
sensivel a ruido [11].

A primeira mengao relacionada com o que hoje é denominado de andlise de wavelet pa-
rece encontrar-se no ano de 1909, em uma tese escrita por um matematico hungaro, Alfred
Haar [15]. Nesta abordagem, ndo é mostrado o conceito explicitamente, porém o conjunto
de sinais usados constitui o primeiro sistema wavelet descoberto.

O conceito de wavelets e a sua forma tedrica atual foi proposto por Jean Morlet, em co-

laboracdo posterior com a equipe do Centro de Fisica Te6rica em Marseille, Franga, sob a



supervisdo de Alex Grossmann [16].

Os métodos utilizados em analise de sinais via wavelets foram desenvolvidos principal-
mente por Yves Meyer e seus colaboradores [17] e o principal algoritmo data de 1989, em
um trabalho de Stéphane Mallat [18]. Desde entdo, pesquisas sobre wavelets se tornaram
internacionais. Tal pesquisa é particularmente ativa nos Estados Unidos e na Franca, com
pesquisadores como Ingrid Daubechies, Ronald Coifman e Victor Wickerhauser [19].

Uma vasta gama de referéncias, com textos que descrevem detalhadamente o nascimento,
a historia e os conceitos seminais das wavelets podem ser encontrados na literatura [20, 21].
Cada vez mais, o mundo das wavelets se expande. Centenas de artigos cientificos nas areas de
matematica e engenharia sao publicados a cada més.

Neste texto, serdo apresentados os fundamentos basicos das wavelets. O capitulo é divi-
dido em trés secbes. Na primeira, é apresentada uma transicdo entre a andlise freqiiencial
de Fourier e a analise wavelet, destacando-se a importancia desta ultima. Na segunda secio,
sdo mostradas as bases da andlise tempo-freqiiéncia e sao discutidas as transformadas wavelet

continua e discreta. Na terceira se¢io, finalmente, serao mostradas algumas wavelets conheci-

das.

3.1 Da andlise de Fourier a analise wavelet: uma transi¢ao

A expansido em séries infinitas constitui uma ferramenta extremamente eficiente e poderosa
para representar sinais. Entre as diversas representacdes existentes, o presente trabalho fara
apenas um breve comentario sobre as séries de Fourier, construindo com isto uma ponte para
um estudo mais aprofundado das séries wavelet.

Em 1807, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) introduziu as séries que hoje levam o
seu nome, para representar matematicamente ondas de calor se propagando em corpos soli-
dos, em uma monografia intitulada “Théorie de la propagation de la chaleur dans les solides”. O
texto foi lido pelo préprio Fourier, no dia 21 de dezembro, perante a Primeira Classe do Ins-
tituto Nacional das Ciéncias e das Artes na Franca. Contrariamente ao que se pode pensar,
o trabalho gerou grande controvérsia e um conselho foi escolhido para avalid-lo. Diversas
objecdes foram feitas, primeiro por Joseph Louis de Lagrange e Pierre Simon de Laplace e,
posteriormente, por Jean-Baptiste Biot, cujos resultados no assunto nio concordavam com
os de Fourier. A secdo de geometria do Instituto abriu entdo um concurso para responder a

questdo de “dar uma teoria matemadtica as leis da propagacao do calor e comparar o resultado
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desta teoria com experimentos exatos”. Fourier submeteu seu trabalho, junto com trabalhos
adicionais sobre resfriamento de solidos infinitos e calor terrestre e de radiagio. Com so-
mente um unico outro trabalho recebido, o Instituto entregou a Fourier o grande prémio de
matematica do Instituto, em 1812. O relatorio, contudo, nao foi inteiramente favoravel.
Fourier mostrou assim que é possivel decompor uma fun¢do periddica (mesmo desconti-
nua) em uma soma de senos e cossenos, com frequéncias multiplas de uma freqiiéncia funda-
mental. S3o as conhecidas séries trigonométricas de Fourier. No entanto, antes de mostrar
de forma rigorosa uma expressao para a série, € importante definir uma classe de funcoes de

interesse.

Definigio 3.1 Uma fungio f(t) é dita pertencer a £*(a,b) se f; |f(t)]2dt < oo (f(t) possui energia
finita).

Desta forma, de forma rigorosa, para um periodo 7T, a série trigonométrica de Fourier
para uma funcdo f(t) pertencente a .£2, ty < t < to + T, pode ser escrita como [11]:
oo
f(t) Zag+ Z(ak cos(kwot) + by sen(kwot)), to <t < tog+ T, (3.1)
k=1
2T

em que wy = 2% ¢ a freqiiéncia fundamental de f(t) e os coeficientes da série (chamados

coeficientes de Fourier) sdo dados por:

1 to+T
a = — f(t)dt, (3.2a)
o= [ 10
9 [to+T
apy = — 1 () cos(kwot)dt, k > 1, (3.2b)
T to
9 [to+T
by = T/ f(t)sen(kwot)dt, k > 1. (3.2¢)
to

Note que o sinal £ utilizado acima para definir a freqiiéncia fundamental significa aqui igual
por definigdo.

Bem mais tarde, foi introduzida a forma exponencial da série de Fourier, mais utilizada
hoje em dia. Ela é equivalente a série trigonométrica para sinais reais, mas pode, no entanto,
ser aplicada a sinais complexos, sendo assim mais geral. Matematicamente, é possivel escrever

f(t) como:

(o]
)= > ety <t <tg+T, (3.3)

k=—oc0

em que os coeficientes de Fourier ¢j sdo expressos por

1 [to+T A
a=g [ e ar (3.4)
T to
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e wo = 2% [39]. Doravante, serd preferencialmente adotada a representagdo exponencial.
Existem duas caracteristicas na representacdo por séries de Fourier que sdo interessantes

de se destacar aqui. Primeiro, é de valia mencionar que f(t) é decomposta em uma soma

infinita de componentes ortogonais g (t) £ {e/*0t}2 _  ponderadas pelos coeficientes de

Fourier ¢, e onde a ortogonalidade destas componentes é conseqiiéncia do fato que

(gm:gn) =0, V' m #n, (3.5)

com o “produto interno” na equagao 3.5 definido como

A 1 *
<gm7gn> = ?/Tgm(t)gn(t) dt7 (36)

em que o simbolo * denota o conjugado complexo®’. Para melhor entender o produto interno
entre fungoes, é possivel fazer-se uma analogia com o produto interno entre vetores: ao cal-
cular o produto interno entre duas fungoes, f(¢) e g(t), o resultado obtido mostra o valor da
projecdo ortogonal de f(t) sobre g(t).

Desta forma, ao se decompor uma funcao f(t), to <t < tg + T, sobre uma base de Riesz

ortogonal {e/*«0t}  [22] estdo sendo calculados os valores das projecdes de f(t) sobre

[e.e]
cada uma das funcdes de base. Estes valores sdo representados pelos coeficientes de Fourier,

que podem entdo ser representados por

. 1 [totT .
on = (flene™ty = 1 [ e ar (57)
to

A segunda caracteristica da representacao em séries de Fourier que sera destacada aqui

é que a base de Riesz ortogonal {e/**0t}% ¢ gerada por escalonamento de uma tnica

o
funcdo: e/“o! (a freqiiéncia wy é chamada de fundamental). Com isto, observa-se uma ampla
gama de fungdes, pertencentes a .£2, ty < t < tog + T, que pode ser representada por uma
superposicao de versdes escalonadas (com fator de escalonamento k inteiro) de uma mesma

funcdo basica e/“0![40].

Por outro lado, é notavel que esta fungao basica
ed“0t = cos(wot) + 7 sen(wpt) (3.8)

seja uma funcdo senoidal e que esta tnica funcdo seja suficiente para “gerar” todas estas
fungbes pertencentes a .£2, para ty < t < to + T. E interessante ressaltar que a representagio

resultante € periddica, com periodo 7.

'Na equacio 3.6, utilizou-se uma defini¢do alternativa de produto interno, com a inten¢io de simplificar os cdlculos subse-

quentes.
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Considerando agora funcdes pertencentes a -Z2(IR), isto é para t € (—oo,00), é possivel
seguir a mesma linha anteriormente descrita e procurar fungdes que gerem o espaco .Z2(R)
de funcdes ndo periddicas. Para isto, relembra-se que estas func¢oes sdo de energia finita e,
portanto, devem decair para zero em +oo . As fungdes exponenciais {e/*“0t}2  acima
citadas ndo pertencem a .Z?(IR) e portanto nio sio adequadas para gerar o espago. Existe,
no entanto, uma outra classe de fung¢des que possui caracteristicas ideais para uma melhor re-
presentacdo das fungoes pertencentes a .Z2(IR): as wavelets. As wavelets sio fungdes de energia
finita, que possuem um rapido decaimento para zero. Isto as torna potenciais candidatas para

a construcio do espago .Z?(R). Formalmente, uma fung¢io 7 (t), de tempo continuo, define

uma wavelet se:

i. pertence ao espaco de sinais de energia finita, isto é, .#?;

ii. satisfaz 2 condi¢do de admissibilidade: Cy £ ffooo ‘W‘(g‘)‘2d9 < 00, onde ¥(Q) é a trans-

formada de Fourier de ¢(t) e C'y € a constante de admissibilidade de ¥ (t) [41].

Da mesma forma que antes, deseja-se representar as funcoes de .#?(IR), a partir de ver-
sOes de uma unica wavelet, 1)(t). No entanto, o rapido decaimento de 1(t) nao permite que se
trabalhe com fungdes ao longo de toda a reta real. Por isso, é preciso utilizar versoes deslo-
cadas de 1(t), ao longo da reta real. O fator de deslocamento é chamado b. Por outro lado e
semelhantemente ao caso das fung¢des periddicas, faz-se necessaria a representacao das varias
frequiéncias do sinal. Por isso, escalona-se ¢/(t) de um fator a. Obtém-se com isto uma forma
geral para representar uma familia de wavelets
ﬁqb(?), aeR*belR (3.9)

Chama-se a func¢do basica v(t) de wavelet-mde e as funcdes 1), (t) de wavelets-filhas. O

¢a7b(t) -

termo \/1|—| normaliza as wavelets-filhas de tal forma que |94 4(t)||* = ||2(¢)

|2, isto é, de modo

que todas as wavelets de uma mesma familia possuam a mesma energia. E importante ressaltar
17

que a norma utilizada aqui, || f(¢)||* para uma funcdo f(¢), é

sl 2 [ T )y, (3.10)

Para a expansio em séries, no entanto, a base de func¢des tal que é mostrada na equa-
¢do 3.9, com a € R*, b € R, é altamente redundante no que concerne a decomposicdo de
funcdes. De forma a se obter uma representacdo mais eficiente para este tipo de representa-

¢do, a e b sdo discretizados. Neste caso, as wavelets-filhas (que sdo as fungdes de base) ndo sdo
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versoes de uma wavelet-mde transladada nem escalonada continuamente, mas sim em interva-

los discretos. Isto pode ser feito com uma pequena modificacdo na wavelet continua [11]:

— — —J
wa,b(t) = Lw(t_b) = wj,k(t) _ 1 w(t anao

- : (3.11)

em que j e k sdo inteiros, ag > 1 é um parametro de dilatagdo (ou compressao) fixo, by € o

fator de translagao fixo e b depende agora do fator de dilatacio.

Para se fixar o valor dos passos, tem-se:
_ —J ;
a = ay’,a>1,j€Z, (3.12a)
b = kboag?, by > 0,5,k € Z. (3.12b)
Tradicionalmente, adota-se o caso diadico, em que ag e by assumem 0s seus menores
valores inteiros, isto é, ag = 2 e by = 1. E interessante ressaltar a escolha exponencial para as
escalas discretas e a escolha linear para as translag¢oes discretas. Esta escolha serd elucidada
na proxima segao.

Finalmente entao, é possivel definir uma representacao em séries wavelets para uma fungio

f(t) € Z%(R) [40].

Proposi¢ao 3.1 Dada uma familia de wavelets {1; .(t)} que forma uma base de Riesz ortonormal de

Z2(R), isto é,
(mj,ka@bl,m(t» = 045" 5k,m> ja kalam € Z) (313)

em que 3 1 é 0 simbolo de Kronecker, entdo toda fungio f(t) € £*(R) pode ser decomposta (decompo-

sigdo homogénea) como

FO= D0 Y i), (3.14)

k=—o00 j=—o00

em que os coeficientes wavelet sdo dados por
cik = (f(£), ¥5k(1))- (3.15)
3.2 Analise tempo-freqiiéncia

No campo da engenharia, os fendmenos naturais precisam ser transformados em estimulos

compreensiveis, de tal forma que se possa trabalhar com eles e obter resultados desejados.
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Isto é feito através de equipamentos e ferramentas matematicas. Transformados, desta forma,
em sinais mecanicos, elétricos, ou de alguma outra natureza, fen6menos naturais tornam-se
trataveis (ou processaveis).

Neste contexto, existem os sinais temporais, que dao informag¢des sobre a variacdo de
grandezas fisicas com o tempo. Certas caracteristicas destes sinais, no entanto, nao sao 6b-
vias “a olho nu” e o sinal precisa ser observado por outro angulo. Para isto, cientistas e enge-
nheiros fazem uso de transformadas. Transformadas sao operadores que, aplicados a fungoes
matematicas (neste caso representando sinais temporais), permitem revelar caracteristicas in-
visiveis na representa¢ao original destas fungdes. A transformada de Fourier, amplamente co-
nhecida, é, de longe, a ferramenta mais utilizada para tratamento de sinais estacionarios [22].

Por exemplo, uma funcio f(t) € Z%(R) pode ser considerada como um sinal analégico
de energia finita, definido no dominio temporal. A sua transformada de Fourier representara
entdo o seu espectro, definido no dominio freqiiencial [40]. Por defini¢do, a transformada de
Fourier de um sinal f(t) € #?(R), para uma dada freqiiéncia continua 2, é o produto interno
entre f(t) e uma exponencial complexa ¢/, Uma forma de se entender melhor a esséncia
desta mudanca de dominio é, a partir da idéia de produto interno, considerar a transformada
de Fourier de f(t) como a projecio desta sobre um sinal senoidal e/**, de freqiiéncia €, isto
é, a “quantidade” de f(t) concentrada na freqiiéncia 2. Desta forma, a expressdo de andlise

da transformada de Fourier de um sinal f(t) € Z?(R) é definida como

F(Q) £ /_Oo f(t)e 9%z, (3.16)

Conhecendo F(2), é possivel obter f(¢) usando a transformada de Fourier inversa (ex-

pressdo de sintese de f(t)), dada por

[0 = L[ r@ea, (3.17)

27 J_
em que (2 é a freqiiéncia continua do sinal.

Uma outra alternativa para se entender a transformada de Fourier pode ser abordando a
equacido 3.16 como um calculo de uma espécie de correlagio entre o sinal f(¢) e uma fungao
senoidal complexa e/, No entanto, como o suporte de e/** cobre todo o eixo real, F(Q)
depende dos valores de f(¢) em todos os instantes t € R. Isto torna dificil a andlise das
propriedades locais de f(t), a partir de F'(©2). Com efeito, a nogdo temporal se perde e a
expressdo de F(£2) ndo reflete a informagdo sobre a concentra¢io das frequiéncias com o

tempo.
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Como alternativa surge entdo a analise tempo-freqiiéncia, com a transformada de Fou-
rier de curta duragiao (ou transformada “janelada” de Fourier, ou transformada de Gabor),
proposta pelo fisico Dennis Gabor* em 1946 [42]. Neste trabalho, com a ajuda do seu conhe-
cimento em mecanica quantica, Gabor propoe a analise de sinais de audio a partir de “dto-
mos” elementares, que sdo func¢oes de base bem localizadas em tempo e em freqiiéncia [22],
isto é, as fungdes e seus espectros respectivos sao de pequeno valor fora de um intervalo
limitado de tempo e freqiiéncia, dentro do limite permitido pelo principio da incerteza de
Gabor-Heisenberg. De forma simplificada, este principio (que é uma formulagdo do conhe-
cido principio da incerteza de Heisenberg) afirma que “ndo € possivel obter localizagies precisas de
uma fungdo simultaneamente no tempo e na freqiiéncia”. De outra maneira, é possivel dizer que ‘@
energia de uma fungdo e de sua transformada de Fourier ndo podem estar simultaneamente concentra-
das em intervalos arbitrariamente pequenos”. Assim, aplicando argumentos tipicos da mecanica

quantica, Gabor estabeleceu uma relacdo de incerteza do tipo:

At-Af > =, (3.18)

DO =

em que as quantidades At e Af, definidas por Gabor [42], correspondem a duracdo rms do
sinal e a sua banda passante rms, respectivamente. Nesta expressao, a igualdade é atingida
apenas e somente quando o sinal é uma gaussiana. Uma demonstracdo pode ser encontrada
em [11].

Desta forma, introduzindo esta decomposigio atomica de sinais, os importantes resultados

de Gabor estdo na base da andlise tempo-freqiiéncia.

3.2.1 A transformada de Fourier de curta duragdo

Como mencionado acima, a transformada de Fourier de curta duragiao possibilita o cal-
culo da varia¢ao do conteudo freqiiencial de um sinal com o tempo. Formalmente, é possivel
conhecer a densidade de freqiiéncia de um sinal, de uma forma localizada no dominio do
tempo.

Assim, tomando-se uma fungio ¢(t), chamada janela, os “4tomos” de Gabor sio obtidos

realizando-se uma translagdo de g(¢) em tempo e em freqiiéncia:

o, (1) = g(t — to)e? ™" (3.19)

E importante comentar que a energia de g;, o, (t) estd situada na vizinhanga de t, em um

2Prémio Nobel de Fisica de 1971, pela invencdo e aperfeicoamento da holografia.
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intervalo que dependera da fungdo g(t). Por isso, é interessante que esta funcdo tenha boas
propriedades de localizagdo temporal.
Da mesma forma, a energia do espectro de g(t) esta situada na vizinhanga de . Isto

pode ser visualizado através da transformada de Fourier da funcdo, dada por:
Giy,00(Q) = G(Q — Qe (=01, (3.20)

O intervalo dentro do qual serd concentrada a energia de G, o,(€2) dependera da fungdo
escolhida. Entdo, da mesma maneira que acima, boas propriedades de localizacio frequiencial
sao desejadas.

A expressao da transformada de Fourier de curta duragdo é entdo definida pelo produto

interno de uma funcio conhecida f(t) e cada atomo gy, o, (¢):

ZoI0} = Pyl ) 2 [ ()95 0 ()t = / T HWglt - t)e ™ (3.21)

Aplicando o teorema de Parseval-Plancherel [39], é possivel reescrever a expressdo 3.21 da

seguinte forma:

Filto, ) = 5 [ PG, ,(2)d0. (3.22)

0,20
T J—00o

Entdo, como é possivel observar, a transformada de Fourier de curta durac¢do s6 depende
de f(t) e de F(Q2) nas vizinhancas temporal e freqiiencial, respectivamente, onde g:, o, (%) €

Gt.0,(§2) estdo concentradas. Sabe-se que a medida de concentracdo de ¢(t) é dada por oy,

medido pelo desvio padrio de |g(t)|?, e que corresponde a um intervalo de largura o, no qual

lg(t)|? ndo é desprezivel [22]. Analogamente, uma medida do espalhamento de G(f2) é dada

por oq, medido pelo desvio padrio de |G(Q)[2. E entdo possivel reescrever a equagio 3.23.

Tem-se:

. (3.23)

oy 0f >

N~

Por outro lado, as equacdes 3.21 e 3.22 mostram que, se g(¢) possui boas propriedades de
localizagdo no tempo e na frequiéncia, serd da mesma forma para F;(to,$2y) (dai o interesse
por dtomos com estas propriedades).

E entdo possivel decompor o plano tempo-freqiiéncia (a transformada de Fourier de curta
duragio transforma o dominio temporal de uma fun¢do f(t) para um dominio bidimensional,
chamado dominio tempo-freqiiéncia) em “retingulos”, onde sera representado o conteido

frequiencial de um sinal, para dados intervalos de tempo. Esta decomposi¢do é mostrada na
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Figura 3.1. Note-se que a divisao do plano por “retingulos” é apenas uma forma de facilitar
a visualizacdo, desde que estes apenas representam a maior concentracdo de energia e nio
estao precisamente definidos. Uma visualizagao tridimensional mais precisa pode ser vista na

Figura 3.2. Com isto, é possivel observar a razdo pela qual o plano é divido em retangulos.
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Figura 3.1: Decomposigdo do dominio tempo-freqiiéncia (transformada de Fourier de curta duragio).
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Figura 3.2: (a) Densidade de probabilidade gaussiana, (b) Decomposicio do dominio tempo-fregiiéncia, utili-

zando a gaussiana como janela.

Como é possivel ver na Figura 3.1, a medida que o tempo e a frequéncia aumentam, o

tamanho dos retangulos permanece constante. Em outras palavras, a resolu¢iao de tempo-
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frequiéncia permanece a mesma. Isto pode causar certos problemas na andlise: na regido de
altas frequiéncias, a janela contém um numero de ciclos muito maior que nas baixas frequén-
cias. Desta forma, dependendo do sinal analisado (como sinais sismicos, por exemplo), com-
ponentes de altas frequiéncias (terremotos) nao sao bem analisadas, pois estio “diluidas” no
resto do sinal (sinal de base, de baixa frequiéncia), o mesmo problema que ocorre na transfor-
mada de Fourier tradicional. De forma analoga, para freqiéncias muito baixas, ou seja que
variam muito lentamente, a janela nio tem “tempo” suficiente para analisar o sinal.

Para resolver este problema, a solu¢do é analisar o sinal ndo com uma unica resolugao
tempo-frequiéncia, mas com resolugoes diferentes, dependendo da faixa de freqiiéncias anali-
sada. Uma colaboragio entre o fisico teérico Alex Grossmann e o engenheiro geofisico Jean
Morlet resultou na defini¢cdo formal de uma nova transformada que, como a transformada de
Fourier de curta duracdo, permite medir as variacdes temporais das componentes freqiienci-
ais de um sinal, mas com uma resolu¢io tempo-freqiiéncia diferente: a transformada wavelet

continua [16].

3.2.2 A transformada wavelet continua

A semelhanca das transformadas vistas anteriormente, a transformada wavelet continua de
uma fung¢ido f(t) também é obtida calculando o produto interno entre f(t) e outra funcao.
Desta vez, no entanto, a funcao é uma wavelet, 1)(t). De uma forma semelhante a transformada
de Fourier de curta duracio, ¢ (t) sofre deslocamento; aqui, no entanto, ndo se fala mais em
modulagio de ¥ (t) (ou deslocamento na freqiiéncia) e sim em escalonamento: (t) é entido
escalonada por um parametro de escala a e deslocada por um parametro b, resultando em
L

Vlal

E facil reconhecer a equagio 3.9. Da mesma forma, foi introduzida uma constante de norma-

b

Van(t) = ¢(%), aeR* beR. (3.24)

lizagao a wavelet, de tal forma que |[v,5(t)||> = || (¢)]|*>. A expressdo para a transformada

wavelet continua € entdo, para a escala a e na posi¢ao b,

t—0b
a

cwro) = [ (0t = = / T o=, (3.25)

Utilizando o teorema de Parseval-Plancherel, é possivel reescrever a equacido 3.25 da forma

seguinte:

CWT(b,a):% / F@Q)U2 ,(Q)d, (3.26)

— 00
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onde a transformada de Fourier de v, ;(t) pode ser calculada, resultando em
W, p(©) = I /a0 (a2). (327)

Neste ponto, cabe comentar certos aspectos da andlise. O que se tem aqui é uma tnica
funcdo (a wavelet-mde) sendo deslocada e escalonada (obtendo wavelets-filhas). Como é pos-
sivel observar na equacio 3.25, o deslocamento é semelhante ao deslocamento da janela na
transformada de Fourier de curta duracio, isto é, linear. Por outro lado, a wavelet nao é mais
modulada e sim escalonada. O que difere da transformada de Fourier de curta duragio é a
idéia de que um reescalonamento no tempo implica em um reescalonamento na frequiéncia.
Isto resulta em uma janela de largura diferente para faixas de freqtiéncias diferentes.

Por isso, observando as equacdes 3.25 e 3.26, é possivel concluir que a transformada wa-
velet de uma fungio f(t) dependera essencialmente de f(t) e de F(2), apenas nas vizinhangas
onde 9, 5(t) e ¥, 5(£2) estdo respectivamente concentradas.

O plano tempo-frequiéncia é agora decomposto de outra forma. Com efeito, a concentra-
¢do de v, () na freqiiéncia é agora proporcional ao parametro a (uma compressao no tempo
equivale a uma dilata¢do na freqiiéncia). Reciprocamente, a concentragao no tempo € pro-
porcional a 1/a. Assim, é notavel que mesmo que a escala a varie, as dimensdes do retangulo
onde se encontram as informagdes relativas ao sinal, para faixas de frequéncias e periodos
de tempo especificos, permanecem constantes. A Figura 3.3 ilustra a decomposi¢do do plano

tempo-freqiiéncia, utilizando a transforma Wavelet continua.

Q ot/a

ao\

Figura 3.3: Decomposicio do dominio tempo-freqiiéncia (transformada wavelet continua).
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Esta decomposi¢do nao uniforme do plano tempo-freqiiéncia permite a transformada wa-
velet continua analisar faixas de freqiiéncias diferentes de forma adequada: para as baixas
frequiéncias, a resolug¢do da transformada é mais sintonizada, ou seletiva em freqiiéncia. A
janela de tempo também é maior. Para freqtiéncias maiores, a resolucao vai se tornando mais
fina.

Para entender este conceito, é possivel imaginar dois moduladores de freqiiéncia. O pri-
meiro modula sinais em torno de 100Hz e o segundo de 1M Hz. Supondo uma deriva no
oscilador local de 10H z, é facil compreender como esta mudanga na freqiiéncia do oscilador
afeta muito mais o primeiro oscilador que o segundo, sendo para este, uma mudanga relativa
muito menor. O mesmo acontece para analise de sinais. Componentes espectrais de baixa
frequéncia variam lentamente e precisam de janelas de tempo maiores para serem analisadas.
Entretanto, é necessario uma maior seletividade na freqiiéncia. Para faixas espectrais maiores,
que variam rapido, o tempo da janela torna-se menor e a faixa freqiiencial de analise maior.

Contudo, como ja visto na secdo 3.1, as wavelets sio altamente redundantes na sua forma

continua, dentro do contexto da decomposicdo de fungoes.

3.2.3 A transformada wavelet discreta

Tradicionalmente, uma forma de reduzir a redundancia é discretizando-se os parametros
a e b, como visto na se¢ao 3.1. Obtém-se, com isto, a transformada wavelet discreta de tempo
continuo (CTDWT). Do ponto e vista computacional e de implementacio, transformadas
discretas sao mais interessantes que transformadas continuas, pois nio precisam de um nu-
mero infinito de translacdes e escalonamentos. A expressio da CTDWT, de acordo com as

expressoes 3.11 e 3.12, da se¢do 3.1, € entdo:

CTDWT(k,j) / F)Y; (1) / f(®) kf‘j% )dt, (3.28)

/ = ag
em que os valores da CTDWT, para j e k dados, sdo os coeficientes wavelet discretos, j, k € Z.,
ag > 1eby > 0.

No caso em que o sinal f é de tempo discreto, tem-se que as wavelets-filhas serdo definidas

apenas em argumentos inteiros. Desta forma, obtém-se a expressdo da transformada wavelet

discreta de tempo discreto, abreviada por DWT. A sua expressdo é mostrada a seguir:

ad — kbgay?
\/%j > e (3.29)
CLO n=-—oo 0
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em que j,k € Z,a9 > 1eby > 0.

Tomando-se o caso diadico, mais usual, em que ag = 2 e by = 1, obtém-se a construgio
mais simples para a representa¢iao wavelet de um sinal [19]. Como é possivel ver na Figura 3.4,
os coeficientes wavelets passam a formar uma grade reticulada no dominio tempo-freqiiéncia
(Figura 3.4a) ou no dominio tempo-escala (Figura 3.4b). Os pontos do reticulado representam
os diferentes coeficientes dados pelo conjunto Ay, s, = {ag?, kag”bo}, em que j,k € Z. No
caso diddico, tem-se que Ay = {277 k- 277}, em que j,k € Z. A grade é indexada pelos
inteiros j e k, onde j estd associado aos passos no parametro freqiiéncia/escala e k, aos passos

no parametro translagao [41].

Q a
6000OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO é [o] o
O OO0 OO 0O OO O OO0OO0OO0OO0OO0OOo o (o] o (o]
o o o (o] o o o o (o] o o o o o o o
o (o] o (o] O 00O O 0O O OO O OO0OO0OOoOO0OO0OOo
o (o] 0000000000000 0000O0000000O0000000
(a) t (b) t

Figura 3.4: Reticulado diddico (a) tempo-freqiiéncia, (b) tempo-escala.

A partir da expressdao da transformada wavelet discreta e do mapeamento da Figura 3.4,
pode-se observar que a medida que a escala aumenta, isto é, que a freqiiéncia diminui, a
quantidade de coeficientes wavelet para representar o sinal naquela escala é reduzida a me-
tade em relacdo a escala anterior. Com isso pode-se afirmar que a medida que o parametro
escala aumenta, o intervalo de amostragem aumenta por um fator de 2. Conseqiientemente,
a freqiiéncia com que o sinal é amostrado diminui a metade, em relagcao a que foi utilizada
na escala anterior [41]. Isto acontece naturalmente, pois o fator de escalonamento, de uma
escala para outra, € igual a 2.

Esta representacdo é semelhante a representacdo pela transformada wavelet continua, na
qual o plano tempo-freqiiéncia é dividido de forma nio uniforme. Neste caso, no entanto,

obtém-se uma representa¢do mais eficiente do sinal, pois apenas alguns valores, tomados na
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representagao continua e redundante do plano tempo-freqiiéncia, sdo suficientes para repre-
sentar perfeitamente o sinal original. Estes pontos formam um reticulado e estao localizados

de acordo com o mostrado na Figura 3.4.

3.3 Algumas wavelets

Nesta se¢do, serao rapidamente comentadas algumas funcoes que podem ser escolhidas
como wavelets-mde. Em alguns casos, a apresentagao envolve a fun¢ido escala, relacionada
com a wavelet; detalhes sobre esta funcdo serdo apresentados mais tarde neste texto. Esta
fungdo escala é por vezes referida como wavelet-par [11].

Antes de comegar a descri¢io das wavelets propriamente ditas, no entanto, cabe definir

alguns termos de uso corrente.

Definicao 3.2 (suporte) O suporte de uma fungio f € o menor conjunto fechado 8 de argumentos de

[ fora do qual f € identicamente igual a zero [43].

Coroldrio 3.1 (suporte compacto) A fungdo f possui suporte compacto se o conjunto 8 € limitado e

fechado [44].

Definicao 3.3 (suporte efetivo) O suporte efetivo de uma fungio é definido como o menor intervalo

dentro do qual estd concentrada 90w da energia da fungdo.

3.3.1 Wavelet de Haar

A wavelet de Haar é o exemplo mais simples e mais antigo de wavelet. Ela possui suporte

compacto e é definida como a seguir

1, 0<t<3
va(t) 24 —1, L<t<i (3.30)
0, c.C

A wavelet de Haar pode ser utilizada como base para a representacdo de sinais com des-
continuidades, tais como imagens contendo fronteiras pronunciadas (mudangas abruptas de
luminancia); nestes casos, a analise e sintese de Fourier ndo sao muito apropriadas para aco-
modar os termos de alta frequéncias, os quais ndo tém efeitos localizados nesta andlise [11].

A wavelet é ilustrada na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Wavelet de Haar.

Wavelet Chapéu Mexicano

A wavelet “chapéu mexicano”, ou wavelet “sombrero” (ver Figura 3.6), é definida como a
segunda derivada da densidade de probabilidade gaussiana p(t) = \/%e%tg. Desta forma, esta
wavelet tem uma expressio analitica tal que 1,,c,(t) = c- p’(t), onde a constante ¢ normaliza
a wavelet, de tal maneira que ||1,,¢.(t)||> = 1. Entio,

A 1 2 9\ =t
Vmea(t) = - p"'(t) = m‘(l—t )e

2

[—5,5]. Ela é ilustrada na Figura 3.6.

(3.31)

A wavelet “sombrero” nao possui suporte compacto, seu suporte efetivo sendo o intervalo

Woe®

Figura 3.6: Wavelet Sombrero.

52



3.3.3 Wavelets de Daubechies

As wavelets de Daubechies de ordem N, Tl}g\&b(t) = dbN, possuem caracteristicas interes-

santes por serem ortogonais, de suporte compacto e diferencidveis. E interessante destacar
que até 1987, na teoria de wavelets nao se tinha conhecimento de uma familia de wavelets com
tais caracteristicas [45]. As wavelets de Meyer e de Battle-Lemarié sdo ortogonais, porém nio
possuem suporte compacto; por outro lado, as wavelets de Haar sao ortogonais e de suporte
compacto, mas nao sio diferenciaveis.

Como é possivel se inferir da Figura 3.7, a regularidade das wavelets aumenta com N, a

custo de um intervalo maior para o suporte. Este suporte é o intervalo [1 — N, N] [19].

db1 db2 db3 db4 dbs dbé
2 2 2 2 2
1
0 1 0 0 0 0 fd\f\/\—— 0 ﬂ/\/\/\/;
-1
-2 -2 -2 -2 -2
o o5 1 0 1 2 3 ‘0 5 0 5 0 5 0o 5 10
t t t t t t
db7 dbs db9 db10 dbi1 db12
2 1 1 1 1 1
0 ‘«/\/\% 0 0 0 0 I 0
-2 -1 -1 = = -1
0o 5 10 0 5 10 15 0 10 0 10 o 10 20 0 10 20

Figura 3.7: Wavelets de Daubechies de ordem N (dbN), N = 1,2, ...,12.

Note-se como a wavelet dbl é igual a wavelet de Haar. Também vale a pena ressaltar que
as wavelets de Daubechies ndo possuem expressao analitica, como quase todas as wavelets de
suporte compacto (com a exce¢ao da wavelet de Haar e a wavelet Beta [46]). Elas sdo geradas

a partir de um algoritmo iterativo, o algoritmo em cascada [10].

3.3.4 Wavelet complexa de Shannon

A wavelet complexa de Shannon possui um espectro real, descrito por uma funcdo porta.

Ela possui expressdo analitica, dada a seguir:

Ushan(t) £ \/ fo - sinc(fyt) - €7, (3.32)
em que o pardmetro fj ajusta a largura de banda utilizada pela wavelet e o parametro f,

determina a freqiiéncia central. A funcdo sinc(¢) na equacao 3.32 é definida como

sen(mt) (3-33)

sinc(t) = "
T
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A Figura 3.8 ilustra esta wavelet.
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Figura 3.8: Wavelet complexa de Shannon (partes real e imagindria), f. = 1, f, = 1,5.

3.3.5 Wavelet complexa de Morlet

As wavelets de Morlet foram introduzidas em 1984 [11] e tinham por finalidade a analise

de sinais geofisicos. Possuem expressio analitica complexa, dada por

1 2
Yaror(t) = Ne eIPmlel e R, (3.34)

em que o parametro fj ajusta a largura de banda utilizada pela wavelet e o parametro f. deter-
mina a frequiéncia central. Curiosamente, estas wavelets nio sao wavelets no sentido rigoroso,
pois o valor da sua integral ao longo do eixo real ndo é zero. No entanto, para valores de f.
suficientemente grandes, o valor da integral é desprezivel e pode ser considerado igual a zero.

A expressdo exata para a wavelet de Morlet é
blu) = Cedo0m (e /2 — Vae0/ie ), (3.35)

em que C' e wy sdo constantes [47].
A wavelet complexa de Morlet ndo possui suporte compacto e sua envoltdria € gaussiana,

sua principal caracteristica. Ela € ilustrada na Figura 3.9.
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Figura 3.9: Wavelet complexa de Morlet (partes real e imagindria), f. =1, fy = 1, 5.

3.3.6 Wavelets gaussianas

As wavelets gaussianas de ordem n, 1/15%55 (t), sdo as derivadas de ordem n da densidade de
probabilidade gaussiana, multiplicadas por um fator de normalizacio. As wavelets gaussianas
ndo possuem suporte compacto (suporte efetivo no intervalo dentro do [—5,5]) e ndo sdo

ortogonais. Na Figura 3.10, alguns exemplos de wavelets gaussianas. Um caso particular, ja

citado, é a wavelet sombrero.

() (b)
1 1
05 05
::’(I) 8|/1
zg © sg °
> >
-05 -05
-1 -1
-5 0 5 -5 5
t t
(c) (d)
1 1.5
05 !
> S 05
2 %
gg ©° as
= > 0
05 -05
-1 -1
-5 0 5 -5 5
t t

Figura 3.10: Wavelets gaussianas de ordem (a) n =1, (b)) n=3, () n=>5e(d) n =8
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Além das familias de wavelets comentadas anteriormente, existe uma quantidade enorme de
tipos de wavelets, como wavelets generalizadas de Shannon, wavelet de Meyer, wavelets lineares
por partes, wavelet complexa de Chaaris, Coiflets e Symmlets, wavelet de Battle-Lemarié ou
wavelets B-Splines. Existem também wavelets bidimensionais. Uma descri¢ao mais detalhada

destas wavelets pode ser encontrada em [11].
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CAPITULO

ANALISE MULTIRRESOLUCAO

Ou finit le télescope, le microscope commence.

Lequel des deux a la vue la plus grande?

— Victor Hugo

conceito de resolucio, no sentido do entendimento dos efeitos de mudanga de escala,

tem se revelado uma ferramenta fundamental na interpretacdo das wavelets, tanto
do ponto de vista matemdtico como pratico. As wavelets permitem construir bases de Riesz
do espaco de sinais de quadrado integravel .#?(IR). Uma construcido elegante e interessante
para implementagao é a andlise multirresolucio (AMR), introduzida por Stéphane Mallat’ em
1989 [18].

A AMR permite construir bases completas no espaco .Z?(R), de forma recursiva, a partir
de uma unica fun¢ido: a funcdo escala ou a wavelet-mde. Desta forma, é possivel observar
como esta formulagio é util na representagao de fungdes. Com efeito, a operagao bdsica
da AMR ¢é a decomposi¢ao de um dado sinal, f(¢), em duas partes: aproximagao e detalhe.
A aproximacgdo é obtida realizando-se a projecdo de f(t) sobre versdes deslocadas de uma
funcdo de “baixa frequiéncia”, chamada fung¢io escala®. Esta projecdo realiza uma filtragem

passa-baixa, que s armazena as variacoes lentas do sinal. De forma analoga, os detalhes de

'Stéphane G. Mallat (1962-). Engenheiro francés, professor da Ecole Polytechnique, Franca.
2Alguns autores adotam a nomenclatura wavelet-pai para se contrapor a wavelet-mde.



f(t) sdo obtidos realizando-se a sua proje¢dao sobre uma funcdo de alta frequéncia, a wavelet.
Esta projegio realiza uma filtragem passa-alta, que armazena as altas freqiiéncias, isto é, as
variagOes rapidas do sinal.

Se desejado, o sinal de aproximagao é em seguida decomposto novamente na sua aproxi-
macao e nos seus detalhes. E assim por diante. Os detalhes, nas diferentes escalas, fornecem
as componentes de f(¢) em diferentes resolu¢des. Dai, a denominagio de analise multirre-
solug¢do. Estas diferentes operacdes levam a um preenchimento sucessivo do plano tempo-
freqiiéncia. E possivel interpretar a AMR como um microscopio matemdtico, que permite a
visualizacdo do sinal com diferentes graus de resolucio.

Estas operacoes sao contudo reversiveis, isto €, o sinal pode ser reconstruido a partir
da aproximagao e dos detalhes, se algumas restricoes matemdticas forem impostas. A re-
construgdo € possivel a partir dos coeficientes de detalhe nas diferentes escalas e da dltima
aproximagao.

Outro aspecto de interesse na AMR ¢ a flexibilidade com a qual se pode trabalhar, gragas
ao fato de que estas miltiplas bases em .#?(IR) podem ser colocadas em concorréncia para
determinar a base mais adequada a um sinal ou a um processamento dado. Esta comparacao
permite, entao, a realizacdo de diferentes processamentos na tentativa de otimizar efeito como,
por exemplo, redugdo de ruido ou detec¢ao de transitorios.

Este capitulo descrevera os rudimentos da AMR, tratando de proporcionar um entendi-
mento intuitivo do desenvolvimento destas idéias, assim como um tratamento matematico um
pouco mais rigoroso. O capitulo é entao dividido em trés se¢des. Na primeira, sio mostrados
aspectos matemadticos da AMR; nela, sdo introduzidos os espacos de sinal, a fung¢do escala
e o conceito de constru¢do de wavelets. Na segunda se¢do, sdo apresentados os bancos de
filtros e € mostrado o algoritmo de Mallat, que pode ser visto como um método piramidal de
Laplace, muito ttil e elegante na implementa¢ao da AMR. Na terceira se¢do, finalmente, sao

mostrados alguns exemplos e aplicacoes da AMR.

4.I Aspectos matematicos preliminares

Nesta se¢do, sdo tratados os espagos de fungies, que por serem espagos vetoriais (de dimen-
sdo infinita), sdo gerados por bases. Estas bases sdo formadas por funcdes. E também definido

o produto interno de fungdes, de forma semelhante ao capitulo 3. Aqui, o produto interno entre
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duas fungdes, f(t) e g(t), é definido como

s0) 2 [ " Fg(y. (4.1)

O produto interno também induz uma norma, igual a equagio 3.10, isto é,

IO = (f(2), (1)) = /_OO F@)F @) dt. (4.2)

Finalmente, duas fun¢oes de norma diferente de zero sao ditas serem ortogonais se o seu
produto interno € igual a zero.

O espago de funcoes de interesse é o espago das fungdes de quadrado integravel, .Z%(R).

4.1.1 A fungdo escala e espagos de aproximagdo

O principio fundamental da AMR é a decomposi¢do formal de sinais em escalas. Dito
de outra forma, a AMR pode ser vista como uma representacdo aproximada de sinais em
diferentes resolugdes. Rigorosamente, o sinal serd analisado, para cada resolucdo, dentro de
espacos de fungoes diferentes. Sdo assim geradas aproximagoes sucessivas, cada vez mais
proximas do sinal original, a medida que o espaco de fung¢oes utilizado para a representagao
se torna mais sofisticado. Estes espagos de funcdes sdo referidos como espagos de aproximagao.

Para poder utilizar a idéia de multirresolu¢do, é preciso primeiramente definir a fungio
escala’. Seja entio uma funcdo escala ¢(t) e um conjunto de versdes deslocadas de ¢(t), tais

que

er(t) =p(t—k), keZ, o(t)c L*R). (4-3)

As fungdes mostradas acima geram um subespaco fechado de #?(R), chamado de V.
Desta forma, o conjunto de fun¢des {¢x(t)}, k € Z, é uma base de Vy; é entdo possivel
representar todo f(t) € Vo da forma

“+oo “+o0

&)= apr(t) = > arp(t—k). (4-4)

k=—00 k=—00
Com isto, é possivel observar como se pode representar uma dada classe de sinais, perten-

cente a algum subespago de .#?(IR). Uma defini¢cdo formal de ¢(t) é enunciada abaixo.

3Esta fun¢do possui um papel fundamental na AMR, pois ela define univocamente a multirresolug¢do que ela gera.
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Definicao 4.1 (fungao escala) Seja uma fungio ¢(t), de norma limitada, pertencente ao subespago

Vo € ZL%(R). Se o conjunto das suas versoes deslocadas
pr(t) =t —k) keZ
forma uma base de 'V, entdo p(t) é chamada de fungdo escala.

E possivel englobar uma quantidade maior de sinais, aumentando o “tamanho” do subes-
paco. Uma forma de se fazer isto é comprimindo as funcdes escala do subespago ja conhecido.
Escolhendo um fator de escala igual a 2/ e mantendo constante a norma das funcdes, obtém-se

um conjunto de funcdes tais que
pik(t) =202t — k), j.keZ. (4.5)

O conjunto de fungdes {¢; 1(t)}, para j dado e k € Z, geram o subespaco de fungoes V.
Assim, para todo f(t) € V;, para um dado j, é possivel escrever

“+o0

FO) =Y app(2t — k). (4.6)

k=—oc0
Para j > 0, estas funcdes geram subespacos de .#?(IR) maiores que V, e, portanto, permi-
tem representar uma classe de fun¢des mais abrangente. Isto pode ser entendido pelo fato de
que, para j > 0, ¢, (t) € mais estreita e avanga a passos menores, devido aos deslocamentos;
isto permite que as fun¢des de base representem varia¢oes mais rapidas dentro dos sinais, mais
precisamente. De forma analoga, para j < 0, os subespacos gerados estdo incluidos em Vj e
representam fungdes menos sofisticadas [10].
Estes conceitos proporcionam uma idéia intuitiva destes subespacos de funcoes e de como
as suas bases geradoras sio capazes de representar e aproximar sinais. E importante entender

a maneira como os subespagos estao organizados. Como foi mencionado, tem-se que
Vi CVin VjeZ, (4.7)
ou,
e CV o CV_1CVoC VI CV,CV3C - (4.8)
Pode entdo ser observado que, no limite,

V—oo = {0}7 (493)
Voo = ZL%R). (4.9b)



A Figura 4.1 ilustra de forma simples a organizacdo dos subespacos de aproximagdo. A
partir das equagdes 4.9, torna-se entdo ficil de entender: a medida que j tende ao infinito
positivo, o subespago gerado tende a .#?(IR) e 4 medida que j tende ao infinito negativo, o
subespaco gerado tende a 0. Assim, a unica fun¢do que pode ser bem representada em todos
os subespacos é a fun¢ao nula.

/Vg D/VQ D/V1 D y(J

Figura 4.1: Espagos vetoriais gerados por fungoes escala. Observe-se o “aninbamento” dos espagos de aproximagdo.

Existem, no entanto, uma série de espagos “aninhados” que satisfazem as equagoes 4.9a e
4.9b, como na Figura 4.1, que nada tém a ver com multirresolu¢do. O aspecto fundamental

da multirresolucdo decorre da condi¢ao de escalonamento:
f(t) S Vj - f(Qt) S VjJrl, (4.10)

que diz que os elementos de um espaco de fung¢des sdo versdes escalonadas dos elementos do

espaco vizinho. E também possivel escrever a equacio 4.10 da seguinte forma:
f)eVv; & f(277t) € V. (4.11)

Isto é, todos os subespagos sdo versoes escalonadas do espago central V [19].
Desta forma, a partir das informacdes acima, é possivel enunciar uma definicao formal da

AMR [48].

Definicao 4.2 (Andlise multirresolucio) Uma andlise multirresolucio em £*(R) consiste em uma

seqiiéncia de subespagos fechados V, j € Z, de £*(R), satisfazendo as seguintes propriedades:
i Vj C Vj_|_1, \V/],
. Vf(t)e L*(R)ej €Z, f(t) eV, < f(2t) € Vjtu;
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ii. (Vjez Vi = {0k
iv. Ujez Vi = Z*(R), onde a barra superior indica fechamento (unido incluindo as fronteira);

v. existe uma fungdo p(t) € Vo, tal que o conjunto {p(t —k); k € Z} é uma base de V. Esta fungdo,

(), € a fungdo escala.

Vale a pena comentar que, na realidade, estas condi¢des sdo, de certa forma, redundantes.
Com efeito, pode ser demonstrado [19] que a propriedade (i7i.) é uma conseqiiéncia das
condigdes (i.), (7i.) e (v.) e poderia ser suprimida.

De acordo com a Figura 4.1, é facilmente observavel que, se ¢(t) € Vo, entdo p(t) € V.
Mas, como visto acima, o espaco de aproximagdo V; é gerado pelo conjunto de fung¢des
{o1x(t)}, em que k € Z e p; x(t) = 27/2p(27t — k). Logo, ¢(t) pode ser representada como
uma soma de versdes deslocadas e escalonadas dela mesma. Entio, existe uma seqiiéncia g[n/,
tal que

400

p(t)= > gln]v2p(2t —n), (4.12)

n=—oo

_|_

em que os valores de g[n] sdo tais que Y2 __|g[n]|?

< +00. Os coeficientes de g[n| formam
uma seqiiéncia de nimeros reais ou complexos e sdo chamados de coeficientes do filtro de escala
ou de vetor de escalonamento [11].

A equacdo 4.12 € a equacdo principal da AMR e é fundamental para a teoria das funcdes
de escalonamento. Ela é referida por varios nomes, que descrevem diferentes interpretacoes

e pontos de vista. E chamada de equagio de refinamento, equagio de dilatacio ou equacio da

AMR [10].

4.1.2  Os espagos de detalbes e a construgdo de wavelets

Existe uma outra forma de representar sinais de .#?(R), que consiste em utilizar como
base um conjunto de funcdes que gera o espago de funcdes resultante da diferenca entre dois
espagos de aproximagdo vizinhos, V; e V;41, e ndo o conjunto de fungdes escala dentro dos
subespagos de funcoes V;. O espago gerado é denotado por W; e é chamado de espago wavelet
ou espago de detalbes.

Esta maneira de decompor sinais de .#?(IR) foi proposta por Mallat em 1989 [18]. Segundo
Mallat, esta decomposi¢ao define uma representagao multirresolu¢ao completa e ortogonal,

chamada de representagio wavelet. De fato, as fungdes que geram estes espacos sio wavelets,
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denotadas 1; 1 (t), discutidas no capitulo 3. Esta representagao pode ser utilizada, ndo apenas
para representar sinais, mas também para a construcdo de bases de wavelets ortogonais4.
De forma rigorosa, um espaco de detalhes, W;, é definido como sendo o complemento

ortogonal de V; em V; [48]. Tem-se entdo,
Vipn=V;&W;,VjeZ, (4.13)

em que & denota a ortogonalidade das fung¢des pertencentes aos respectivos subespacos V; e
W;. O conjunto de wavelets {1; (t)}, para um dado j e k € Z, ¢ uma base de W;. De fato, ¢
possivel mostrar [48] que, para cada j € Z, existe uma base ortonormal de wavelets {1, 1.(t)},
k € Z, do subespaco W;. Além disto, para os subespacos de detalhes, também aparecem a

condi¢ao de escalonamento e de invariancia ao deslocamento,

gty eW; & g(277t) € Wy, (4.14)

gty ewW; & g(t—k)eW,,VkeZ. (4.15)

Por outro lado, a diferenca dos espacos de aproximagido, que sdo aninhados, os espagos
de detalhes sdo essencialmente disjuntos. A Figura 4.2 ilustra de forma simples a organizagio
dos subespacos de funcoes wavelet.

Wo LWy LWy LV /V3 D/Vg D/Vl D /Vo

Figura 4.2: Subespagos de fungies wavelet. Note-se a ortogonalidade entre os subespagos.

Na figura, é possivel observar a ortogonalidade entre as funcdes de cada espaco. Isto
significa que wavelets que se encontram em subespacos diferentes sio ortogonais; ou, de acordo

com a equagao 4.1,

aa®) b (®) = [ (O (Dt =0, (4.16)

4Este método permite construir a maioria das wavelets ortogonais.
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para j # l e j,k,l,m € Z. Na realidade, o resultado acima implica, com ja foi dito, que
wavelets em diferentes escalas sejam ortogonais. Isto nao significa, no entanto, que duas wa-
velets na mesma escala o sejam. Desta forma, duas wavelets ortogonais em escalas diferentes,
mas ndo na mesma escala, sao chamadas de semi-ortogonais. Wavelets ortogonais, por sua vez,
possuem um grande interesse, pois constituem uma base ortonormal do seu espago de sinais,
o que facilita a inversdo de transformacdes realizadas dentro deste espaco.

O resultado acima também vale para fungGes escalas e wavelets, para valores adequados

dos indices. Assim,

(paa®) im0 = | " oin Oyt = 0, (4.17)

em que j,k,m € Z.

Por outro lado, tendo em mente a equacdes 4.8 e 4.13, pode-se escrever
Vi =V ® Wy. (4.18)
Como, da mesma forma, Vo = V; & Wy, tem-se
Vo =Vo & Wy @ W. (4.19)
Por indugio, chega-se a forma geral
LXR)=Voa W W1 @ - (4.20)

Note-se que foi utilizado o indice j = 0, como espaco inicial de aproximacdes. E possivel,
no entanto, utilizar qualquer indice inicial, podendo eliminar qualquer espaco de aproximacgaio

e obtendo a a expressdo
L*R)=- OW 20W_1 Wy dW; @Wo @ - - - (4.21)

De um ponto de vista pratico, foi visto que o espago V; representa uma aproximacao de
um sinal f(t) € Z?(R). Esta aproximagdo pode ser melhor ou pior, dependendo do valor
de j. Se o mesmo f(t) for representado no espago V;41, a aproximacdo sera melhor. Desta
forma, com o auxilio da equagao 4.13, fica claro que o espaco W; representa os detalhes de
f(t), que aparecem em V;,; e ndo em V; 3.

Do seu lado, as wavelets que geram os respectivos espacos W; podem ser representadas

por uma soma de versdes deslocadas e escalonadas da funcio escala, ¢(t), que gera o espaco

5Dai, o nome espagos de detalbes.
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de aproximacio inicial. Com efeito, a Figura 4.2 mostra claramente que, se 1(t) € Wy, entdo
Y(t) € V1. Mas, como visto acima, o espago de aproximagdo V; é gerado pelo conjunto de
fungdes {1 x(t)}, em que k € Z e p; 1 (t) = 27/2¢p(27t — k). Entdo, existe uma seqiiéncia h[n],
tal que
+oo
> hn]v2e(2t — n), (4.22)
n=—oo

em que os valores de h(n) sdo tais que |h[n]|? < 4o0o. Além disto, as restricoes

n—=—oo

impostas, por defini¢ao, aos espacos de detalhes e a sua ortogonalidade com os espacos de

aproximagao resultam em uma relacio entre os coeficientes de g[n] e h[n], tal que
hin] = (=1)"g[1 — n]. (4.23)

Uma demonstracdo deste resultado pode ser encontrado em [10]. A wavelet gerada é cha-
mada de wavelet-maie; as wavelets-filhas, 1; . (t) = 29/%)(27t — k), sdo construidas a partir de
escalonamentos e deslocamentos da v (¢).

E entio possivel, de forma semelhante a se¢do anterior, representar um sinal f(t) € Z?(R)
em funcdo dos conjuntos respectivos de fungoes escala e wavelets. Assim, de acordo com a
equagdo 4.20, os conjuntos de fungdes {yo x(t)} e {¢; (1)}, 4,k € Z, j > 0, podem gerar

todo o espaco de funcdes de quadrado integravel®. Assim, é possivel escrever

+o00 +o0o 400
6= D" colklpor(t) +> . D dlkly(t). (4.24)
k=—o0 7=0 k=—cc

A equagdo acima mostra a separacao do sinal em aproximacao e detalhes. A convergéncia
se da em média quadritica, como ocorre na representacdo em série de Fourier. A primeira
parte da equacdo resulta no sinal aproximado, ou uma versao de baixa resolucdo deste. A
segunda parte, para cada j, da os detalhes do sinal no espago de detalhes respectivo. A soma
de todas as partes reconstroi o sinal original.

Os coeficientes ¢;[k] e d;[k] sao chamados de transformada wavelet discreta (DWT7). Os coe-
ficientes c;[k] sdo os coeficientes de aproximacao e os coeficientes d;[k] sdo os coeficientes de
detalhes, em um nivel j. Se o sistema wavelet é ortogonal, é possivel calcular os coeficientes a
partir do produto interno, a semelhanca do célculo dos coeficientes na série de Fourier. Exis-
tem algoritmos computacionalmente eficientes para o cdlculo destes coeficientes. Na proxima

secao, um destes algoritmos € ilustrado.

®Para facilitar o entendimento, foi utilizado como espago de aproximagio inicial Vo; poderia, no entanto, ser utilizado
qualquer V;.
7Do inglés, Discrete Wavelet Transform.
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4.2 O algoritmo piramidal e bancos de filtros

Em diversas aplicacdes, ndo ha necessidade de se trabalhar diretamente com funcoes escala
ou wavelets para se fazer a AMR de um sinal. E possivel utilizar unicamente os coeficientes
de g[n] e h[n], das equacdes 4.12 € 4.22%, e os coeficientes ¢;[k] e d;[k]. Eles podem ser vistos
como filtros e sinais de tempo discreto, respectivamente. De fato, a AMR estd intimamente re-
lacionada com o algoritmo piramidal usado na decomposicao e reconstrucao de wavelets [23],
com o qual é possivel obter os coeficientes da DWT de um sinal. Este algoritmo possui um

papel importante, pois realiza uma AMR de maneira rapida, eficiente e elegante.

4.2.1 O algoritmo piramidal de Laplace

Para se entender o principio do algoritmo, considere-se, por exemplo, a decomposi¢ao
por multirresolugdo de um sinal f(t) € Z%(R). Seja entdo o sinal f;(t) € V; a melhor
aproximagao de f(t), dentro de um subespago de aproximagio V;, para um dado J € Z.
Dado que este sinal pertence a 'V, foi visto anteriomente como é possivel representd-lo como
uma soma de versoes deslocadas e escalonadas da funcdo escala que define a AMR de f(t).

Tem-se

+oo

fr@) = > cslklesr(®). (4.25)

k=—o00
Tendo em mente a equacdo 4.13, € possivel escrever V; = V;_1 & W;_1 e este sinal pode ser

representado como

fr(t) = fr-1(t) + gs-1(2), (4.26)

em que o sinal f;_1(t) € V;_; representa a aproximacdo de f(¢) no subespago de aproxima-
¢do V;_1 e gj_1(t) representa os detalhes do sinal no subespaco de detalhes W _;.

E possivel repetir o procedimento anterior para esta nova aproximacao, resultando em
fa(@) = [fr=2(t) + g7—2()] + g7-1(1), (4.27)

em que fr_o(t) € V2, gr—2(t) € Wy_2 e gj_1(t) € Wy_1.

Iterando o processo, obtém-se

J—1
fJ(t) - fjo (t) + Z gj(t), (4.28)

J=Jo

8Estes coeficientes definem univocamente a AMR realizada.
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em que f;,(t) € V;, e g;(t) € W;. O valor de jy é escolhido de forma que fj, (¢) tenha energia
suficientemente pequena com relacdo a energia total do sinal original [11].
A partir da decomposigao dos sinais fj,(t) e g;(t) nos respectivos subespacos V;, e W;, é

possivel reescrever a equacao 4.28. Tem-se desta forma

+00 +oo J-1
Fr@) = 7 cilklejr®) + Y D djlkla(t), (4.29)
k=—o00 k=—o00 j=jo

em que o primeiro somatorio corresponde a aproximagdo de f(¢) no subespaco de aproxi-
macao V;, e o segundo somatério corresponde aos diversos niveis de detalhe, nos subespacos
de detalhe W;. Note-se que a equagdo 4.29 ¢ uma generalizacdo da equacdo §.1, apenas
mudando o espaco de aproximacao inicial.

A partir da informacgdo acima, é entdo possivel formar uma idéia do principio de funciona-
mento do algoritmo: primeiramente, € realizada uma decomposi¢io, a partir de uma funcdo
inicial, resultando em aproximacio e detalhe; a nova aproximacgio é entio decomposta, re-
sultando novamente em aproximacao e detalhe. E assim por diante, até um nivel limite, no
qual a quantidade de niveis de resolucio seja suficiente para uma dada aplicacao. Em outras
palavras, novas fung¢des sao obtidas a partir de funcoes conhecidas, através de decomposicoes
sucessivas.

Na pratica, utiliza-se apenas os coeficientes c;[k], para representar uma aproximagio de
um dado sinal f(t) € Z?(R). Considerando um sistema ortogonal, estes coeficientes sdo
obtidos a partir do produto interno entre o sinal f(¢) e a respectiva fun¢do de base ¢ (),
J,k € Z, J conhecido. Por outro lado, para um valor de J suficientemente elevado, as fun¢des
escala que geram o subespaco de aproximacdo funcionam como “deltas de Dirac”. Assim,
o produto interno funciona apenas como uma amostragem do sinal e os coeficientes c;[k]
aproximam os valores do sinal em instantes de tempo definidos. O algoritmo piramidal é
entdo aplicado diretamente as seqiiéncias de coeficientes, obtendo-se assim a DWT do sinal.

A Figura 4.3 ilustra como a decomposic¢ao do sinal pode ser expressa.
d J—1 d J—2 dJ—3 d]O

/////

C;-—»Cj—+—» Cj2—» Cj_3—»---—»Cj

Figura 4.3: Decomposigio de f(t) pelo algoritmo piramidal. Note-se como os coeficientes sdo obtidos a partir dos

coeficientes de aproximagdo iniciais.
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De uma forma exatamente inversa, é possivel reconstruir o sinal original a partir dos
coeficientes de aproximacaio e detalhes. A Figura 4.4 mostra como a recomposi¢io do sinal

pode ser expressa.
djo Ce 3 9 1

Cijiy—»:--—»Cj3—>»Cj 29—»Cj_|—>»CjJ

d;_ d;_ d;

Figura 4.4: Recomposi¢io de f(t) pelo algoritmo piramidal. Note-se como os coeficientes de aproximagdo sdo
obtidos a partir dos coeficientes (de aproximagdo, na mais baixa resolugdo, e de detalbes, nos diversos niveis de

resolugdo) da decomposicdo .

E interessante ressaltar a baixa complexidade computacional do algoritmo piramidal.
Com efeito, é possivel calcular a DWT de um sinal de comprimento N com apenas O(N)
multiplicagdes. Do seu lado, o célculo da DFT do mesmo sinal exige O(N?) multiplicacdes,
se calculado diretamente pela expressio da DFT, ou O(NlogN) se calculada através de um

algoritmo rapido (FFT) [38].

4.2.2 Bancos de filtros

Uma forma de visualizar a implementacdo pratica do algoritmo piramidal para a AMR de
um sinal é uma abordagem via bancos de filtros. Um banco de filtros é um sistema composto
de diversos filtros e de operadores de retardo, subamostragem (ou dizimacdo) e sobreamos-
tragem [48]. O processo de filtragem de um sinal de tempo discreto por um filtro linear e
invariante no tempo consiste no cdlculo da convolugio entre o sinal e a resposta ao impulso

do filtro. A expressao da convolucio é dada por

+o0
yln) = zln] xh[n] = ) wlklhln k], (4:30)

k=—o00

em que z[n], h[n] e y[n] sdo a entrada, a resposta ao impulso do filtro e a saida do sistema,
respectivamente.

O processo de subamostragem realiza a operagao matematica mostrada abaixo:
y[n] = x[Nn], N € N*. (4.31)
Por sua vez, o processo de sobreamostragem resulta em uma saida dada por:

xz[n/N], n=0,N,2N,...
yln] = (4.32)
0, c.cC.
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Simbolicamente, os blocos que representam a sub e a sobreamostragem sio mostrados na

o[n] H@H [2n] 2[n] H@H [n/2]
(a) (b)

Figura 4.5: Diagramas dos blocos de (a) subamostragem e (b) sobreamostragem. Note-se que, na letra (b), a

Figura 4.5°.

1gualdade sd vale para valores pares de n.

Uma explicagdo sucinta sobre cada bloco pode ser encontrada em [10]. Em [38], é possivel
encontrar um desenvolvimento detalhado e aprofundado de cada um dos blocos que compoe
o banco.

Por outro lado, a partir das equagdes 4.12 € 4.22, tendo em mente a expressao para apro-

ximar uma fun¢do f(t) dentro de um subespaco de aproximacao V1, é possivel mostrar

que [10]
+oo
cilkl = Y cja[mlglm — 2k (4.33)
e que
+oo
di[k] = D ¢jralm]h[m — 2k]. (4.34)

A andlise da equacdo 4.33 mostra que o sinal de saida ¢;[k] é o resultado da convolugao
entre o sinal de tempo discreto ¢;j41[n] e o filtro cuja resposta ao impulso é dada por g[—n]. De
forma analoga, a equacao 4.34 mostra que o sinal de saida d;[n] resulta da convolugdo entre o
sinal de tempo discreto ¢;41[k] e o filtro cuja resposta ao impulso ¢ dada por h[—n]. Em outras
palavras, os coeficientes em uma dada escala j sio filtrados e resultam, apds dizimagao, nos
coeficientes da escala seguinte, de menor resolucio. E possivel mostrar que o filtro g[—n] é
um filtro passa-baixa e que o filtro h[—n] é um filtro passa-alta [49]. A Figura 4.6 ilustra o

processo de obtencao dos coeficientes ¢; e d;.

9Na figura, foi utilizado o valor 2 para a ilustra¢io dos processos; no entanto, pode ser utilizado qualquer valor pertencente
aN*
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h[=n] H@dj
gl=n H@

Figura 4.6: Banco de filtros de andlise de duas bandas.

Cj+1

Cj

Desta forma, o algoritmo piramidal de Laplace pode ser implementado utilizando bancos
de filtros sucessivos, como mostra a Figura 4.7. E importante notar que este procedimento é
uma implementacdo do processo de calculo da DWT de um sinal, de maneira semelhante a

ilustrada na Figura 4.3.

h[—n] H@i d;_;

Cy

v
>

|
=

dso

)
)

g[—n] 7 CJj-2 e
g[=n] @ €r-3

Figura 4.7: Bancos de filtros de andlise de duas bandas, implementando a DWT de um sinal. Observe-se que

5
<
L
4
=
|

S

somente sdo mostrados trés niveis de decomposicdo; no entanto, a drvore segue até encontrar as seqiiéncias de
coeficientes cj,[k] e dj, [k].

Para a recomposi¢ao do sinal, utiliza-se um procedimento inverso, a partir das seqiiéncias
de coeficientes calculadas (detalhes e aproximacido). E entdo possivel mostrar, a partir de
uma manipulacdo das duas equacdes da AMR e da equacdo 4.29, que uma seqiiéncia de
aproximacao c;11[k] pode ser obtida a partir dos coeficientes de aproximagdo e detalhe de

um nivel menor de resolugao, de acordo com a seguinte expressio:

+o0 too
cinlk] = > cilmlglk —2m]+ > dj[mh[k — 2m]. (4.35)

A relacdo acima mostra que as seqiiéncias de entrada ¢;[m] e d;[m] passam por um processo
de sobreamostragem e depois sdo filtradas, pelos filtros g[—n| e h[—n] respectivamente. Final-
mente, os resultados sao somados, obtendo assim as seqiiéncia de coeficientes de aproximacao
da escala de maior resolu¢ao imediatamente superior. As Figuras 4.8 e 4.9 ilustram os proces-

sos de obtengdo dos coeficientes c;1[k] e 0 o processo de reconstrucdo do sinal f(¢).
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dja@a h[—n]
¢;—(12 )~ gl-n

Figura 4.8: Banco de filtros de sintese de duas bandas: obtendo novamente o coeficiente de aproximagcdo do nivel

Cj+1

J + 1, a partir do detalbe e aproximagdo do nivel j.

dj—> h[-n] ‘b
dj_o—> h[-n] ‘p ©® 2

a5 hlonl (12 S g [+(12)
ke @
cy=3* g[-n] %

Figura 4.9: Bancos de filtros de sintese de duas bandas, recuperando os coeficientes de aproximagio c k).

A teoria dos bancos de filtros aplicados as wavelets é muito extensa. Uma descri¢do deta-

lhada pode ser encontrada em [49] e [50].

4.3 Exemplos e aplica¢oes

Nesta se¢do, serdo comentados rapidamente alguns exemplos e aplicagbes da AMR, que

ilustram o seu grande atrativo como ferramenta de analise e processamento de sinais.

4.3.1 Sinal de eletrocardiograma
No exemplo abaixo, é mostrada a AMR de um sinal de um eletrocardiograma (ECG)

padrao, gerado utilizando o software Matlab®.

1.5 T T T T T

1+

ECG (mVolts)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
t(s)

Figura 4.10: Stnal de ECG original. Trecho de 4 segundos, incluindo 4 pulsos do complexo ORS.
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Sao entdo mostrados a forma com a qual a AMR decompde sinais e o resultado desta
decomposicdo em cada escala. Na expansio, é utilizada como wavelet-mae a wavelet de Haar,
mostrada no capitulo 3. E possivel, no entanto, escolher um outro tipo de sistema wavelet,
sendo justamente este um grande atrativo da AMR. Cada sistema possui caracteristicas dife-
rentes e pode, para um dado tipo de processamento, revelar caracteristicas desejadas de um
sinal. De fato, a Figura 4.11 proporciona uma melhor localiza¢io das partes do sinal de ra-
pida variagio (as altas freqiiéncias), a medida que a escala aumenta. Em escalas menores,
observa-se como esta localizagdo se espalha. Isto d4 uma idéia do potencial da AMR na
deteccdo de transitorios, em sinais elétricos, por exemplo. Por outro lado, é possivel notar
a grande quantidade de coeficientes de muito baixo valor (em escalas maiores), quase nulos,
mostrando assim como a AMR pode ser utilizada para a compacta¢do de dados. Desta forma,
pode-se notar como a expansao wavelet permite uma localizagao temporal das freqiiéncias de
um sinal, de uma forma mais clara e efetiva que na analise de Fourier. Isto torna a AMR uma

ferramenta muito poderosa e util.

cy®) dy(K)
4 4.
2 2 { {
0 0 lT llI J.T llT, -t lyT lT I 1
-2 . . . , -2 . . . ,
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
d,() d,(K)
2 1
1 0.5
0 0
-1 -0.5
-2 . . . , -1 . . ,
0 20 40 60 80 0 50 100 150
d (k) d, k)
05 ¢ 0.2
0.1
0 0
-0.1 ¢
-0.5 - - . -0.2 - - .
0 100 200 300 0 200 400 600

Figura 4.1x: Coeficientes da decomposigio de um trecho de sinal de ECG. Os coeficientes de aproximagdo sio

denotados por co(k) e os coeficientes de detalbes por d;(k), j = 0,1,2,3,4; cada j mostra uma escala diferente.
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Na Figura 4.12, sio mostradas as diferentes projecoes do ECG original nos respectivos
subespagos de aproximacdo V;, j = 0,1,2,3,4,5. Note-se como, nas baixas resolugdes,
aparece um esbo¢o do sinal, mostrando apenas as suas grandes estruturas. As variag¢oes
rapidas, por sua vez, s6 sdo resolvidas nos subespacos de aproxima¢iao maiores. Como se

pode observar, para a aproximagao em Vs, o erro de aproximacao € invisivel ao olho nu.

ECG original

N

ECG (mVolts)
o

-2
0 1 2 3 4
t(s)
Vo
0.5 : : : 1 Vi
S| R T N A M N L R
-0.5 -1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1 V2 2 V3
0 0 /\R/\‘J\ﬂw\—/\ﬂ/\'
-1 -2
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
2 Va4 2 V5
0 MWMM. 0 /\A/\—/\A/\—AA/\—/\A/\-
2 -2
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 4.12: Aproximagoes sucessivas do sinal de ECG. Sdo mostrados: no topo, o ECG original; as versoes
descrevem aproximagoes cada vez mais proximas do sinal original (embaixo, a direita). Note-se que a resolugdo da

aproximagdo é cada vez melhor.
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4.3.2 Sinais multidimensionais

Uma aplicacao também interessante da AMR pode ser vista na andlise de sinais de varias
varidveis. Para ilustrar isto, o texto se limitard as imagens planas, que siao sinais de duas
dimensoes™.

Seja entdo uma imagem f|x,y|, dependente das duas variaveis x e y. Para se fazer a AMR
desta imagem, isto é, calcular a sua DWT, as filtragens passa-baixa (pela fungao escala) e passa
alta (pelas wavelets), com suas dizimagdes respectivas, sdo realizadas sucessivamente sobre as

variaveis x e y. Isto pode ser visto na Figura 4.13.

» G —»@7 Detalhes diagonais
N
I Detalhes verticais
(: > (em fungao de z)
flzyl ——
@ Detalhes horizontais
> G —» - )
(em fungao de y)
L H @7
- H —»@7 Aproximacao

Figura 4.13: Andlise multirresolucdo (cilculo da DWT) de uma imagem em duas dimensées. Quatro sinais sio

gerados em cada escala.

Assim, a partir de uma imagem com N? pixels, é possivel obter quatro imagens com, cada
uma, N?/4 pixels:
> a imagem de aproximagoes,
> a imagem dos detalhes horizontais, em funcdo de y,
> a imagem dos detalhes verticais, em fun¢ao de z,
> a imagem dos detalhes diagonais.

E possivel explicar, de uma forma mais clara, a denominagdo de cada uma destas imagens
geradas. Com efeito, é possivel observar na Figura 4.13 que a imagem de aproximacdes é
gerada pela filtragem passa baixa em x e em y. As imagens dos detalhes verticais (em funcdo
de x) e horizontais (em funcdo de y), por sua vez, sio geradas a partir de uma filtragem passa

alta unicamente em funcio de x e y, respectivamente; a outra varidvel sofre apenas filtragem

passa baixa e por isso ndo aparecem os detalhes. Finalmente, a imagem dos detalhes diagonais

°Imagens tridimensionais, como projecdes de tomografias, também podem ser abordadas pelo mesmo método.
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é gerada a partir de uma filtragem passa alta nas duas varidveis. Este procedimento equivale
a decomposi¢ao em um tnico nivel.

E entdo possivel continuar a AMR fazendo-se a decomposicio da imagem da aproxima-
¢do em trés novas imagens de detalhes (verticais, horizontais e diagonais) e uma imagem de
aproximagoes. E assim por diante.

No exemplo a seguir, faz-se a AMR da imagem Lena, amplamente conhecida na comuni-

dade de processamento de sinais''. Uma parte da imagem original pode ser vista na Figura

4.14.

Figura 4.14: Imagem padrdo Lena. Uma versdo digitalizada da imagem original, completa, pode ser encontrada

em http://www. lenna. org.

"Lena Sjooblom posou para a revista Playboy em Novembro de 1972. Os direitos da imagem foram liberados pela revista em

1992, devido ao impacto causado pela fotografia, que tornou-se padrio de facto para o processamento digital de sinais.
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A Figura 4.15 mostra versdes aproximadas da imagem original (Figura 4.15a), geradas
a partir de decomposicdes em 1 nivel (Figura 4.15b), 2 niveis (Figura 4.15¢) e 3 niveis (Fi-

gura 4.15d).

(b)

Figura 4.15: Imagem Lena original (a) e aproximagies de 1 (b), 2 (c) e 3 (d) niveis. Note-se que a imagem ¢

apresentada com diferentes graus de resolugdo, um dos principios da AMR.

Na Figura 4.16, é mostrada a AMR de um nivel da imagem. Como pode ser visto, sio
geradas quatro novas imagens: a imagem de aproximagoes (Figura 4.16a) e as imagens dos
detalhes horizontais (Figura 4.16b), verticais (Figura 4.16¢) e diagonais (Figura 4.16d). Com a

ilustragio, fica clara a denominagio de cada uma das novas imagens.
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(b)

(d)

Figura 4.16: Imagens geradas a partir da AMR da imagen Lena; aproximagio (a), detalbes horizontais (b),
verticais (c) e diagonais (d). A cor cinza é numericamente representada por um coeficiente nulo. Note-se como,
para cada uma das imagens, tem-se a impressio de que foi colocado um filtro, de tal sorte que s6 aparecam os

detalhes desejados.

Com este tipo de andlise, é possivel selecionar estruturas dentro de uma imagem que te-
nham variacdes rapidas, segundo os eixos verticais, horizontais e diagonais. Exemplos de
estruturas de variacdo rdpida sio letras e contornos em figuras. Além disto, o primeiro exem-
plo mostra o grande numero de coeficientes de pequeno valor (ou nulos), que aparecem no
calculo da decomposi¢io. Isto d4 uma idéia de como a AMR pode ser utilizada na deteccao
de contornos ou na compressio de imagens e sinais [10].

Outras aplicagdoes da AMR envolvem assuntos tido variados como redugio de ruido (acus-

tico, de imagem, em microscopia, ressonancia magnética, etc...), detec¢ao de transitorios (si-
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nais sismicos, transitorios elétricos, sinais biomédicos, por exemplo), obervacio astrondmica
(separando as imagens em camadas) ou modelagem e predi¢do financeira [51]. Em telecomu-
nicagoes, a AMR tem sido utilizada na transmissao eficiente de video, compactagio e codifica-
¢ao de dados, modelos para visao computacional e humana, projeto de transmultiplexadores,
entre outros. No capitulo seguinte, apresentada-se uma nova técnica de multiplexa¢io com
base em técnicas de multirresolugdo, a qual sera referida como multiplexacio por divisio em

multirresolugdo (MRDM)'2.

2Do inglés, Multiresolution Division Multiplex.
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CAPITULO

MULTIPLEXA(;KO POR DIVISAO EM
MULTIRRESOLUCAO

We all agree that your theory is crazy, but is it

crazy enough?

— Niels Bohr

51 Preliminares e historia

D 1 ULTIPLEXAGAO e técnicas de acesso multiplo sdo, hoje, pecas centrais de quase todos

os sistemas de comunicacdo modernos. O termo multiplex surgiu originalmente
do nome do artefacto chamado Multiplexor, idealizado pelo engenheiro de telégrafos francés
Jean Emile Baudot, por volta do ano de 1876. Este aparelho tinha a capacidade de realizar
a transmissao simultanea de seis sinais de telegrafia por um unico canal de transmissio. A
técnica foi utilizada basicamente para telegrafia, até o come¢o do século XX, quando o im-
pressionante crescimento da telefonia necessitou da introdugio de multiplexacdo nos sinais
de voz. Com o aparecimento de novas técnicas de modulacio, Banda Lateral Unica notavel-
mente, surgiu um novo sistema de multiplexa¢do: a multiplexagdo por divisio em freqiiéncia
(FDM), que rapidamente alcangou uma tremenda popularidade em centrais telefonicas [2].
De um ponto de vista historico, redes telefonicas utilizavam FDM para transmitir varios
canais de voz por um tnico circuito fisico desde 1910. Sistemas FDM se expandiram rapida-
mente pelo mundo. Em 1920, 0 engenheiro de telecomunicacdes George Valensi (ITT, Paris)

lancou os fundamentos da multiplexa¢do por divisao temporal (TDM) para canais de voz'.

IGeorge Valensi é mais reconhecido pelo seu método de transmissdao de imagens coloridas.



De acordo com a historia da Bell Labs [2], ele presenteou a sua nova idéia aos Estados Unidos
da América, como seu agradecimento particular pela ajuda durante a Primeira Guerra Mun-
dial. O manuscrito original foi posteriormente analisado por J. Carson, quem corretamente
argumentou que tal inovacdo era impossivel de ser implementada com o estado da arte da
tecnologia da época. Assim, a idéia de Valensi s6 voltou a ser evocada novamente nos anos
40, por Maurice Deloraine (ITT, Paris) e John Bennett (Bell Labs), que redescobriram a mul-
tiplexacao TDM independentemente [3, 4]. Os dois sdo reconhecidos como os inventores da
multiplexacado digital.

Desde o monumental trabalho de Shannon [5], técnicas digitais tém substituido técnicas
analogicas tradicionais em sistemas de comunicagao e outros mais. Via de regra, a multiple-
xacao digital é levada a cabo através de multiplexacio temporal (TDM), utilizando tanto o
padrio plesiécrono (PDH) como o mais recente modo de transmissao sincrono (SDH) [52].
No entanto, também é possivel efetuar multiplexacdo de dados por codigos (CDM); recente-
mente, esta técnica tem sido foco de interesse, especialmente ap6s a padronizacio do sistema
CDMA pelo padrao IS-95 para telefonia celular (hoje, o padrdo em vigor é o IS-2000) [6] e
W-CDMA [7].

De um ponto de vista técnico, os esquemas de multiplexagao tradicionais aumentam si-
multaneamente a taxa de transmissdo e a banda passante pelo mesmo fator, mantendo assim a
mesma eficiéncia espectral. De forma a conseguir (sensiveis) melhoras na eficiéncia espectral,
o CDMA cléssico utiliza formas de onda que possuem uma correlagao residual entre si, dife-
rente de zero. Por outro lado, com o advento das fibras dpticas para sistemas de comunicagao,
uma técnica de multiplexa¢do inovadora viu a luz: a multiplexagio por divisio em compri-
mento de onda (WDM), que implementa um sistema FDM no dominio 6ptico. De fato, em
telecomunicacdes via fibra 6ptica, o esquema WDM é uma tecnologia que multiplexa porta-
doras Opticas em uma unica fibra optica, utilizando diferentes comprimentos de onda (cores)
de luz laser, para transportar diferentes sinais.

Em 1999, uma nova abordagem, chamada de multiplexacdo por divisio em corpos fini-
tos (GDM) foi introduzida por Hélio Magalhies, Ricardo Campello e André Kauffman, do
Departamento de Eletronica e Sistemas da UFPE, como um esquema espectralmente eficiente
para canais de banda estreita [8]. Este esquema pode ser implementado com ajuda de algo-
ritmos rapidos para calculo de transformadas e oferece requisitos compactos de uso de banda

passante. Sistemas GDM s3o verdadeiramente digitais e utilizam técnicas de espalhamento
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espectral baseadas em transformadas de corpo finito [9], como a transformada de Fourier
de corpo finito, introduzida por Pollard [25]. Sequéncias de informacio vindas de diferentes
usudrios sao combinadas utilizando uma expansido do alfabeto de entrada (a semelhanga da
premiada técnica de modulagdo codificada [53]). As sequéncias dos usudrios v sdo entdo defi-
nidas sobre um corpo finito GF(p). Assim, o multiplexador envolve um conjunto expandido
de sinais, cujos simbolos estao definidos sobre o corpo de extensio GF(p™). Sequéncias or-
togonais de corpo finito para espalhamento espectral [54] sio uma nova ferramenta para a
realizagido de comunicacdes por espalhamento espectral de seqiiéncia direta multi-nivel (DS-
SS). Sistemas que utilizam as sequiéncias geradas sio chamados de Acesso por Multiplexacao
por Divisao em Corpos Finitos (GDMA) [55].

Desde a fantastica evolugao das técnicas de processamento de sinais (PS) [56], sistemas
de multiplexa¢do baseados em PS, particularmente os baseados em algoritmos rapidos, tém
sido bem vindos, especialmente de um ponto de vista da implementagdo. Os avancos mais
impressionantes em PS sio talvez os relacionados a teoria de wavelets [10]. Especificamente,
as wavelets mostraram-se ferramentas poderosas para o tratamento eficiente de sinais, devido
as suas diferentes caracteristicas, como a sua grande flexibilidade e versatilidade na escolha
do sistema wavelet utilizado ou o seu forte poder computacional. De fato, se a entrada de um
sistema requer N pontos, a complexidade computacional da transformada wavelet utilizada é
tipicamente O(N). Uma grande contribui¢io a teoria de wavelets foi dada por Stéphane Mal-
lat, em 1987, com uma técnica elegante e interessante de multirresolu¢do para decomposi¢iao
de sinais [18]. De fato, uma ampla variedade de estruturas organizacionais, incluindo sistemas
sensoriais bioldgicos, sdo organizados em “niveis” ou “escalas”. Esta ferramenta de represen-
tacdo multi-escala é assim um ingrediente essencial para a extracdo eficiente de informacdes,
a partir da observagio [12, 22].

O principal objetivo deste capitulo é introduzir uma técnica original de multiplexagio,
com tais caracteristicas. Estes novos esquemas serdo doravante denominados de Multiplexa-
¢do por Divisio em Multirresolucio (MRDM) e familias de DSP’s avancados podem ser de
grande utilidade para a sua implementacdo. E importante ressaltar que o propésito aqui é

meramente introduzir os conceitos-chave destes sistemas inovadores.
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5.2 O multiplexador por multirresolu¢ao: conceitos-chave

De acordo com a decomposicdo wavelet heterogénea de Mallat [18], dado um sistema

wavelet, foi visto no capitulo 4 que um sinal pode ser escrito como

+o00 +oo 400
FO= D colkloon) + > > dilk]y(t) (5.1)
k=—oc0 7=0 k=—0c0

em que ¢o[k] e d;[k] sdo os coeficientes de aproximagao e detalhes da decomposicao, respecti-
vamente. De acordo o que foi estudado no capitulo 4, a medida que j aumenta, a seqiiéncia
d;[k] representa os detalhes de f(t) de mais alta freqiiéncia. E possivel retirar estas compo-
nentes, obtendo assim uma representagao aproximada do sinal. Em outras palavras, tem-se a

projecdo de f(t) em um dado espaco de aproximagio V ;. Matematicamente, escreve-se

+o0 J—1 4oo
F6 =3 colklpor)+ > > djlklun(t) (5-2)
k=—00 7=0 k=—00

Tradicionalmente, a AMR acima é usada na decomposi¢do de sinais para andlise de di-
ferentes caracteristicas. A presente abordagem, porém, propode utilizar a decomposi¢ao de
Mallat para gerar um sinal multiplexado, proveniente de um nimero de usudrios diferentes.
Pretende-se entdo utilizar a AMR para a sintese do sinal multiplexado*. Como é possivel ob-
servar na equacao 3.2, o sinal é composto por J niveis de detalhe e 1 nivel de aproximacao;
em outras palavras, tem-se J + 1 sequéncias diferentes para representar o sinal. Estas J + 1
sequiéncias podem ser interpretadas como J + 1 sub-canais ou J + 1 usudrios de um canal.

Seja entdo um sistema de comunicacdo, onde se deseja multiplexar J + 1 usudrios. Seja
também f;(¢) o sinal analégico proveniente do i-ésimo usudrio. As amostras de cada um
destes sinais podem ser atribuidas a cada uma das seqiiéncias que representam as escalas de

aproximagao e de detalhes. Tem-se entdo

colk] = folkl, (5-3a)
dilk] = finlk], (5.3b)

em que j = 0,1..J — 1. Um sinal continuo multiplexado pode entdo ser gerado, escrevendo-se

400 J—1 400
Omuz(t) = Z fO[k](PO,k(t)+Z Z Fir1lkls i (t). (5-4)
koo =0 k=—o0

2De uma forma andloga ao sistema ODFM visto no capitulo 2, o sistema proposto também pode ser visto como uma técnica

de modulagio.
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Nesta expressdo, ao contrario da AMR tradicional, cada sequéncia de coeficientes é ori-
gindria de um usudrio diferente. A demultiplexacdo deste sinal composto pode ser realizada
a partir do algoritmo de Mallat, que recupera os coeficientes de aproximacio e diferentes
escalas de ... (t) que, na realidade, sio as amostras dos sinais de cada usudrio. Assim,
uma “pseudo-AMR?” de sintese é utilizada para gerar o sinal multiplexado e a demultiplexa-
¢ao deste é realizada através de uma decomposi¢io por AMR tradicional. Esta técnica serd

doravante denominada de Multiplexa¢ao por Multirresolugio (MRDM3).

5.2.1 Multiplexacio de sinais de banda limitada

De acordo com a teoria de multirresolu¢do, os comprimentos das sequéncias de aproxi-
macao, colk], e de detalhes nas diferentes escalas, d;[k], ndo sao iguais. Levando-se em consi-
deragdo um sistema anal6gico com J niveis de decomposicdo, duas situagdes sdo, a principio,

possiveis:

> Cada usudrio tem acesso a um Unico nivel na pseudo-AMR: tem-se entdo 1 canal na seqiién-
cia de coeficientes de aproximacdo e J canais nas seqiiéncias de coeficientes de detalhes.
Neste caso, as taxas de amostragem dos J + 1 usudrios ndo sdo idénticas e assim sdo de-

pendentes das suas respectivas escalas.

> Em cada escala, usudrios diferentes podem ser primeiro multiplexados no tempo, utilizando
a técnica de multiplexag¢do temporal sincrona (TDM anal6gico) tradicional, para gerar a
seqiiéncia de coeficientes correspondente a dada escala. Neste caso, as taxas de amostragem

dos usuarios podem ou nao ser iguais.

Usudrios com diferentes taxas de amostragem

Considerando o primeiro caso (isto é, usudrios analdgicos a diferentes taxas de amos-
tragem), um unico usudrio € alocado por escala. Seja entaio N o comprimento do sinal de
tempo discreto na saida do multiplexador. Seja também J < loga N o numero de escalas da
pseudo-AMR. E entdo possivel dizer que os comprimentos dos diferentes sinais de entrada do
multiplexador sio N/27, em que j = 1,2, ..., J. A entrada analdgica do esquema de MRDM ¢
baseado no teorema da amostragem de Shannon-Nyquist-Koteln’kov (teorema SNK) e é assim
aplicado a sinais de banda limitada. Se J é o nimero de niveis da pseudo-AMR, o multiple-

xador pode tratar com sinais de freqiiéncia maxima f,,,2fm,4fms .., 27 "1 fm. O valor dos

3Do inglés, Multiresolution Division Multiplex.
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coeficientes wavelet f;[k] ¢ dado de acordo com o valor de uma amostra do sinal analégico,
no j-ésimo canal.
Com relagdo aos requisitos de banda no canal, C, fixadas as freqtiéncias maximas f,, e o

numero de niveis J, é possivel obter
C= 2me- (55)

Por outro lado, caso se tenha um canal de comunica¢io de banda conhecida e se conheca a

frequiéncia maxima dos sinais, o nimero de niveis a ser usado seria

uogg(f%n. (5.6)

A Figura 5.1 ilustra as equagoes 5.5 € 5.6.
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Figura s5.1: Esquema de dots sistemas MRDM com bandas passantes C' e C'. Em (a), a banda mdxima definida ¢
fm- Neste caso, J = 2 e portanto C = 22 f,,, = 4 f,. Em (), é mostrado um esquema semelbante com freqiiéncia
mdxima f), = fm /2 aqui, J = 3 eassim C' = 23f! = 8f! . Tem-se, desta forma, C = C'.

Por outro lado, vale ressaltar que a multiplexacdo de sinais digitais também é possivel.
Com efeito, em sistemas MRDM de entrada digital, um conversor D/A ¢é utilizado e a seqiién-
cia de dados de cada canal é segmentada de acordo com o nimero de bits do conversor. Cada
palavra binaria é entdo representada por uma amostra de valor real que é atribuida a um
coeficiente (de aproximagdo ou de detalhe) f;[k]. Neste caso, a taxa de transmissdo de cada

usudrio sera diferente e estard ligada ao numero de bits do conversor.
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Usudrios com taxas de amostragem iguais

Considerando o segundo caso, onde todos 0s usuarios possuem a mesma taxa de amostra-
gem, o entendimento da filosofia do sistema fica mais facil. Neste caso, é importante lembrar
que varios usuarios podem ser alocados por nivel de decomposi¢io, fazendo-se anteriormente
uma multiplexacdo temporal sincrona analdgica para gerar a seqiiéncia de coeficientes cor-
respondente a escala especifica. Como no caso anterior, certos parametros definem o sistema:
em primeiro lugar, o nimero de usudrios (ou o niumero de sub-canais disponiveis), que é
relacionado ao numero de niveis da sintese da pseudo-AMR (J) e, assim, define o ntimero
de usudrios com a mesma taxa de amostragem, sendo este igual a 27; em segundo lugar, a
frequiéncia maxima f,, dos sinais de entrada que, em conjunto com o parametro .J, define a
largura de banda do sinal multiplexado no canal, C' (Hz). A Figura 5.2 ilustra a aloca¢do dos

usuarios no sistema.

19 nivel 29 nivel 39 nivel
< > >« >
<mememememememefm>
-< >
C

Figura 5.2: Alocagdo dos usudrios em um sistema MRDM com J = 3, em que todos possuem mesma taxa de
amostragem. No primeiro nivel de decomposicdo, tem-se dots usudrios, um na seqiiéncia de aproximagdo e outro no
primeiro nivel de detalbe; no segundo nivel, tem-se dois usudrios, multiplexados anteriormente; no terceiro nivel,
tem-se quatro usudrios. A utilizacdo da banda disponivel pelos usudrios dentro de cada nivel de decomposigio ¢

meramente ilustrativa, pois ela depende da multiplexacdo anterior a MRDM.

E também possivel analisar o sistema por outro angulo. Da mesma forma que no caso
anterior, se a banda disponivel no canal e a frequéncia maxima dos sinais de entrada sdo
conhecidas, o nimero de niveis de decomposi¢ao pode entio ser obtido. De fato, as equagoes
que regem este sistema sao as mesmas que quando os usudrios possuem taxas de amostragem
diferentes (equacdes 5.5 € 5.6).

De forma a colocar o sistema em funcionamento, alguns parametros devem ser prefixa-
dos: de forma a facilitar o desenvolvimento do trabalho, sao escolhidos o numero de usuarios

simultaneos e a freqiiéncia maxima do sinal proveniente de cada usudrio. Estes sdo respec-
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tivamente representados pelo nimero de niveis da sintese da pseudo-AMR (J) e pelo com-
primento dos blocos de informag¢io de cada usuario. Outros parametros podem, no entanto,
ser escolhidos, como a banda passante total disponivel no canal, que, na pratica, é um fator
determinante em um sistema de comunicagao.

O numero total de usudrios simultineos de mesma taxa é de 27 e ¢ distribuido ao longo

da pseudo-AMR, de acordo com a idéia mostrada na tabela 5.1 e ja ilustrada na Figura 5.2.

Tabela 5.x: Numero total de usudrios em um sistema MRDM com J niveis de decomposicdo.

JEimo pivel 271 ysudrios
J — 181m0 piyel 272 ysudrios
2° nivel 2 usuarios
1° nivel | 1 usudrio (aproximagio) + 1 usudrio (detalhe)

A configuracgio geral do sistema é semelhante 3 AMR tradicional, com a exce¢do de que
a operacao de sintese faz a multiplexacdo e a operacdo de andlise faz a demultiplexacio.
Além disto, uma adaptacdo pode ser precisa para a implementa¢ao anterior da multiplexacio
temporal, no caso em que os usuarios devam ter a mesma taxa de transmissao; no caso em que
um unico usudrio é alocado por escala, a taxa de transmissdao de cada usuario é diferente e a
adaptagdo ndo é necessaria. As Figuras 5.3 e §.4 mostram diagramas de blocos do modulador

e do demodulador do sistema MRDM, respectivamente.
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Figura 5.3: (a) Sistema MRDM de trés niveis. G e H sdo os filtros escala e wavelet, respectivamente. (b) hardware
extra necessdrio para implementar multiplexacdo TDM nos niveis de detalbe; a figura mostra o hardware utilizado
no nivel j de detalbe. Na escala adjacente, o niimero de blocos de sobreamostragem é escalonado por um fator de

dois, assim como o fator de sobreamostragem, e assim por diante.
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Figura §.4: (a) Sistema de demultiplexagio baseado em AMR, através de filtros G e H. (b) hardware adicional

necessdrio para separar informagées provenientes de diferentes usudrios em um dado canal j de detalbes.
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Uma abordagem mais geral sugere que diferentes usuarios podem ter taxas de transmissao
diferentes, de acordo com as suas necessidades especificas. Em outras palavras, os usudrios
podem ser alocados nos diferentes niveis de decomposicio da AMR de uma forma mais he-
terogénea. Isto significa que em cada escala, pode haver um ou mais usudrios simultineos,
sendo estes primeiramente multiplexados utilizando-se técnicas tradicionais, como a multiple-
xagao temporal sincrona (TDM), de forma a gerar a sequéncia a ser transmitida neste nivel de
decomposicdo. No entanto, usudrios alocados na mesma escala devem ter a mesma taxa de
transmissdo e usudrios em escalas adjacentes devem possuir taxas de transmissao relacionadas
por um fator de 2. De fato, de uma forma totalmente generalizada, em um sistema MRDM
com J niveis de decomposic¢do, para blocos de informac¢do de tamanho minimo igual a m, a

distribui¢ao de canais pode ser feita de acordo com a equagao 5.7, abaixo:
Ny -m + Nop, - 2m + -« 4+ Noys-1,, - 27" Ym + Nospp, - 27m = 27m, (5.7)

em que N, e o numero de canais de comprimento x. De forma compacta, pode-se escrever

J

ZNgjm -29m = 2"m. (5.8)
j=0

5.3 Especificacoes de sistemas MRDM

Esta se¢do trata de detalhes técnicos especificos em sistemas MRDM, como taxas de amos-
tragem e transmissdo (em sistemas digitais), especificacées dos blocos de dados transmitidos
e namero de canais do sistema. S3ao também apresentados alguns casos simples de multi-
plexacdo, de forma a proporcionar um melhor entendimento das operac¢oes envolvidas nos
multiplexadores baseados em multirresolu¢io. Unicamente sio tratados os sistemas MRDM
multitaxas, pelo seu carater mais geral. A partir destes, especificacdes de sistemas de taxa
unica sao mais facilmente derivaveis. De fato, é possivel interpretar um sistema de taxa tnica
como um sistema multitaxa, pois a multiplexa¢do dos usuarios que compartilham um tnico
nivel de decomposi¢do na pseudo-AMR ¢é feita anteriormente 3 MRDM propriamente dita;
de forma analoga, a separag¢ao dos usudrios so é feita posteriormente a demultiplexacdao do
sinal recebido. Os exemplos deste texto tratam de sistemas digitais, que proporcionam uma
melhor ilustra¢do da aplicabilidade do sistema.

Seja entdo J o namero de escalas da pseudo-AMR. Por outro lado, ja foi visto que o mul-

tiplexador é inerentemente de tempo discreto. Desta forma, no canal bdsico de aproximacao,
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o multiplexador trata com sinais de freqiiéncia maxima f,, que, internamente, sao sinais de
tempo continuo, amostrados. Em outras palavras, o sistema ndo reconhece a natureza do
sinal de entrada e sim apenas valores reais, que correspondem as amostras de um sinal conti-
nuo, “virtual”. O valor dos coeficientes wavelet f;[k| é atribuido de acordo com as amostras
do sinal “virual”, no j-ésimo canal.

Se os sinais de entrada forem analdgicos, a multiplexacdo se faz de acordo com as defini-
¢des mostradas na secio anterior, utilizando uma banda passante total C' (Hz) igual a 27 f,,,.

Caso os sinais de entrada estejam na forma digital, cada sinal é transformado em analogico
por um conversor D/A de B-bits, é tratado internamente pelo sistema como se fosse um sinal
continuo, amostrado; o sinal é digitalizado novamente na demultiplexacio, utilizando-se um
conversor A/D de B-bits. Por isso, é preciso compatibilizar a taxa de transmissao dos usudrios
do sistema com a do multiplexador. Desta forma, o multiplexador assume a taxa de bit R
para o canal bésico de aproximagdo (uma taxa de referéncia). O sinal no menor nivel de
detalhe corresponde ao de menor taxa, em bits por segundo.

Como o sistema apenas reconhece amostras de um sinal “virtual” continuo, de frequiéncia
méaxima f,,, a taxa de amostragem sera de, no minimo, 2f,,. Sdo entdo processadas 2f,,
amostras por segundo, em cada canal. Como a entrada é digital e o conversor D/A utilizado
¢ de B-bits, a taxa de transmissdo dos usudrios, para ser compativel a taxa suportada pelo

sistema, precisa ser de
R=B-2f, bps. (5-9)

Na saida do sistema, apds um numero dado de operag¢des de pseudo-AMR, o numero de
amostras multiplexadas no bloco de saida é N. Os principais parametros da MRDM sio
entdo (N, J, R). Por outro lado, tem-se que 7' (0 tempo necessario para a transmissao do

bloco multiplexado) é dado por

NB
T= TR (s). (5.10)

Canais tributarios em diferentes taxas de bit também podem ser multiplexados em estes
esquemas MRDM, como uma forma de flexibilizar ainda mais este tipo de sistema. Assim. as
taxas dos tributarios, em bps, podem assumir valores que vao de R,,;, a Ryqae. As diferentes

taxas suportadas pelo sistema sdo entdo:

Rppin = R,2R,4R,---,2” 'R = R0z, (5.11)
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com a restri¢io de que, se n; é o ntimero de canais de taxa 2777 R, a seguinte relagdo precisa

ser respeitada:

3

J _
j - 17 (S'IZ’)

[\

J
J=1

de tal forma que a 0 numero de usudrios alocado no sistema seja compativel com sua capaci-
dade.

Conseqiientemente, o niimero maximo de usudrios com taxa R (bps) é ny = 27. Este é
exatamente 0 mesmo caso examinado nas se¢Oes anteriores (todos os usudrios com a mesma
taxa).

Um exemplo simples apresenta um canal basico limitado a f,,, = 4 kHz (um canal de voz,
por exemplo), utilizando uma modulagio PCM (R = 64 kbps). Assumindo uma MRDM com
J =3eN =512, o tempo do bloco de saida é ' = 8 ms. A notagio é MRDM (512, 3, 64 kbps).
Um esquema diferente, capaz de multiplexar o mesmo nimero de canais, pode ser implemen-
tado com um MRDM (64, 3,64 kbps), utilizando um bloco com T' = 1 ms. Os dois sistemas
utilizam conversores de 8 bits/amostra. Com base neste segundo exemplo, um sistema MRDM
pode trabalhar com diversas configuragoes. A tabela 5.2 e as Figuras 5.5, 5.6, 5.7 € 5.8 ilustram

os diferentes esquemas possiveis.

Tabela §.2: Possivel composicao de um sistema MRDM; o valor A; representa o niimero de canais multiplexados

de cada tipo. A combinagdo admite tributdrios de 256, 128 e 64 kbps.

Tipo de multiplexador | 256 kbps ny | 128 kbps no | 64 kbps ns
A 2 o o}
As I 2 o
Az I I 2
Ay I o 4
As o 4 o
Ag 0 3 2
Ay o 2 4
Ag o I 6
Ag o o 8
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A/D 256kbps
H i : > 8 bits
64 amostras
T [ : > A/D 256kbps
T = 1ms »
" G 8 bits

Figura §.5: Multiplex tipo A1. Neste sistema, sdo recuperados dois usudrios com taxas de transmissio de 256 kbps.

onmux(t)

A/D 256kbps
ouux(t)
— A/D 128kbps
64 amostras @
T =1ms
A/D 128kbps
®

Figura 5.6: Multiplex tipo As. Aqui, sdo multiplexados dois usudrios com taxas de transmissdo de 128 kbps,

junto com um usudrio de taxa igual a 256 kbps.

A /D 256kbps
8 bits

omux(t)

A/D 128kbps
. —»
8 bits

64 amostras

T =1ms : :

A/D 64kbps
X —
8 bits

A/D 64kbps
- G i: : 8 bits

H@_.
o —y2) -~

Figura §.7: Multiplex tipo As. Sdo multiplexados dois usudrios com taxas de transmissdo de 64 kbps, um usudrios

a taxa de 128 kbps e um usudrio a taxa de 256 kbps.
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A/D 256kbps
H i i : > 8 bits
64kbps
t A/D
(’O‘UUX( ) 8 bits

l

64 amostras
T =1ms H

~G4>@—' =
G —(y2) -~

A/D 64kbps
X -
8 bits

A/D 64kbps
X —
8 bits

A/D 64kbps
8 bits

- G

34

Figura §.8: Multiplex tipo A4. Sdo multiplexados quatro usudrios com taxas de transmissdo de 64 kbps, junto com
um usudrio de taxa igual a 256 kbps. Note a utilizagdo do hardware adicional no segundo nivel de decomposigdo,

para recuperar dois usudrios multiplexados anteriormente.

Assim, o sistema MRDM pode lidar com alguma das seguintes configuragoes (tabela 5.2):
multiplexa¢do de dois usudarios de 256 kbps, ou um unico usudrio de 256 kbps e um par de
usudrios de 128 kbps, etc. E possivel multiplexar canais a diferentes taxas (64,128,256 kbps)
ou até multiplexar oito usudrios sincronos idénticos a uma taxa de 64 kbps. Os valores en-
contrados na tabela 5.2 também podem ser utilizados para a MRDM (512, 3, 64kbps), sendo
a unica diferenca a duragao de envio do bloco.

Um outro exemplo simples mostra uma MRDM (256, 5, 64 kbps), que utiliza um bloco
com T = 125 pus e conversores de 1 bit. A saida do multiplexador possui, entdo, uma taxa de
2,048 Mbps e pode assim ser utilizado para multiplexar canais de uma rede digital de servicos
integrados (ISDN#). Outras configuracoes possiveis sio MRDM (128, 5, 64 kbps) com conver-
sores de 2 bits, MRDM (64, 5, 64 kbps) com conversores de 4 bits ou MRDM (32,5, 64 kbps)
com conversores de 8 bits. Em todos os casos, T' = 125 us (quadro do sistema PCM30) e a
taxa equivalente na linha é 2,048 Mbps (quadro E1).

E importante manter em mente que estes sio unicamente exemplos simples, mas que sis-

temas sofisticados com um grande nimero de usudrios também podem ser implementados.

5.4 Formas de onda de canal e comportamento espectral

Nesta secdo, é apresentada uma ilustracdo sucinta da dependéncia do comportamento

espectral do sinal multiplexado com as formas de onda presentes no canal. De fato, as for-

40u RDSI, em portugués.
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mas de onda no canal de comunica¢do, na saida do multiplexador, aparentam ser fortemente
dependentes do sistema wavelet escolhido para o processo de multiplexacdo. Alguns espec-
tros sdo apresentados para o sistema MRDM baseado em Haar e dois possiveis cenarios sio
oferecidos. Em todos os casos, dados dos diferentes usudrios tém a mesma taxa. Um sinal
Tmuz(t) € entdo gerado, correspondente a concatenacdo de todos os sinais dos usudrios. A
sua versdo de tempo discreto, .. [n], € uma versao multiplexada temporalmente, que possui
o mesmo comprimento do sinal de saida ¢,,4.[n]. As Figuras 5.9 e 5.10 mostram as magni-
tudes dos espectros do sinal multiplexado de entrada, | X, [k]|, € do sinal MRDM de saida,
| @0z [K]|- Primeiramente, o nimero de escalas da pseudo-AMR é mantido constante e as mu-

dancas de espectro causadas pelo aumento do comprimento do bloco de saida sio mostradas

(Figura 5.9).

Input Signals Multiplexed output Signals
3 5
4
2
3
|Xmux(K]| |®mux [K]|
2
1
1
0 0
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
k (a) k
15 20
15
10
[Xmux(K]| |Dmux [K]] 10
5
MA/\_ 5
0 0
0 50 100 150 0 50 100 150
k k
(b)
800 400
600 300
[X[muxkll200 |®mux [K]| 200
200 l l 100
0 l HAHAA Alll” ‘ o
0 200 400 600 0 200 400 600
k (c) k

Figura 5.9: Efeitos espectrais ao aumentar a taxa de transmissdo de usudrios no MRDM baseado em Haar com
um nikmero fixo de ny = 27 = 4 usudrios. O niimero de niveis de decomposicio é J = 2. N € o comprimento
do bloco de saida. (a) N = 64, N/27 = 16 por usudrio. (b) N = 128, N/27 = 32 por usudrio. (c) N = 512,
N/27 = 128 por usudrio.
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As conseqiiéncias do aumento do numero de niveis de decomposicio (J), isto é, do numero

de usudrios, também sio ilustradas em sistema baseados em Haar, com usuarios de igual taxa

(Figura 5.10).

Input signals
150
100
[Xmux[K]|
50
0 200 400
k
1000
[Xmux[K]| soom|m m|m
L L
0 500 1000
k
1000
0 ([
1000 2000
k
1500
1000
[Xmux[K]|
500
L "
0 2000 4000
k

Multiplexed output signals

|OmuxK]| 100

N
o
o

0 200 400
@ k
600
400
|OmudK]|
200
0 500 1000
k
(b)
600
400
|OmundK]|
200
0

0 1000 2000

()

1000

‘q)mux[k” 500

? |

0 2000 4000

(d)

Figura §.10: Efeitos espectrais ao aumentar o niimero de niveis de decomposi¢io na AMR no MRDM baseado em
Haar. (a) J = 2 (ny = 4 canais), N = 256, N/27 = 64 (b) J = 3 (n; = 8 canais), N = 512, N/27 = 64.
(c) J =4 (n; =16 canais), N = 1024, N/27 = 64. (d) J = 5 (n; = 32 canais), N = 1048, N/27 = 64
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5.5 Comentarios finais

Este capitulo introduz os fundamentos de novos esquemas baseados em processamento
de sinais, que sdo oferecidos como uma alternativa para a multiplexag¢do de sinais analogi-
cos e digitais. Nesta classe de multiplexagdo, usudrios sdo separados no dominio “escala”.
Sao considerados usudrios de taxa constante e multi-taxas. Como previsto, os requisitos de
banda sao similares ao dos sitemas FDM, TDM ou CDM. A maior vantagem nesta técnica
¢ que tanto a multiplexa¢do como a demultiplexacao podem ser assistidas por processadores
de sinais (DSP) e nenhum tipo de hardware especifico é necessario para a sua implementagio.
Sistemas wavelet ortogonais diferentes podem gerar MRDM com caracteristicas de onda no
canal diferentes, resultando em diferentes formas de preencher o espectro do canal de comu-
nica¢do. Finalmente, diversos aspectos praticos do funcionamento deste sistema, incluindo
sincronismo, simula¢des e desempenho nos diversos modelos de canais ruidosos utilizados

hoje em dia, precisam ser investigados.
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CAPITULO

CoNcCLUSOES, COMENTARIOS E
SUGESTOES

Hypothesen sind Netze; nur der wird fangen,

der auswirft.

— Novalis

D I ESTE capitulo, sdo apresentadas de forma sucinta as conclusoes dessa dissertag¢ao, sao
feitos alguns comentarios relevantes ao trabalho e, finalmente, sio propostos alguns

trabalhos para futuras investigagoes.

6.1 Conclusoes e comentarios finais

O principal objetivo da dissertacdo é propor uma técnica de multiplexacdo original, uti-
lizando técnicas de analise wavelet, especificamente analise multirresolu¢do. Para isto, foram
previamente estudados e explicados os fundamentos necessdrios a elaborag¢ao do trabalho.

Primeiramente, foi feita uma revisdo sumadria das principais técnicas de multiplexacdo e
acesso multiplo, especificamente FDM, TDM e CDM. Para cada uma, foi mostrada a ma-
neira como sio alocados os diferentes usuarios no canal de comunicacao e foram abordados
alguns aspectos técnicos destes esquemas. Em seguida, foram introduzidas as modulagoes
multi-portadoras, através de uma analise de sistemas OFDM. Foi realizada uma breve pes-
quisa histérica e os principios da modulagio OFDM foram apresentados. A utilizagdo da
transformada discreta de Fourier e a insercdo de prefixo ciclico também foram abordadas,
como um esforco para melhor esclarecer o funcionamento do sistema. Com efeito, apesar da

ampla literatura disponivel, esta é confusa e dispersa.



Posteriormente, foram estudadas as ferramentas principais deste trabalho: wavelets e ana-
lise multirresolugao. Inicialmente, foram apresentados diversos aspectos relacionados as wa-
velets e relevantes ao tema da dissertacdo. Neste sentido, foi mostrada uma transi¢ao natural
entre a tradicional analise de Fourier e a andlise wavelet. Em seguida, foi dedicada uma aten-
¢do especial a analise tempo-freqiiéncia, tema amplamente estudado, mas de interpretaciao
delicada. Foi feito um esfor¢o para se dissecar de forma clara as idéias nas quais se baseia
este tipo de andlise, tentando mostrar a elegancia, beleza e importancia desta ferramenta.
Finalmente, algumas wavelets foram apresentadas.

Como uma continuac¢ao natural do trabalho, foram estudadas, de forma detalhada, as
bases da analise multirresolucdo. Seus aspectos matematicos fundamentais foram expostos
e foi explicado como o algoritmo piramidal de Laplace e os bancos de filtros podem ser
aplicados a ferramenta. Hoje, estas técnicas de implementagio da AMR sio amplamente
utilizadas. Finalmente, foram apresentados dois exemplos, nos quais puderam ser verificados
o potencial e a aplicabilidade deste tipo de analise em andlise e processamento de sinais.

Finalmente, a principal contribui¢ao desta disserta¢do consiste na introdu¢ao de um novo
sistema de multiplexa¢io baseado em andlise multirresolu¢do. O esquema proposto é cha-
mado de Multiplexacdo por Divisio em Multirresolucio (MRDM) e pode ser implementado
utilizando técnicas de processamento digital de sinais. De fato, esta é a maior vantagem
nesta técnica, pois tanto a multiplexacdo como a demultiplexa¢io podem ser assistidas por
processadores de sinais (DSP’s) e nenhum tipo de hardware especifico é necessario para a sua
implementagao. Na dissertagao, sdo apresentados os rudimentos do novo sistema, que pode
ser oferecido como uma alternativa para a multiplexacao de sinais analogicos e digitais. Desta
forma, é mostrada uma visio historica de sistemas de multiplexagdo e em seguida sdo expli-
cados os conceitos-chave da técnica. E assim mostrada a maneira como os tributdrios sio
alocados no esquema de multiplexac¢io e sdo introduzidos os diferentes tipos de configuracio.
E importante ressaltar a grande flexibilidade do sistema, que pode alocar usudrios com taxas
de amostragem iguais ou diferentes, analdgicos ou digitais. Varios exemplos sao realizados
para ilustrar esta caracteristica. Finalmente, uma analise preliminar foi realizada, tentando
esclarecer o comportamento do multiplexador, em fungdo do sistema wavelet escolhido para o
processo de multiplexagio. E notada uma forte dependéncia do comportamento espectral do
sinal multiplexado com as formas de onda presentes no canal. Assim, é provavel que sistemas

wavelet ortogonais diferentes possam gerar MRDM com caracteristicas de onda no canal di-
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ferentes, resultando em diferentes formas de preencher o espectro do canal de comunicacio.

Esta questdo resta a ser investigada com mais detalhes.

6.2 Contribuicoes futuras

O estudo desenvolvido nesta dissertacao abre espaco para uma gama variada de trabalhos
de pesquisa, todos relacionados a uma investigagao mais profunda da multiplexagago MRDM.
Desta maneira, uma continuac¢do natural e imediata deste trabalho é o estudo aprofundado
da escolha de um sistema wavelet para o multiplexador e a sua implicagdo nas formas de
onda geradas, no espectro do sinal produzido e nos seus requisitos de banda. E sugerida a
implementagio de simulacdes, de forma a conhecer melhor o efeito de tal escolha e o desenvol-
vimento de um soffware que, dados os parametros de entrada do sistema, permita a variacio
do sistema wavelet escolhido para o processo de multiplexagao e, assim, a comparagao nas
caracteristicas das diferentes configuragoes.

Por outro lado, um maior detalhamento do funcionamento pratico deste sistema, in-
cluindo aspectos de sincronismo e desempenho em canais ruidosos podem ser investigados.
Também é sugerido o estudo dos diversos blocos do multiplexador, e como a alteraciao destes
afeta o sistema. Mais especificamente, a utilizagio de conversores D/A’s e A/D’s com menos
bits aparenta obter resultados mais eficientes. No entanto, esta questdo precisa de uma andlise
mais profunda. Outrossim, é interessante investigar a possibilidade da criacdo um sistema ba-
seado inteiramente em andlise wavelet. Para isto, é interessante implementar a multiplexacdo
prévia utilizando o préprio sistema MRDM ou utilizar a arvore completa na decomposi¢ao
wavelet.

Por fim, a principal vantagem deste esquema de multiplexa¢do é a sua grande flexibili-
dade, e as diversas pesquisas que ainda precisam ser feitas certamente comprovario o grande

potencial e aplicabilidade da multiplexagio MRDM em sistemas de comunica¢io modernos.
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