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Notacao

e Um ideal gerado por um elemento y seradenotado por (y).

e Sgja A um anel e J um ideal de A. Denotaremos o0 anel quociente por A / J.

e Segja A um anel, denotamos por x = {yeA tal quey = x mod (J)} aclasse de equivaléncia
do elemento xeA relativamente arelacéo « mod (J).

e Sgja A um anel, denotamos por A[x] o conjunto de todos os polinémios, sobre A, em uma
indeterminadax.

e O simbolo ® representa produto cartesiano.

e O simbolo := representa "igual por defini¢cao".

e O simbol o = relacionacorpos isomorfos.

e O simbolo *, por exemplo C*, representa o conjunto C sem o elemento zero.

e O simbolo * denota a convolucéo ciclica.

e O simbolo* representa o complexo conjugado.

¢ Sgja G = {Gk} uma sequénciade comprimento N; G. denota a sequéncia {GN-k}-



Capitulo 1

Introducao

11 Motivacéao

Transformadas discretas, definidas sobre corpos finitos ou infinitos, desempenham um
importante papel em Engenharia. Um exemplo particularmente significativo é a bem
conhecida Transformada Discreta de Fourier (DFT), que tem muitas aplicacdes em diversas
areas, especialmente em Engenharia Elétrica. Uma DFT para corpos finitos foi introduzida
por Pollard em 1971 [20] e aplicada como uma ferramenta para efetuar convolucdes discretas
usando aritmética inteira (calculo de convolucdes de forma eficiente e sem a necessidade de
truncagem ou arredondamentos[11], [17], [18]).

Desde entdo varias novas aplicacdes da Transformada de Fourier de Corpo Finito foram
concebidas, ndo apenas nos campos de Processamento Digital de Sinais e Imagens, mas
também em diferentes contextos tais como Codificacao de Canal e Criptografia. Em ambos os
casos, finito e infinito, a existéncia de algoritmos rapidos (FFT) para computar a DFT tem
sido um fator decisivo paraaplicacdes em tempo real.

Um outro relevante exemplo concerne a Transformada Discreta de Hartley (DHT) [1], a
versao discreta da transformada integral simétrica introduzida por R. V. L. Hartley em 1942
[33]. Embora vista inicialmente como uma ferramenta com aplica¢cbes apenas no lado
numeérico e tendo conexdes com o0 mundo fisico apenas através da Transformadade Fourier, a
DHT mostrou-se ser um instrumento Gtil com muitas aplicagdes interessantes [19].
Transformadas rapidas de Hartley também existem e desempenham um papel importante no
uso daDHT.

Nesta dissertacdo uma nova transformada é proposta, a Transformada de Hartley em um
Corpo Finito (THCF) e uma nova técnica de multiplexacao digital utilizando transformadas
sobre corpos finitos é apresentada como uma das possiveis aplicagcbes da THCF. Na préxima
secao tem-se umadescricao de como esta di ssertacao esta organizada.
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12 Organizacéo da Dissertacao

O capitulo 2 realizauma breve reviséo de Algebra Abstrata, onde s&o descritos os teoremas
sob os quais a definicéo da Transformada de Hartley em um Corpo Finito e suas propriedades
estdo fundamentadas. Todos os teoremas apresentados neste capitulo pertencem ao contexto
da Algebra Abstrata basica e como tal, suas demonstragdes foram, em geral, suprimidas.
Contudo, ao final de cada enunciado, tem-se uma referéncia no qual o respectivo teorema esta
demonstrado com o rigor necesséario. Foi dada énfase as estruturas al gébricas que conduzem a
construcéao de corpos finitos e principal mente as propriedades de tais corpos.

O capitulo 3 situa a Transformada de Hartley em um Corpo Finito dentre as diversas
possiveis versfes de transformadas, no que diz respeito aos dominios relacionados. Uma
revisdo geral daimportancia pratica de se desenvolver transformadas discretas € apresentada e
sdo detalhadas algumas transformadas freqlientemente utilizadas em Engenharia Elétrica. O
aspecto pratico é mais uma vez ressaltado na apresentacdo de algoritmos eficientes para o
calculo da Transformada Discreta de Fourier. As principais propriedades da Transformada
Discreta de Hartley sédo enunciadas, com o objetivo de uma comparacdo com as propriedades
satisfeitas pela Transformada de Hartley em um Corpo Finito (THCF), descritas no capitulo 4.
Por fim, a Transformada de Fourier em um Corpo Finito foi definida, motivando assim o
desenvolvimento de uma nova transformada no capitul o seguinte.

O capitulo 4 deste trabalho desenvolve uma nova transformada sobre corpos finitos. Os
fundamentos para a definicdo da THCF s&o apresentados, tanto no que diz respeito a estrutura
algébrica sobre a qual a transformada esta definida (os Inteiros Gaussianos sobre corpos
finitos), como no que se refere as fungdes trigonomeétricas sobre corpos finitos, que de fato sdo
as bases para a definicdo desta nova transformada. Propriedades dos Inteiros Gaussianos séo
demonstradas, as semelhancas das func¢des trigonométricas sobre corpos finitos com relagcao
as funcdestrigonométricas cl assi cas sdo apresentadas e como ponto chave deste capitulo tem-
se o0 teorema 4.1 que torna possivel a definicdo da Transformada de Hartley em um Corpo
Finito. De uma forma impressionante, as propriedades desta nova transformada refletem, em
quase a totalidade dos casos, as propriedades da Transformada Discreta de Hartley. O alto
grau de simetria da transformada foi exposto, inclusive de forma visual. De fundamental
importancia foi o estabelecimento das rela¢cdes entre a THCF e a Transformada de Fourier em
um Corpo Finito, sendo esta ultima de uso j& consagrado, além de possibilitar o
desenvolvimento de um algoritmo rapido para a THCF. Ao final do capitulo obtém-se a lei de
verificagcdo dos possiveis espectros resultantes da THCF, o que, assim como para a
Transformada de Fourier em um Corpo Finito, resulta na defini¢céo de classes ciclotémicas e
estabelece o alto grau de redundéancia desta nova transformada, motivando a definicdo de um
novo método demultiplexacao digital, apresentado no capitul o seguinte.

No capitulo 5 uma breve revisao dos métodos de multiplexacdo digital € apresentada. Um
novo sistema de multiplexacdo por divisdo no cddigo é desenvolvido com base na
ortogonalidade das fungdes cas<(.) . Seu esquema de implementacéo é discutido e realiza-se
uma comparacao de seu requisito em banda passante com relacdo aos demais sistemas de
multiplexacdo digital.

O capitulo 6 delimita os avancos realizados neste trabalho e apresenta sugestdes de novos
topicos relacionados com a THCF a serem futuramente pesquisados. Por fim, descreve-se o
momento histérico e atragicavida do génio Evariste Galois, além de uma pequena nogao de

suainfluéncianamatematicae nos mateméati cos e engenheiros que se seguiram.
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Estruturas Algébricas

Este capitul o apresenta umabreve revisao sobre algumas estruturas al gébricas basicas. Sao
apresentados os axiomas de definicdo de anel, dominio e corpo, bem como a forma como
estas estruturas estdo relacionadas. Devido a sua intensa ligacdo com a Transformada de
Hartley em um Corpo Finito (THCF), um maior aprofundamento é realizado na caracterizacéo
de corpos finitos no que diz respeito a sua estrutura, como também nas propriedades
satisfeitas por seus elementos. S&o enunciados teoremas que serdo utilizados no
desenvolvimento da THCF e cuja demonstracdo esta desenvolvida na respectiva referéncia
indicada ao final de cada teorema. Por outro lado, alguns teoremas especificos sobre corpos
finitos e que s&o essenciais na caracterizacao dos Inteiros Gaussianos sobre um corpo finito
(estrutura sobre aqual aTHCF estadefinida) sdo demonstrados. Além disto, alguns resultados
classicos de Algebra Abstrata que fazem parte do contexto da THCF s&o apresentados,
especialmente a nocédo de residuo quadratico de um inteiro.

21 Anel

Sgja A um conjunto n&o vazio onde estejam definidas duas operacdes denotadas por + e *.
Assim,

+:A®RA->A e * T A®A-»A
(a,b) -> a+b (a,b) -> ab

A estrutura <A, +, *> é um Anel comutativo com unidade se 0os 8 seguintes axiomas sao
verificados quaisquer que sejam a,b,ceA.

Al (atb)+c = a+(b+c).

A2 3 0eA tal quea+0=0+a=a
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A3 V XGA existeum Unico yeA, tal que x+y =y+x = 0.

A4 atb =b+a

A5 (a*b)*c = a*(b*c).

A6 a*(b+c) =ab + ac e (atb)*c = ac + b*c.

A7 3leA,0*1tal quex*| =1*x=x V XGA.

A8 V X,yeA, x*y = y*x.

Um subconjunto S dc um anel A que € um anel em relacdo as mesmas operacdes definidas em

A, édito ser um subanel de A. Um subconjunto J de um anel A é dito ser um ideal se J € um
subanel de A e, paratodo ael e reA, ambos ar e ra eJ.

Definicdo 2.1. Sga Z o conjunto dos niumeros inteiros e A um anel. Pode-se entdo definir o
seguinte homomorfismo

frz + A
n -> n.l

o nucleo de f, N(i), €um ideal de z que, por suavez, € um dominio de ideais principais [8] e
assim

N (f) = (c), comceN.

Define-se c como acaracteristicade A [8].

2.2 Dominio

Se <A, +, *> éum anel comutativo com unidade e verifica o axioma A9 abaixo, entdo tem-se
que<A, +, *>éum Dominio de Integridade.

A9 x,yeA,x*y=0=>x=0o0uy =0.

2.3  Corpos Finitos

Se um dominio de Integridade <A, +, *> verificaapropriedade Al1O abaixo, entdo <A, +, *>
€ um corpo.

Al1O0O V xeA,x*0,3yeA tal quex*y=y*x =1.



Capitulo 2. Estruturas Algébricas 5

Denota-se por F um corpo genérico. No caso particular em que F tem um numero finito de

elementos, o mesmo é dito ser um Corpo Finito.

2.3.1 Estrutura

As propriedades béasi cas que os elementos de um corpo finito devem satisfazer foram listadas
nas secdes anteriores deste capitulo. Esta se¢cdo aborda outras caracteristicas estruturais dos
corposfinitos.

Teorema 2.1. z/(p), o anel de classes residuais de inteiros médulo o ideal gerado pelo
primo p, €éum corpo [ 3].

Definicdo 2.2. Paraum primo p, sgjaF, o conjunto { 0, 1, p-1} esga(p: z/(p)->F, 0

mapeamento definido por <p(a) = a paraa= 0, 1, ...»p-1, onde a denota a classe de residuos
modulo p do inteiro a. Entdo, F, com a estrutura induzida por 9 € um corpo finito, chamado
de Campo de Galois ( Galois Field) de ordem p e denotado GF(p).

Definicdo 2.3. Segja F um corpo. Um subconjunto K de F que € um corpo sobre as
operacdes de F sera chamado de subcorpo de F. Nesse caso F é dito s um corpo de
extensdo (ou simplesmente uma extensao) de K.

Definicdo 2.4. Corpo Primo de F é aintersecédo detodos os subcorpos de F.

Como decorréncia de seus axiomas de defini¢do, os corpos finitos ndo podem ter qualquer
quantidade de elementos. Os dois teoremas seguintes estabelecem as possiveis ordens de um
corpo finito, bem como sua estrutura vetorial com rela¢c&o a seu corpo primo.

Teorema 2.2. O corpo primo de um corpo F é isomorfo a GF(p) ou Q (o corpo dos
ndmeros racionais), respectivamente, se sua caracteristica for p ou zero.

Teorema 2.3. Sga F um corpo finito. Entdo F tem p elementos, onde o primo p é a
caracteristicade F er é o grau de F sobre seu corpo primo. Denota-se F por GF(q), onde q =

P [3].
2.3.2 Polinédmios Sobre Corpos Finitos

A definicdo de polinémios sobre corpos finitos é feita de forma similar a definicdo usual de
polinédmios. F[x] denota o conjunto de polindmios navariavel x com coeficientes no corpo F.

Definicdo 2.5. Um polindmio p(x) e F[x] é dito ser irredutivel sobre F se p(x) tem grau
positivo e p(x) = a(x)b(x) com a(x),b(x) e F[x], implicaque a(x) ou b(x) € uma constante.
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A Transformada de Hartley em um Corpo Finito (THCF) é construida sobre um corpo
finito com caracteristicas especificas e que pode ser visto como um corpo de extensdo de um
corpo base. O teorema a seguir estabelece um critério para a construcao de corpos de extensao
de um dado corpo F.

Teorema 2.4. Sga f(x) e F[x]. Entdo o conjunto F[x] / (f(x)) de todos os polinémios e
F[x], médulo f(x), juntamente com as operacdes de soma e multiplicacdo modulo f(x), €éum
corpo se e somente se f(x) éirredutivel sobre F [3].

Corpos de extensdo sdo construidos através de polindmios irredutiveis, contudo a
comprovacgédo da irredutibilidade de um polinémio, é em geral, uma tarefa complexa. A
excecdo ocorre em polinémios de grau 2 ou 3, como estabelecido pelo seguinte teorema.

Teorema 2.5. O polinédmio f(x) e F[x] degrau 2 ou 3 éirredutivel em F[x] se e somente se
f(x) ndo tem raizes em F[x] [3].

Particularmente, o teorema acima garante que o polinémio x*+| é irredutivel em GF(q) se e
somente se a equacéo x* = -1 ndo tem solucdo em GF(q). Este fato, bem como o teorema a

seguir, serdo utilizados na definicéo dos Inteiros Gaussianos sobre Corpos Finitos.

Teorema 2.6. Um polindbmio de grau n e irredutivel sobre GF(q) permanece irredutivel
sobre GF(g") se e somente se m e n sdo relativamente primos [3].

233 Caracterizacao

O préximo teorema garante a existéncia e a unicidade dos corpos finitos.

Teorema 2.7. Paratodo primo p e todo inteiro positivo r, existe um corpo finito com p’
elementos. Todo corpo finito com g = p' elementos € isomorfo ao corpo de decomposicao de
X - x sobre GF(q) [3].

O critério a seguir caracteriza todos os subcorpos de um dado corpo.

Teorema 2.8. Sga GF(g) um corpo com g = p’ elementos. Entdo todo subcorpo de GF(q)
tem ordem p°, onde s € um divisor positivo de r. Por outro lado, se s € um divisor positivo de

r, entdo existe exatamente um subcorpo de GF(q) com p* elementos [3].

Teorema 2.9. Para todo corpo finito GF(q), o grupo multiplicativo dos elementos néo
nulos, GF(q)* , éciclico.

De acordo com o teorema anterior, sempre pode-se utilizar um elemento ndo nulo * 1 de
GF(q) como base para uma representacdo exponencial dos g-1 elementos n&o nulos de GF(q).
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2.3.4 Propriedades dos Elementos

Esta secdo apresenta teoremas que caracterizam, de forma genérica, os elementos de um
corpo finito.

Definicdo 2.6. Sgaaum elemento ndo nulo de um corpo finito. Suponhaque a = 1 eque a
*1Vv,0<v<t comtyv GN. Nestas condicdes, diz-se que a ordem de a é t, 0 que sera
denotado por ord(a) =t.

Comojafoi estabelecido pelo teorema 2.9, corpos finitos sao estruturas ciclicas, onde ndo ha
nocdo de ordem. O teorema 2.10 esclarece este fato através de uma propriedade satisfeita por
todo elemento de um corpo finito de ordem g. Esta propriedade sera bastante utilizada no
decorrer deste trabal ho.

Teorema 2.10. Sgja GF(q) um corpo , entédo todo a eGF(q) satisfaz a* = a[3].

O comprimento de transformadas sobre corpos finitos esta relacionado com as ordens dos
elementos que compdem seu nldcleo. O teorema seguinte estabelece precisamente a

distribuicdo de ordens dentre os elementos de um corpo finito. Este ndo é um teorema
construtivo, mas sim de existéncia.

Teorema 2.11. Sgja GF(q) um corpo com g elementos, et um inteiro positivo:
i) Set ndo divide (g-1), ndo ha elementos de ordem t em GF(q).
ii)Se t divide (g-1), entdo existem exatamente <j)(f) elementos de ordem t em GF(q) [2].

O teorema a seguir sugere uma forma de encontrar elementos de ordem desejada, a partir de
elementos cuja ordem é conhecida.

Teorema 2.12. Sejam ci|, ai eGF(Qq), tal que ord(ai) = m e ord(ct2) = n, com mdc(m,n) =
1. Entéo ord(aioi2) = mn [2].

Definicdo 2.7. Um gerador do grupo ciclico GF(q) € chamado de elemento primitivo de
GF(q). Sua ordem é g-1.

Definicdo 2.8. Seja GF(g") uma extensdo de GF(q) e considere aeGF(q"). Entdo os

elementos a, a’, a* , a ° sado chamados de conjugados de a com respeito a GF(Q).

Teorema 2.13. Os conjugados de a eGF(q) com respeito a algum subcorpo de GF(q) tem
amesmaordem em GF(q)*.

Asrelagdes entre corpos de extensao e seus subcorpos em geral ndo estao explicitas em
seus elementos. O teorema abaixo estabelece uma condi¢ado necessaria e suficiente para que
um elemento de um corpo de extensao pertencaa um de seus subcorpos.

Teorema 2.14. Sega GF(g") um corpo finito com q" elementos, e K um subcorpo de
GF(g") com g elementos. Um elemento peGF(q") estaem K seesomentese p'=p [2].
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Tem-se a seguir uma propriedade da exponenciacdo sobre corpos finitos que seré utilizada nas
demonstracdesde propriedadesdaTHCF.

Teorema 2.15. Sga GF(g) um corpo de caracteristica p. Entdo (cti + aj + ... + ct))™ = cti™

+ct,” +...+a’", V ai,a,, ct, eGF(gq) e neN [3].

24 Exponenciacao

2.4.1 Teorema de Euler

Definicdo 2.9. Denomina-se Funcao de Euler afuncéo aritmética () abaixo definida por

O: N —N
n —» ndmero de inteiros positivos menores
que n e relativamente primos com n.

Teorema 2.16. (Teoremade Euler) Sejam a e n dois inteiros positivos tais que o
mdc(a,n)=I. Ent&o [9]:
a*” =1 mod (n).
Definicdo 2.10. Sgjam a um inteiro e p um primo impar tais que mdc(a,p) = 1. Nestas
condic¢des, se a congruéncia quadrética
x*=amod (p)

tem solucéo, entdo chama-se a um residuo quadrético de p; caso contrario, a é denominado
residuo ndo quadrético de p.

2.4.2 Critério de Euler

Teorema 2.17. (Critério de Euler) Sgjam a um inteiro e p um primo impar tais que
mdc(a,p)=I. Ointeiro aé um residuo quadrético de p se e somente se

a™”™ =1 mod(p).
Demonstracéo :
(=>) Como a é um residuo quadrético de p, entdo existe um x tal que x* = amod (p). Como
mdc(a,p) = 1 entdo mdc(x,p) = 1. Assim, pelo Teoremade Fermat:
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p
(P2 =(,2) 2 _,P-1 =i _od(p).

(<=) Suponha que a*""* = 1 mod (p) e sga r um elemento primitivo de GF(p). Entdo a = r*
mod (p), com 1< k <p-| edestaforma

r<e-»2 =1 mod (p)’

implicando que (p-1) | [k(p-1)/2], logo k é par: k = 2t. Portanto x = r € uma solucdo da
congruénciax®aamod (p). .

Proposicao 2.1. Seap um primo impar:

(i) Sep =1 mod (4) entdo -1 é um residuo quadratico de p.
(i1) Se p = 3 mod (4) entdo -1 é um residuo nao quadratico de p.

Demonstracéo :

(i) O primo p é da forma 4k+1, logo (p-1)/2 é par. Assim, (-1)'"'* a 1 mod (p) e pelo critério
de Euler -1 é um residuo quadratico de p.

(i) Neste caso, p é da forma 4k+3, logo (p-1)/2 é impar. Novamente pelo critério de Euler a
proposicao esta demonstrada. .

A seguir é demonstrado um teorema de grande importancia no desenvolvimento da THCF,
bem como na compreensédo da estrutura al gébrica sobre a qual esta é definida.

Teorema 218. Sgaq = p, com p = 3 mod (4) e r um inteiro impar, entdo nado existe
jeGF(q) tal quej’ = -1 em GF(q).

Demonstracédo : De acordo com a proposi¢ado 2.1 néo existe jeGF(p) tal quej* = -1, logo
s(x) = x +1 é irredutivel sobre GF(p). Como r é impar, mdc(r,2) = 1, entdo pelo teorema 2.6
s(x) é irredutivel sobre GF(q) e também n&o possui raizes neste corpo, ja que possui grau 2.
Desta forma j* = -1 n&o tem solucdo em GF(q). .

O préximo teorema generaliza a idéia do critério de Euler.

Teorema 2.19. Sga keN; entdo aeGF(g)* é a k-ésima poténcia de algum elemento de
GF(q) se e somente se ct“"""* = 1, onded = mdc(qg-1,k) [3].



Capitulo 3

Transformadas Discretas

3.1 Continuo Versus Discreto

Historicamente as transformadas continuas sdo descobertas antes de suas versoes discretas.
A Transformada (Continua) de Fourier, por exemplo, foi desenvolvida em 1810. Surgiram
posteriormente a Transformada de Fourier de Tempo Discreto e a Transformada Discreta de
Fourier. Em 1971 surgiu a Transformada de Fourier em um Corpo Finito. Estas quatro
transformadas possuem propriedades semelhantes, possuem interpretacdes semelhantes,
contudo seus pares transformados s&o completamente distintos. A Transformada de Fourier
relaciona um sinal continuo no tempo e definido em toda a reta real, v(t), com seu espectro
V (f). Por outro lado, a Transformada de Fourier de Tempo Discreto relaciona um sinal
discreto no tempo e definido em um numero infinito (mas contavel) de instantes e seu
espectro (periédico). Ja a Transformada Discreta de Fourier relaciona um vetor [v], com um
namero finito de entradas (a menos de uma periodicidade) no tempo e seu espectro [V ], que é
um vetor de mesmo comprimento (a menos de uma periodicidade). Por fim, a Transformada
de Fourier em um Corpo Finito relaciona vetores sobre um espaco vetorial cujo corpo base é
um corpo finito GF(q), e cujo dominio transformado pertence a um espaco vetorial onde o
corpo base € um corpo de extensao, GF(q").

A idéia de que sempre é possivel calcular a transformada de um sinal através de sua
definicdo continua utilizando a Transformada de Fourier, requer, a0 menos, uma expressao
exata durante um intervalo de tempo infinito (caso o sinal ndo sga peridédico) do sinal a ser
transformado. Na prética, a utilizacdo da Transformada (Continua) de Fourier é inviavel, mas
ainda assim, a necessidade de se analisar o espectro de um sinal é algo imprescindivel na
Engenharia Elétrica. Surge entdo a necessidade de uma transformacgdo que ndo necessite de
toda ainformacéo de um sinal continuo, mas descreva de forma satisfatéria o seu espectro.

10
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Um outro aspecto, também de natureza pratica, que impde a definicdo de transformadas
discretas recai sobre o fato de que o tratamento computacional de um sinal s6 pode ser
realizado através de um numero finito de amostras deste sinal, e mais, estas amostras devem
variar sua amplitude dentre um numero finito de valores. H4 ent&o, a necessidade de se operar
com estas transformadas de maneira discreta.

E claro que o resultado do calculo de uma transformada discreta de um sinal é,
teoricamente, totalmente diferente do célculo da transformada continua deste mesmo sinal
(com raras excec¢des, como por exemplo sinais que sdo discretos e periédicos). A fim de
tratar-se um sinal de forma discreta, deve-se truncéa-lo, amostra-lo e quantizar estas amostras,
0 que causa efeitos em seu espectro que podem distorcé-1o a tal ponto de ficar impossivel
retornar ao dominio temporal e recuperar a0 menos uma versao semelhante do sinal original.
Desta forma, as etapas de amostragem e truncamento sao vitais para o processo de avaliacao
de um espectro através dc transformadas discretas.

Transformadasdiscretas sdo frequentementeutilizadasem:
e Compressdo de dados de voz e video para permitir sua transmissao com banda
reduzida.
e Célculo rapido de convolucdes (filtragem digital) e correlagdes.
* Processamento de imagem, especialmente em reconhecimento de padrdes.
« Andliseespectral desinais.
* Modulacéo digital.

3.2 Transformadas Discretas

Segja E um corpo e F um corpo de extensdo de E. Sejam v = (v,,vi, VN-I)
eV=(o,Vi, VN-I)vetoresdecomprimentoN em E eF, respectivamente. Assim, define-
se genericamente uma Transformada Discreta como umatransformacao T descrita por

T:EY -> F"
T(v) =V

3.21 Classificacao

As componentes do par transformado descrito anteriormente podem pertencer a um corpo
finito (caracteristica p), ou infinito (caracteristica zero), como mostrado pelo teorema 2.2.
Pode-se entdo agrupar as transformadas discretas em duas classes distintas de acordo com a
caracteristicado corpo sobreaqual estao definidas.

As transformadas discretas de caracteristica zero foram desenvolvidas espelhando-se em
suas versdes continuas. Como tal, o par transformado discreto é bastante semelhante ao par
transformado continuo.

Por outro lado, as transformadas discretas de caracteristica p sdo bem mais recentes e
menos numerosas. S8o poucas as transformadas discretas sobre corpos infinitos que possuem
uma versao num corpo de caracteristicap. Vale ressaltar que mesmo possuindo propriedades
semelhantes as propriedades das transformadas discretas de caracteristica zero, os pares
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transformados sobre corpos finitos em geral sdo completamente diferentes dos pares
transformados discretos sobre corposinfinitos.
Caracteristica Caracteristica
Zero P
Transformada Discreta Transformada de Fourier
de Fourier emum Corpo Finito”

Transformada Discreta

do Cosseno

Transformadas Transformada Discreta

Discretas do Seno
Transformada Discreta Transformada de Hartley

de Hartley em um Corpo Finito

Outras Outras

[Transformada de Fourier de Corpo Finito (TFCF) - Galois Field Transform (GFT)

<< i Fermat
Transformada Numérica de Fourier - Number Theoretic Transform (NTT)<
[Mersenne

3.2.2 A Transformada Discreta de Fourier

Sendo de fundamental importancia no Processamento de Sinais, bem como na analise de
Sistemas de Comunicac0fes, a Transformada de Fourier € uma ferramenta constantemente
utilizada em Engenharia Elétrica. Suas aplicacdes se destacam, por exemplo, no calculo
eficiente de convolucgdes, na obtencdo da resposta em freqiéncia de sistemas, na analise
espectral de sinais, entre diversas outras.

A Transformada Discreta de Fourier tem a seguinte lei de transformacéo

onde i,k=0,1,N-1 eW éumaraiz N-ésimada unidade em F .
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A seguir tem-se umarepresentacao da Transformada de Fourier na formamatricial

[V] [T]...[v]... . onde
Wi W2 VViN-I
T =
WN-I W.N_2 W
Se E é o corpo dos reais R (ou dos complexos C)eF =C, entdo W =€"" e assim tem-se a

chamada Transformada Discreta de Fourier (TDF) ou DFT (Discreie Fourier Transform).

Se E = F = GF(p), entdo WeGF(p) € um elemento de ordem N. Neste caso, tem-se umaNTT.
Se p for um primo de Mersenne, obtém-se uma NTT de Mersenne, ou MNT (Mersenne
Number Transform). Se p for um primo de Fermat, obtém-se uma NTT de Fermat, ou FNT
{Fermat Number Transform).

SeE =GF(p) e F=GF(p"), comm > 1, entdo W = a é um elemento de ordem N de GF(p").
Neste caso, tem-se uma GFT.

Ao contrario daTDF, cujaimagem é complexa, as transformadas discretas mostradas a seguir
sdo mapeamentos cuja imagem esta contidaem R, ou sgja, E=F = R.

3.2.3 A Transformada Discreta do Cosseno

Esta transformada foi proposta em 1974 [10], e tem seu uso consagrado em processamento
digital deimagem. Sua definigdo é baseada nos polindmios de Chebyshev, de onde decorrem
algumas excelentes propriedades, como por exemplo seu erro médio quadréatico, que é similar
ao erro cometido pela transformada de Karhunen-Loéve, Otima neste requisito. Uma
propriedade relevante da transformada discreta do cosseno (TDC) € seu desempenho no que

diz respeito a taxa de distor¢éo. Esta transformada é utilizada também no contexto de
reconhecimento de padrdes.

Especificamente, um par transformado da TD C é definido por

~

1

N

Vi=

- (21 + )k
2. M(k)Vicos| ——/,
k=0
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-7=,k=0
ondei,k =0, 1,...,N-1 e M(k) =\

1, sk* 0

3.2.4 A Transformada Discreta do Seno

A Transformada Discreta do Seno (TDS) e a TDC foram definidas simultaneamente. Suas
definic¢Bes séo similares, como descrito abaixo, onde tem-se o par daTDS

Fi - )k
Vk= h M(K)E v.sen
vV 2N

(2i - Dfer

Vi=J~z MKV,
i (k)V.sen 5N

ondei,k =0, 1, ...,N-1.

3.25 A Transformada Discreta de Hartley
A Transformada Continua de Hartley foi originalmente publicada em 1942 por R. V. L.

Hartley, no Proceedings of the Institute of Radio Engineers [33]. Em sua publicagcéo, Hartley
deu énfase ao carater simétrico de seu par transformado assim definido:

H(v)= J v(t)cas(27ivt)dt

v(t)= J H(f)cas(27ivt)dv,

onde v éreal e afuncéo cas(.) € definidacomo a soma de cos(.) e sen(.), isto é
cas(6) = cos(9) + sen(8).

A Transformada Discreta de Hartley (TDH) foi proposta por Bracewell em 1982.
Similarmente a Transformada Continuade Hartley, a TDH possui a funcéo cas(.) como nucleo
€ novamente possui um carater simétrico. Tem-se abaixo a defini¢cdo do par transformado da

TDH
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1 » (2km)

ondei,k=0,1,N-1.

Naproxi masecéo algumas propriedadesdaT D H sédo citadas, cujasdemonstragcdes podem ser
encontradas em [ 1] . Como sera apresentado no capitul o 4, estas propriedades sdo similares as
encontradas paraa Transformada de Hartley em um Corpo Finito.

3.2.5.1 Propriedades

Segjam g <-» G e h <> H pares tranformados T DH de comprimento N.

TD1 Linearidade
Sejam ab e R; entdo ah + bg <» aH + bG .

TD2 Deslocamento no Tempo

TD3 Soma da Sequéncia
N-I|
H o= £ hij.

TD4 Valor Inicial
j N-\
h,=-2Z2 H,.

v o*=p0

TD5 Reversdo Temporal
h,<>H.,.

TD6 Simetria
H<-»Nh.

TD7 Convolucgao Ciclica

g*h <> Vi (GH + GH. + G.H - G.H)),
onde G. e H. denotam, respectivamente, G,., eH,.,.

TD8 Relacdo de Parseval

N-I N-I
Nf h,"=£ H.,*.
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3.2.6 Relacg0Oes entre as Transformadas de Fourier e de Hartley

Nesta secdo sdo apresentadas relacdes entre F,, a k-ésima componente da Transformada
Discreta de Fourier do vetor v = (v, ,V]| , VN-1), e H,, a k-ésima componente da
Transformada Discreta de Hartley do mesmo vetor. Re e Im denotam, respectivamente, a parte
real eaparteimaginaria.

i) H,=Re{(I+])F,}.

Demonstracéo : Deacordo com adefinicdodaTDF
N 127N A (ka) .« (2krn’\
F. =z ,e®*"'"= 2. wvigos — -J2. Visenk/ N *
logo
N 2 km N 2km
Re{F} = 2u i - e Im{F,}=-" Vjsen
1n iD

Peladefinicdo daT DH tem-se

H = (Re{F} - Im{F}) = Re{(l +))F} .

i) F.=~{H,.. +H . }+ j{H,..-H }.

Demonstracéo :

A 2(N-K)m

NI 2km r 2kml
S ool 2m - + senl 2m -
N ) N J

contudo,
- 2km\I ( 2km 5 2 km 2km
cosi 2m - — | = cos m - = .
N N * e sn N- sen N >
Desta forma
N (2km
H.o-k = i [OOS - sen
i-0 S N I N \J
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Tem-se entéo que

Re{F} = -{H,., +H,]}

Im {Fy} { Hnx - Hy }. .

| —

Todas estas transformadas discretas descritas acima possuem algoritmos rapidos semelhantes
as Transformadas Rapidas de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT). A préoxima secao
apresenta as FFTs classicas.

33 Transformadas Rapidas

A Transformada Discreta de Fourier detém um papel fundamental na analise, projeto e
implementacdo de algoritmos para processamento digital de sinais. A descoberta das
Transformadas Rapidas de Fourier (FFT) possibilitou um aumento substancial na eficiéncia
do célculo computacional da DFT. O céalculo direto da DFT a partir da defini¢céo requer N°
multiplicacdes e N(N-1) adicdes. Este nUmero pode ou nédo ser aceitavel, dependendo da
aplicacdo. Assim, entende-se por FFT, um algoritmo que reduz a complexidade
computacional em relacdo ao célculo direto. E um fato bem estabelecido que existem
vantagens computacionais em se formular a DFT unidimensional como um problema
bidimensional [6]. Isto é o0 vetor unidimensional de entrada é mapeado num arranjo
bidimensional, o qual apds ser processado é mapeado num vetor unidimensional de saida.
Assim funcionam, por exemplo, os algoritmos de Cooley-Tukey e Good-Thomas [6].

3.3.1 Cooley-Tukey

A TDF que desgjamos calcular tem como comprimento o nimero composto N = njn2, onde
ni e n2 sdo inteiros positivos. As novas coordenadas, \\ e i2, do mapeamento bidimensional do
vetor de entrada V| sao definidas por

i=ii+mi2, *°" i] =0,1,...,ni-1 e i2=0,1,...,ri2-1.

O vetor de entrada, agora bidimensional, sera transformado em um vetor de saida V,, cujas
novas coordenadas ki e k2 sdo dadas por

k=n2ki+k2, com ki =0,l,...,ni-1 e k,=0,,...,n.2-1.

Aplicando-se o mapeamento bidimensional a definicdo da TDF, manipulando-se os indices
convenientemente e utilizando o fato de que W" = 1, pode-se reescrever a TDF como

ny -l
z k| wikz § yizkay
12=0

n o H - +ni'2
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ondey = W" e r =W>,

O algoritmo consiste em se calcular ni TDFs de comprimento n2, seguido por N
multiplica¢cbes complexasdevido ao fator W ** epor fim, efetua-se n2 TDFs de comprimento
ni . Este algoritmo requer a seguinte complexidade computacional:

Numero de multiplicagdes complexas: N(ni + n2 + 1).
Numero de adi¢8es complexas: N(ni + n2 - 2).

Em muitas aplicacdes o algoritmo de Cooley-Tukey utiliza comprimentos N da forma
poténciade 2. Neste caso, 0 comprimento N=2* é fatorado da seguinte forma

n,=2 e n,=2°"'

Como conseqléncia, o algoritmo calcula uma Transformada de Fourier de comprimento N
através de duas Transformadas de Fourier de comprimento N /2, mais alguns cal cul os extras.
Deste modo, o algoritmo é utilizado recursivamente e, em cada nivel, uma transformada de
comprimento N é substituida por duas de comprimento N /2, que séo processadas da mesma
forma. Assim, acomplexidade computacional paraesta FFT é dada por [6]:

Numero de multiplica¢cdes complexas: (N/2)log2 N.
Numero de adi¢des complexas: Nlog2 N.

3.3.2 Good-Thomas

Este algoritmo é bastante semelhante ao anterior, com arestricdo de que ni e n2 devem ser
primos entre si. O mapeamento bidimensional é baseado no Teorema Chinés dos Restos [9] e
€ apresentado a seguir.

As novas coordenadas, i| e 12, do mapeamento bidimensional do vetor de entrada V| sio
definidas por

ii=imod(ni) e i2+«i mod (n2).

Pelo Teorema Chinés dos Restos, existem inteiros Ni e N2 tais que o indice de entrada pode
ser recuperado por

i =iiN,n, + i2Njni mod (n),
onde N| e N2 s&o inteiros que satisfazem
N,ni +N,n,= 1.

O vetor de entrada, agora bidimensional, seré transformado em um vetor de saida VK, cujas
novas coordenadaski e k2 sdo dadas por

ki = Nik mod (ni) e k2 =Njk mod (n2),
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e desta forma recupera-se o indice k através darelacao
k = r\2k\ + r\k2 mod (n).

A vantagem deste mapeamento, com relagdo ao algoritmo de Cooley-Tukey, é a eliminacao
do termo W ** durante a computacéo. Desta forma, a TDF pode ser calculada como

\ =V Yr oyt

n.k|+n|k, L. 1. i ir2r2 2ttt

onde y=W"""* e r=W""""\

Portanto, este algoritmo requer N multiplica¢cdes a menos que o algoritmo de Cooley-Tukey.
Sua complexidade computacional é descrita abaixo:

NUmerodemultiplicagdescomplexas: N(ni +n2).
N Udmero de adi¢gdescomplexas: N(ni +n2 - 2).

3.4 A Transformada de Fourier em um Corpo Finito

A Transformada de Fourier em um Corpo Finito foi originalmente introduzida em 1971
[20] como uma ferramenta para efetuar convolugdes discretas finitas usando aritmética inteira
e, desde entdo, véarias outras aplicagcbes tem surgido, especiamente nas areas de
Processamento Digital de Sinaise Teoriadalnformacédo [6], [11], [15], [16], [17].

O célculo de transformadas em corpos finitos tem a vantagem de ndo introduzir erros de
truncagem ou arredondamento e apresentar uma aritmética de baixa complexidade
(especialmente nos casos em que a caracteristica do corpo € um primo de Mersenne ou um
primo de Fermat).

Definicdo 3.1. Segav =(vo, Vi, ..., V,_i) um vetor de comprimento N e componentes em
GF(q), ondeq=p’, entdo o vetor V = (V,, Vi ,... , V,.|) com componentes em GF(q") dadas
por
N-I
V,=£ v/,

i=0

onde a é um elemento de ordem N em GF(q"), é a Transformada de Fourier em um Corpo
Finito (TFCF) dev.

3.4.1 Propriedades

Sgam g <> G e f <> F pares tranformados TFCF de comprimento N, como definidos
anteriormente.
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Fl Linearidade
Segjam a,beGF(q) entéo af + bg <-» aF + bG.

F2 Deslocamento no Tempo
Suponhaque fj =gj.i; entdo F, = et™ Gk .

F3 Convolucgao Ciclica
g*f">GF={G,F.}.

F4  Espectros Validos

"k ‘kg(modN)”

A relacéo F4 induz uma particao dos inteiros modulo N em classes de equival éncia chamadas
ciclotomicasou de conjugacao. Ascomponentes Fk cujos indi ces pertencem auma dada classe
estdo relacionadas por F4, de modo que é neccesséario especificar apenas uma delas para se
determinar todas as outras.

3.4.2 AsTransformadas Numéricasde Fourier

No nivel do hardware, a implementacdo de NTTs é de extrema facilidade e simplicidade,
se comparado ao hardware necessario para se efetuar uma DFT, por exemplo. Além de
resultar em custos menores, o calculo de NTTs pode se dar de maneira bastante rapida. A
atracdo pelas NTT's surge, dentre outros, pelo fato delas ndo causarem erros por
arredondamento, overflow, ou quantizagédo. Ja no calculo de uma DFT, todos esses problemas
ocorrem e, de maneira geral, seus efeitos estdo intimamente relacionados com N, a ordem da
transformacéo.

Como escolher aNTT apropriada para uma transformacéo de comprimento longo ? Pode-
se destacar trés consideracfes praticas importantes (no que diz respeito a eficiéncia
computacional) na definicdo de uma NTT.

(i) Escolha do modulo p de GF(p):
O moédulo p deve ser grande o suficiente para evitar overflow e também deve permitir uma
facil implementacéo da operacdo modular requerida.

(ii) Escolhade N - comprimento da transformada:
O comprimento N deve ser composto para podermos utilizar algoritmos rapidos e deve ser
grande o suficiente paraaplicacdes em longas sequénci as.

(ii1) Escolhade W - nucleo da transformada:
A multiplicacdo por poténcias de W deve ser de baixa complexidade computacional (deve
resultar, se possivel, apenas em deslocamentos).

A escolha 6bvia para p, seria algum valor baseado em uma poténcia de 2, ja que 0s sistemas
eletrénicos digitais sdo baseados em operagdes binarias onde, por exemplo, o contador € um
sistema inerentemente modular. Dessa forma, existem as seguintes escolhas possiveis para p:
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p=2-1 ou p=2°+1.

Como p =2°-1 €& um numero de Mersenne, as NTTs baseadas neste médulo sdo
denominadas Transformadas Numéricas de Mersenne (MNT) e, equivalentemente, parap =
2° +1, geram-se as Transformadas Numéricas de Fermat (FNT).

3.4.2.1 A TransformadaNumeéricade Mersenne

Se p é um primo de Mersenne, pode-se escolher W = 2eN =p ou aindaW =-2eN = 2p.
Neste ultimo caso, é possivel usar uma FFT para calcular a NTT desgjada. Uma grande
vantagem da MNT é que a aritmética em GF(p) € bastante coveniente se o0s inteiros forem
representados como binérios de q bits, pois neste corpo 2 - 1 = 0, ou sga, o overflow 2° = 1.

3.4.2.2 A TransformadaNumeéricade Fermat

A vantagem de se implementar uma NTT sobre GF(p) com p um primo de Fermat é que W
€ uma poténcia de 2 ou uma soma (ou subtracdo) de poténcias de 2. Com isto as
multiplicacdes em binario sdo convertidas em deslocamentos. Outra vantagem decorre do fato
que N é umapoténciade 2, e a FFT de Cooley-Tukey pode ser aplicada paracalculartal NTT.

E importante observar que as NTTs possuem a propriedade da convolucgao ciclica e
portanto podem ser utilizadas para calcular convolucdes em corpos finitos. Além disso as
FFTs descritas anteriormente podem ser aplicadas no calculo da GFT bem como no calculo
das NTTs.



Capitulo 4

A Transformada de Hartley em um Corpo
Finito

Este capitulo apresenta a definicdo do conjunto de Inteiros Gaussianos sobre um Corpo
Finito, determina as propriedades de seus elementos, bem como suas caracteristicas
estruturais. Em seguida é introduzida, pela primeira vez na literatura, uma trigonometria sobre
corpos finitos. Especificamente, as funcdes k-trigonométricas sobre corpos finitos sado
definidas e suas propriedades exploradas. Dentre as funcdes k-trigonométricas, a familia de
funcbes cask(.) apresenta uma forma de ortogonalidade que possibilita a definicdo da
Transformada de Hartley em um Corpo Finito (THCF), uma nova transformada sobre corpos
finitos que apresenta um mesmo nucleo tanto para a transformada direta, como para a
transformada inversa. S&o desenvolvidas as propriedades desta nova transformada, que
assemelham-se as propriedades da Transformada Discreta de Hartley (TDH), bem como novas
propriedades que ndo possuem equivalentes na TDH. As relagfes entre as Transformadas de
Fourier em um Corpo Finito (TFCF) eaTHCF também sao estabel ecidas.

4.1 Inteiros Gaussianos sobre Corpos Finitos

Nesta secdo € construido, a partir de um corpo finito, um corpo de extensdo similar a
extensao realizada pelos numeros Complexos sobre o corpo dos niumeros Reais. As condic¢des
para a construcdo deste corpo de extensdo impdem restricdes sobre a escolha da ordem do
corpo, como mostrado na definicédo abaixo. No que se segue 0 simbolo := denota igual por
definicéo.

4.1.1 Definicao

Definicdo 4.1. G(q) :={C=a+jp, ap e GF(q)},ondeq=p,comp =3 mod (4) erum
inteiro impar, € o conjunto de Inteiros Gaussianos sobre GF(q).

22
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Proposicéao 4.1. Sejam © e * operacdes definidas sobre os elementos de GF(q) e dadas
por

©:G(q)®G(q) -> G(a)
(a,+jp, ,a.+jp.) -> (a,*+jp.)0(a.+jp.) = (a,+a.)+j(p, + p.)

*1G(g)e G(q) -> G(q)
(@, +jp, ;a.+jp.) (a, +jp.)*(a.+jp.) = (.,a,-p,p.) +j(..p. +a.p,).

A estruturadefinidapor GI(q) =< G(q) ,© , * > éum Corpo isomorfo a GF(q®) (denota-se
Gl(a)=GF(q)).

Demonstracdo: Observando-se os teoremas 2.4, 2.5 e 2.18, conclui-se que Gl(g) € um

corpo. Com as operac0des definidas acima, ha um isomorfismo entre GI(q) e GF(q)[x] / (x*+1),

dado por
M/:Gl(q) GF(qQ)[x] 1 (x*+1)
at+JP -> a+ ~-px
j -> X
a -> a
Pelo teorema 2.7 tem-se que GI(q) é isomorfo a GF(q?). .

4.1.2 Propriedades

Esta secdo apresenta, sob aformade proposic¢des, algumas propriedades béasi cas satisfeitas
pel os Inteiros Gaussi anos sobre Corpos Finitos. Antesporém, definem-seaNormaQuadratica
e a Ordem Complexa de um elemento em GI(q).

Definicdo 4.2. SgaC = a +jp eGl(qg). A Norma Quadratica deste elemento € definida

como IC1l = I (a+jp) |'= (a + p’) eGF(q).

Definicdo 4.3. Sga C = a + jp eGl(q). Define-se a Ordem Complexa deste elemento,

ocx(Q, como sendo o menor natural ntal que (a+jp)" eGF(Q).

Proposicao 4.2. SgaC =a+jp eGl(q), ondeq =p’. Nestas condi¢cbestem-se

i) ord(C) I (q+l)(q-1).
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i) C'=CA onde* denota complexo conjugado.
iK'= lgl® .

Demonstracéo :
i) Pelaproposicao 4.1 tem-se que Gl (q) = GF(Qg°) e o resultado segue pelo teorema2.11.

ii) C-a+j(3 eGl(q) e, por definicéo, a, j, peGl(q) = GF(gq°) = GF(p*). Pelo teorema 2.15
tem-se que

G = cc+'pY,
O fato de quej = -1 gGF(q) resulta, pelo teorema 2.18, que g € uma poténciade um primo da
forma 4k+3, implicando que j* = -j . Pelo teorema 2.10 conclui-se que
C'=ct-IP=C-.
iii) Pelo item anterior: C*"' = (a-JP)(a+JP) =a + p’. .
Proposicéo 43. Se C éprimitivo em GI(q) => | C | é primitivo em GF(q).
Demonstracéo: Como C é primitivo, entdo o menor ntal que C' = 1 é n = (q+1)(qg-1).

Logo, pela proposicéo 4.2,

Conclui-se entdo, que o menor mtal que (| C )"= 1 ém = g-1. Como | Cl’eGF(q), isto
implicaque | C| é primitivo.

Proposicéo 4.4. Sega GI(qg). A ocx(Q é um divisor de (q+1).

Demonstracao: Se C éreal ademonstracdo segue, pois 1| (g+1). Se C ¢é complexo,
denote ocx(Q = n. Por definicdo da Ordem Complexa n < (g+1), pois C**' é real. Suponha,
por absurdo, que n ndéo divide (gq+1); logo (g+l) =dn+r, com O0<r<n ed um inteiro
positivo. Considere ct|, a, GGF(q), C"=a e C"' =a,. Desta forma,

Ca+l.Cdnr . cdner . y>¢r . ..
logo
C = a@)" eG¥a),

0 que € uma contradicao pois r < n. Conclui-se entdo, que n divide (q+1). .

4.2 Funcdes k-Trigonométricas
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Esta secéo apresenta uma definicdo de funcdes trigonométricas sobre corpos finitos, no
sentido de que possuem propriedades semelhantes as das fungdes trigonométricas
classicamente definidas. Asfamiliasdefuncdes coSk(.) e senk(.) s&o inicial mente apresentadas,
bem como suas propriedades. A seguir, deriva-se destas funcdes basicas a familia de funcdes
cask(.), suas propriedades e o resultado principal desta secdo, que é o teorema 4.1. Este
teorema fornece os elementos para a definicdo da Transformada de Hartley em um Corpo
Finito, que é definida na préxima secéao.

4.2.1 AsFuncgdescos, e sen,

Definicdo 4.4. Sga C um elemento ndo nulo em Gl(q), com q = p’, p um primo impar da
forma 4k + 3. Definem-se as fungfes k-trigonométricas de Z(C') := i (arco do elemento C' )
em GI(q) da seguinte forma

cosUC) =I1(C* + C*)

sen.(ZC) =x(C"-C")

onde q=p’, C tem ordem multiplicativaN ,N |g°-1 ei,k=0,1, N -1.
Esta definic¢éo e as propriedades seguintes s6 fazem sentido se Gl(g) € um corpo (pois apenas

nesta estrutura é garantida a existéncia de uma poténcia negativa do elemento C ). Este é 0
porque daexigénciade p=3 mod (4) como definido acima.

4.2.1.1 Propriedades

Por simplicidade considera-se C fixo na definicdo da funcdo k-trigonométrica, denotando-se
entéo cos, (ZC') :=cos. (i) e sen (ZC") :=sen (i) com i,k=0, 1, 2, ...,N-1.

Pl Circulo Unitario

senk’( i) + cosk*(i) " 1.

Demonstracéo :

sen/( i) +cos'(i) = [~{¢™- G T4 TV =

= — (GG + (G G2 = 1 -
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P2 Par/Impar

cos, (i)=cos (-i) e sen(i)=-sen (-i).
Demonstracéao :

cosk (-i) = é(c’*# S =ooxti)” € sent-i)- —;j(c'”- C*'=— sen, (i). .

P3 Férmula de Euler

€ =cos.(i)+jsen,(i).

Demonstracéo :

cos, (i)+jsen (i)=i(C*+C*)+r(C*-C"'")=C"- .

P4  Adicao de Arcos
cos (i +t) =cos (i )cos (t) - sen,(i)sen,(t).

sen, (i +t) = sen, (i )cos, (t) + sen, (t )cos, (i).

Demonstracéo :

oS (i + 1) = (G + G = 1(CIC H G Vi

é(
=-{[cos, (i) +jsen, (i )][cos, (t) +jsen,(t)] + [cos, (i) -jsen, (i )][cos, (t) -jsen, (t)]>
= cosk (i )cos, (t) - sen, (i )sen, (t).

A demonstracao do seno é similar. .

1 - cos,(2i)

P5 Arco Dupld + cos,(2i ,
cosk(i)E ( )esenk(i)—

Demonstracéo :

De acordo com a propriedade P4,
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cosk (2i) =cosk (i) -sen,(i)-

=cosk(i)-[1-cosk(i)]=2cosk(i)-1s

A demonstracao do seno ésimilar.

P6 Simetria Principal
cok (i)=cosa(k) e senk(i)=sgx* (k).

Demonstracao : Segue imediatamente da definicéo das funcdes k-trigonométricas.

P7 Simetria Secundaria

cosk (i) =cos (t) com itkl * 0 e k+t =i+l = N.
sen, (i) =sen] (t) com itkl * 0 e k+t =i+l = N.
Demonstracéo :
2(coSk(i)-cos. ()] =(G +Cl-grcr) =) oDl dl) o

Ak Bt Atk
it

A demonstracéo do seno é similar.

P8 Complemento
cosk (i) =cosk(t) comitk* Oei+t=N.

senk (i) =-sen,(t) comitk* 0ei+t=N.

Demonstracgéo :

2[cos,(i)-cos,(t1)] = {C+ -C-C") —C'-¢r =
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=(C-¢) =0

A demonstracao do seno é similar .

P9 Somatério da sequéncia cos, (i)

N-I

Y cos (i) = N !70
ki) O,l# 0
Demonstracao :
N-I N-!
a=X cos, (i) = -X K™ + C.
Koy 2 k-0

Sei = 0 tem-se imediatamente a= N.

Sei* 0entdo a = .]|-: 1(4".);-1 + ')\/{_C);-\ ] = -][O +0] =0.

PIO Somatério da seqiiéncia sen, (i)

N-I

X sen.(i) =0.

k=0
Demonstracéo :
N-I N-I
k=0 2] k=0

Sei = 0tem-seimediatamente o* = 0.

. . 1 1(0"-1
Sei*0entdoa=—]

DT Az ] =i_[0-0] = 0.
2) c-\ G-\ 2j

PIl Periodicidade

cos,(i + N)=cos (i) e sen(i + N)=sen(i).

Demonstracéo :
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cos(i+N)=|(C' """ +C"“")--(C'"C"+C*C")=cos, (i), poisaordemdeC éN.

A demonstracéo do seno é similar. .

Proposicao 4.5. Asfuncfes k-trigonométricas cos,(.) e sen,(.) sdo ortogonais no seguinte
sentido:

X [cos/(ZC) sen,(Zi)] = 0,
k=0

onde a ordem multiplicativade C € N em Gl(q).

Demonstracao : Pelapropriedade P4, tem-se que

cos,(ZC') sen*zZC*) = Msen(t+i) +sen(t-i)], logo

N-I i N-I

£ [cos, (2O sen(ZCY)] = [sen(t + i) + sen(t - i)]

k=0 2 k=0

e, pela propriedade PIO, o resultado segue. .

4.2.2 A Funcgao cas,

Definicdo 4.5. SgaC um elemento ndo nulo em GIl(q). Define-se afuncéo cas, de ZC* em
Gl (q) daseguinte forma:

cas,(ZC) :=cos. (ZC") + sen, (ZCj).

4.2.2.1 Propriedades

A funcdo k-trigonométricacas(.), assim como no caso continuo, édefinidacomo asomadas
funcdes seno e cosseno. As propriedades desta funcéo k-trigonométrica definida num corpo
finito sdo semelhantes as propriedades da funcéo cas(9) definida sobre o corpo dos nimeros
reais. Estas propriedades sao listadas a seguir.

Cl Relagdes k-trigonométricas
i) cas(i +t) =cos(i)cas(t)+sen(i)cas(-t).
ii)ycas(i -1) =cos,(i)cas(-t)+sen(i)cas(t).
iii) cas(i) cas(t) =cos(i-1)+sen(i +1)
Demonstracéao :

i) Peladefinicdo 4.5 tem-se
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cask(i +1) =coSk(i +t) +sen./(i +t), epelaspropriedades P2 e P4 conclui-se que

cas(i +t) =cos(i)cos(t)-sen(i)sen(t)+sen(i)cos(t)+ sen(t)cos(i)

=cos.(i)[cos(t) +sen(t)] +sen(i)[cos(-t)+sen(-t)]=

=cos/(i)cas(t) +sen(i)cas(-t).

ii) Similar a demonstragdo do item anterior.

iii) cas( i) cas(t) =[cos(i)+sen(i)][cos(t)+sen(t)] =

= cos, (i )cos, (t) + sen (i )sen (t) +

+ sen, (i )cos, (t) + sen, (t)cos, (i).

Observando-se as propriedades P4 e P2, tem-se o resultado.

C2 Simetria

cas(i)=casi(k)

Demonstracdo: Segueimediatamente dapropriedade P6.

C3 Norma Quadratica

Sgja a funcdo cas,(ZC'), cujo argumento C = a eGF(q). Nestas condicdes,

[cas(i)]"" =1 cas(i)1" = cos(2i).
Demonstracdo: Pelaproposicédo4.2tem-se

[cas(i)]*"'=1lcas(i)1l*=[cos(i)]*-[sen(i)]®, aplica-seentdo P5 ePlI.

C4 Ordem

Secas/( i) éprimitivo em GF(q*) =>| cas(1) 1 éprimitivo em GF(Qq).
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Demonstracao : Segue diretamente da proposic¢ao 4.3. .

C5 Periodicidade

cask( i) é periddico, de periodo N.

Demonstracéao : Segue diretamente da propriedade Pl 1. .

C6 Nulidade

i) Sejaa funcédo caSk(ZC'"), cujo argumento C = a eGF(q). Nestas condic¢des,
cas, (ZC') * Oparatodo i,k =0,1, N-I.
i) Sgaa funcdo caSk(ZC'), cujo argumento C eGl(q) e C iGF(q). Nestas condic¢des,
se ord( C ) nédo divide 8ik, entdo cask(zZC') * 0.
Demonstracéo :

De acordo com as defini¢cdes 4.4 e 4.5, pode-se expressar a funcado cask(.) na seguinte forma:

cas,(zC) = I(C+¢*)+r(C-C)=Kk;"+¢cV XC*-CYHI -
2 2j 2

= [[(C*+JC")-j(C'+ICY)],

tem-se entao

Supondo, por contradicdo, que cask(ZC") = 0, tem-se que C* + jC"* = 0, ou sgja, C** = -j.

Desssa forma,

i) Por hipétese, tem-se que C = a eGF(q), logo a** = -j , 0 que € um absurdo, poisj gGF(q).
ii) Por hipoétese, tem-se que ord(C) nado divide 8ik, em particular C*1. Seja b = ord(Q, assim
8ik = db + r, com O<r<b, logo

N8ik _paber__

mas

G =-j,ousga C'=1,

tem-se entao
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0 que é um absurdo, pois O<r<ord(Q. .
C7 Relagdes Proibitivas
i) SgaC =aeGF(q). Nestas condic¢oes,
coSk( i) *« 0, paratodoi,k=0,1, N -1.
ii) Suponhaque C eGl(q) e C gGF(q) eaindaque ord( C ) ndo divide 8ik. Nestas

condicdes,

sen(2i)* -1 e coSk(2i) * 0.

Demonstracéo :

i) PeladefinicGo 4.4 tem-se que
coskizan-ianr+a™).
Suponha, por contradicéo, que cosk (Za') = 0, com a eGF(q). Destaforma,
a*+ot""=0, ousga, a'*=-1, ouanda (a“)=-1, oque é um absurdo, pois

oc eGF(q), que € um corpo no qual aequacéo x*+ 1 =0 né&o tem solucao.

ii) Pelo item (iii) da propriedade Cl, fazendo-se i =j tem-se [cask( i )] = 1 + senk( 2i ).
Contudo, pelo item (ii) da propriedade C6, tem-se que cas(i ) * O e como Gl(g) é um
corpo, entéo [caSk(i )]’ * Oeassim senk( 2i

Por outro lado, como foi mostrado na propriedade C3, [cask(i )]*"' = coSk( 2i). Observando-
seoitem (i) dapropriedade C6 e o fato de que Gl (qg) € um corpo, entdo [cask(i )]*"**0e

assim coSk( 2i) * 0. .

C8 Relagdes de Conjugacéo

Segjaafuncdo casSk(ZC'"), cujo argumento C = a eGF(q). Nestas condi¢des,

i) cas(i)=[sec(2i)+tg,(2i)][cas(i)]".

ii) [caSk(i)]* + [cas,(i)]*" = 2.
Demonstracéo :
i) Pelapropriedade C3, tem-seque[cask(i)]""' = coSk( 2i) e, como foi mostrado em C7,

: . . s (1) .
[cask(i)]*=1+senk( 2i). Logo [cask(i)]"""' = , donde pode-se concluir que

1+sen( 2i)
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1+sen( 2i)

cas( i) =— ) [cas(i)]".
cos,( 2i )

Observando-se aproposicéo 4.2, item (ii), o resultado segue.

ii) Como foi visto no item anterior, [cas(i)]*=1 +sen(2i). Desdeque C =a eGF(q) tem-

se[cas(i)]*™ =1-sen(2i), 0quedemonstrao resultado. .

O teorema a seguir € o resultado mais importante desta se¢cdo. Com efeito, o proximo teorema
estabelece a ortogonalidade da funcéo cas/(.) e torna possivel adefinicdo da Transformada de

Hartley em um Corpo Finito.

J¥] W, [ =1
Teorema 4.1. ~ casMZC cas"ZC') = < , onde aordem de C é N.
k=0 [0, i *t
Demonstracéao : Pela propriedade CI, item (iii), segue-se que
N-I N-I
£ [cas(ZOcas(ZC)] = £ [cos(i -1) + sen (i + 1)].
k=0 k=0

Enté&o, pelapropriedade PIO, tem-se que
X [caSk(zC)caSk(ZC)] = £ [cos(i -1)],
k=0 k-0

e da propriedade P9 o resultado segue. .

4.3 A Transformadade Hartley em um Corpo Finito

Esta secdo introduz uma nova transformada em corpos finitos, que possui propriedades
semelhantes as da Transformada Discreta de Hartley, descrita na se¢do 3.2. A Transformada
de Hartley em um Corpo Finito € um mapeamento de GF(q) para Gl (q"), cujo nlcleo é um
elemento pertencente a GI (q").

4.3.1 Definicao daTransformada

Definicdo 4.6. Sejav =(vo, V|, ..., VN-I) um vetor de comprimento N e componentes em
GF(qg), ondeq=p’, com p = 3 mod (4) er um inteiro impar. Entéo o vetor V = (Vo , Vj , ...,
V N -1) com componentesem G1(q"),ondem éum inteiro impar, dadas por
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V.:=]T Vjcas(ZC),

onde C é um elemento de ordem N em GI(q"), é a Transformada de Hartley de Corpo Finito
dev.

Utilizando-se a propriedade de ortogonalidade da fungéo cas(.), a THCF pode ser invertida,
como é mostrado pelo teorema a seguir.

N-I

Teorema 4.2. Vj = ! X V.cas(ZO.
N(modp).

Demonstracao :

N-
X vcas(ZC)cas(ZO),
N(modp)... .-

1

Xz

Vi =

invertendo aordem dos somatorios, tem-se

N-
v.£ cas(ZC)cas,(Z0O,
N(modp),., .-

1

<
[
Xz

=0

que, pelo teorema 4.1, € o mesmo que

1 N-1 N, i=r
Vi = ) = Vi .
N(modp)f~ o, i*r

Nota-se entdo que aTHCF é simétrica, isto &, possui 0 mesmo nucleo tanto natransformacao
direta quanto na transformacéo inversa, assim como ocorre com as transformadas de Hartley
continua e discreta O par transformado definido acima é denotado por v <» V ou
THCF(v)=V.

Exemplo 4.1. Sga C = a= 3, um elemento primitivo de GF(7) c GI(7). As funcdes
cos,(.) e sen,(.) assumem os seguintes valores em GI(7)

cos, (i) sen, (i)
0 1 2 3 4 5 () 0 1 2 3 4 5 ()
o 11/ 1 1 1 1 0 000 00/ 0O
11 4/ 36/ 3 4 10|, 0
2l 1/3/3] 1/ 3|3 2 0 ; ol ;
3 16| 1/ 6| 1] 6 3l 0/o/o/ololo
4 1/ 3| 3] 133 4l o 0 i
5 1/ 4] 3] 6] 3| 4 510 _ 4 0 :
®) )

Tabela 4.1 - fungdes k-trigonométricas sobre GI(7).

A seguir tem-se um exemplo de um par transformado:
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v=(1,6,0 2 4,3) <>V =(2, 5+6j, 0, 1, 0, 5+j).
Exemplo 4.2. Sega C = a'’* um elemento de ordem 11 de GF(3°), gerado por 7i(x) = X° +
X' + x* + 1 como descrito no apéndice 2 (tabela A4), onde a € um elemento primitivo de
GF(3°). A funcéo cos,(lI) assume os seguintes valores em GI(3°):

Kk | o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

COSK( 1) ‘ a32 aAe a96 a172 alas a135 a172 a96 aan aaz

Tabela4.2-cos,(ZQ sobre Gl (3°),ondeord( C) = 11

Com apenas estes cossenos listados acima pode-se determinar cos( i), comi,k =0, 1,10.
A seguir tem-se um exemplo de um par transformado:

v=(0,1,020000 1,0 2) <> V=(0ja’, ja",ja" ja’, ja’ ja",

ja\7e,ja150,jas71ja50).

Exemplo 4.3. Sga C =j , um elemento de ordem 4 de GI(3). As funcbes cos(.) e sen,(.)
assumem o0s seguintes valores em Gl (3)

cos (1) sen, (1)
0 12 3 (i 0 12 3
0 1 1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 2 0 1 0 1 0 2
2 1 2 1 2 2 0 0 0 0
3 1 0] 2 0] 3 0 2 0 1
(k) (k)

Tabela 4.3 - funcdes k-trigonométricas sobre GI(3).
A seguir tem-se um exemplo de um par transformado:

v=(,0,2 1)**V-(1, 1,2 0).

4.3.2 Representacdo Matricial

Transformadas discretas sdo comumente representadas de uma forma mais compacta na
notacado matricial. Sendo T amatriz que representaa THCF tem-se ent&o, naformavetorial,

V=Tv,
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onde amatriz T é dada por

1 1 1 1

1 casi(l) caj(2 cas,(N-1)

1 cas,(l) cas(2 cas,(N-I)
T =

1 cas,.|(l) cas.|(2) cas,.|(N-1)

- NxN

Com a finalidade de ressaltar as simetrias da THCF, é mais natural trabalhar-se com a matriz
T' definida a seguir:

casi(l) casi(2) casj(N-1)
cas2(l) cas2(2) cas,(N-1)
cas,.i(l) cas,.i(2) casN-i(N-1)

-(N-1)x(N-1)

ou sgja, define-se a matriz T' retirando-se a primeira linha e a primeira coluna da matriz T.
Utilizando-se as propriedades de simetriadas fungdes senk(.) e coSk(.) pode-se concluir que:

e De acordo com a propriedade P6, T € uma matriz simétrica; em particular, T' também é
uma matriz simétrica.

e Pela propriedade P7, T' também é simétrica com relacdo a diagonal secundaria.

Devido as simetrias descritas acima e a propriedade P8, conclui-se que toda a informacgéao
necessaria para determinar T' esta contida numa pequena quantidade de elementos desta

matriz. Admitindo-se que amatriz T' é ilustrada por um quadrado, entdo os Unicos elementos
necessarios paradeterminar T' estdo contidosnotriangul o sombreado abaixo:

VvV =
Figura4.1 - Simetriada THCF.

Em seguida sdo demonstradas algumas propriedades da THCF.

4.3.3 Propriedades

Sejam g <» G e h <> H pares transformados de comprimento N.
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HI Linearidade
Sejam a,beGF(q); entdo ah + bg <> aH + bG.

Demonstracéo :
N-I|
= X (ah, + b, }cas(zZC') =

i=0

THCF {ahi + b, }

=a]T h.as(ZC') + bX , cas,(ZO = aH, + bG,

H2 Deslocamento no Tempo
Suponha que hj = gj.i; entdo H, = cos, (1 )G, + sen, (1 )G...

Demonstracéo :
N-i N-I
H,=THCF{gj.| } =Y g.icas(i) fazendoi-l1 =rtem-seH, =~ gcas(r+l).
i=0 r=0

Contudo, pela propriedade CI, item (i), tem-se

N-I|
Hk = X &e{ "k ()“k() +*"k(l )cas(-r) } =cos (I )G, +sen (1)G.,.

r=0

H3 Soma da Seqiiéncia
N-I

H,=X h,

i=0

Demonstracéo : Diretamente da definicdo 4.6.

H4 Valor Inicial
i N-I

h=——Y H,.
N(modp)S
Demonstracéo : Diretamente do teorema 4.2.

H5 Simetria

H <> Nh.

Demonstracao : Denotando aTHCF{H} por H, tem-se
N-I | N-I

H.,=Y Hjcas(i); contudo hj=— -Y H,cas(i),
ti N(modp)S

conclui-se entao que Hy, = Nh,.

H6 Reversao Temporal



Capitulo 4. A Transformada de Hartley em um Corpo Finito

hj<>H.,.
Demonstracéao: THCF {hj} =V IiLjcas(zO= X '"*cas"ZC'),

N-I
mas {hj} e cas( i) tem periodo N, logo THCF {h.j} = |>< hjcas..(ZC') = H...

i o

H7 Convolucao Ciclica
g*h <> Vz(GH + GH. + G.H - G.H.).

Demonstracao : A i-ésima componente da convolucéo ciclica é

N-\

(g*rh)i= X grhj., assim
r=0

N-I N-I
THCF{(g*h)j} :f n Z[g, hj.]Jcas (i), trocando as ordens dos somatérios tem-se
0 r»0
AM A=l

= ?>(>o g r?(d h,.cas( i ), que pela propriedade H2 é o mesmo que

V-1

= gr[cos, (r)H,+sen (r)H..], ouainda,
r=0

=X gr{/2[cas(r)+cas(-r)]JH, + ! [cas(r)-cas(-r)]H..} =

=»( G H, + G.H, + GH., - GkH-k).

H8 Relacdo de Parseval

NEh=XH,".

N-I N-1 J~J
Demonstracdo: V Hk =X X c*svA'3)1 ' invertendo-se os somatorios tem-se
kK n k-0 j=0
N-I N~J N-I
Hk :X hl X cask(l)cask(l) e Peloteorema4.1,
k-0 j=o0 k-0
N-I -

NX hj:.

X 3
I
"
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Exemplo 4.4. Os seguintes pares transformados foram calculados utilizando-se o
Programa 4, descrito no apéndice 2. Neste exemplo algumas das propriedades listadas acima
foram exemplificadas. Seja C = 3, um elemento primitivo de GF(7), assim como descrito no
exemplo4.1. Tem-seentdo,

Propriedade H2:
g=(1, 1, 2, 4,0, 3) <> G = (4, 5 2+3j, 2, 2+4j, 5),

fazendo-se | = 3 obtém-se
h=(4,0 3 1, 1, 2) <> H = (4, 2, 2+3j, 5, 2+4j, 2).

Propriedade H6:

g=(1,23,4,5, 6) G = (0, 4+j, 4+5j, 4, 4+2j, 4+6j),
efetuando-se areverséo temporal, tem-se

h = (11 61 51 41 31 2) <> H = (01 4+6]1 4+2]1 41 4+5Jl 4+J)

4.3.4 RelagOesentreaTFCFeaTHCF

Segav =(Vv,, Vi, ..., VN-1) um vetor de comprimento N e componentes em GF(q), ondeq =p'
. Sua TFCF sera denotada pelo vetor F = (F, , Fi , ..., F..i), de comprimento N e componentes
em GF(q®) = GI(q) como nadefinicdo 3.1, com m=2.

onde C é um elemento de ordem N em GF(Q?).

SgjaH aTHCF do vetor v, com nucleo cas(ZC'), »ev como acimadefinidos. Entdo

i) H.,=i[(F.+F,.) +j(F...-F)I.

Demonstracéo :

Foo= X vA-"* =

|(F.,+M]C)=cos(ZC) e [j(F,..-F)="(F,-F,.)=sen(Z¢C). LI
2 2 2)

i)y F.=|[(H, +H,.)-r-j(H.-H,.)].
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Demonstracéo :

De (i) tem-se que HN-I< - i[“:k + Fna) + J(Fx - Fng)]. Assim,

H o+ H,.,=F +F. e H-H,. =jF.-F). .

Definicdo 4.7. A sequéncia G = {G,}, de comprimento N, é dita ser impar se G, = -GN-,.
Por outro lado, s2 G, = GN-I< entdo G é dita ser par.

Definicdo 4.8. Um Inteiro Gaussiano CeGl(q) é real se C = cteGF(q). Do mesmo modo, se
C =jp com PeGF(q) entdo C é dito ser imaginario puro.

Observando-se as relagdes (i) e (ii) entre a TFCF e a THCF e supondo que C (nucleo da
transformada) é um elemento real, pode-se concluir que

iii) F épar oH éreal e par.

Demonstracdo : Se F é par, tem-se F, = FN-I<; entdo H = F (em particular, H possui apenas
componentes reais). Por outro lado, se H é real e par, entdo H = F. .

iv) Féimpar <: 11 éimaginéariopuro.

Demonstracdo : Se F é impar tem-se F, = -FN-I<k entdo H = jF. Por outro lado, se H é
imaginario puro, entdo (F, + NIC)=0. Logo H =jF. .

Em geral, tem-se VjeGF(q), F.eGF(g®) e H.eGl(q)=GF(g*). No exemplo abaixo, tem-se
g=3°, contudo VIGGF(3), F.eGF(3°) e H,eGI(3*)=GF(3*), pois o nicleo da transformada é
dado porC = PeGF(3°).

Exemplo 4.5. Sga GF(27) o corpo gerado pelo polindmio 7i(x) =x + 2x+ 1, descrito no
apéndice 2 (tabela A3). Sga a um elemento primitivo de GF(27) e p = 2x* + 2x = & um
elemento de ordem 13 deste corpo. Desta forma, dado o vetor

v=(10, 1 10 100,0,0,0,0,0),

tem-se sua Transformada de Fourier em um Corpo Finito

F=(1, a*, &', a", a°, &, a, &, a, a, a°, a, a'’),

e sua Transformada de Hartley em um Corpo Finito

H = ( 1, ale +ja, a7 +ja23, azz +ja3, a14 +ja22, au +ja25, a2l +ja", a2l +ja4, au +ja“,

a14 +ja|, a22 +jal6, a7 +ja10, ale +jal4).
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Exemplo 4.6. Sga C=a'", um elemento de ordem 11 de GF(3*), assim como descrito no
exemplo 4.2. Sejav =(0, 1,0,2,0,0,0,0, 1, 0, 2), suaTHCF foi determinada no exemplo 4.2
como sendo um vetor i maginario puro. Calculando-se a TFCF do vetor v, tem-se

r-(ua,a,a , o ,a.,d ,& ,a,a ,c ).
Como em GF(3°) a*** =-1, comprova-se que F é impar.

Exemplo 4.7 Neste exemplo serao calculados as transformadas das palavras de um cédigo
BCH ternéario, gerado pelo polindmio p(x) = x*+ x + 2. Sga C = 1+j, um elemento primitivo
de GI(3), as transformadas dos vetoresv = (v,, Vj, Vv, V7) do cédigo sdo representadas pelos
vetoresH = (Ho, Hj, H,,H7), descritosaseguir.

Vv, Vi v, v, v, Vv, v, v,
0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 0 1 1 2 0 2
2 2 1 0] 1 1 2 0
0 2 2 1 0] 1 1 2
2 0 2 2 1 0 1 1
1 2 0 2 2 1 0 1
1 1 2 0 2 2 1 0
0 1 1 2 0 2 2 1
1 0 1 1 2 0 2 2
Tabela 4.4 - Vetoresdo codigo BCH

Tabela4.5- TransformadadeHartley dosvetoresv
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De fato, GI(3) é gerado pelo polinédmio g(x) = x* + 1, que ndo é primitivo sobre GF(3), poisj
tem ordem 4. Contudo, (1 + j) é um elemento primitivo de GI(3) e desta forma pode-se
construir um isomorfismo entre GI(3) e GF(9). Tal isomorfismo entre GI(3) e GF(9) é descrito
pelo mapeamento a seguir.

1+ |~ a
» — a’
1+J2 | == a
2 > 4
2+2 |.» | &
i > a
21+j —> a'
1 > a

Tabela 4.6 - GI(3) = GF(9)

Ainda neste exemplo, € interessante calcular a Transformada de Fourier em um Corpo Finito
dos mesmos vetores que compdem o cédigo BCH descrito acima, ja que esta transformada é
utilizada em alguns algoritmos de decodificacdo de tais codigos. Utilizando-se a, um
elemento primitivo de GF(9) gerado pelo polinémio TC(X) = x* + x + 2, tem-se 0s seguintes
vetores transformados:

Tabela4.7 - Transformada de Fourier dos vetoresv
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Desta forma, pode-se inclusive verificar as relagdes entre a THCF e a TFCF utilizando-se o
mapeamento descrito pela tabela 4.6. Tome como exemplo a THCF do vetor v = (0O, 2, 2, 1, O,
1, 1,2), tem-se entdo

H=(0,2+j2,0, 1 +j,0,2+j,0, 1 +J2).

De acordo com a secdo 4.3.4 pode-se calcular as componentes da TFCF do mesmo vetor v
COMOo Se segue:

Fo=0
F, = i[(2+32) + (1 +32)] +j1[(2 +J2) - (1 +j2)] =j2+j2=j =&
F.=1,,.0]+ji[0-0] =0

F3 - )+ D] AT H+)) - 2 +))] =]+ =j2=2a

F.=i[0+0]+ji[0-0] =0
Fo=1[(2+)) + (@ +)] +j1[(2+]) - (1 +])] -] +j2=0
= 1,.0]+ji[0-0] =0

F.= +j2) + (2 +J32)] +j2)-(2+32)] =j2+j=0.

4.3.5 Algoritmo Rapido

De acordo com o item (i) da se¢cdo 4.3.4 tem-se que
Vk = A[(Fk + FN'k)+j(FN-k_Fk)]!

0 que possibilita o calculo da k-ésima componente do vetor v transformado pela THCF a
partir da combinacdo de duas componentes da TFCF do mesmo vetor v . Pode-se utilizar
entdo as FFTs descritas no capitulo 3 para compor um algoritmo eficiente destinado ao célculo
da THCF, conforme indicado no diagrama a seguir.
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v=(V,,V]|,...,V,.i)
FFT
T
Fo F| R R FN-3 FN-2 FN-1
(0]
(0]
(0]
(0]
Vo V, V, V., .. VN.3VN.2VN_,

Figura 4.2 - Implementacdo do Algoritmo Rapido para a THCF

No esquema acima, o simbolo Q efetua a adicdo em GF(q) e o simbolo realiza a
multiplicagéo por (-1) em GF(q).

De fato, a complexidade computacional deste algoritmo sera determinada pela complexidade
da FFT utilizada, adicionando-se o calculo necessario para a combinar as componentes da
TFCF. Observando-se que Vo = Fo, tem-se entdo que o fator de acréscimo para a
complexidade é dada por 2(N-1), onde N é o comprimento da transformada. Desta forma a
eficiéncia do algoritmo permanece praticamente inalterada.

Como foi visto no capitulo 3, obtém-se uma maior eficiéncia computacional utilizando-se
transformadas de comprimento poténciade 2. Contudo, a THCF possui restri¢cdes com relagéo
ao seu comprimento, ja que este deve dividir aordem de Gl(q). A seguir sdo utilizados primos
de Mersenne para a construcdo de corpos nos quais podem ser obtidas transformadas com
comprimentos da forma 2°. Os primos de Mersenne (como exemplificados no apéndice 2) sdo
da formap = 2° - 1, portanto, paras > 2 temos p * 4(2°**) -1=3 mod (4). Assim, podemos
utilizar os primos de Mersenne como caracteristica de GF(q), onde g = p' e r € um inteiro
impar.
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Sabe-se que N, o comprimento da THCF deve dividir ord(Q, que por suavez divide (q° - 1), a
ordem de Gl (q). Contudo,

2. 2r ., ,
Q'=[(2-1)1 = (2-1)"'= X (-1)’ (2%)"- =

n=0 n

, 2r
- 22rS |S(2|'-|)+ o+ 225_(2r)25+ 1.
VI J 2r'2

Com r>| e s>l, pode-se fatorar g - 1 naforma

(%r-l)s-l 2rn S2r-2)- 1, . 2r 2" 1]

2r-2

S+|

ot -1=2""7T
v/

ou sgja, N pode ser uma poténciade 2, N = 2°, onde d < s+1.

Uma observacao importante é que para a transformada ter um comprimento da forma 2' com
d>I, o elemento C, que é o nucleo da TFCF e que comp8e o nucleo da THCF ( cas(zZC') ),
pertence a Gl(q) e obrigatoriamente CEGF(q). Isto ocorre pois o expoente e do bindmio
(2° - 1)° deve ser par e assim o termo independente de s no desenvolvimento do bindmio é
(+1), o que possibilita a fatoracéo desgjada.

4.3.6 Espectros Validos

O espaco vetorial {GI(q)}" possui g°" elementos, mas nem todos sdo a imagem de algum
vetor de { GF(q)}". Desde que o nilcleo da THCF tenha, no argumento da funcéo cask(.), um
elemento de GF(q), tem-se uma condi¢cdo necessaria e suficiente para que um vetor de
{GI(q)}"sgaaimagem dealgum vetorde { GF(q)}".

Proposicéao 4.6. Suponha uma THCF, cujo nucleo cas(ZC'") utiliza como argumento da
funcéo cas(.) o elemento C = a eGF(q). O vetor V = {V .}, V. eGI(q), é 0 espectro de um
sinal v={VJ}, V] GGF(q), q=p’, se esomentese

'k ‘N-kg>

onde os indices sédo considerados médulo N, i, k=0,1,N-1e N|(g-1).

Demonstracéo : Dadefinicdo da THCF e considerando que a e sao elementos de Gl (q),
ou sga, otj eGF(p*) que tem caracteristica p, segue-se pelo teorema 2.15 que

XviCasJZa') = f£v'casj(zZa')],
‘io / VvV j=0
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contudo,
1. - Qif. .
cas = [~(a'+ a™) 4 -i-( - A
2 2j
O fato de quej® = -1 gGF(q) se e somente se q € uma poténcia de um primo da forma 4k+3,
implicaque j* = -j . Dessa forma, novamente pelo teorema 2.15, tem-se

cas, = -(ot'**+a"**) - —(a*“ -a") =cos., (i) +sen. (i) -cas..(i).
2 2j

SeVj G GF(q) V i, entdo Vj* = Vj e pode-se escrever,

V,* =Xv,cas,...(Za') = V,...
i-0

Por outro lado, suponha V* = V,_ ... Entéo

N-1 N-I

Z i “*N-gk (Za') = Z ‘iCas,., (Za')
Agora, sgja N-gk = r. Desde que mdc(qg-1, q) = 1, k e r variam sobre os mesmos valores, o
que implica
N-I N-I

Z vicas,(Za') = Z VjCas,(Za"),

i=0 I H

r=20, 1, N-1. Pela unicidade da THCF, v* = Vj, logo VjeGF(q) e a demonstracado esta

completa. .
Definicdo 4.9. De acordo com a proposicdo 4.6, definem-se classes ciclotbmicas para a
THCF do vetor v, com VjeGF(q), q = p , obtidas pela particdo do conjunto de inteiros Kk,
através pelarelacédo

-kg mod (N)
ondek e {0,1,..., N-1} e N divideqg-1.
Uma extensa lista de classes ciclotbmicas para a THCF é apresentada no apéndice 2.
Exemplo 4.8. Seja GF(3%) o corpo gerado pelo polindmio 7i(x) = x* + x* + x* +1, como

descrito no apéndice 2. Sga a um elemento primitivo de GF(3°) ep = x* + x + 1 = a"* um
elemento de ordem 11 deste corpo. Desta forma, o vetor descrito abaixo



Capitulo 4. A Transformada de Hartley em um Corpo Finito 47

v=(0, 12,1, 100,0, 2,1,1)

tem como transformada o vetor

2n 2n

V:(O, a2|5 +jaae,a2u +ja5|,a161 +ja|33,a +ja"6,a23“ +ja321a239+jal53,a233 +Ja ,

a\6l+j al7’a24.+j a,72'a2l5+j a.\<l7).
Como descrito no apéndice 2, este exemplo possui apenas duas classes ciclotdmicas

Co = (0).

C, = (1,8,9,6,4, 10,3,2,5,7),

ou sga, toda a informacdo do vetor V estd contida em Vo e Vj. De fato, observando-se a

tabela de GF(3") descrita no apéndice 2, tem-se que

(V, )3 :(a215 +jaAE)3:a6A5_jaJ3S:a161 +2ja138:allll +j(a4+2a3+2a2+2a+ 1):
:allll+jal7:VE.

(V8 )3 :(aISI +ja17)3:a241 +2ja51:a241 +j(a4+2a3+a2):a241 +ja172:V9.



Capitulo 5

Um Novo Sistema de Multiplexacao Digital

Neste capitulo um novo sistema de multiplexacdo por divisdo em cédigos é apresentado.
Este sistema é baseado em transformadas sobre corpos finitos, o que resulta em um ganho de
eficiénciaespectral com relacao aos sistemas convencionaisde multiplexacdoTDM, FDM e
até mesmo com relacdo ao CDM. Serd mostrado que, dentre as transformadas de corpos
finitos, aque apresentao melhor fator de compactacéao de banda passante é a Transformada de
Hartley em um Corpo Finito, ja que esta possui maior redundancia. Neste sistema, usuarios
com mensagens sobre um corpo finito GF(p) sdo multiplexados, considerando como dominio
0 espectro do sinal sobre um corpo de extensao GF(p"), resultante de umatransformacéao pela
THCF. Devido aredundéancia presente no vetor transformado, ndo € necessario a transmissao
de todo o sinal multiplexado, mas apenas dos lideres das classes ciclotémicas. Como
consequéncia, amultiplexacdo de N sinais de largura B resulta num sinal com requisitos de
banda substancialmente inferior aNB, o que ndo ocorrenos sistemasTDM e FDM.

51 Multiplexacdo Analogica (FDM)

Suponha que haja a necessidade de se enviar simultaneamente em um dado meio de
transmissdo, r sinais, v'(t), v’(t), v'(t), cada um deles limitado em faixa em f, Hz. A
multiplexacgao por divisdo em freqiéncia é realizada através da modulacédo linear (tipicamente
SSB) destes r sinais com subportadoras senoidais em f|, f2, f. , de tal forma que cada
subportadora sgja separada da subportadora adjacente de, pelo menos, f, Hz. Desta forma, os
r sinais sdo transmitidos num mesmo intervalo temporal, mas ocupam faixas distintas do
espectro de Fourier.

O diagramade um sistemasimplificado demultiplexacdo FD M éilustrado aseguir.

48
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v'(t)

Z

vi(t)

#e Transmissao

v'(t)

Z

Claramente, a banda passante requisitada para atransmissao dos r sinais multiplexados € dada
por rB , onde B é a banda passante necessaria para a transmissdo de um Unico sinal v'(t).

52 Multiplexacdo Digital

Nesta secdo sera descrita, de forma bastante breve, a filosofia dos dois sistemas de
multiplexagdo digital utilizados em sistemas comerciais: o TDM (Time Division Multiplex) e
0 CDM (Code Divison Multiplex). De fato, a multiplexacdo digital consiste na transmissdo de
diversos sinais digitais em um mesmo canal, de forma que estes sinais embora misturados em
um dominio, estejam separados em outro. Esquematicamente, tem-se

Sinal 1

Sinal 2 MUX Transmisséo
DIGITAL

Sinal r

Pode-se também multiplexar sinais de natureza anal 6gica (como voz, em telefonia) através de
sistemas de multiplexacédo digital. Neste caso, multiplexacdo digital é realizada a luz do
teorema da amostragem [12], que demonstra ser possivel a transmisséo de toda a informacgéao
de um sinal limitado em faixa, desde que a taxa de amostragem segja superior a 2f , amostras
por segundo, onde f,, € amais altacomponente de freqliénciado sinal limitado em faixa.

No decorrer desta secdo, suponha que dispde-se de r sinais digitais a serem multiplexados
AVARR VA v, onde v' = (v,', vj', v,-i'), em que cada componente tem duracdo de T
segundos. Caso 0s sinais sgiam analégicos v'(t), vi(t), v'(t), entdo 0os mesmos serao
digitalizados (amostrados de acordo com o teorema da amostragem e entdo quantizados) e
cada amostra do sinal v'(t) sera entédo representada pelo vetor v' = (vo\ V\\ VN-I"), onde cada

componente terd a duragcdo de T segundos.
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521 TDM

Na multiplexacédo por divisdo no tempo (MUX de dados sincronos), o transmissor &
encarregado do intervalamento dentre os r sinais digitais a serem transmitidos a cada T
segundos, como ilustraafiguraaseguir.

Vo v v
1 -‘

% I 271 3] e
, —

v I 21 31

.................... um giro a cada Transmisséo

S :
.......... I segundos
V' = T 2T 3T

Desta forma, o sinal binario multiplexado (em banda basica) a ser transmitido, correspondente
ao exemplo ilustrado acima, € apresentado a seguir.

Vl V2 Vr V,l V,2 Vr v, sz VZ,
~L ' N
T segundos

Fica claro entdo, que o sinal multiplexado adota pulsos de largura T/r segundos. Desta
forma, a banda passante necessaria para a transmissao dos r sinais sincronos multiplexados
pordivisdonotempo (TDM) éderB, onde B é abandapassante necessariaparaatransmissao
de uma Unica componente de um vetor v'. Este resultado proporciona requisitos de banda
idénticos com relacdo a FDM.

522 CDM

O sistema CDM ¢é uma técnica baseada no espalhamento espectral, sendo utilizada na
transmissédo de dados que possuem umabanda passante muito menor que a largura de faixado
canal disponivel para a transmissao. O espalhamento é entéo realizado através de sequiéncias
pseudo aleatérias. Existem vérias técnicas diferentes de espalhamento espectral. Contudo,
matematicamente, todas as técnicas sdo baseadas em um mesmo principio. Do ponto de vista
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da implementacé&o, as principais técnicas de espalhamento espectral sdo: por sequéncia direta
(DS - Direct Sequence), por Frequency Hopping (FH), por Time Hopping e o hibrido FH/DS.
Ossistemas TD M e FD M descritos anteriormente possuem acaracteristicade que cadasinal é
alocado em um subcanal individual, isto € ndo ha sobreposi¢do das amostras temporais ou
dos espectros, respectivamente, nestes métodos de multiplexacdo. No CD M, cada usuario
possui uma assinatura distinta, que € implementada sob a forma de uma sequéncia pseudo
aleatéria, p(t), que o usuario utilizapararealizar o espalhamento espectral [34]. Destaforma,
no CDM todos os usuarios transmitem ao mesmo tempo e utilizam a mesma faixa de
frequéncia. O usuério extrai sua mensagem realizando uma correlacdo do sinal recebido com
sua sequéncia p(t). Assim, os sinais dos outros usuarios serdo tratados como um ruido durante
arecepcao, pois as demais sequéncias p,(t) sdo nao correlacionadas ou possuem apenas uma
correlacdo residual com a sequéncia p(t) deste usuario. A figura a seguir ilustra este método
na multiplexacao de trés sinais, onde cada sinal € composto por 3 bits (cada bit ocupa T
segundos). Neste exemplo, o espalhamento espectral é realizado através do método de
seqUéncia direta e 0 simbolo © combina os sinais a serem multiplexados utilizando a |égica
de maioria.

Vo vit V,

PI(t)

0 Transmissao

LT

P2(t)

0

1) LTTC segundos

P3(t)

T segundos
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No esquema acima, a operacdo descrita por Q realiza o espalhamento espectral (via
sequUénciadireta) da seguinte forma: cadabit (T, segundos) da seqiiénciap,(t) éinvertido se
Nno mesmo instante o sinal v* vale 1 e nada ocorre com o bit de pj(t) quando o sinal v' tem
valor 0. A seguir tem-seumadescricao destaoperacao.

Tomando-se como exemplo o sinal v° e sua correspondente seqiiéncia de espalhamento pi(t),
obtém-se:

O sinal v"

A seqliéncia p3(t)

o ~Lr~L nrL

Aindano esguema anterior, tem-sevo' = 1, vo’ = 1, vo’ = 0 . Desta forma, durante os primeiros
T segundos observa-se o seguinte sinal transmitido:

Tc
—l— Sinal Transmitido
‘T’

-
Defineese N = T/T .. Numa situagcdo em que as sequéncias p,(t) fossem descorrelacionadas
duas a duas, o nUmero maximo de sinais que poderiam ser multiplexados por este método
seria r < N e desta forma a banda passante necessaria para a transmissdo dos r sinais

multiplexadospor divisdono coédigo (CD M) seriaderB, onde B € abandapassante necessaria
para a transmissdo de uma Unica componente de um vetor v'.
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Contudo, visando melhorar a eficiéncia espectral, normalmente as seqiéncias pj(t) sao
projetadas de tal forma que possuem apenas uma correlacao residual e desta forma tem-se N >
r, 0 que acarreta um (pequeno) ganho no nimero de usuarioscom relacéo aossistemas TD M e
FDM. Nenhum comentario é feito aqui com relacdo ao processo de detecdo, considerado fora
do escopo destadi ssertacao.

53GDM

Os sistemas de mul ti pl exagédo anteriormente discutidos incrementam ataxade transmissao
no canal, mas simultaneamente aumentam a banda passante do sinal multiplexado pelo
mesmo fator, o que implica na manutencado da eficiéncia espectral com relacdo ao sistema de
comunicagdo com um Unico usuario. No sistema de Multiplexagdo por Divisdo em Campos de
Galois (GDM - Galois Division Multiplexing) h4 uma expansdo do alfabeto utilizado, o que
pode trazer como conseqiénciaumadiminui¢cao nabanda passante do sinal multiplexado. De
fato, desde que arelacdo sinal ruido (SNR) do canal utilizado permitaao receptor discriminar
estes niveis acrescentados ao alfabeto, é possivel realizar uma "negociacdo entre banda
passante e amplitude" sem que hgja uma extrapolagéo da capacidade do canal.

Sejam v,V *, v '0OSr sinais aserem multiplexados, comv" =(vo\V|’, v,V), ondecada
simbolo v,” GGF(p) tem duragdo T segundos. Os r sinais podem ser multiplexados utilizando-
se transformadas sobre corpos finitos, tais como a Transformada de Fourier em um Corpo
Finito e a Transformada de Hartley em um Corpo Finito. Um esquema simplificado deste
novo sistemade multiplexacéo é apresentado a seguir.

v'AvoV,', ..Vj, V..j) Vit Vo
v = (Vo v,?, Vi, Vi) v, V) Transmissio
— | TFCF |
ou | PIS
THCF
Vo= (v, Vv, . WV, Vi) v,!

Como esta indicado acima, a cada T segundos as i-ésimas componentes dos r sinais a
serem multiplexados Vj, Vj?, Vj’, sao transformadas. Desta forma, o i-ésimo vetor
transformado V contém informagcdo de cada um dos r sinais multiplexados. A
demultiplexacado é realizada simplesmente aplicando-se a inversa da transformada utilizada,
como ilustrado abaixo.

\"n‘ \,'¥
\"1‘ \I:
— " TFCF' [—*
— P —— ou
THCF"'
\f’r-'ll \'I!
— —— »
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531 GDM Utilizando a THCF

Nesta secao € desenvolvido um sistemade multiplexacdo GDM com basenaTHCF. Uma
i nterpretacado deste sistemade multiplexacdo em termos datécni cade espalhamento espectral
é realizada e é calculado seu ganho em eficiéncia espectral com relacdo aos sistemas FDM e
TDM.

Com o objetivo de simplificar a notacdo, considere, no que se segue, a multiplexacgéo
apenas da i-ésima componente de cada um dos r sinais a serem multiplexados. Desta forma, o
vetor

(Vir, Vit V)
sera denotado por
(VfcVi, V.w)

e seu espectro de Galois-Hartley representado por

(Vo,V|],..,Vr-1),
onde
r-l
V, = Y] itk
i

assim como nadefinicdo4.6.

Sejac, asequénciadefinida por c, = (cas,0, cas,l, casr-1),comk =0, 1, r-1. Desta
forma, o sistema de multiplexacdo GDM utilizando a THCF pode ser ilustrado como se
segue:

€]
a
(VQ, VI[,..., Vr-l)
+.T segundos T segundos

V-1

* 9 _~
I c., Tsegundos(T/r segundos por simbolo dasequéncia)

Na ilustracdo acima o simbolo Q realiza a modulacéo do sinal Vj pela respectiva seqliéncia

¢,. Por outro lado, o simbolo + efetua a adicdo em GI(q).

A duracao de cadasequénciac, é T segundos (amesmaduracdo do simbol o de entradaVj),
ou sgja, cada elemento da sequénciac, tem aduracdo de T/r segundos, o que resultaem uma
banda passante para o sinal multiplexado dada por r vezes a banda passante de um Unico
simbolo Vj . As sequéncias ¢, podem ser interpretadas como as sequéncias p(t) que realizam o
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espalhamento espectral no sistema de multiplexacdo CDM descrito anteriormente,
observando-se, contudo, que tais seqiiéncias c, sdo ortogonais (teorema4.1).

De fato, o resultado obtido para o acréscimo da banda passante do sinal multiplexado é o
mesmo resultado encontrado para os sistemas FDM e TD M. Nota-se, contudo, que o sinal
multiplexado (V) tem seus simbolos definidos sobre Gl(q), isto é, sobre um alfabeto maior
que o alfabeto dos sinais de entrada e, como foi mostrado na secédo 4.3.6, hA umaredundancia
presente nos vetores transformados pela THCF. Dessa forma, apenas os lideres das classes
ciclotdmicas(definicdo4.9) sdo necesséariosparaserecompor todo o espectrodeHartley.

A compressdo espectral no dominio Galois-Hartley é entdo obtida "em troca" de uma
expanséo do alfabeto, e é realizada transmitindo-se apenas os lideres das classes ciclotomicas
formadas pela THCF. Um esquema de implementacdo do sistema GDM com compressao
espectral é descrito abaixo.

VO Vo V'o
Vv, Seletor dos V.

THCF lideres das Transmiss&o
classes —w PIS —¥ —
ciclotébmicas

Vil V,,
Na ilustragéo acima, os simbolos V', com k =0, 1, c-1, representam os lideres das c

classesciclotomicasassociadasaTHCF utilizada.



Capitulo 6

Conclusoes

6.1 A Transformadade Hartley em um Corpo Finito

Esta dissertacéo apresenta novas idéias e ferramentas a serem utilizadas em sistemas de
Comunicacdo. Nesse contexto, uma nova transformada foi proposta, a Transformada de
Hartley em um Corpo Finito (THCF) e uma nova técnica de multiplexacédo digital (GDM)
utilizando transformadas sobre corpos finitos foi apresentada como uma das possiveis
aplicacbes da THCF.

Inicialmente, a construcdo de uma Transformada Discreta de Hartley em um corpo finito
foi investigada. Para tal foi necessario estabelecer primeiro uma estrutura equivalente as
fungdes senoidais cos(.) e sen(.), sobre um corpo finito, de modo a obter uma transformada
que apresentasse alguma semelhanca com a Transformada Discreta de Hartley introduzida por
Bracewell, Essa tarefa foi realizada e uma Trigonometria sobre corpos finitos foi introduzida.
Assim, as funcdes k-trigonométricas cos, e sin, foram definidas, das quais a funcéo cas,
(cosine and sine) foi obtida e usada para introduzir a THCF. Diversas propriedades da THCF
foram apresentadas, incluindo a propriedade de convolucéo ciclica e uma relacéo do tipo
Parseval. A relacdo entreaTHCF ea TFCF foi estabelecida e acondicédo de espectros validos,
semelhante as relacdes de conjugacédo da TFCF, foi determinada. Baseado nesta relacdo, um
algoritmo rapido para computacdo da THCF foi sugerido. A THCF apresentada aqui é
diferente de uma outra versdo proposta anteriormente porém apresenta-se como a mais
natural.

A Transformada de Hartley em um Corpo Finito surge como uma nova ferramenta
matematica no contexto da Comunicacdo Digital. Foi proposto um novo sistema de
multiplexagcdo digital de concepcdo diferente dos sistemas de multiplexacdo até entdo
conhecidos na literatura. Tal singularidade esta evidenciada pelo ganho em eficiéncia
espectral alcancado por este novo sistema com relacao aos sistemas tradicionais.

56
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6.2 Possiveis Aplicacbes da THCF

A transformada de Hartley em um corpo finito estudada nesta dissertacdo pode conduzir a
relevantes aplicacfdes no contexto de Telecomunicacdes. Particularmente, ela aparenta ter
potencial uso em Processamento de Imagens e em Sistemas de Comunicagdo (multiplex,
acesso multiplo, espalhamento espectral, etc). O capitulo 5 propde um novo sistema de
multiplexacdo digital. Esta nova estratégia de multicanalizacdo (multiplex) é especialmente
atrativaparacanais que apresentam umaaltarelacao sinal-ruido. Embora fibras 6pticas ainda
ndo possam ser consideradas como canais com limitacdo em banda passante, este novo tipo de
multiplex pode ser adotado em canais de satélites ou até mesmo em canais de comunicacao
movel celular. Nessa técnica, os tributarios sdo "empilhados' ao invés de intercalados no
tempo ou nafreqiUéncia. Estes esquemas digitais, baseados em transformadas discretas, sao do
tipo Multiplex por Divisdo em Cdédigos Multiniveis (CDM multinivel). A principal vantagem
deste esquema com relacdo a outros esquemas digitais classicos (0os quais requerem uma
expansao de banda passante diretamente proporcional ao niamero de canais multiplexados)
diz respeito asuamel hor eficiénciaespectral.

Os esquemas GD M introduzidos na secédo 5.3 sdo baseados em transformadas para as quais
existem algoritmos rapi dos, tornando-os bastante atrativos. Elestambém s&o convenientes do
ponto de vistapratico desde que suaimplementacado pode ser feita utilizando um processador
digital de sinais (chip DSP). O compromisso entre extenséo do alfabeto e a largura de banda
deve ser explorado. O fator de ganho por compactacdo de banda passante com relacdo a
TDM/TDM A depende fortemente da expansdo do alfabeto utilizada na transformada, i.e., do
corpo deextensao usado.

6.3 SugestOesparalnvestigacoes Futuras

Nesta dissertacdo, novas técnicas para Comunicacdao Digital foram desenvolvidas e
conseguentemente novas linhas de investigacdes foram abertas. A THCF certamente tem
aplicacdes interessantes em diversas areas. Resta portanto muito a ser explorado e parainiciar
este trabalho, algumas sugestdes para futuras pesquisas sdo apresentadas a seguir.

« Uma nova abordagem para se obter um algoritmo rapido para a THCF que néao utilize
diretamente algoritmos FFTs poderia ser derivada de um algoritmo rapido desenvolvido por
Bracewell para a Transformada Discreta de Hartley. De fato, este algoritmo é baseado em
propriedades da T D H que possuem uma equival éncia com as propriedades da THCF. Uma
motivacao extra nesta pesquisa seria a utilizacdo da forte simetria presente na THCF no
momento de se agrupar os cal cul os efetuados. Desta forma, umacomplexidade computacional
inferior a complexidade das FHTs poderia ser alcancada e assim, uma FFT mais eficiente
poderiaser desenvolvidacom base nasrelagcbesentreaTHCF eaTFCF (secéo 4.3.4).

e No capitulo 5 foi apresentado um novo sistema de multiplexacdo digital denominado
GDM. Como foi visto, este sistemarealizaumacompressao espectral através dasel ecdo dos
lideres das classes ciclotdmicas da THCF. Pode-se, contudo, realizar a multiplexagdo sem
necessariamente se obter compressao espectral. Neste caso, os simbol os redundantes presentes
na THCF podem ser utilizados para codificacdo de canal. Desta forma, um futuro tema de
pesquisa seria a determinacao dos possiveis Codigos Corretores de Erros obtidos via
Transformada de Hartley em um Corpo Finito.
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e O uso da THCF em Processamento Digital de Sinais, especialmente no contexto das
chamadas Transformadas Numéricas (e.g., Transformada de Mersenne), deve ser investigado.
Especificamente, sugere-se a definicdo das Transformadas Numéricas de Hartley-Mersenne
(HMNT) e Hartley-Fermat (HFNT).

e Na area de Codificacao de Canal, a THCF pode ser usada para fornecer uma descricdo no
dominio da fregiiéncia (espectro de Galois) de c6digos corretores de erros (especial mente para
a familia de cédigos BCH), proporcionando portanto uma abordagem alternativa para o
método introduzido por R.E. Blahut.

e Possiveis aplicacdes da FFHT no contexto de processamento de imagens deveriam ser
examinadas. Algumas variantes desta transformada (FFHT), incluindo a introducao de uma
versao negaciclica, poderiam também ser estudadas.

e Sugere-se investigar o uso das transformadas em corpos finitos como ferramenta para o
projeto de seqiéncias de espalhamento espectral. A idéia é explorar as propriedades de
ortogonalidade das seqliéncias sincronas multiniveis definidas sobre o conjunto de inteiros
gaussianos. O espalhamento com formas de onda sincronas com base em seqténcias {cas(.)}
prové uma interferéncia nula entre usuarios. Obviamente, um certo niumero de aspectos tais
como sincronizacdo imperfeita, desesmpenho em probabilidade de erro, ou ainda poténcias de
usuariosdesiguais, sdo deixados parainvestigacdes futuras.

e A THCF pode ser usada, no contexto de Criptografia, como uma ferramenta de auxilio na
determinacao da complexidade linear de sequéncias digitais a ser empregadas nos dispositivos
geradores de chave para cripto-sistemas de chave privada.



Apéndice 1

Evaide Gdois

Al1l.1 Periodo Histoérico

O ponto de partida dos eventos histéricos que influenciaram definitivamente a vida de
Galois foi atomada da Bastilha em 14 dejulho de 1789. Nesta época a monarquia de Louis
XV | atravessava grandes dificuldades ao enfrentar a unido do povo francés em prol da
eliminacao dos privil égios estabelecidos pela igreja e pel o estado.

Para a compreensdo do movimento revolucionario é fundamental descrever a situagéo da
Franca pouco antes de 1789, quando a Revolucao Francesa representou um golpe definitivo
no Absolutismo, no poder da Igreja e da nobreza, que caracterizaram o Antigo Regime. A
Franca possuia uma sociedade estratificada: 1.Clero, 2.Nobreza, 3. Todo o resto (a maioria
ligada a terra, servos, camponeses) encabecado pela burguesia.

Em 1774 Luis X V | sobe ao trono, tendo que se defrontar com graves problemas, dos quais
0 mais premente era o déficit crénico das financas publicas.

A economia na Europa continental tinha na agricultura sua principal atividade. Pelo menos
20 milhdes de franceses viviam nos campos. Em 1784, chuvas intensas destruiram véarias
regides, no ano seguinte uma forte seca abalou o pais. O governo francés participou de guerras
na Europa, sendo derrotado, o que aumentou as dificuldades da monarquia absolutista na
Franca, que ja era fortemente criticada no plano da politica interna. O absolutismo do direito
divino, mantendo-se nos fins do século XVI1II tal como na época de Luis X1V (século XVII -
nesta época a corte estabelecida em Versalhes chegou a abrigar 10 mil pessoas, na sua maioria
nobres que viviam as custas do Estado), apresentava-se como um anacronismo na sociedade
francesa.

59



Capitulo 7. Evariste Galois 60

Em 5 de maio de 1789 em Versalhes deu-se a sessdo de abertura da Assembléia dos
Estados Gerais. Esta assembl éia, convocada pelo rei, visava discutir a questdo do déficit.
Clero e Nobreza boicotaram as assembléias. A partir dai, a burguesia passou a liderar os
acontecimentos, exigindo e realizando reformas por meio de leis. Tentando reagir, Luis X V |
mandou reprimir manifestacdes em Paris. As medidas repressivas aumentaram a agitacéo, que
culminou no dia 14 dejulho com a"Tomada de Bastilha".

Em 1791 a Constituicdo ficou pronta e foi jurada por Luis XV |. Por ela a Doutrina dos Trés
Poderes de Montesquieu era implantada na Franca. Os restos de Feudalismo, e os privilégios
foram abolidos e foi proclamada a igualdade de todos perante a lei. Contudo amplas camadas
de camponeses e trabalhadores urbanos continuavam agitando-se. Em 1792 decretou-se o fim
da monarquia e aprisao da familiareal. A repuUblica proclamada passaria a ser governada por
uma Convencdo Nacional.

Em 1793 Luis XV I foi executado. Os anos seguintes foram altamente conturbados,
ocorrendo véarios golpes que colocavam e retiravam grupos do poder. Em 1795 promulgou-se
uma nova constituicédo, criando-se um novo regime, chamado de Diretorio, que era dominado
pela alta burguesia. Ainda em 1795 a nobreza tentou um golpe e o governo foi salvo gracas a
intervencao das tropas comandadas por Napol edo Bonaparte.

Em 1799 o Diretério ja estava desgastado, setores da burguesia clamavam por um governo
forte. No dia 18 de Brum@ério, contando com o apoio do exército e da altaburguesia Napol edo
realiza um golpe e estabelece um novo governo.

Napoledo governou a Franca de 1799 a 1814, quando foi deposto e obrigado a exilar-se.
Retomou ao governo durante os "Cem Dias", em 1815, sendo entéo definitivamente deposto.
Sob varios aspectos o governo de Napoledo afastou-se dos ideais de liberdade e igualdade
apregoados pela revolucdo. Apoiado pela alta burguesia e pelo exército, estabeleceu um
regimefortementeautoritario.

Com a derrota de Napole&do, comecou a Restauracdo na Franca. A dinastia dos Bourbons
voltou a reinar com Luis XVIIl e com o novo governo retornaram os elementos do clero e da
nobreza ansiosos para restaurar sua antiga condicao de privilegiados. Luis XVIII, no entanto,
sentindo a impopularidade de seu governo, procurou manter boas relacdes com a burguesia.
Essa politica moderada foi abandonada por Carlos X, que sucedeu Luis XVIII em 1824.
Contra o novo rei desencadeou-se, em julho de 1830, uma revolucao liderada pela burguesia
que, vitoriosa, levou ao trono Luis Felipe, o chamado "rei dos banqueiros”, que iniciou a
dinastiaOrléanseum regime liberal.

A 12 A Vidade Evariste Galois

Em Paris, na obscura manhé do dia 30 de maio de 1832, perto de um pequeno lago e néo
tao longe da penséo Sieur Faultrier, Evariste Galois confrontou-se, num duelo com pistolas e
foi atingido no estémago. Horas depois, estirado no chéo, ferido e sozinho, Galois foi
encontrado por um camponés que passava pelo local. Ele foi levado para o Hospital Cochin,
onde morreu no dia seguinte nos bracos de seu irméao Alfred, apds recusar os servigos de um
padre. Tivesse Galois vivido outros cinco meses, teria entdo completado 21 anos.
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Evariste Galois nasceu na pequena aldeia francesa de Bourg-la-Reine, no dia 25 de outubro
de 1811. Quando Evariste tinha apenas quatro anos de idade, seu pai foi eleito prefeito de
Bourg-la-Reine. Nicolas-Gabriel Galois era um homem culto e cortés e durante seu mandato
como prefeito conquistou o respeito da comunidade. Fora da politica, seu maior interesse
parece ter sido a composic¢ao de versos satiricos. Galois herdou de seu pai a veia poética e de
sua mae a melhor instrucéo possivel até os 12 anos, quando o mandou para o Liceu de Louis-
le-Grand, em Paris. Aquela casa de ensino mais parecia uma reliquia da idade média,
dominada por um carrasco que fazia as vezes de diretor. Normalizada a vida no Liceu,
Evariste continuou a ouvir suas aulas e dar conta das obrigacfes razoavelmente, gracas
principalmente a magnifica base primaria que sua mée |he havia dado. Apesar de ter brilhado
como aluno, no primeiro ano, Galoisjamais foi um estudante atencioso aps ensinamentos. Sua
mente estava quase sempre fora da classe de aula. Para ele aquelas prelecbes nada
representavam, pois dentro de seu organismo ja havia o gérmen da criacao.

No ano seguinte, quando Galois tinha 13 anos, a M atematica invade todo o seu corpo e, ele
se desinteressa pelo estudo da Retdrica. A esta altura cai-lhe as maos a Geometria de
Legendre que Galois Ié rapida e sofregamente a interpreta tdo bem quanto seu autor. Os
compéndios relativos a matemética que circulavam no Liceu, nunca mereceram atencéo de
Galois pois eram demais triviais.

Foi somente com a idade de dezesseis anos que Galois pdde fazer seu primeiro curso de
matematica. A ansiade Galois pela matematica logo superou a capacidade do seu professor, e
assim ele passou a estudar diretamente dos livros escritos pelos génios da época.

Indubitavel mente Galois recebeu de Lagrange suas idéias iniciais em Teoria das Equacdes.
Isto ocorreu em fevereiro de 1827, quando descobriu textos de Legendre sobre geometria e
logo ap6s, um exemplar original de Lagrange : Resolucdo de EquagBes Numéricas (Equacdes
Algébricas) Teoria das FuncBes Analiticas e Ligdes sobre o Calculo de Fungdes. Havia um
caminho claro para o jovem prodigio, todavia seu brilho seria 0 maior obstaculo ao seu
progresso. Embora soubesse mais matematica do que seria necessario para passar nas provas
do Liceu, as solucdes de Galois eram freqientemente tdo sofisticadas e inovadoras que seus
professores ndo conseguiam jul ga-las corretamente. E ojovem génio ndo melhorava a situagdo
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com seu temperamento explosivo e uma precipitacdo que s6 conquistava a inimizade de seus
tutores e de todos os que cruzavam seu caminho.

Galois tentou o exame da Ecole Polytechnique, sem a guda usual de um curso preparatério
em matematica e entao foi reprovado. Galois nao desistiu. No mesmo ano, 1828, ele entrou no
curso de Louis Paul Emile Richard, um distinto professor de matematica. Richard o encorajou
e até defendeu a idéia de que Galois deveria ser admitido sem a necessidade de um exame. Os
resultados deste encorajamento foram espetaculares e Galois publicou seu primeiro trabalho
("Prova de um Teorema sobre Fragdes Periddicas Continuas") em abril de 1829 no "Annales
de Gergonne\ Um ano apdés a primeira tentativa, Galois novamente realiza o exame de
admissao para a Polytechnique e mais uma vez seus saltos légicos na prova oral so
confundiram seu examinador, Monsieur Dinet. Conta-se que, sentindo que estava a ponto de
ser reprovado pela segunda vez, e frustrado por sua inteligéncia ndo estar sendo reconhecida,
Galois perdeu a calma e jogou um apagador em Dinet, acertando em cheio. Nunca mais €ele
voltaria a entrar na Polytechnique.

Sem deixar se abalar pelas reprovacdes, Galois continuou confiante em seu talento
matematico. Ele prosseguiu com suas pesguisas e seu principal interesse era em teoria das
equacodes ("Teoria de Galois"). Em 1 dejunho de 1829, ainda com 17 anos, ele submeteu a
Academia suas primeiras pesquisas sobre a solubilidade de equacdes de grau primo. Augustin
Louis Cauchy foi designado juiz.

Este ponto da histéria é bastante polémico e tem sido um ponto comum de discérdia dentre
0s escritores que tem escrito sobre Galois. Alguns afirmam que Cauchy perdeu ou esqueceu 0s
papéis e nunca deu uma resposta (Dupuy [29], Bell [27] ), "ocasionando um dos maiores
desastres na histéria da matemaéatica" (Bell [27] ). Outros (Infeld [26]) afirmam que Cauchy
intencionalmente os jogou fora. Recentemente, surgiram fatos levantados por pesquisadores,
sugerindo que Cauchy tinha plangjado apresentar o trabalho de Galois na Academia em
janeiro de 1830 e que ainda o tinha incentivado.

Infelizmente, nos trés anos seguintes uma série de tragédias pessoais e profissionais iria
destruir as ambicdes de Galois. Seu pai, Nicolas-Gabriel Galois se suicidou apds uma
campanha de difamacéo realizada por um sacerdote jesuita. Galois entdo tenta novamente o
reconhecimento de seu talento, enviando para o secretario da Academia, Joseph Fourier, uma
nova versao de seus trabalhos. Fourier por sua vez deveria entrega-lo para o comité avaliador.
Outra tragédia ocorre e Fourier morre algumas semanas antes da data da decisdo dosjuizes, e
embora um mago de trabalhos tivesse sido entregue ao comité, o de Galois ndo estava dentre
eles. Galois achou que seu trabalho fora propositadamente perdido devido as orientacdes
politicas da Academia. Uma crenca que foi reforcada no ano seguinte, quando a Academia
rejeitou seu manuscrito seguinte, alegando que "seus argumentos ndo eram suficientemente
claros nem suficientemente desenvolvidos para que possamos julga-lo com rigor". Galois
concluiu que havia uma conspiracdo para exclui-lo da comunidade matemética. Em
consequéncia disto ele passou a negligenciar suas pesquisas em favor da luta pela causa
republicana.

No dia 4 de dezembro de 1830 Galois tentou se tornar um rebelde profissional alistando-se
na Artilharia da Guarda Nacional. Tratava-se de um ramo da milicia conhecido também como
"Amigos do Povo". Antes do fim do més o rei extinguiu a Artilharia da Guarda Nacional e
Galois se viu desamparado e sem lar. Enquanto a paixao de Galois pela politica continuava,
era inevitavel que sua sorte deteriorasse ainda mais. Galois ficou detido por um més na priséo
de Sainte-Pélagie apods ser apanhado segurando um punhal e realizando um brinde ameacador
ao rei em um banquete republicano. No Dia da Bastilha Galois marchou através de Paris
vestido com o uniforme da proscrita Guarda da Artilharia. Galois foi entdo sentenciado a seis
meses de prisdo e entdo voltou para Sainte-Pélagie. Em marco de 1832, um més antes do final
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da sentenca, irrompeu uma epidemia de colera em Paris e os prisioneiros foram libertados. O
que aconteceu com Galois nas semanas seguintes tem motivado muita especulacéo, mas o que
se sabe com certeza é que a tragédia foi o resultado de um romance com uma mulher
misteriosa, chamada Stéphanie-Félicie Poterine du Motel. Stéphanie estava comprometida
com um cidadao chamado Pescheux D'Herbinville, que descobriu a infidelidade de sua noiva
e desafiou Galois para um duelo ao raiar do dia. Galois conhecia muito bem a pericia de seu
desafiante com a pistola. Na noite anterior ao confronto, que ele acreditava ser a ultima
oportunidade que teria para registrar suas idéias no papel, ele escreveu cartas para 0s amigos
explicandoascircunstancias.

Em uma tentativa desesperada de conseguir um reconhecimento, ele trabalhou a noite toda,
escrevendo o teorema que acreditava explicaria o enigma da equacdo de quinto grau. As
paginas eram, na maior parte, uma transcricdo das idéias que ele ja enviara a Cauchy e
Fourier. No final da noite, quando seus calculos estavam completos, ele escreveu uma carta
explicativa ao seu amigo Auguste Chevalier, pedindo que, caso morresse, aquelas paginas
fossem enviadas aos grandes mateméticos da Europa.

Na manh& seguinte, quarta-feira, 30 de maio de 1832, num campo isolado, Galois e
D'Herbinville se enfrentaram a uma distancia de vinte e cindo passos, armados com pistolas.
D'Herbinville viera acompanhado de dois assistentes. Galois estava sozinho. Ele n&o contara
aninguém sobre seu drama. Um mensageiro que enviara ao seu irmao, Alfred, so entregaria a
noticia depois do duelo terminado. E as cartas que escrevera na noite anterior s6 chegariam
aos seus amigos varios dias depois.

As pistolas foram erguidas e disparadas. D'Herbinville continuou de pé. Galois foi atingido
no estdmago. Ficou agonizando no chdo. N&o havia nenhum cirurgi&o por perto e o vencedor
foi embora calmamente, deixando seu oponente ferido para morrer. Algumas horas depois
Galois foi levado para o Hospital Cochin. Era muito tarde, j& ocorrera uma peritonite e no dia
seguinte Evariste Galois faleceu.

A 13 Citacoes

e Em toda a histéria da ciéncia ndo existe um exemplo maior do triunfo da estupidez sobre
um génio, do que o proporcionado pela curta vida de Evariste Galois .
(E. T. Bdl, [27] )

e« Na Francga, em torno de 1830, uma nova estrela de brilho inimaginavel surgiu nos campos
daMatematicaPura... Evariste Galois.
(Felix  Klein)

e O fato é que Galois era capaz, com pouca idade e sem o beneficio de uma educacéo
superior formal, de fazer descobertas que mais tarde o dariam tanta fama. Hoje, acontece de
jovens matematicos serem desencorajados pela histéria de Galois, dizendo a si mesmo: "Aqui
eu estou, com X anos, X-20 anos mais velho do que Galois tinha quando morreu e apesar de
gostar de matemética e ser bem sucedido no seu estudo, eu ndo seria capaz de fazer uma
grande descoberta. Como Galois foi capaz de fazé-lo ? Ele foi abencoado com algum dom
sobre humano que o colocou numa classe a parte ?' Eu acho que ndo. E claro que talento é
essencial, e poucos sao tdo talentosos quanto Galois. Contudo, apenas o talento nédo é
suficiente. Galois teve que pesquisar até o ponto onde ele sabia o suficiente e tinha técnicas o
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suficiente ao seu alcance para assim poder ser capaz de se distanciar do que j& se tinha feito
antes.
(Harold M. Edwards, [28] )

e Hoje fadase muito nas escolas secundarias em "Matematica Moderna", mas ela s6 é
moderna no sentido que as idéias de Galois finalmente estdo chegando a todos, mais de um
século depois que o destino o tratou tdo mal.

(Carl B. Boyer, [24] )

e« Este é o Unico estudante que tem me respondido pobremente, ele ndo sabe absolutamente
nada. Eu fui informado que este estudante tem uma extraordindria capacidade para
matematica. Isto me deixa fortemente assombrado, pois apds seu exame, eu acredito que ele
tenha uma pequena inteligéncia.

( Relatério do seu examinador de literatura do "Ecole Normale ")

e Este homem tem uma superioridade de pensamento sobre todos ndés e se preocupa
unicamente com as partes mais dificeis e profundas da matematica.

(Louis Paul Emil Richard - professor de matematica comentando o0 insucesso de Galois na
" 'Polytechn ique'")

e« Eu experimentei um intenso prazer no instante em que, tendo preenchido alguns pequenos
detalhes, eu vi a versdo completamente correta do método pelo qual Galois provou, em
particular, este belo teorema : Para que uma equacdo irredutivel de grau primo sgja soluvel por
radicais é necessario e suficiente que todas as suas raizes sgjam funcdes racionais de quai squer
duas delas.

(Joseph Liouville, 24 anos ap6s a morte de Galois, publicou alguns manuscritos de Galois
com o comenté&rio acima)

e Sua argumentacao nao é suficientemente clara nem suficientemente desenvolvida para nos
permitirjulga-lacomrigor.
(Carta enviada por Poisson quando Galois estava na prisdo de Sainte-Pélagie)

e "EuU espero que sgja do interesse desta Academia o fato de que entre os trabalhos de
Evariste Galois eu encontrei uma solucédo tdo precisa quanto profunda deste belo problema:
Sobre que condi¢des uma equacao € soltvel por meio deradicais..."

(Joseph Liouwville - O discurso de entrada na Academia de Ciéncias em 4 de Julho de 1843)

e "Para entendermos as demonstracdes de Galois é suficiente dedicar-se exclusivamente a
elas durante um ou dois meses, sem pensar em hada mais."
(Palavras de Liouville)

e Com 16-17 anos, Galois, um estudante do Louis-le-Grand, formulou um dos mais dificeis
problemas em mateméatica. Contudo, dificilmente ele poderia saber da importancia deste
problema; ele dificilmente poderia saber que seus métodos revolucionarios e poderosos
através dos quais ele pode resolver o problema, iriam influenciar o desenvolvimento da
matemati caum sécul o depois.

(Leopold Infeld, [26] )
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e Grandes matematicos usualmente tem vida comum, ou sga, 0 drama de suas vidas é
decorrente damatematica e nao pode ser apreciado por ndo matematicos. A grande excecgao é
Evariste Galois, suahistériade vida (ou o que sabemos dela) € como um romance.

(Harold M. Edwards, [28] )

e Se a verdade é tdo dificil de ser estabelecida em casos de homens ricos e famosos que
morreram idosos aum sécul o atras, muito maisdificil é o caso de Galois, que morreujovem e
desconhecido. Usual mente biografias realmente comegam quando o herdi atinge a idade em
que a vida de Galois terminou.

(Leopold Infeld, [26] )

. Quando Galois morreu, ele era conhecido apenas como um ardente Republicano que
amava a Franca, que amava a liberdade, que odiava e lutava contra a tirania. Para os
matematicos de hoje, familiares com as expressdes "Grupos de Galois", "Galois Fied (GF)" |,
"Teoriade Galois" ele é conhecido como um dos grandes matematicos de todos os tempos,
que morreu najuventude em um duelo. Mas enquanto €le viveu ele era ambos. Sua histéria
merece ser conhecida e relembrada n&o apenas pelos matematicos, mas por todos os homens
livres.

(Leopold Infeld, [26] )

¢ Questione Jacobi ou Gauss publicamente para que déem suas opinides, ndo sobre a
verdade, mas sobre a importancia destes teoremas. Mais tarde surgira, eu espero, alguém que
iraencontra-loseterainteresse em decifrar todaestaconfuséao ...
(Ofim de sua carta escrita para Chevalier na véspera do duelo)

e ... Nao tenho tempo ...
(Evariste  Galois)

e« A seu funeral compareceram milhares de republicanos. Tinha apenas vinte anos entéo, o
maisjovem matemati co quejamais fez descobertastdo significativas.
(Carl B. Boyer, [24] )
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ClassesCiclotomicas paraaTransformadadeHartley em um Corpo Finito

De acordo com a definicdo 4.9, dados q = p° a ordem do corpo e N o comprimento da
transformada, as classes ciclotémicas sdo entdo definidas pelarelacéo

-kg mod (N)
ondek =0,1,..., N-1 e Ndivideqg-1.
q=27=3°
N = 13 N = 26
Co = (0) Co = (0)

C, = (1,10,9,12,3,4)
C, = (2,7,5,11,6,8)

C, = (1,23,9,25,3, 17)
C, = (2,20, 18,24,6,8)
C. = (4, 14, 10,22, 12, 16)
C. = (5,11,19,21,15,7)
C,3= (13)
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q=243=3°

N - 11 N =22

Co =(0) Co = (0)

C,=(180964 103,25 7) C, = (1, 19,09 17, 15,21, 3, 13,5, 7)
C. = (2, 16, 18, 12,8,20,6,4, 10, 14)
Cu- (11)

N = 121

Co=(0O)

C, = (1, 118,9,94,81, 120,3, 112,27,40)

C, = (2, 115, 18, 67, 41, 119, 6, 103, 54, 80)

C. = (4, 109,36, 13,82, 117, 12,85, 108,39 )

C. = (5, 106,45, 107,42, 116, 15,76, 14,79 )

C, = (7, 100, 63, 53, 83, 114, 21, 58, 68, 38)

C, = (8,97, 72, 26, 43, 113, 24, 49, 95, 78 )

C,o= ( 10,91,90,93,84, 111,30,31,28,37 )

Cn= ( 11,88,99,66,44, 110,33,22,55,77 )

C,.= ( 16, 73, 23, 52, 86, 105, 48, 98, 69, 35 )

Cc,7= ( 17,70,32,25,46, 104,51,89,96, 75)
Ci9= ( 19, 64, 50, 92, 87, 102, 57, 71, 29, 34 )
C..= (20,61,59,65,47, 101,60,62,56,74)

q =125 =5°

N ==31 N ==62

Co = (0) Co - (0)

c, = ( 1,26,25,30,5,6) c, = (1,57,25,61,5,37)

c, = (2,21, 19,29, 10, 12) c. = (2,52,50,60, 10, 12)

c. = (3, 16, 13,28, 15, 18) c. ( 3,47,13,59,15,49)

c., = (4, 11,7,27,20,24) c., = (4,42,38,58,20,24)

C, = (8,22,14,23,9,17) c. = (6, 32,26,56, 30, 36)
c, =(7,27,51,55,35, 11)
c, = (8,22, 14,54,40,48)
c, = (9, 17,39,53,45,23)

Cle = ( 16,44,28,46, 18,34)
Cl9= (19,29,41,43,33,21)
c,, = (31)
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q=343=7"
N=9

Co - (O)

C, = (1,2,4,8,7,5)
C,=(36)

N = 18

Co = (0O)

C, = (1,11, 13, 17,7,5)
C, = (2,4,8, 16, 14, 10)
C, = (3, 15)

C, = (6,12)

Co = (9)

Primos de Mersenne

N=19

Co = (0)

C, = (1,12,11,18,7,8)
C, = (2,5,3, 17, 14, 16)
C. = (4, 10,6, 15,9, 13)

s |p=2°-1

2 |3

3 |7

5 |31

7 | 127

13 | 8191

17 | 131071

19 | 524287

31 | 2147483647

61 | 2305843009213693951

Tabela Al - Primos de Mersenne.
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Polinébmios Primitivos

Tabela de GF(3).

P *(X)

3 X'+ 2x7+|
3 X+ x'+x+ 1
3> X" +x°+x"'+1
3° X + X"+ x*+1
7 X'+ X+ x +2
s X+ X' +4
7> X"+ x°+ 4
v X*+x*+5
11° X+ X +Xx*+9
19’ X+ x°+ 16
23 X*+ Xx*+ 16
31 X*+ X + 28

Tabela A2 - Polinémios Primitivos.

a 1 at 2

a X a' 2X

a: X’ a®: 2x*

a X*+ 2 a' 2x°+ 1
a’ X2+ 2X + 2 a»’ 2x'+x + 1
ar 2X + 2 a® Xx+1

ar 2X* + 2X at X+ X
a X*-M a: 2x* + 2
a’ X*+ X+ 2 at 2x*+ 2x + 1
a' 2xX° + 2x + 2 a*’ X*+x+1
a'’ X*+2x + 1 a’ 2xX" + X + 2
a" X+ 2 a’ 2x+ 1
a'’ X"+ 2x a” 2X° + X

Tabela A3 - Tabela de GF(3°) gerado por ;r(x)=x" + 2x* + 1.
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Tabela de GF(3°).

a° 1 a* 2X°+ X'+ X+ 2 a" 2x+2x°+ 1
a' X a“ 2X + X*+ X' + 2x a" X+ 2X+ X +x+ 1
a X" a 2xX"+x°+ 1 a X'+ X+ x+2
a " a‘ 22X+ X'+ X+ 1 a* 2X+ 2
a’ X" a‘’ X'+ X +2X+x+ 1 a" 2X* + 2X
a° 2X'+ 2x*+ 2 a‘ 2xX*+ X+ 2 a*’ 2x° + 2x*
a X' +2xX°+Xx*+2x+ 1 | a”’ 22X+ X7 + 2X a*’ 2x* + 2x°
a X'+ X+ X +X+2 a*’ X'+x'+ 1 a” X+
a’ X'+ 2xX + 2 a* 2X*+ X + 2 a°’ X* + X
a’ X+ 2X* + 2X a*° 2X° + X + 2X a” X'+ X*
a’ 2X '+ 2X°+ X+ 2 a' 2X"+ x* + 2x* a’ 22X+ X7+ 2x*+ 2
a" X+ X +2x+ 1 a*’ 2X '+ 2X T+ X+ 1 a” 2X'+2X+ X+ 2x + 1
a‘ X'+ X+ 2X* + X a* X+ X +x+ 1 a’ X°+x+1
a’ 2X*+ 2 a X'+ X'+ x*+ X a” X+ x*+ X
a' 2X* + 2x a*’ X'+ 2 a’ 2xX*+ X°+ 2
a‘’ X+ a”° X'+ 2X a”’ 2X'+ X'+ 2x+ 1
a 2X '+ 22X+ X+ 2 a’’ 22X+ X+ 2 a’’ X'+x'+x+ 1
a’ | X' H2X+2x°+2x+ 1 | a*° X'+X'+ X +2x+ 1 a" X+ 2
a X'+ 2XT+ X+ X+ 2 a*’ X+ X +X+2 ar’’ X* + 2X
a X'+ X+ 2X + 2 a X+ X+ X+ 2X ate X* + 2x*
a’’ X'+ 2X +2 a® X'+ X+ 2 a'’ X+ 2x°
a*' X°+ 2X* + 2x a*’ X*+ X*+ 2x a'” X' +2X°+2
a”’ X'+ 2x* + 2Xx* a’ X*+ 2 a'’ XX x4 x-1
a* X+ 2X°+2X*+ 2 a X* + 2X a'’ 2X'+2x+ 1
ar X'+ 2XT+2X*+2X+ 2 | 4 X"+ 2%’ arcr 2xX*+ 2X* + X
a X+ 2+ X'+ 2x+2 | a°° 2X '+ 22X+ 2X°+ 2 a’’ X'+ 2x*+2x°+ 1
a*° X'+ X+ X +2X + 2 a’’ 2X°+ X+ 2x+ 1 a'’ X'+ 2X +2X*+ X + 2
a’’ X+ X"+ 2x+ 2 a°’’ 2X*+ X+ 2X* + X a"" X'+ 2X'+2X + 2
a: X'+ X+ 2X* + 2X a 2X +2xXT+ 2x* + 1 a"e X'+ X +2x + 2
a’’ 2X*+ X+ 2 a’’ 2xX*+ X+ x + 1 a’ 2X P+ X+ X+ 2X + 2
a*° 2X + X° + 2X a’ 2X + X+ X+ X a": 2X'+ X+ 2x+ 1
a’ 2x'+ 1 a’’ 2X + X+ 2x°+ 1 a"’ 2x*+x+ 1
a> X'+x*+X+1 a’ | 2X'+2x°+x*+x+1 | a* X'+2xX"+x+ 1
a* 2X' '+ X+ X + 2 a X +2x'+x+ 1 a"® 2X '+ 2X°+ X+ 2
a* 2X'+2x*+ 2x+ 1 a’ X'+ 2X* + X* + X a"’® 2xX*+2x+ 1
a*: X' +2xX°+x+ 1 a’t X'+ X'+ 2 ar 2X7 + 2X* + X
a X'+ X+ 2 a 2X*+ 2X + 2 a": 22X+ 2X* + X*
a’’ 2X '+ 2x + 2 a’’ 2X° + 2X* + 2x a"’ X*+x*+ 1
a** X'+2x+ 1 a” 2X* + 2x° + 2x* a'’ X'+ X'+ X
a*’ 2X'+ X'+ X+ 2 a’’ 2xX°+x*+ 1 a'” 2
a* X'+X'+2x°+2x+1 | a 2X'+ X° + X

Tabela A4 - Tabela de GF(3°) gerada por 7i(x)=xX + X' + X" + 1.
Utilizando-se a tabela acima e a identidade a'** = -1, pode-se facilmente calcular qualquer

elemento de GF(3°).
Tabelas de Fungbes sen, (i) ecos. (i) .
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, sobre G1(3).

1 +j

Fungdes geradas por

cos( i)

j2

j2

j2

j2

j2

j2

j2

j2

j2

i2

i2

j2

j2

)2

(k)

4 , sobre GI1(19)

Funcdes geradas por C
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cos( i)
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 14| 11| 9 13 | 13 | 9 1 | 14
2 1 | 11| 13| 9 14 | 14 | 9 13| 1
3 1 9 9 1 9 9 1 9 9
4 1| 13| 14| 9 11| 11| 9 14 | 13
5 1 | 13| 14 | 9 n | 1|9 14 | 13
6 1 9 9 1 9 9 1 9 9
7 1 1| 13| 9 14 | 14 | 9 13| 11
8 1 14| 11| 9 13| 13 | 9 1n | 14
(k)
sen( i)
0 1 2 3 4 5 7 8
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.0 |jio |y 1 j2 |3 5 | J°
2 10 14 19 [0 | j2 | 315
3 10 jo|ln7, O |j2 O | j2 |j
4 O | ga 39 j2 | 55 |31+ | 31" |jio
5 | 0 |JI5 jio|J7 |j* | j5 | j2 K
6 | 0 |nn7lj2 | o0 |J7lj2 | O |3 | j2
7 0 i15 | j2 |no | jO | gy | g |
8 0 J5 i i | g J2 |j14 | ilo
(k)

Funcdes geradas por C = 2, sobre GI(11).
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cos( i)

10

10

10

10

10

(k)

sen( i)
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Neste apéndice estéo listados os programas mais utilizados durante as simulacdes realizadas
para este trabal ho.

Programa 1

Este programa foi desenvolvido utilizando-se o0 Maple V Reaease 4. Sua funcdo é
calcular a Transformada de Fourier em um Corpo Finito sobre corpos GF(p”) onde m > 1.

Neste caso particular o programa foi desenvolvido para o corpo base GF(3°), uma
transformada de comprimento 11, o polinémio gerador do corpo TT(X) =X+ X'+ +X*+ 1 e 0
elemento de ordem 11 dado por x + x+1.

readlib(GF):

G = GF(3,5,p'5+p'4+p2+l):
a = G[ Convertln] (p'2+p+1):
q:=35-1:

n:=1l-I:

u[0]:=0:u[l]:=1:u[2]:=0:u[ 3] :=2:u[4]:=0:u[ 5] :=0:u[ 6] :=0:u[ 7] : =0:u*

10]:=2:

for ifrom O to n do:

uli] :"G[ ConvertIn] (u[ij);
od:

Vr:array(0..n):

for kfrom 0 to n do
Vr[k]:=0:

for ifrom O to n do
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VI[K:=Gr+\[ (VK] ,G["*'T(u[i],G[ ] (a,i*K))):
od:

od:

for kfrom O to n do

print(G[ ConvertOut] (Vr[K]));

od;

b:=G[ Convertin]  (p):

for jfrom O to q do

B[j]:=G[ ConvertOut] (Gr"] (b,j));

od:

forjfrom O to n do

for 1from O to g do

ifG[ ConvertOut] (Vr[j])=0 then
erljj: =Indefinido:

else

ifG[ ConvertOut] (Vr[j])=BJ[l] then
erljj:=l:

fi:

fi:

od:

od:

for kfrom O to n do

if erfkj =Indefinido then

print(‘'u'= G[ ConvertOut] (u[K]),0);

else

print(‘u'= G[ ConvertOut] (u[K]) ,apha‘er[kJ):
fi;

od;

Programa 2

Este programa foi desenvolvido utilizando-se o0 Maple V Realease 4. Sua funcao é
construir a tabela de corpos finitos GF(p") com m>1.

Neste caso particular o corpo gerado € GF(3°) e o polindbmio gerador é dado por
7T(X) = X* + X* + X* + 1.

readlib(GF):G:= GF(3,5,p'5+p'4+p2+J):
a=G[ Con vert In](p):

for ifrom O to 242 do

V[iJ:=Gr'l(a,i):

od:

for ifrom | to 242 do

print(G[ ConvertOut] (V[i]) = alphai):

od;



Apéndice 2 76

Programa 3

Este programa foi desenvolvido utilizando-se o Maple V Realease 4. Sua fungdo é
calcular a Transformada de Hartley em um Corpo Finito sobre corpos GF(p™) onde m > 1.

readlib(GF):

G:=GF(3,2,p2+p+2):

a = G[Convertin](p):

coss. =i ->G[T](Gr+ 1((G[ (a,i)),(Gn(a,-1))),2):

sen; =i ->G[T](Gr- I((G[M (a,-1)),(Gri(a,i))).2):
ufOJ:=p:u[l]:=0:u[2]:=2*p+1  :u[3]: = [ :u[4]:=0:u[5]:=0:u[6]:=0:u[7]:=0:

for ifrom O to 7 do:

ulij:=  G[ Con vert In](u[i]);

od:

Vr:array (0..7):

for kfrom O to 7 do

Vr[K]:=0:

for ifrom 0 to 7 do

VI[K]:=C[ '+ T(Vr[K],G[***] (u[i] ,coss(i*K))):
od:

od:

Vi:array(0..7):

for kfrom O to 7 do

Vi[K]:=0:

for ifrom O to 7 do
Vi[K]:=Gr+*](Vi[K],Gr*](u[i],sen(i*K))):
od:

od:

for kfrom O to 7 do

print(G[ ConvertOut] (Vr[K]) , GfConvertOutJ(VitkJ));
od;

forjfrom O to 7 do

B[/J:=G[ ConvertOutJ(Gr*](aJ));

od:

forjfrom O to 7 do

for Ifrom O to 7 do

ifG[ ConvertOut] (Vr[j])=0 then
er/JJ. = Indefinido:

else

ifG[ ConvertOut] (Vr[j])=B[1] then
erQ]:=l:

fi:

fi:

od:

od:

forjfrom O to 7 do

for 1from O to 7 do

ifG[ ConvertOut] (Vi[j])=0 then
€i/JJ.  =Indefinido:
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else

ifG[ ConvertOut] (Vi[j])=B[1] then

efjl:=l

fi:

fi:

od:

od:

for kfrom 0 to 7 do

if erfkj =Indefinido and erfkj =Indefinido then

printf'u '= G[ ConvertOut] (u[K]), 0);

else

if erfkj =Indefmido then

print(‘'u'= G[ ConvertOut] (u[K]),'j"™* (alpha‘ei[K])):
else

ifei[kK]=Indefinido  then

printfu '= GfConvertOutJ(ufkJ), alpha‘er[k]):
else

print(u= G[Con\>ertOut](u[K]) ,alpha‘er[K] +  'j*(alpha’e[K])):
fi:

fi:

fi:

od;

Programa 4

Este programa foi desenvolvido utilizando-se o Turbo Pascal 7.0. O programa calcula
a Transformada de Hartley em um Corpo Finito em Gl(p), m=T.

Dados a ordem de um corpo GF(p), onde p € um primo, € 0 comprimento da
transformada, o programa calcula e expde na tela as tabelas das funcdes senk e cosk e depois,
a partir de um vetor de entrada dado, calcula o vetor transformado.

uses crt;

var

nikp,aal Jaika 1liki2,band : integer;

v,vj,w,wj : array [0.. 70] of integer;

cos,sen .array [0..70,0..70] of integer;

begin

clrscr;

writelnf'Digitep de  GF(p));

readin(p);

writelnf'Digite o tamanho da transformada N/(P-1)%;
readin(n);

writelnCDigite um elemento de ordem ',n,/'de GF(.,p,)");
readin(a);

writelnCDigite o inverso deste elemento em GFCp,')");
readin(al);

writelnCDigite o inverso do 2 em GFCp,));



Apéndice 2

readin(i2);
{calculo da matriz cos e da matriz sen}
for i:=l ton-l do
fork=1 to n-1 do
begin
aik=a;
alik:=al;
forj:=1 to (i*k-I) do
begin
aik=aikra  modp;
alik =alik*almodp;

end;
cosfi,k]: =i2*(aik+ta 1 ik)  modp;
senfi.k]  :=i2*(alik+ (p-1)*aik) modp;
end;
for i:=0 to n-1 do
begin
cog[i,0]:=I; cog[0,i]:=I; sen[i,0]:=0;
end;

{escrevendo estas matrizes}
for i:=0 to n-1 do
begin
for k=0 to n-1 do
begin
if codi,kK]<10 then
write(cod[i,K] ;' )
eise
write(cog[i,kJ,");
end;
writeln;
end;
writeln;
writeln;
for i:=0 to n-1 do
begin
for k=0 to n-1 do
write(sen[i,k]",' ;
writeln;
end;
{calculo da transformada}
band: =0;
{vetor de entrada}
while band=0 do
begin
writeln('Digite as componentes do vetor
for i—O to n-1 do
begin
write('v[',i,']= ";
readln(vfij);

sen[0,i]:=0;

de entrada’),

78
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end;

writeln;

{vetor de saida (tem duas componentes)}
for k=0 to n-l do

begin
wW[K]:=0;
Wi[K]:=0;
end;

for k=0 to n-l do
for i:=0 to n-l do
begin
wikj =(w[K]+ V[i] *cod[i, K] )mod p;
wifkj:  =(wj[K]+v[i] *sen[i,K])mod p;
end;
writelnCO vetor de saida , ');
for i:=0 to n-l do
writelnGV[',i)'T = "ML+ W[i] )
writelnCDesgja calcular outro vetor ? Sm=0 Nao=I";
readin(band);
clrscr;
end;
readkey;
end.

Programa5

Este programa foi desenvolvido utilizando-se o Turbo Pascal 7.0. O programa calcula
a Transformada de Hartley em um Corpo Finito em Gl(p), m=I. Com efeito, este programa é
mais geral que o programa anterior, pois ele adimite a utilizagdo de nucleos complexos para o
calculo da Transformada de Hartley em um Corpo Finito.

Dados a ordem de um corpo GF(p), onde p € um primo, e o comprimento da
transformada, o programa calcula e expde na tela as tabelas das fungdes senk e cosk e depois,
a partir de um vetor de entrada dado (que pode ser complexo), calcula o vetor transformado.

uses crt;

var

n,i,k,p,a,b,ald,aik,alik,i2,band: integer;
salva,salvai,bl,blik.bik : integer;

v,vj,w,wj : array [0.. 70] ofinteger;
cos.sen.cog.senj -.array [0..70,0.70] of integer;
begin

clrscr;

writelnCDigitep de  GF(p));

readln(p);

writelnC Digite o tamanho da transformada N / (P2-1)%);
readin(n);
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writeln('Digite  um elemento de ordem \n' de GF(,p*p,)
imaginaria');

readin(a); readinfb);

writelnCDigite o inverso deste elemento em GFCp,)");
readin(al);readin(bl);

writelnCDigite o inverso do 2 em GFCp, ")");

readin(i2);
{calculo da matriz cos e da matriz sen}
for i:=I to n-l do
for k=l to nl do
begin
ak =g
bik:=b;
alik:=al;
blik:=bl;
forj:= to(i*k-1)do
begin
salva: —aik;
salvai :=al ik;
aik:=(aik* a-b* bik+ 100* p) modp;
bik: = (b* salva+ a* bik+ 100* p) modp;
alik:=(alik*al-bl* blik+ 100* p) modp;
blik:= (bl* salval+al* blik+ 100* p) modp;
end;
cog[i,K]:=(i2* (aik+alik)+ 100* p) modp;
cogfi, K]:= (i2 *(bik+bl ik)+100 *p) mod p;
senj[ikj:=(i2* (alik+ (p-1)* aik)+ 100* p) modp;

senfi, KJ: =(i2 *((p- I)*bl ik+bik)+100 *p) mod p;
end;
for i:=0 to n-l do

begin
cod[i,0]:=l;
cog[0,i]:=I;
sen[i,0]:=0;
sen[0,i]:=0;
cogj[i,0]:=0;
cog[0,i]:=0;
senj[i,0]:=0;
senj[0,i]:=0;
end;

{escrevendo  estas matrizes)
for i:=0 to n-l do
begin
for k=0 to nl do
begin
if codi,k]<10 then
write(cosfi K] ,' cogfik], ")
ese
write(cod[i K], +j',cog[iK],");

Digite a parte

real

e
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end,
writeln;
end;
writeln;
writeln;
for i:=0 ton-1 do
begin
for k=0 to n-1 do
write(sen[i,K], '+j',senj[ikj,' DK
writeln;
end;
{calculo da transformada}
band:=0;
{vetor de entrada}
while band=0 do
begin
writelnCDigite as componentes do vetor de entrada. Parte real e imaginaria);
for i:=0 to n-1 do
begin
write(Vv[i,1= )
readinfvfi]);readin(vj[ij);
end;
writeln;
for k=0 to n-1 do
begin
w[K]:=0;
Wi[K]:=0;
end;
for k=0 to n-1 do
for i:=0 to n-1 do
begin
WK:=(wkj+v{ij  *(cogi,k]  +sen[i,K])-vi[i] ~ *(cogj[ik]  +senj[ik]))mod p;
witkj = (wj[kj+vi[ij *(cog[i,kJ+sen[i,kj)+V[ij *(cog[i,k]  +senj[i,kd))mod p;
end;
writelnCO vetor de saida , ');
for i:=0 to n-1 do
writeln("V[',i,']= \Wwij,'+ \Wwj[i] ,'f);
writelnCDesgja calcular outro vetor ? Sm=0 Nao=lI");
readln(band);
clrscr;
end;
readkey;
end.
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