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Resumo

Nesta tese estudarse, aprimora-se e implementa-se em linguagem C++ um
algoritmo probabilistico que faz parte do projeto Talus ( concepcdo, desenvolvimento e
construgédo de um computador estocastico de arquitetura paradéela ). Caracteriza-se a area de
estudo e goresenta-se os algoritmos deterministicos e, um pouco mais detalhadamente, os
algoritmos probabilisticos, com énfase no simulated annealing. Edudase com mais detalhes
os algoritmos genéticos Apresentase as melhorias no algoritmo Talus, destacando-se a
estratégia para se calcular pontos de sela, e o software em C++. Resolve-se 28 problemas de
otimizacdo gpresentados na literatura, aguns especificos para teste de algoritmos e outros
oriundos da formulacdo de problemas praticos. A maioria dos problemas resolvidos
apresentam elevado grau de complexidade. Faz-se uma comparacéo do algoritmo Talus com
os algoritmos genéticos e sugere-s2 um novo operador genético, denominado o operador de

mutacao Talus.

Palavras Chaves : Otimizacdo Global, Algoritmos Probabilisticos, Programacao

M atemética.






Baseado na equacado 3.9, pode-se concluir que um ato valor médio de aptidao
sozinho ndo é suficiente para uma ata taxa de crescimento de um dado esquema. Com esta

equacado chega-setambém aimportante constatacao que constitui o Teoremado Esquema:

Desde que o comprimento de definicdo e a ordem de um esquema sejam baixos,
a evolucgao acarreta um aumento exponencial do nUmer o de seus representantes, caso sua
adequacao permaneca acima da média ou, inversamente, um decréscimo exponencial, se

sua adequacéo for inferior a média.

Diversos pesquisadores tém agpresentado extensdes a ede teorema, permitindo o
modelamento do efeito de outros operadores (como o do operador de especiacdo descrito adiante
no item 4.9.3). Também, extensdes do teorema tém sido propostas visando a possibilidades dos
operadores genéticos acarretarem a criacao de novos esquemas ou a eventualidade do operador
de crossover ndo destruir um esquema mesmo quando o ponto de crossover estiver situado em
um focus entre os alelos fixos extremos do esquema (0 que ocorre, por exemplo, quando ambos

0s pais sdo representantes do esquema).

4.6.1 Qconceitode Paralelismo I mplicito

Um Unico individuo numa populacéo representa, simultaneamente, 2t diferentes
esgquemas (L sendo o nimero de genes no cromossomo). Considerando-se que a popul agdo nao

sgahomogénea, o nimero total de esquemas representados napopul acao aindaé maior.

Analisando-se a argumentacdo que levou ao estabelecimento do Teorema do

Esquema, observa-se que, durante a evolucdo, todos os esquemas representados na populacao



competem UNS com 0S outros, em paralelo, para conseguirem s representados nas geragcdes

subsequentes.

Conclui-se, entdo, que mesmo na eventualidade de um algoritmo utilizar uma
popul acéo pequena, o0 numer o de diferenteselementosdei nformacéo (os esquemas) processado é
muito alto. Eda capacidade de processamento simultaneo de grande volume de informacgéo,

gpresentada pelos Algoritmos Genéticos, foi por Holland denominada de Par alelismo Implicito.

Uma constatacdo interessante € que todos 0s esgquemas sao processados com a
mesma “eficiéncia”. Esquemas de comprimento de defini¢éo grande mesmo com alta adequagéo,
tém pequena probabilidade de sobreviver a uma geracdo. Assim, é importante estimar o numero

de esquemas processados eficientemente.

47 Implementacdo dos Operadores Genéticos Basicos

Os operadores genéticos basicos (selecdo, crossover e mutagao) apresentados na
descricdo do SGA sdo implementacbes fiéis aos operadores ideais definidos por Holland.
Entretanto, inUmeras outras i mplementagdes daguel es operadores tém sido propostas €, inclusive,
novos operadores tém sido criados. Dependendo do tipo do problema sdo utilizados operadores
especificos, 0s quais permitem a otimizacdo da operagdo do algoritmo. Outras, sdo aplicacoes

maisgeneralizadas.

Neste item s80 mostradas as principais implementacdes dos operadores genéticos
bésicos, bem como uma andlise de um outro importante elemento da estrutura de um Algoritmo

Genético: a estratégia de substitui¢cdo da populacao.



E importante notar que as implementacfes aoresentadas para 0s operadores
crossover e mutacdo sdo voltadas a manipulacao de gendtipos binarios. O emprego de outras

formas de codificacdo, em geral exige a utilizacdo de operadores genéticos especificos.

4.7.1 Seleciio

A estrutura basica do Algoritmo Genético proposta por Holland pressupde que o
processo de selecdo gpresente duas caracteristicas basicas: baixo favorecimento (viés,
discrepancia entre a probabilidade tetrica de sele¢céo de um individuo e a média efetiva obtida na
prética, paradiversas apli cacfes do operador de sel ecéo) e pequenadi sperséo (amplitudedafaixa

devaores do nimero de vezes que um individuo é selecionado, efetivamente obtidanapratica).

O algoritmo 4.5 descreve uma implementacgdo do operador selecao, a selecao por
roleta, também conhecida como selecéo estocastica com reposi¢do. Esta implementacdo
apresenta alto favorecimento, meas alta dispersao, ja que qualquer individuo pode ser selecionado
um numero arbitrario de vezes (o individuo de mais alta adequacéo pode ndo ser selecionado,
enquanto o de mais baixa adequacéo pode s sdlecionado todas as vezes, embora sgam eventos

de mais baixa probabilidade).

Umavariacgéo deste algoritmo foi propostapor Baker (1987). Nasuaimplementacao
de caracteristica de baixo favorecimento € mantida mas, € reduzida a dispersdo ao minimo (a
diferencaentre o nimero tedrico de vezes que o individuo deve ser selecionado e o efetivamente
obtido ndo é superior a 1). Eda implementacdo, descrita no algoritmo a seguir, € denominada
selecéo estocastica universal. Pode-se notar que esta implementacdo gpresenta uma analogia a

umaroletaviciadacom N marcadores (sendo N o niumero deindividuosdapopul acéo).



e ordenar os individuos segundo um critério arbitrério

e asociar a cada individuo um valor de adequacdo acumulada, igua a
somatéria das adequacdes de todos os individuos anteriores a de
(incluindo ee proprio).

« cacular A=+-2f
e gerar deatoriamente um ndmero com distribuicdo uniforme entre 0 e Af
» formar uma populagao auxiliar, repetindo N vezes :

e incluir na populacdo auxiliar o primeiro individuo
cuja adequacdo for maior ou igua ao numero
gerado

e subtrair de todas as adequacbes acumuladas o
valor Af

* o0s paes de individuos sdo seecionados aeatoriamente, sem reposigdo,
nesta popul agdo auxiliar

Algoritmo 4.5
Uma terceira implementacao do operador selecéo € a selecdo deterministica. Como
0 préprio nome indica, eta implementacdo ndo inclui nenhum fator aleatério. Ela apresenta
baixa dispersdo, mes alto favorecimento, uma vez que os individuos de baixa adequagcéo nunca
s8o selecionados. A implementacao deste algoritmo pode ser descrita como segue por Algoritmo

4.6.



e associar a cada individuo um numero esperado de descendentes ( #,
). igua a divisdo da adequacdo do individuo pea adequacdo média da
populacdo

e inserir. numa populacdo auxiliar , um numero de copias de cada
individuo igual a parte inteira do respectivo #,

e ordenar os individuos da populacdo em ordem decrescente do valor
daparte fracionariados respectivos #,

e copiar os primeiros individuos da populacdo ordenada paa
populacao auxiliar, até que estas possuam N individuos

e 0s paes de individuos sdo sdecionados aeatoriamente, sem
reposi cao, nesta populacao auxiliar

Algoritmo 4.6

Uma ultima implementagdo, a selecdo com residuo estocastico, introduz um fator
probabilistico, permitindo reduzir o favorccimento. embora acarrete um aumento da disperséo.

Eda implementagio é descrita no Algoritmo 4.7.



e associar acada individuo um nimero esperado de descendentes ( 1,
}, igual a divisdo da adequacdo do individuo pea adequagdo média da
populacéo

* inserir, numa populagdo auxiliar ., um numero de copias de cada
individuo igual a parte inteira do respectivo

e paracadaindividuo, substituir n,pela parte fracionariaden,.
e utilizando os novos valores de #,; sdecionar “por roleta' tantos
individuos quantos forem necessarios para que a populacdo auxiliar

possuaN individuos

e 0s paes de individuos sdo selecionados aeatoriamente, sem
reposicéo, nesta populacdo auxiliar

Algoritmo 4.7

4.7.2 Crossover

Como mencionado anteriormente, o operador de crossover € responsavel pela
recombinac&o de caracteristicas dos pais durante areproducdo, permitindo assm que as proximas
geracOes herdem caracteristicas. Ele é considerado o operador genético predominante, por
iss0 é aplicado com probabilidade dada pela taxa de crossover p,. que deve ser bem maior que a

taxa de mutacgdo. Este processo € bagtante sensivel a especifica implementagio.



No crossover de um ponto, (Algoritmo 4.4), um ponto de cruzamento € escolhido e
apartir deste ponto as i nfformagdes genéticas dos pais seréo trocadas. As informacdes anteriores
a este ponto em um dos pais serdo ligadas as informacdes posteriores a este ponto no outro pai.
Esa implementacdo consegue preservar eficientemente esquemas mais curtos (com pegqueno
comprimento de defini¢do), mas é dtamente destrutivo para esquemas longos. Numa situacao
limite, esqguemas com comprimento de defini¢éo igual ab nimero de genes sdo sistematicamente

destruidos (a menos que sgam representados por ambos os pais).

Umavariacao desta implementacao que embora mantendo atendéncia de preservar
esguemas mais curtos, permite também a preservagao de esquemas mais longos, € o crossover de
dois pontos. descrito no Algoritmo 4.8. Nestaimplementacéo, sdo definidos aleatoriamente dois
pontos de crossover,0u Sga, 0s genadtipos sdo divididos em trés trechos. Cada filho contém os

trechosinicial e final de um dos pais e o central do outro pai.

entradas : £, & ¢ gendtipo dos dois individuos

» aeatoriamente salecionar dois /oci diferentes L, L, como pontos de
crossover, com | <L €Ly <L &mnimero de genes do cromossomo)

e quebrar 0 genotipo de cada pai em trés trechos : 0 primeiro trecho
contendo osaelosdosloci 1 aL\-\, osegundo, osalelos dosloci L\ a
f£,-1 eoterceiro . osloci L,al

e 0 genétipo do primeiro filho € formado pelo primeiro e terceiro
trecho do primeiro pai e o segundo trecho do segundo pai; o genétipo do
segundo filho é formado pelo primeiro eterceiro trecho do segundo pai e
0 segundo trecho do primeiro pa

Algoritmo 4.8



Uma caracteristica basica das duas implementacfes descritas € a tendéncia de
preservar informacfes que sgam codificadas ‘“‘condensadamente” no cromossomo, ou sga,
preservar blocos construtivos. Uma terceira implementagiio, o crossover uniforme, permite
preservar  informagdes codificadas de forma distribuida por todo cromossomo. Nesta
implementagéo, descrita pelo Algoritmo 4.9, os aedos dos gendtipos dos pais sdo tratados

individualmente; o gendtipo de cadafilho é formado por aelos escolhidos aleatoriamente de um

pai ou do outro pai.
entradas : g ,g; : genotipo dos dois individuos
e geaa uma sequéncia de L digitos binarios { padréo), em que o valor de

cada digito é escolhido aleatoriamente

e construir o gendtipo de cada um dos fihos, repetindo parai variando de
1 aL aseguinte rotina:

* seoi-ésimo digito do padréo for igual a O fazer :

e copiar o alelo de locus i do primeiro pai
para o primeiro filho

e copiar o delo de locus { do segundo pai
para o segundo filho

e casocontrario, fazer:

e copiar o a€elo de locus i do primeiro pai
para o segundo filho

e copiar 0 aelo de locus i do segundo pai
para o primeiro filho

Algoritmo 4.9



A figura 4.3 mostra a representagdo gréfica das trés implementacdo do operador
crossover .

ponto de crossover
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A funcéo do operador de mutacédo é manter a diversidade em uma populacéo, através
da modificacdo aleatéria dos gendtipos da populagdo. Desta forma, o operador de mutacao
permite que todos os pontos do conjunto viavel tenha probabilidade diferente de zero de ser

alcancado.

Como quee a totalidade dos Algoritmos Genéticos que utilizam gendtipos
codificados sob a forma binariaempregam a mutacéao bit abit. descritano item 4.10, etasera a

Unicaimplementacado descrita neste trabal ho.

4.8 Estratégia de substituicdo da populacdo

No SGA, a populacdo tem a totalidade de seus individuos substituida a cada
geracao. Eda estratégia pode levar a uma oscilacdo do valor maximo de adequagao da populagdo
durante sua evolucdo, umavez que a ssimples aplicacao dos operadores genéticos nao garante
gue algum individuo ap6s uma geracdo tenha adequagdo igual ou superior as adcquagdes dos

individuos das geracdes anteriores.

Uma forma empregada de resolver este problema € a utilizagcdo da estratégia
elitista. Por eda estratégia, caso umageracao implique areducdo do valor maximo de adequacdo
da populacgéo, mantém-se na populacéo ssu melhor individuo, sendo desprezado o pior individuo
apoés ageracdo. Eda estratégia geralmente permite uma consideravel melhoria no desempenho de

um Algoritmo Genético.



Abstract

This thesis is a study, improvement, and implementation in C++ of a probabilistic
algorithm that is a part of the Talus Project (conception, development, and construction of a
stochadtic parallel computer). The field of study is characterized and deterministic algorithms are
presented and, in greater detail the probabilistic algorithms, with emphasis on simulated
annealing. Genetic algorithms are studied in greater detail. Improvements in the Talus algorithm
are shown, highlighting the strategy for calculating saddle points, and a C++ software is aso
presented. A total of 28 optimization problems present in the literature, some specific for testing
algorithms, and others arising from the formulation of practical problems are solved. Most of the
problems solved show a high degree of complexity. Finally, there is a comparison of the Talus
algorithm with genetic algorithms, and a suggestion for a new genetic operator, named the Talus

Mutation Operator.

Key Words. Global Optimization, Probabilistic Algorithms, Mathematical Programming.



Uma outra estratégia desenvolvida € a substituicdo parcial da populacdo . Esta
estratégia implica na selecdo de um nimero pequeno de individuos para reproducdo. Eges
individuos se reproduzem . gerando um numero igual de descendentes. Estes descendentes

substituem os individuos de menor adequag&o na populagéo .

4.9 Qutrosoperadores

Além dos operadores propostos inicialmente por Holland, outros operadores tém
sido desenvolvidos, alguns deles voltados a aplicacdes especificas de Algoritmos Genéticos. A

seguir gpresentam-se alguns deles :

4.9.1 Inversio

Este operador, que é ingpirado em um fendmeno bioldgico, permite que genes
tenham seus /oci dterados no cromossomo. E importante observar que este operador ndo atua no
gendtipo do individuo. mas sim sobre o cromossomo ; desta forma, cada individuo da populagédo

passaater um cromossomo diferente. A figura 3.3 ilustraaaplicacéo deste operador

genes a inverter

ar—

gal ga2ga3 ga4 gb1lgh2gb3gb4 gal ga2 ga3
oo Oddn

cromossomo

gendtipo



O operador de inversdo ndo ¢ comumente utilizado, pois implica em um
consideravel acréscimo no tamanho das estruturas de dados para armazenamento dos i ndividuos,
umavez que edasdevem incluir umarepresentacéo do cromossomo especifico; também, acarreta
maior tempo de processamento, pois exige a manipulagdo do cromossomo de cada individuo,

além da manipulacdo norma de sau genotipo.

49.2 Alteracdo da escala de adequacdes

A Alteracao da escala de adequacdes visa solucionar os seguintes problemas que

freglientemente gparecem na implementacéo de um Algoritmo Genético:

e noinicio do processo evol utivo, apopul acdo gpresenta al guns poucos individuos
de adta adequacdo; etes individuos se reproduzem muito freqliientemente fazendo
com que a populagao perca muito rapidamente sua diversidade; como conseqiiéncia,
a populacdo goresenta tendéncia a convergir para uma solucao 6tima local (distinta

da solucdo étima global);

e com o decorrer do processo evolutivo a populacéo tende a conter um ndmero
consideravel de individuos de ata adequacéo aguns gpenas ligeiramente menores
que outros;, como as adequacdes sao aproximadamente iguais os individuos se
reproduzem com aproximadamente a mesma frequéncia e, consequentemente, a

convergéncia da populacdo é extremamente lenta.

O operador de alteracdo de escala de adequacgfes modifica as adequacdes dos

individuos da populagéo, fazendo com que a relacdo entre as adequagdes maxima e média da



populacdo se mantenha constante durante todo o processo evolutive. como consequénciade sua
aplicacdo , um individuo excepcionamente bom ter4d sua adequacdo reduzida nas primeiras

geracdes e aumentadas no final do processo evolutivo.

Goldberg (1989) descreve diversas i mpl ementacdes deste operador

493 Especiagiio

A aplicacéo de um Algoritmo Genético aum problemamultimodal pode levar a duas
situagdes distintas : a populacdo converge para um Unico maximo ou a populag¢do ndo consegue
convergir para maximo nenhum. com individuos préximos a maximos distintos cruzando entre si
e gerando filhos de baixa adequacéo. Alternativamente, pode s importante para determinada

aplicacado determinar todos os maximos do problema.

Através do operador de especiagio, € possivel manter dentro da populagdo diversas
espécies, ou sgasubpopul agdesdeindividuosque goresentam caracteristi cas semel hantes, estas
espécies evoluem independentemente, havendo pouca interagdo entre individuos de espécies
diferentes. Idcalmente. diferentes espécies convergem para maximos diferentes. Ded et al e

Goldberg (1989) descrevem em detal hes ete operador e suai mplementacao.



Apesar de, até o presente item, ter sido considerado que os gendtipos eram
codificadosem formabinaria, etaformade codificagdo ndo € obrigatéria. Algoritmos Genéticos
que manipulam edruturas codificadas segundo afabeto de maior cardindidade tém sido

desenvolvidos, gpresentando freqlientemente bom desempenho.

Serdo gpresentadas a seguir as formas mais utilizadas de codificacdo no campo de

Algoritmos Genéticos

4.10.1 Codificacao Binaria

A codificacédo segundo o afabeto binario é, indiscutivelmente, a mais utilizada na
area de Algoritmos Genéticos. A predominancia do seu uso se deve ao fato dela simplificar a
analise tedrica dos algoritmos, além de permitir a construcdo de operadores genéticos simples.
Uma caracteristica muito importante desta forma de codificagéo é a sua capacidade de oferecer o
niamero maximo por bit de informacéo. Edta caracteristica pode s observada pelo seguinte

exemplo:

e considere-se que o fendtipo de uma solucéo possa assumir 16 diferentes valores;

e utilizando-se codificagao binaria, o correspondente cromossomo seria constituido
de 4 genes;

« utilizando-se um dfabeto de cardinalidade 4, o correspondente cromossomo seria
constituido de 2 genes;

e no caso da codificagdo binéria, existem 3+ possiveis esquemas, enquanto nNo caso
da codificacdo quaternéria, existem gpenas 5° diferentes esquemeas.



Uma classe particularmente importante de problemas a que Algoritmos Genéticos
sdo aplicaveis é constituida por problemas de otimizagdo numérica. Neste caso, o gendtipo de
cada individuo representa um conjunto de numeros . Existem inumeros diferentes codigos
binarios que efetuam a codificagdo de valores numéricos inteiros; os mais utilizados séo o cédigo

binario convencional e o codigo de Gray.

Idealmente. um cédigo eficiente para aplicagGes de Algoritmos Genéticos deve
possuir as seguintes caracteristicas :
» dados dois vaores algebricamente proximos, a distancia de Hamming entre as
palavras do cédigo correspondentes agqueles valores do codigo deve s pequena, e
vice-versa
e dados dois vaores algebricamente distantes, a distancia de Hamming entre as
palavras do coédigo correspondentes aqueles valores do coddigo deve ser grande, e
vice-versa
O codigo de Gray permite a geracédo de paavras de coédigo que agpresentem a

primeira condigcdo da primeira caracteristica. O codigo de Binério convencional ndo apresenta

nenhumadasduas caracteristicas.

Apesar dos c6digos mencionados ndo apresentarem caracteristicas ideais, outros

codigos binarios ndo sdo usua mente empregados para eda classe de problemas.



A representacdo em ponto flutuante gpresenta algumas caracteristicas bastante
convenientes :

e 0s parametros que compdem a solucao do problema podem s representados de

uma forma mais natural, mais proximo do dominio de defini¢cdo do problema que no

candecodificacdobinaria;

. edta forma de representacdo evita o problema da ocorréncia de grande

discrepancia entre a distancia algébrica e a distancia de Hamming entre as

representacdesdedoisvalores.

AvaliagOes experimentais mostram que algoritmos que empregam esta forma de
codificagdo podem ser atamente eficientes. permitindo a obtencdo de resultados com alta
preciséo e em um numero de geragcdes menor que no cao de codificagdo binaria. Entreanto, esta
Ultima constatacdo ndo implica necessariamente um menor tempo de processamento, uma vez
que operacdes em ponto flutuante exigem um esforco computacional maior que a simples

manipulacdo de digitos binarios. Vae sdientar também que o0 emprego desta forma de

codificagdo implicananecessdade de utilizagdo de operadores genéticos especificos.



Algoritmos Genéticos tém seu comportamento fortemente influenciados pela
especifica implementacdo adotada para os operadores genéticos, pelos vaores dos parametros
basicos (numero de individuos na populacdo e probabilidades de crossover e mutacéo) e pela

especificaregrade codificagdo empregada

Diversos trabalhos tém sido desenvolvidos com o objetivo de quantificar a
influéncia de cada um destes fatores sobre a eficiéncia de especificos Algoritmos Genéticos.
Muitos destes trabalhos tém-se centrado na analise de desempenho do SGA. Neste caso
observou-se que o algoritmo apresenta bom desempenho se a populagéo for constituida por
algumas dezenas de individuos, a probabilidade de crossover for ata, e a de mutagio for baixa.

Especificamente, De Jong (1993), Grefenstette (1986) e Schaffer {1995) prop0Oe faixa de valores,

gpresentados natabelaabaixo. paraparametros basi cosdo algoritmo.

Namero de probabilidadede | probabilidade de
individuos crossover mutacéo
De Jong 50 - 100 0.6 103
Grefengtette 30 0,95 10+
80 045 10+
Scchaffer et al 20-30 0,75 - 0,95 0,005 - 0,01

Um fator que influencia marcadamente o comportamento da adequacdo maximada
populacdo é a estratégia de substituicdo. A estratégia elitista, por sua simplicidade de
implementacao e por ndo aterar significativamente aestrutura de Algoritmo Genético proposta

por Holland, éfreglientementeusada



A maneirapelaqua aguns parametros influem no comportamento dos Algoritmos

Genéti cos é gpresentada a seguir:

e Tamanho da Populacéo - (3 tamanho da populacéo afeta diretamente o

desempenho global e a eficiéncia dos algoritmos genéticos. Com uma populacdo
pequena 0 desempenho pode cair, pois dete modo a populacdo fornece uma
pequena cobertura do espaco de busca do problema. Uma grande populacéo
geramente fornecesse uma cobertura representativa do dominio do problema, além
de prevenir convergéncias prematuras para solucoes locais ao invés de globais. No
entanto, para se trabahar com grandes popul agdes, séo necessari 0S maiores recursos
computacionais, ou que o algoritmo trabalhe por um periodo de tempo muito maior.

e Taxa de Cruzamento - Quanto maior for eda taxa, mais rapidamente novas

estruturas seréo introduzidas na populacédo. Mas se eda for muito ata, pode haver
perda de edtruturas de adta aptiddo. Com um valor muito baixo, o algoritmo torna-se

muito lento.

e Taxade Mutacdo - Uma baixa taxa de mutacao previne que uma dada posicao

fique estagnada em um valor, além de possibilitar que se chegue em qualquer ponto

do espaco de busca Com uma altataxa a busca tornase essencialmente aleatoéria.

 Intervalo de Geracdo - Controla a porcentagem da populacdo que sera

substituida, mas com valores muito altos pode ocorrer perda de estruturas de alta

aptidao. Com um valor baixo, o algoritmo pode tornar-se muito lento.



Algoritmos genéticos vém sendo aplicados, com bom resultado, em uma ampla
gama de problemas praticos. Paa ilustrar a grande diversidade de aplicagdes, a seguir é
mostrada uma lista de trabalhos apresentados no congresso GALESIA 95 ' nos quais os

Algoritmos Genéticos foram aplicados.

e escaonamento de a discos rigidos em sistemas multi-processados
» estabelecimento de cronogramade manutencao emredesferroviérias

e geracao de conjuntos de dados para teste de sstemas computacionais

e otimizacdo daarquiteturade computadores paralelos

e otimizacao daoperacao de sistemas de abastecimento de dgua

« otimizacao daoperacao de sstemasdesstemasdegeracdo etransmissao deenergiael étrica
« otimizacao datopologiaderedesdetel ecomunicacéo

e otimizagéo de métodos de compressao de imagens

» plangjamento de redes de transmi ssdo de energiael étrica

e plangamento detrajetoriapararobds

e projetos para antenas de radar

e projeto de controladores PID

e projeto de filtros digitais

e projetode motoresdeexpl osdao

* GALESIA 95 -Fist IEE/IEEE International Conference on Genetic Algoritmsin Engineering
Systems : Innovatios and Applicatios - Sheffield- 12 a 14 de Setembro de 1995



O numero de problemas préaticos aos quais os Algoritmos Genéticos estdo sendo
aplicados com sucesso é bagtante grande, como mostra o item anterior. No ambiente académico,
inumero dstemas de programacdo voltados a construcdo e avaliacdo de Algoritmos Genéticos
foram desenvolvidos (ver Barth (1992)). Uma grande variedade de programas ja utilizam
Algoritmos Genéticos como pate da sua rotina de programacdo (principalmente na area
financeira). Comecaram, também, a s desenvolvidos sstemas de desenvolvimento voltados a

Algoritmos Genéticos. Como exemplo, lista-se a seguir alguns destes sistemas comerciais:

* Flextoot GA' (Flexible Iteligence Groups LCC - EUA ) - “toolbox™ para
MATLAB;

* Evolver ? (Pdisade Corp - EUA) - “add-in" para Microsoft Excel (aplicacdes de
engenharia e finangas) ;

* Engeneer ' (Logica Cambridge LTD - Inglaterra) - ambiente de desenvolvimento

e Partek ! ( Partek Incorporated - EUA ) - sSstema, baseado em Algoritmo
Genético, para andlise estatistica e visualizagdo de dados,

e« Xpert Rule KBS 5 ( Atar Software Limited - Inglaterra ) - sstema, utilizando
Algoritmos Genéticos, para construcdo e manipulagéo de bases de conhecimento .

'~ www flextool.com

? - www.palisade.com

3 - www.wior.uni-karlsruhe.de/bibliothek/software for or/genetic_algorithms/com/aacom.html
4 - www.partek.com

5. www.atar.com



http://www.flextool.com
http://www.palisade.com
http://www.wior.uni-karlsruhe.de/bibliothek/software_for_or/genetic_algorithms/com/aacom.html
http://www.partek.com
http://www.atar.com




No aspecto mais tedrico do campo de Algoritmos Genéticos, pesquisas vém sendo

desenvolvidas em diversas areas (vide Gordon & Whitley (1993)):

« Desenvolvimento de feramentas matematicas adequadas para uma precisa
descricdo do comportamento dos Algoritmos Genéticos ( vide Goldberg &
Richardson (1987). Fitzpatrick & Grefengtette (1988) - Uma linha de pesquisa que
apresenta boas perspectivas de sucesso netta linha € a utilizagcdo de Cadeias de
Markov na modelagem dos algoritmos (vide Goldberg & Segrest (1987) e White &

Flockton (1995)).

e Algoritmos Genéticos pardelos (vide Biachini (1995), De Jong (1993),Gondon
& .Whitley (1993)) - eda linha se configura como atamente promissora, ja que a
manipulacdo de informagdes em um Algoritmo Genético é inerentemente paralela,

ainda que o mesmo tenha sdo implementado de forma sequencial.

e Algoritmos Genéticos auto-adaptativos (vide Aisawa (1993), Lee (1993) e Xiao
(1997)) algoritmos que modificam os vaores de seus paréametros, de forma a

otimizar a eficiéncia do processo evolutivo.

« Algoritmos Genéticos hibridos ( vide Lee (1993), Roberts & Turega (1995))-
desenvolvimento de sslemas que utilizem, de forma integrada, Algoritmos

Genéticos, redes neurais e técnicas de |6gica difusa, entre outras técnicas;

e (Co-evolugdo (vide Tang & Man (1996))- criagcdo de multiplas subpopulacdes,

independentes, em  uma mesma populacdo, de forma ta que o desempenho dos



individuos de uma subpopulacdo sda dependente da evolucdo dos individuos das

outra.

* Implementagdo de Algoritmos Genéticos em hardivare (vide Sipper (1997)) -
desenvolvimento de sistemas de processamento especificos para processamento de

Algoritmos Genéticos.






Capitulo 5

Melhorias e Implementacédo do TALUS

5.1 Introducéo

Um algoritmo probabilistico traduz-se por um processo estocastico. Pode-se notar
que o algoritmo de busca aleatdria pura € um processo estocastico puro. Ele ndo aproveita
nenhuma informacgéo da fungéo objetivo além de uma comparacéo entre o valor da funcdo numa
iteracdo e naiteragdo seguinte. Se a probabilidade de resolver um problema numa Unica tentativa
ndo é baixa, entdo o numero médio de tentativas para efetivamente resolver o problema ndo sera
grande. Por outro lado, se esta probabilidade for muito pequena, 0 nUmero médio de tentativas
para efetivamente resolver-se o problema sera demasiado grande. Sera preciso construir um
processo estocéstico que incorpore informacgdes sobre 0 problema. Esse processo deve ter uma
capacidade de adaptacdo (uma espécie de cbédigo genético ) que faca com que de se dirija para a

solucéo do problemano menor tempo possivel.

Em Cavacante (1996) e Cavalcante & Campei lo de Sousa (1999) foi introduzido o
algoritmo de otimizacéo global denominado TALUS. A partir de uma nuvem de pontos gerados
adeatoriamente, e da funcdo a s otimizada, gerase uma distribuicdo de probabilidade sobre os
pontos dessa nuvem do espaco de busca. Edta distribuicdo indica qual deve ser o dedocamento

de cada ponto da nuvem de forma a concentra-la mais na regido onde se localiza o ponto de



6timo. Uma nova distribuicdo ¢ gerada sobre os pontos da nuvem e assm sucessivamente. As

médias dessas consecutivas distribui¢cbes convergem para o ponto de 6timo.

Na linguagem de teoria dos jogos, os algoritmos genéticos seriam algoritmos de
“competicéo”, onde os individuos mais ingptos sdo destruidos pelos mais aptos. O Talus seria
considerado um algoritmo de “coalisdo total” onde todos os individuos se beneficiam da

informacé&o detodaapopul agdo paramelhorar suapropriaadaptacao.

Umadeas principais caracteristicas de um algoritmo probabilistico, e em particular no
Talus, é a natureza inerentemente paralela destes métodos. Porém, nesta tese. serd explorada uma
outra caracteristica fundamental deste: asimplicidade de implementacdo. Neste capitul o seréo
expostos 0s principais mecanismos que garantem o sau funcionamento, bem como um exemplo
da implementacao deste num caso unidimensional, que permite uma visualiza¢cdo mais clara do

funcionamento do algoritmo.



52 O Algoritmo Talus - caso unidimensional

Entradas:

«  funcdo objetivof : R~ R
* NUmerodeiteracdes- nite
e Tamanho danivem - tnuv
- Constantes- ¥1, ¥2, 8.0
» Espaco de busca- /., /.,

Pso 1. Facak=1;

Pas0 2. Faga X, = ll'f!fex.’ = 1\'!:;1 ex.'=1m/ + A( [\r:p - [f;y') ’ onde A é
gerado através de uma fungdo de densidade uniforme U[0,1]

Passo 3. Calcule/( x; ), coXm)

m 4 Fa(;a fkmur = MaX{f( xl ) 3 ---af(xn'mn')};
1

Psxn 5. Cacule F(x;x= Jd=1  tnuv
1+ kl-{).
k_ﬂmx + 10-10
k(s
Paso 6.  Calcule plx;) = tm{:: (i)
I F"(XJ‘)

tnuv tnuy_/ tnuv N3N 13
Paso 7. Cdcule xmeFE xiplx;)e a =\J_Z X, —Zx,-.p(x,)

i=\ =1\ i=\ J

Paso 8. FacaC, =0 s f(x,) =f&.1 cao contrério;
Paso 9. FacaS =1 se/(Xy-a)>fx )e-1 caso contrério ;

Peso 1). Cacule y = v

Paso 1. Fa(;a g, =7 ("f . S: ' (xrm'd_a_-rl)
e lintsgi+x, < lp faca X, =Q, +X caso contriric

v A" (lsun _[inl') ’

se P — faca
‘ A'(lsm —Iinf)
Xi =X ped + k- , Caso contrario

.xl=1fnj+A ( [.\'up - [mf)

Paso 12. Sek=nite pare, caso contrario vaparao Paso 2.



A idéia basica do Taus é considerar a funcdo a ser maximizada como se fosse uma
funcéo densidade de probabilidade. O algoritmo é baseedo numa sequiéncia de distribuicdes de
probabilidade; ocorre uma progressivadiminui¢ao davarianciae amédiavai convergindo parao

ponto de maximo.

A cada iteracdo € atribuida uma probabilidade a cada ponto da nuvem. Esta
probabilidade pode s interpretada como a probabilidade do ponto de méximo estar numa
vizinhanca daguele ponto. Para que a fungéo densdade de probabilidade sga construida é
necessario, como no ca de Algoritmos Genéticos, adotar uma transformacgao que torne eta

funcdo sempre positiva. Por uma questdo, de comodidade de implementacdo computacional

optou-se pela funcdo F*(x;x i=1,....tnuv (0 10-'°é parao caso de

e |
1124 T&L—_ (x,‘)w ,
. ﬁmx=0) .

As probabilidades dos pontos da nuvem sio dadas por p(x;) = F*(x;}2 F*(x;)

E importante notar que esta funcéo F*(x;¥oi construida de forma a respeitar a idéia intuitiva de
que a probabilidade de na vizinhanga do individuo de mais ata aptiddo estar o ponto de 6timo

cresce a medida que o numero de iteracles cresce; esta escaa de crescimento é controlada pelo 0.

{) Taus possui as seguintes bases para garantir sau funcionamento :



e A cadaiteracéo o operador curare (nome comum a substancias de origem vegetal
que possui uma potente acdo paradisante ) Ci faz com que sda mantido para a
proxima iteracdo o ponto de mas dta aptiddo. Assim a seqiiéncia de vaores
maximos, fmax - -»/max, € monotonicamente n&o decrescente e como por hipétese ,a

funcdo é cotada superiormente, a sequiéncia é convergente .

* A cadaiteragéo tomase como estimativa do maximo verdadeiro da fungdo a
diferenca entre a média e a assimetria, isto é x,“,,gdak. E através do passo
y+ Cr Si- (x%, a*—x;)cada individuo é direcionado para o ponto estimado como

6timo, x*,, a* .

e Os pasos iniciais sdo propositadamente pequenos para que pontos de ata
aptidao natrajetdria do ponto, em diregdo ao ponto mais apto, ndo sgam perdidos.
Casn sga achado neste processo um ponto de aptiddo mais alta o curare garante a

permanénciadeste paraaproximaiteracdo. A formaencontrada paraimplementar os

passos variando com a iteracdo foi adotar uma fungéo ganho do passo = y = F+72

que multiplica a corre¢cdo necessaria para cada ponto encontrar o ponto de 6timo,

, ki kz -
Cj - Si- (xher a*—xi).Note que se k, > k, ter-se-4 r' ﬁ b_zj."

K| +,2 K2 +Y2

e que k —+ w

implica W =Y.

Foi optado ter nuvem inicial obtida de uma distribuic&o aleatéria por uma simples
questdo de comodidade de implementacdo. N&o haveria grande mudanca se optasse por

esquadrinhar o0 espaco de busca em fruv partes em cada eixo e tomar a nuvem inicial como todas
106



as intersecbes de todos os hiperplanos paa o cao do R". Porém este processo seria
computacionalmente desvantajoso. exigindo uma série de passos especificos para se obter o

reticulado uniforme. Ademais, o método probabilistico € inerentemente tolerante a falhas.

54 Fatores que influenciam no desempenho

O tamanho da nuvem tem implicacdes na precisao final e na probabilidade de que o
algoritmo n&o perca o 6timo numa regiao estreita do espacgo de busca. Porém, primeiramente, se
se tem uma nuvem muito grande e o nimero de iteragdes for pequeno, as principais propriedades
do Talus seréo perdidas e ter-se-a quase uma busca aleatéria pura. A segunda consideracao € que
ao se otimizar uma funcdo de f ' R~ R, esté-se redizando para cada iteracdo célculos e
ordenacdes com rauy pontos. Jase f:R" R, esta-se redlizando (como ver-se-a no préximo
item) a cada iteracao cal culos e ordenacéo com tnuv pontos, sendo estes cal cul os repetidos para

cadavariavel.

A escolha dass constantes V1. Y2 tem papd fundamenta no desempenho do
algoritmo. Contudo na maioria dos casos ndo se tem informacdes a priori suficientes para
determinar os vaores que otimizem o desempenho do algoritmo. Faz-se necessario um pegqueno
estudo das caracteristicas da fungdo, como saber sua entropia, variancia e assmetria quando

egafoi aplicada numanuvem aleatéria.

O 9 controla a escala de crescimento. E um controle de qu&o rapido a probabilidade
de navizinhanca do individuo de mais dta aptidéo esta o ponto de 6timo, esta probabilidade

cresce a medida que o numero de iteragdes cresce. As mesmas consideragdes que foram feitasem



relagdo a ¥1. Y2 quanto a0 estudo da funcdo s¢ aplicam em relagéo a 3 porém como O
algoritmo tem se mostrado extremamente eficiente para ¢=]1 numa ampla gama de funcdes este

estudo é menos importante que no caso de  , V2.

A congante P tem sau papel vinculado na etgpa que garante a permanéncia dos
pontos dentro do conjunto viavel e em particular proximo a média. Como a saida dos pontos do
conjunto viavel ndo deve ocorrer habituamente seu pape € neste ponto de vista de caréter

secundario. No algoritmo toma-se P=5.

5.5 Funcionamento do Talus

Tome-se como exemplo o funcionamento do Talus para a fungio f(x)=4.x.(1 - x)

f:[-10,10] » Rcom tmuv= 8 nir=10ey1 =1,y2=1

-15 -10 5 10 15

/ -200
-300
-400

-500
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Inicialmente foi geradaaprimeiranuvem de nimerosal eatérios:

Ax)
-10 -440
10 -330
2.24 -11.18
32 -28.13
3.96 46.99
555 -101.4
-3.39 -50.67
-0.88 -6.68

-15 -10 S5 e_ o *5 10

15

Ja na segunda iteracdo pode-se ver que a huvem ja se concentra em torno do 6timo

gue é 0,5. Note-se as alteragdes nas escalas do gréafico.

X y w
-1.15 -0.86
2.19 -10.37
231 -12.16
0.59 0.97
0.77 0.72
145 -2.58
-0.04 -0.2
0.56 0.99

-15

Nuvem nasegundaiteracéo e Grafico

Paraaultimaiteragéo tem-se

1,000001

1
0,999999
0,999998
0,999997
0,999996
0,999995
0,999994
0,999993

¢

0,4985

0,499 0,4995 0,5 0,5005 0,501




Pode-se notar que como a fungiio € praticamente simétrica, x¥.,—tetnase uma

aproximagcao muito boa do ponto de maximo e é por este motivo que aconvergéncia é tdo rapida.

Analise-se agora o funcionamento do Talus para uma fungdo ndo simétrica. Uma

funcdo com as caracteristicas exigidas € a funcao de teste abaixo, que pode assumir uma faixa

muito grande de configuracoes :

e eyl " ey 5 (_ _ R
Lx)=b1e7 = 4 brem T 4 hix+ bs(x- c5)"ets0ds) L psin(cex— d)

com
by Cy m; b; C: m; bs by bs Cs m; n; d; bs Cq d;
28 10 1 -12 1 1 0 10 10 5 5 4 -5 10 0.5 1

O gréfico da mesma pode s visualizada abaixo:

50 20 40 60 80 100 120

Para esta funcéo serdtomado ¢mv =25 pontos . #ite = 30 ¢ 71 =1, 72 =10,

E possivel visualizar anuveminicial easnuvensdaiteracéo 20, 25e30 pelos

gréficosaseguir:



30
25
20
15
10 .

20 40 60 80 100 120

Iteragdo 20

30
25

15
10

10 20 30 40 50

lteracéo 25

30
25
20
15
10

9 9,5 10 10,5 11

Iteracdo 30

28,18362

28,1836
28,18358
28,18356
28,18354
28,18352
28,1835
28 18348

10,015 10,016 10,017 10,018 10,019 10,02

O ponto de méaximo desta funcao € 10.01742.
m



56 O Algoritmo Talus- caso multidimensional

Entrades ~ Funcéo objetivof : R = R”
Dimenséo do espaco - dim
NUmero de iteracdes - nite
Tamanho danuvem - tnuv
Constantes - 71, 2, P »0
Espaco de busca -1, , Uy, j=1,...dim

Facak= 1,

Pl. Fa(;axf ;= ll’,‘,,/ ey .= lj_\-,,p e x :zl"uy’ +A( l'f.\lrp - !'Ir-'l/) ,onde
i=1....tnuvj=1,...,dime A é gerado através de uma funcéo de densidade
uniforme U[0,1]. Observe que

P2. Calculef(x 1), ...f(xthuv);
P3.  Faga frue=Max{f( X1 ), o f(F )}

P4 Cacule F*(x;)= (—dl —~5 «~ Hi=Llfawy

1+k20
ﬂ‘nax + 10-

P5. Cdcule p(?;} v

. thuv _ (mnv (. tnuv .
PG. Cacue  Xu=2xp(¥) e &= "2 xu-2x,.pl)
=1 o=l N i=l VA

Jj=1... 4di
P7. FacaCi=0 se f(x ;) =f,& 1 caso contrério ;
P8. FacaS,= 1 sef(x,..-@ > (%) e-1 caso contrério :

k"}’l
PO. Cadcule y = :_L“ ;

K+72
P10. Faca ¢ = y-C,-Sf-(x’;,,cd-af—x’;)

se Hesqg+ <l facax’,=gj+x’; a0 contrario

g 8 (et , o A e )
se e <x 3 Py liup, faga x; = ;”‘jd+ Py , caso
contrario X =l +A.( I, -l,)para)=1,...di

P11. Sek=nite pare, caso contrério vaparao Paso 2.



Pode-se notar que no caso multidimensional, na aptidao, é utilizada ainformacéo do
vetor completo. A partir dai é utilizada eta informagao para o calculo das probabilidades dos
pontos. A média e aassimetria se tornam vetores, de dimensao igual a dimensao do argumento
da funcéo, referentes & média e a assmetria para cada coordenada calculada com as
probabilidades de cada ponto. () curare e 0 sinal mantém as mesmas caracteristicas que no caso
unidimensional. Por fim o calculo do paso € equivalente a0 caso unidimensional para cada

coordenada de cada vetor.

Paxa uma visualizacdo do sau funcionamento tomese a funcéo

f{xy) =—(x-2)*- (y- 4)*, cujo ponto de 6timo é (2,4). Para esta funcdo sera tomado rmuy =20

pontos , nite =40 ey =1, y2 = 10. O Talus encontrou (2.02242 . 3.9998 ) como resposta.
Nuvem inicial Iteragéo 10
180
100 - ™
i Sotr * 8 o+,
* * @ *
150 -100 -5§ -90 0 50 100 150
'Y -100
-150
Iteracdo 20
4.15 4.004
4.1 4002 _ ¢ v,
4,05 s %o *
2 \ 008 gt o
3,95 } 9O¢
3.9 S * & .

3,85
38 .

com um espaco de busca dado por [-100, 100]x [-100, 100]



57 Talus Versdo - MinMax

I nicialmente deve-se notar que para fazer o Talus funcionar como um algoritmo de

minimizacéo é necessario faze-se as seguintes modificagcoes:

Passo P3 pelo P3 . ¢ Faca fYm = Min{f( X1} f{ X mw)};

Paso P4 pelo P4, : Calcule F*. (x;)= I

1 4 k2. X Jmin

Psso P7 pelo P7 ,,: Faca Ci=0= f(¥=/,. e 1 caso contrério :
Passo P8 pelo P7 ,, :Faga S, =1 sef(x - ¢') <f( X, e -1 caso contrério ;

A idéia bésica para o problema de MiniMax é fazer com que o Talus, a cada iteracéo,
resolva o como um problema de maximizacdo e como um de minimizacédo. O pas0 para cada
varidvel seria 0 paso referente ao problema de maximizagdo ou (exclusivo) referente ao

problema de mini mizacéo dependendo do tipo de variavel que se estatratando.

Ega vertente do Talus se mostrou simples e eficiente, incorporando de forma imediata as
idéias bésicas do algoritmo. A maneirade fazer aescolhado sentido de otimizacao foi através de
um vetor V; que assume o valor 1 ceso o sentido sga de maximizagéo e assume o valor 0 caso

contrério .



5.7.1 Algoritmo Talus Versdo - MinMax

Entradas.  Fung#o objetivof : R R”
Dimenséo do espaco - dim
NUmero de iteracdes - nite
Tamanho da nuvem - tnuv
Constantes - 1. 72 » fi +&
Espaco de busca -i/,,, I4,j=1.. dim
Sentido de otimizacgdo de cada variavel - V,, j=1....dim

1. Faca £ =1,

2. Facax> , =/',cx> , =14, ex> =li,+A (1,,- [/pnde

I

i=1l..mvj=1. . .dm ¢ A é gerado através de uma funcédo de

densidade uniforme 1 1|(}.] |. Observe que
3. Caleule O X N\ )y U X )

** Pate do Algoritmo de Maximizacéo **

4' Faga _fkmm = Max{f( X \ ) L] ----»f.(x rm.'v)};

5. Cacule /* .. (=) = 1,....thuy

—_ N ,i
“fan —fLX 1)
o+ 10710

1+k2-(§ .

(= £ omax\ A
6. Calcule p”““(x;-): m

7. Calcule S =Y x P 0)

i=1
v 7 _Inuv 3\ 13 ) .
tfmax = (i x{”'z 'pmax(xjr')\ \ ) =1,...,dl
=1 i=1 .

8. Faca C™ =0 2 f(¥,) =fuwe 1 caso contrario ;



Faca Sme, = 1 sef( Xy —ama) >f (X k-1 caso contrério ;

** Parte do Algoritmo de Minimizag&o

Faca /A = Min{f( X 1), ... /(

Cacule F*, (x;)= ({{1_}\ N =1ty
l-i.-kz'() min
Calcule ’"'“(x EF ey
Calcule S Y X Pl ) e
. (tawv.s . g, 3 \l ] .
dmin - ! m_zx prnln(x"g/y ’_]=1,....dl

Faca C™" =0 se f(¥/)=f,um © 1 caso contrario ;

Faga§ ,=1 se/(x’mrz—amm) >f(¥) ¢ -1 cao contrério *

Cdcue y= v/

Se V=1 fagag = y.Cm™.gmex . (Yfmax _ gimux_ xme)
caso contrério faga ¢, =y-Cmn . Smin. (SN gimin_ M=) dim
se Hi;<gt+ <l fagax’, =g} +x’; cao contrério

i i A=) ., i A+ (Hap- Hoap)
se I{ SlJmea+ E-—ﬁ < FSUP’ fagale :-x{'m*d + » Cas0

contrariox =l +A.(l, -li,) paraj=1 _di

P121. Sek =nite pare, caso contrério vaparao Paso 2.



Parailustrar o uso do Talus com ferramenta para resolucéo de MiniMax tome-se a

seguinte funcio flxy) = (x-2)*-(y+ 1 ). Vé-se que o ponto x=2 e y= -\ € um ponto de sdla

Para esta fungdo serd tomado tnuv= 20 pontos, nite = 100 e Y1

=1, y2 = 10. Pode-se visualizar

o funcionamento do Talus através das nuvens representadas pelos graficos abaixo .

Nuvem Inicial Iteracdo 10
150 80
R
100 60 .
50 40
. 20 - @
-150  -100 50 40 &0 4 100 150 0
.
100 . 10 o _200q|- 10 20. 30 40
-150 -40
Iteracdo 60
-0,996
- -
—0.93802.987 2442988 2,02089 2,0299 ¢2,02991
*
¢ 1 ¢
“ ¢
-1,002
. -1,004
& -1,006 f
| -1,008
|
Funcdo numero0=23
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gamaz2=10.000000 precisdao=0.0000C0
x1=2.,029871

x2=-1.000007
£=0.000892



Através de um estudo das principais caracteristicas das linguagens de programagio.
foi congstatada a adequagéo da Linguagem C++ para a implementacdo do algoritmo Talus.
Inicialmente foi utilizado o compilador Borland C++, porém a amigabilidade do ambiente
fornecido pelo Borland C++ para a execucdo do programa era muito pobre . Este inconveniente
foi eliminado quanto se optou pelo uso do C++ Builder (também da Borland }. O ambiente

fornecido pelo compilador pode ser visualizado na figura abaixo:

= P L ‘ S WAl |lmem~tl oo | EVEER| ERFpat] a1}

p:l a

(a7} 'r:-__J|‘v 9= |z l\L 1 1_| |

= lglla
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Ao ser compilado o Talus gpresenta a seguinte configuracéo (tela):

I ALUS -RSOFTWARENSMOTIMIZACAO

a Numero de [EFYTLET S arnerialaleal iz

| v inimizar s

[plliinimizar X3
(llin imizar xai
M inimizar x5
) - [ 0 nzar > Dimes0
T 68 st IR os| ATNIE sTTERYE
Bt un¢aolinteira
o da [PUEL: T este
Resultado I™ gravar EHERE
m = L | B " e )
X= i
={(
¥R do HTERETR

581 Consideracdes em relacdo ao Software Talus

N&o foi de forma alguma preocupacao central neste trabalho construir um software

otimizado em termos de codigo.

A limitagdo quanto ao numero de varidveis, 6 variaveis, € uma limitacao gpenas de

apresentacdo. Na estrutura do programa o numero de variaveis é flexivel.



A entrada da funcdo s somente no coédigo fonte se deve ao fao de que a
construcao de um “compilador” para leitura da mesma seria uma melhoria marginal em relagéo

ao objetivo degte trabal ho.

A escolha autométicado 71 e do Y2 , como ja foi mencionado, ndo é de forma

agumatrivial. Entdo foi deixado livre sendo em quase todos os casos tomado 71 =1 e y; —%.

Ao se optar pela precisdo o0 programa sO termina quando encontrar a preciséo
Axiih) — Axt )
estabelecida . Isto &, quando ¢, : S22 <precisfo estabelecida.
ftx, )+
O gerador de numeros aleatérios do C++ Builder € muito deficiente. Como uma

forma de sanar este problema foi implementado o método da congruéncia multiplicativa para

geracdo dos numeros aleatorios.

5.8.2 Descricdo do codigo fonte

Bibliotecas do C++ necessarias para o funcionamento do programa

#include <vcl\vcl.h>
#pragma hdrstop
#include <stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>
#include "Pmimnov.h"

Declaracédo das Variaveis

double FKa(double fm,double fg.int u);

int nrand (int |,int sem);
double Rrand(int sem);



FILE *arql;
Entrada de dados

sem=atoi(Esem->Text.c str());

fmax2=fmax1 =-10000000.0:
fmin2=fmin1=10000000;

switch(dim)

{
cae0:
xmax[0]=l[0]=atof(E5->Text.c_str());
Is[0]=atof(E6->Text.c_str());
break;
ceee 1:
xmax[0]=li[0]=atof(E5->Text.c_str());
Is[0]=atof(E6->Text.c_str());

Testes de selecdo do sentido de otimizacao

i f (CheckBos ->Checked) {V1 [0]=1;V2[0]=0;)
dse {VI[0]=0:V2[0}=1:}
if (CheckBox2->Checked) {V1][1]=1:V2[ 1 ]=0;}

it (CheckBox6->Checked){V1[5]=1:V2[5]=0;}
dse {VI[5]=0:V2[5]=1;}

Geracdo da Nuvem inicial

for(k=0;k<=dim:;k++)
{
nuv[0][k]=li[k];
nuv[1][k]=ls[k];
fprintf(arg,"%f\n", nuy[0][k]);
fprintf(arq,"%”Mfn", nuv| 1 )[k]):
for(I=2;I<=tnuv;l++)
Gera nuvem para caso Discreto
{if (CB2->Checked)
{nuv[l][k]=nrand(ls[k].sem)-nrand(li[k],2*dim*sem) +li[k]:}
clse

{nuv[l][k]=Rrand(sem*dim)*(li[k]+(Is[k]-li[k])*rand(YRAND_MAX);)



fprintfiarg,"%f \n" nuv(1][k]):
}

for (k=0;k<=100000;k++)
{

kk=kk+1; . lesta 0 nUmero de iteragdes———
if((RBI->Checked)&&(k>=nint)) break;
/* Parte de Minimizacéo */

somal=0.;

for(n=0;n<=dim;n++)
{
xmed1 [n]=0.;
assim1[n}=0.;

Calculo do fmin
for(I=0;1<=tnuv;1++)
{

if(funcao(nuv{l],nf)>fmax 1)
{ fmaxl=funcao(nuv(l},nf);}

if((funcac(nuv[l],nt)<fminl))
{fminl =funcao(nuv[l].nf);}

Célculo do Curare
for(1=0;l<=tnuv;l++)
{
somal =somal +FKi{fminl, funcao(nuv|l].nf),k);
curl [l]=(funcao(nuv{l],nf}>fmin1)? 10
]
Calculo da M édia e das probabilidades de cada ponto
for(n=0;n<=dim;n++)
for(1=0;l<=tnuv;l++)
{
pl1[1)=FKi{fminl.funcao(nuv[l],nf),k)/somal;
xmed! [n]=nuv[I][n]*pl [Il+xmed![n];

fn 1 =funcao(xmed ,nf);
Céalculo da Precisao



if (((fn1-fv1)/(fv]+pow(10,-15))y>0) o=((fnl-fv1)/(fv1+pow(10,-15))):else
o=-((fnl-fv1)/(fv1+pow(10,-15}));
iIf((RBP->Checked)&&(o<pow(10,prec))& &(k>=2))-- Teste de termino do programa
break;
Calculo da Assimetria
for(n=0;n<=dim;n++)

for(I=0;K=tnuv;|++)

{

assim 1 [n]=pow((nuv[l][n]-xmed1[n]),3.0)*pl [I]+assim]1[n];

for(n=0:n<=dim:n++)
{sx=(assimli[n]>(})7]:-1;
assim|1 [n]=sx*pow(fabs(assiml[n]),1./3.);}

Teste para o caso do programa nao ter encontrado a precisao desgada e gama estar
proximo de 0

if{(RBP->Checked)& &(gama<(.001))
{k=1;}
gama=(doublc)gama *{k+1 Y(k+1+gama2);

for(n=0;n<=dim;n++)
AX[n]=xmed] [n]-assim]1[n];
Calculo do Sinal

for(1=0;1<=tnuv;l++)
{ s1[1]= (funcao(A X.nf)<=funcao(nuv[l].nf)) 21.:-1; }

Parte do algoritmo destinada a M aximizacao
soma2=0.:

for(n=0;n<=dim;n++)
{
xmed2[n]=0.:

assim2[n]=0.:

}

for(1=0;1<=tnuv:1++)

L Simétrica a parte anterior



CALCULO DO PASSO

for(n=0;n<=dim;n++)
{

for(I=0;l<=tnuv;l++)

S seleciona se afuncdo éinteira. ... ... .. -
if(CB2->Checked)
{if((k<=3)&&(((cur[l]==1)& & (V 1[n]|==D}}({cur2[1]==1)&&(V2[n]==11))
...... se a funcao for inteira nos pontos ndo max faca nas primeiras iteragées o passo igual
a 1l nadirecdo do maxima..................
passo=(gama* (curl [11*sl [I]* (xmedl [n]-assim 1 [n]-nuv[1][n])* V1 [1]+cur2[1]*s2[1]*(xmed2[n]-ass
im2{n]-nuv[l}[n])*V2[1])>0)? 1:-1;
arredondamento do passo para funcgdes inteiras
else passo = arredond(
gama* (curl[l]*s 1[1]* (xmedl][n]-
im2[n]-nuv[l][n])));
}

dse
Passo tomado como combinagao do passo de max e do de min .Porém V1[n] =0 ->V2[n]=I e
vice-versa
passo =
gama*(curl[I]*sl [I1* (xmed| [n]-assim]1[n]-nuv[[][n])*VI[n]+V2[n]*cur2[1]*s2[1]*(xmed2[n]-ass
imZ2[n]-nuv[l][n]));
g=(double)nuv[I][n]+passo;
Testa se 0 ponto acrescido do seu paso saiu do espaco de busca
if ((g>=li[n])&&(q<=Is[n]))
{ nuv[l][n]=q;}
dse
{ if ({CB2->Checked) nuv[l][n]=arredond(xmed]! [n]*VI[n]+xmed2[n]*V2[n] +
(-1+2*rand()yRAND_MAX)*(Is[n]-li[n])/((k+1)*beta));
Se saiu joga o ponto aleatoriamente pr dximo ao ponto médio
dse nuv[l][n]=xmedl[n]*VI [n]+xmed2[n]*V2[n]+ (-1 +2*rand()/RAND_ MAX)
*(Is[n]-li[n])/((k+I)* beta);

if ((nuv[1][n]>=1s[n])l|(nuv[1]{n]<=li[n]))
Se novamente saiu joga o ponto aleatoriamente dentro do espaco de busca
{ if(CB2->Checked)
nuv[l][n]=arredond(li[n]+(ls[n]-li[n])*rand())RAND_ MAX).
dse nuv[l][n]=li[n]+(Is[n]-li[n]}*rand()/RAND_MAX;
j
}

Retor na os valor es encontrados para f



E23->Text=(funcao(xmed,nf));
Encontra os limites da nuvem na udltima iteracao

for(k=0;k<=dim;k++)
{xmax[k]=-10000.;
xmin[k]=1000000.;

for(I=0;1<=tnuv;|++)

{
if(nuv[l]{k]>=xmax[k])
xmax|[k]=nuv[l][k];
if(nuv[l][k]<=xmin[k])
xmin[k]=nuv{lj[k];

}

Retorna os valores encontrados para Xmed Xmax Xmin

switch (dim)
{

cax

if(CB2->Checked)

{E17->Text=aredond(xmed|0]);

fprintf{arql,"x1=%{ {=%f\n", aredond(xmed[0]),funcao(xmed,nf));}
clse

{fprintfarq] "x1=%f =%f\n". xmed[0],funcac(xmed,nf));
E17->Text=xmed[0]:

Eminl->Text=xmin[0];

Emax1 ->Text=xmay 0];}

brcak;

Fun¢des a serem otimizadas

double funcao(double x[10].int nf)

{
double m1,m2,m5,n5.b1,b2,b3,b4,b3,b6,c1,c2,c5,¢6.d5.d6,V . ax]1,ax2,ax3,ax4:

int i;
switch (nf)
{

ca= [:
b1=28.;

ax3=-n5* (x[0]-d5);
ax4=pow(x[Q]-c5,m5);
V=(bl*exp(ax1)+b2*exp(ax2)+b3*x[0]+b4+b5*ax4*exp(ax3)+b6*sin(c6*x[0]-d6));



break;
cae 2:

}
return V;

}

Funcdo Normalizadora para méaximo
double FKa(double fm.double fq,int u)
{return (double)( 1./(1 .+(u+1)*(u+1 y*(fm-fq)));}

Funcdo Normalizadora para minimo

double FKi{double fm,double fqg,int u)
{return (double)(1./(1.+(u+1)*(u+1)*(fg-fm)));}

Funcao que faz o arredondamento

double arredond (double nx)
{if (fmod(nx,1) >0.5)
return floor(nx)+1;

dse return floor(nx);

}

Implementacdo do método da congruéncia multiplicativa para geracdo de numeros pseudo

- aleatérios
double Rrand(int sem)

{ doubler;

intn;

r=123456789;

for (n=0;n<=sem;n++)

r=fmod(r* 100003,pow( 10,10));

if(r/pow(10,10)<=I) return (r/pow(10,10));

dse return (1);

|

As partes complementares a0 programa podem sar encontradas no Anexo 1.



A funcbes apresentadas aqui sdo especidmente construidas para tesar a acuracia dos
algoritmos de otimizagdo em achar o ponto de 6timo. Neste capitulo serd gpresentado o resultado

da aplicagéo do Talus neste tipo de fungéo. Edas podem s testadas no mesmo através do

namero da respectiva funcgéo.

Funcado 1: Maximize f(x) x& [0. 100]

m

32 R Tma
ﬂx) -_ ble_(('l—.\) + bze_(ﬂz—.r) -

+ bix + bs(x—05)mse(‘”5“"‘d5‘-|‘- be sin(cex —dy)

fix) com os seguintes parametros:

b, | ¢ | m | by | ¢ | m: | bs | by | hs | Cs | ms | ns | ds | bs | ¢ | ds
2|10 1|12 1] 1|0 10 10 5|5 4] 5] 10/|05]01

30
25

50 20 40 60 80 100 120

Solucgéo Talus :

Funcdo numer o=l
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=0.000000

x1=10,017422 £=28.183596



Funcdo 2 :Maximize f(x) x€[0, 100]

fix) com os seguintes parametros:

b, o] ¢ nu by b, Cs H; ds Cr, | ds
10 5 -12 1 1 0 10 10 5 4 5 10 | 0.1 | 0.1
Funcéo 2
30
25
20
15 n
10 {
5
ol
-50 50 100 150
Solucédo Taus:
Funcdo niumero=2
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=0.000000
x1=5.046062 £=23.915372
Funcdo 3 : Maximize f(x) [0, 100]

fix) com os seguintes parametros:

50

i

0

50

100

150

b; o] my b; (&) m; b_; b_; Cs s Hs d_s bﬁ
10 5 1 |-12 1 1 /02 10| 10 5 5 4 5 10 | 01 | 01
Fungéo 3




3.4.5.2 Estratégias Evolutivas
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4.6 Teoria do Esquema
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60
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72
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81

82

85

89

89



Solugdo Talus

Funcdo numero=3
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=1.000000 precisao=0.000000
x1=91.386208 f=38.269238

Funcdo 4 : Maximize f(x).x€ [0.100]

flx) com os seguintes parametros:

s

Cy m; b; Cs M, b; b; bs Cs M Ry d5 Cg

10 5 1 |-12 1 1 0 100 10| 5 5 4 -5 | 10 | 05

Fungao 4
30
25
1
Solucéo Talus :
Funcdo nunero=4
nite=100 tnuv=20 gamal=1.00000C gama2=10.000000 precisdo=0.000000
x1=4.825835 £f=27.071581
Funcdo 5 : Maximize fi» x€ [0,100]
fix) com os seguintes parametros:
b} C, n, bg C) b.; b_l; Cs s dj Cs

30 | 5 1121 102 10 10, 5 5 4 -5/03 2




Solugéo Taus:

Funcdo namero=5

nite=100 tnuv=40 gamal=1.000000 gama2=15,000000 precisdo=0.000000
x1=5.002416 £=41.596453

Fung&o 6 : Minimize fix) =x.sen(1/x) x €[0,05,0,5] x'=0,223 (I1anssoun (1995) pag.418

423)

Fungao 6

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

010 \/ oz /" oa 0,6

-0,2
-0.3

Solucédo Taus:

Funcdo numero=6
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=30.000000 precisio=0.000000
x1=0.222548 £=-0.217234



Fungdo 7 : Minimizar f(x;,x)= 100 - (xg—x}’{z(l —x)?

Proposta em Himmelblau (1972) pag.394 problema 2
Ponto inicial : X° = [-1.2.1}/
Solugdo : x" =[1.1]

Solucéo Talus:

Fungdo numerc=7
nite=100 tnuv=50 Jamal=1,000000 gama2=15.000007 precisae=0.000314
x1=1.000121
x2=1.00024¢6
£=0.000000
li=-190;
1s5=10;

Fungiio 8 : Minimizar fix|,x2)=4 (x| - 5)2+ {x3 —6)2
Ponto inicial : x" =[8.9]
Solugdo: x* =[5,6]" Ax*)=0

Problema 25 pag. 426 de Himmdblau (1972)

Funcdo numero=8
nite=100 tnuv=100 gamal=1.000000 gama2=10.00000" precis&s=0.415§375%
x1=5.00020C1
®2=6.001161
=-0.000002
[i=-10;
| s=10;

Funcdo 9 : Minimizar f(x).x2) = (x| - x3) - (1 -x\ ). []—xl—xz- ! —x)s]
Ponto inicial x' =[-1.2.1]"fix") = 26.656
Solugdio : x* =[1,-]"ou [0, -Y ou [-.0} fix) =0

Problema 27 pag. 427 de | immelblau (1972)

Solucdes Talus:

Fungdo numero=9
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=0.000000
x1=0.491425
%x2=0.000000
£=0.000000
1li=-10;
| s=10;



Fungdo numero=9
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdc=0.000000
x1=0.000122
x2=0.001814
£f=0.000000
li=-10;
| s=10;

Fungdo nimero=9
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gamaZ2=10.00000C precisdo=0.000000
x1=1.000000
X2=3,266151
£=0.000000
[i=-10;
[ s=10;

Funcdo 10 : Minimize flxy,x2.x3)= (A + 10 - x%)2+ 5. (x3—x3+(x92 'X3)4+ 10 - (x| — x4
Ponto inicial x® = [3,-1,0,1]" fix) =215 :x® = {1 1.1 0" fx?)= 125
Solucdo x* =10,0,0,0]" Ax":=0

Problema 26 pag. 427 de Himmelblau (1972)

Solucao Talus :

Funcdo numero=10
nite=100 tnuv=100 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=0.296615
x1=-0.008192
x2=0.000725
x3=0.0040214
x4=0.004131
£f=0.000001
li==5;
| s=5;

Funcdo 11: Minimizef{x1,x2}= 05 -x3+ 05 - [1 - cos(2 « x| }}+ x?

Alguns minimos locais e 1 minimo globa x* = [0,0]"

Solucéo Talus:

Fungédo nimero=11
nite=100 tnuv=20 gamal=]1,000000 gama2=10.000000 precisdo=92.117639
x1=0.000005
®2=0,000007
£=0.000000
1i=-~5;
| s=5;



Funcdo 12 : Minimizar [f{x;,x22 (x; _x}}ﬁ ( —.r1)2

Solugdo x* = [1,1]7 Ax*)=0

Solucdo Talus:

Funcdo numerc=12
nite=100 t nuv=20 gamal=1.00000C gama2=10.000000 precisdo=0.438657

Xx1=1.000003
%2=1.000010
£=0.000000
li=-10;
1s=10;

Funcdo 13 : Minimizar f(x;.x;)=(x; —x3)3 100 (1 —x;)?
Propostacm Himmelblau (1972) pag. 195
Ponto inicial : x” =[-1.2.1]7
Solucdo :x* =[1.1] Ax*: 0

Solucdo Talus:
Funcdo numero=13
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=5.156862
x1=0.993984
x2=0,999681

£=0.000000; 1li=-10:;1s"10

Funcdo 14 : Minimizar /{x.x2)

Sy =115 —x - (0=x)+ [225-x - (1 = x)P+ [2.625 —x; - (1 —xD)]?

Proposta cm | {iimmelblau (1972) pag. 195
Solugdo :x* =[3,1/2] Ax*)=0

Solucéo Talus:

Funcdo nunmero=14
nite=100 tnuv=20 gana 1=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=0.472773
x1=2.999975
x2=0.499991
£=0.000000

Funcdo 15 : Minimizar fix\X2) =4-x}+4.x3-4.x}.x3- 12x,

Propostacm | immelblau (1972) pag. 195



Solugédo :x* =11,2] fix>) = -\2

Solugéo Taus:

Fungde numero=15
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdc=0.000000
x1=0.995998

x2=2.000000

f=-12.000000
li=-10;
1s=10;

r S
Funcdo 16 : Minimizar ftX\xi) = 2yj-cos[{i+ 1)-x (+i]  2i - cos[(i+ 1)-x; +i]
51

Para —10 <x; <10 e - 10 <x2< 10 (Shubert's functionStuckman (1992)

Solugado 760 minimos locais sendo 18 mimimosglobaiscom f,,,=- 186.73

Solucéo Talus:

Fungcdo numero=16
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=10,000000 precisdo=0.000000
x1==7.708314
%2=-7.083507
f=-186. 730909

Fungcdo numero=16
nite=100 tnuv=20 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisaoc=0.000000
x1=-=7,083506
X 2==1,425128
f=-186.730909

~[txy- 7y 4x2-

Fungdo 17 : Maximizar fix\x) = cos(x;} cos(xz)- e

Para—10<x1 <10 e - 10 <x2 < 10 (Easom's function)Stuckman (1992)

Solugdo x* = [r, 7] Ax"E -\

Solugcdo Talus:

Funcdo nimers=17
nite=100 “nur=3it gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=0.000000
®1=3.141589
®2=3.141535
£=1.000000



A comparagdo imediata com um método de otimizagdo deterministico através da
relacdo erro e numero de iteragcOes pode trazer um viés a favor dos métodos probabilisticos, Este
faso desempenho muito superior se deve a nuvem que néo foi levada em conta no processo.

Porém. uma comparagio. mesmo sabendo que esta é pouco rigorosa, cabe neste trabalho.

Funcéo de Shubert

% erro / NUmero de iteracfes

M étodo 20 50 100 200 500 1,000
Stuckman 91.22 89.32 86.62 86.61 86.63 86.61
Mockus 87.97 87.7 87.15 87.15 86.65 86.65
Perttunen 1201 1201 0.39 0.01 0 0
Tomn 88.32 87.37 87.01 87.01 87.01 87.61
Sim.Annealing 113 113 113 113 113 113
Zinlinskas 86.67 86.67 86.67 86.67 86.67 *
Shaltenis 88.01 87.23 87.23 87.23 87.23 *
* CPU insuficiente
% erro / Numero de iteracOes

Talus(trnuv=20) 20 50 100 200 500 1,000

0.06 2,18.107 9,44. 10 0 0 0




Funcao de Easom

% erro / Numero de iteracbes

M étodo 20 50 100 200 500 1,000
Stuckman 100 100 100 100 100 100
Mockus 100 100 100 100 100 100
Perttunen 54.4 21.66 6.19 2.43 215 *
Torn 100 100 100 100 100 100
Sim.Annealing 100 100 100 100 100 100
Zinlinskas 100 100 100 100 100 ¥
Shaltenis 100 100 100 100 100 ¥
* CPU insuficiente
% erro / Numero de iteractes
Talus(tnuv=20) 20 50 100 200 500 1,000
0.8 5,72.10% 4,39.104 0 0 0

Tabdas de Stuckman (1992),

Pode-s= ver o excdente desempenho do Talus agora de forma comparativa. Vale

notar que a nuvem adotada tem gpenas 20 pontos 0 que representa uma nuvem muito pequena.

5.11 O Talus na perspectiva genética

No Taus a informacgdo de toda a populacdo € coletada através da média e da
assmetria. E aproveitada mais informac&o que o simples valor da funcdo de aptiddo de cada
individuo. Vale sadientar também que, nenhum dos individuos e tirado da populacéo; a estes é
dada a oportunidade de aumentar a sua aptiddo através de uma busca do ponto de maior valor da

populagéo.



Em Hassoun {1995) (Exemplo 8.5.2, pag 447) afuncéo 6 é minimizada através de
um algoritmo genético. Para facilitar acompreensao do funcionamento do algoritmo genético

utilizado, seratranscrita aqui toda a sistematica e as consideracfes pertinentes.

Como exemplo do processo de solugdo considere a fungcdo mostrada na figura baixo

C 0 seguinte problemade otimizacéo.

Minimize y(x)=x - sen{ 11x)

sujeito ax e [0.05 ,0.5]

Problema de Otimizagdo<

» Algoritmos Genéticos

Min y(x) Max f(x)
Espago de N\ 4 /" Espaco de N
\' BuscaZ / \  Buscaf2 /

Minimo Local/ Global I ndividuo maisapto

Esta funcdo possui dois minimos locais 0,058 e x=0,091 bem como um
minimo global x 0,223 (O algoritmo genético padréo seré usado para obter o minimo global

degta funcao.

A primeira coisa a notar € que 0 espaco de busca aqui € o de vaores reas
2=1[0.05,0.5]. Como mencionado antes, aguma transformacd é necessaria para

codificar/decodificar o espaco de busca redl )2 para algum espaco de strings binédrias (2.Neste



exemplo , 0 espaco de busca binario consiste de strings de 6 bits ,i.e. ) = {0,1} , foi usado com

a transformag&o decodificada dadapor : D(s) =0,05 + - (0.05-0.5)

onde d(s)é€ arepresentacdo decimal binaria de 6 bits. Por exemplo . arepresentacéo decimal de
000011 ¢3,asmDO000011)S0.07]; Como era esperado os dois pontos extremos S0

mapeados da seguinte forma (000 000)=0.05eD(1121 111)=05

Para estabelecer uma fungio de aptiddo apropriada, recorde-se que o problema

minimizar y(x) equivale a maximizar f( s Entdo algum tipo de transformacéo € requerida aqui.

Neste exemplo , a seguinte transformagcéo é usada, fis) =1 -z - scn[—!:). ondez = D(s).

Antes de se aplicar o algoritmo genético padrdo, valores de M { numero de
elementos da populagdo inicia), p, (taxa de crossover) e p, (taxa de mutagdo) devem s
escolhidos. Os valores destes par@metros sdo em gera determinados empiricamente por algumas
simulagdes de ensaio. Contudo, uma primeira forma tenta escolher e p, nos intervalos
06 £p: 099 ¢ 0001 <pm <0.01 respectivamente. Para M, resultados empiricos indicam que
n<M<2( né nimero de bits da siring) € uma boa escolha (Alander ,1992) [ver também
Reeves (1993)]. Em adicdo a escolha dos parémetros, algum critério de parada ou critério de
convergéncia é requerido. Embora diferentes critérios de convergéncia possam ser usados ,0
critério utilizado agui é parar quando a populagéo é suficientemente dominada por uma string.
Neste caso, a convergéncia é admitida quando uma Unica string representa 80% ou mais da

populagéo.
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Duas situagies serdo descritas abaixo. Na primeira situagdo, uma populagéo inicial
foi gerada uniformemente dentro do espaco de busca , e entdo como, usualmente, os operadores
genéticos de selecdo, crossover e mutagao foram aplicados antes do critério de convergéncia ser
encontrado. Os seguinte parametros foram usados :M=10, p.=0.8 ¢ p,=0.01, e os resultados das

simul agbes sao mostrados natabel aabaixo.

Populacéo Vaor Decodificado Aptiddo
SO)=0s 0080 ) x=D(s) 1 -y(x)
t=0 000010 (1) 0.064 0.994
000110 (1) 0.092 1.091
001010 (1) 0.12 0.892
010001 (1) 0.17 1,063
011001 (1) 0.226 1.217
100000 (1) 0.275 1131
100111 (2) 0.324 0.981
101110(1) 0.373 0.833
110101 (2) 0.423 0.704
1111100(1) 0472 0.597
=1 010101 (1) 0.198 1185
110101 (1) 0.423 0.704
101010(1) 0.345 0.916
001010 (1) 0.12 0.892
011001 (3) 0.226 1217
010001 (3) 0.17 1.064
=2 101001 (1) 0.338 0.938
011001 (4) 0.226 1217
111001 (1) 0451 0.64
010001 (3) 0.17 1063
110101 (1) 0.423 0.704
t=3 010001 (4) 0.17 1063
011001 (6) 0.226 1217

Nesta tabela ,.uma lista da popul agéo é mostrada por geracéo no tempo =0,1,2 €3 .0
valor rea dadecodificagdo €também mostrado . bem como os valores de aptidéo associadas. O

numero dentro dos parénteses a0 lado de cada string mostrao numero de vezes que determinada



string aparcee na populagdo. Note como a populagdo converge para umil populagio dominada
por strings de alta aptidao. Depois de quatro iteragdes (f = 4), a populacédo ¢ dominada pelasiring
s*=011001, ¢ apopulacédo tem convergido. A siring é decodificada para o valor ¥ -0.23 , o
qual é muito préxima da solucdo 6timaglobal x* = 0,223, Note que uma melhor acurécia pode
s=r obtida pelo uso de um decodificador mais preciso do espaco de buscareal. Isto €, pelo uso de
um espaco de busca do algoritmo genético com uma siring com maior dimenséo, por exemplo,

Q=1{0,1}",0uQ=1{0,1}*°, quando se exige mais precisao.

A segunda simulagdo do problama demostra 0 caso onde a mutagdo € necessaria
para a obten¢do da solucédo 6tima global. Nesta simulagéo, a populagdo inicial foi criada com
todas as strings proximas do ponto extremo esquerdo x = 0.05. As crescentes taxas de mutagao e
crossover séo usadas para encorgar a diversidade da populacdo. Com edta guda o algoritmo
genético ramifica-se para explorar a totalidade do espaco de busca. De fato se a mutacdo nao
fose usada (i.e p,- 0 ) , entdo a solugéo global pode nunca ser achada pelo Algoritmo
Genético. Este é 0 caso da populacio inicial dominada pelo esquema 000 0##, o qual ndo é um
desegjavel obstaculo de construcdo ,porque a aptiddo do esquema € relativamente baixa.
Aplicando selecdo e crossover ndo gjudard porque nenhum novo esquema serd gerado. Os
resultados das simulagdes sdo mostrados na tabela 5.2. Neste caso, 0 Algoritmo Genético levou
44 iteragbes para convergir para solugdo s* =01 1000 , com o correspondente valor red

x=0.219,



Populagéo Vaor Decodificado Aptidao
S()=s 0 s Xx=D(9) 1 -y(x)
t=0 000000 (3) 0.05 0.94
000001 (1) 0.057 1055
000010 (3) 0.064 0.994
000011 (3) 0.071 0.929
t=5 000010 (2) 0.064 0.994
000110(2) 0.922 10901
011010(2) 0.233 1213
001011 (1) 0.127 0.873
100010(1) 0.289 109
010010(1) 0.177 1103
001000 (1) 0.106 0.999
001110(2) 0.148 0.935
t =30 111000 (1) 0.444 0.656
010010 (4) 0.177 1103
000010 (1) 0.064 0.994
011010(2) 0.233 1213
010000 (2) 0.163 1021
1=44 010100(1) 0.191 1164
011000(9) 0.219 1217

E interessante comparar-se esta solugdo com a obtida usando o Talus, convertendo

0s pontos das nuvens paraa mesma codificacao binariacom 6 bits usada em Hassoun (1995).

Uma “‘engenharia reversa” para descobrir 0s mecanismos genéticos pelos quais o
Talus poderia ser interpretado pode s realizada. Com este objetivo, foi implementada a seguinte

funcdo e estudado 0 comportamento genéti co das nuvens geradas acadaiteracao pelo Talus.

flx) =

2x se 0<x<?25

X+ 75 se 25<x<75

4x =300 se 75 <x <100
—4x+ 500 se 100 <x< 125
8x—-1000 se 125 <x< 150
—4x + 800 se 150 <x<200
2x —400 se 200 < x < 255



64 32 16 8

4 o o0 o0 0 O
X f(x)  f(x)/fmax representagdo binaria (8 bits)
ite=0

O 0 0000 0 0

255 110 0.267 1 .

208 16  0.039 1 0

117 32 0078 0 |

127 16  0.039 0 )

164 144 0350 1 .

97 8 0214 0 .

69 6 0015 0 @)

130 412 1000 1 @)

ite=0

1 2 0.005 0 @)

254 108 0.259 1 1

207 14 0034 1 @)

116 36 0086 0 .

128 24 0058 1 O O
164 144 0345 1 1 O
9% 84 0201 0 1 O
70 5 0012 0 O O
130 417 1000 1 O O
ite=1

2 4 0.010 0 O O
253 106 0.256 1 ) 1
206 12 0029 1 O O
117 32 0077 0 | .
120 32 0077 1 O O
164 144 0348 1 ) O
% 80 0193 0 O .
71 4 0.010 0 O O
130 414 1000 1 O O
ite= 2

3 6 0014 0 O O
254 108 0.255 1 1 1
205 10 0024 1 O O
118 28  0.066 0 . |
130 40 0095 1 O O
164 144 0340 1 @)
% 8  0.199 0 @)
72 3 0007 0 @)
130 423 1000 1 n



=3

ite

0

(.019

8

0.248
0.019
0.056
0112
0.336

106
8
144

88

24
2

48

253
204
119
131
164
97

0

0.206

0.005
1000

428

73
Média 131

0.009
0.047
0.176

0.258

0.211

120
176
144
8

144
32

ite= 4
69
164
192
140
164

147

0
0

0.012

0.076

126

52

Média 139 682

1.000

0.085

0.170
0.105
0.162
0.178
0.170
0.097

0.032

84

ite= 5
104

158

1
1

168

104

174
145

147

160

1
1

176

168
96
32

129

Média 144

137

1000

988

ite= 6

125

0.000

0

1

0.167
0.135
0.156
0.156
0.167
0.128
0.092

1128 1.000

152

162

153 188

1
1
1
1

176

147
147

[76

153 188

144

143

104

138

Média 146

0



ite= 7

140 120 0.085 1 0 0 0 1 1 0 0
153 188 0133 1 0 0 1 1 0 0 I
158 168 0.119 1 0 0 1 1 1 1 0
151 1% 0138 1 0 0 1 0 1 1 1
151 196 0138 1 0 0 1 0 1 ] I
153 188 0133 1 0 0 1 1 0 0 1
149 192 0136 1 0 0 1 0 1 1
146 168 0.119 1 0 0 1 0 0 1 0
Média 150 1416 1.000 1 0 0 1 0 1 1 0
ite= 8
146 168 0.111 1 0 0 1 0 0 I 0
152 192 0.126 1 0 0 1 1 0 0
154 184 0121 1 0 0 1 | 0 1 0
151 196  0.129 1 0 0 1 0 1 1 1
151 196 0.129 1 0 0 1 0 1 1 1
152 192 0.126 1 0 0 1 1 0 0 0
150 200 (.132 1 0 0 1 0 1 I 0
149 192 0.126 1 0 0 I 0 1 0 1
Média 151 1520 1.000 1 0 0 1 0 1 1 1
ite= 9
148 184 0.117 1 0 0 | 0 1 0 0
150 200 0.127 1 0 0 1 0 I 1 0
151 196 0.125 1 0 0 1 0 1 | 1
150 200 0.227 1 0 0 1 0 1 1 0
150 200 0.227 1 0 0 1 0 1 1 0
150 200 0.127 1 0 0 1 0 1 1 0
150 200 0.127 1 0 0 1 0 1 1 0
149 192 0.122 1 0 0 1 0 1 0 1
Média 150 1572 1.000 1 0 0 1 0 1 I 0

Tendo em vista o bom desempenho do Talus e as diferengas sdientadas € possivel
propor um operador genético que tente incorporar alguma das boas caracteristicas do Talus. Este
pode ser implementado através de uma variante do operador de mutagdo fazendo uma mutagao

diferenciada bit a bit .

O operador de mutagdo Talus pode ser implementado da seguinte forma :



Faga p',, =10°( probabilidade normal de mutagdo) se no /ocus i o bit do individuo

for igua ao do individuo de mais alta aptiddo, caso contrario fagap',=1 - K—L—mwm‘”‘ <.

Esta sugestdo tenta reproduzir, em termos binarios o que o Talus faz no espaco

n-dimensional.

5.12 Mdhorias feitas no algoritmo Talus e em sua implementacao

Pode-se citar como principais avangos :

. O Software Talus escrito em C++ que da maior percepcdo das qualidades do

algoritmo e permite amplas possibilidades de aplicacdes com eficécia, eficiéncia e

comodidade .
. Na versio anterior. isto é .cm Cavalcanti (1996) y=1y,-e k . c nedta versio
y = . Esta mudanca elimina a funcéo exponencial, muito cara computacionalmente,

mantendo o sentido desgado parao V-

Também, na versio anterior F*(x%9e Aqui a

expressdo foi substituida por  F(x,:

1, L2 L Jmax — g'(x,)

Soax + 10-10

mudanca tem a mesma justificativa que a anterior, eliminado também o ndmero

excessivo de parametros.

. I mplementacdo do mesmo no sentido de minimizacao.



. Implementagc&o do mesmo para o caso de pontos de sddla Esta nova vertente do

‘Talus tinhasido proposta porém néo tinha sido e aborada nem implementada.

. Implementacdo do mesmo para Programacao Inteira. ) mesmo aconteceu na

versao de pontosde sda.

513 Conclusoes

Mesmo sendo o Talus um algoritmo pardelo por concepgio. ede tem se mostrado
eficiente e flexivel naresolugéo de uma ampla gama de problemas de Programacao Matematica,

rodando em méaquina de von Neumann.

O algoritmo é inerentemente tolerante a falhas por causa da facilidade com que os pontos
fora da curva podem s detectados estatisticamente e eliminados do processo, sendo 0s erros
menores absorvidos pela nuvem de pontos pois 0 algoritmo trabalha sempre com os valores

médios.

Como serd mostrado no proximo capitulo a aplicabilidade do Taus na resolucéo de
problemas do mundo real é muito grande. Sabe-se contudo que ndo é em maquinas de pegueno
porte que serd mostrada a capacidade do algoritmo para resolver problemas muito complexos e
de ordem devada do mundo real. Contudo aguns problemas complexos apresentados na

literatura serdo resolvidos no Capitulo 6 .






Capitulo 6

Exemplos de Aplicagbes do TALUS

61 Introducao

As aplicacdes agoresentadas neste capitulo tém o objetivo de ilustrar o grau de
universalidade do algoritmo estudado nesta tese. Os exemplos abordados incluem programacao
linear, programacéo inteira. equacdes diofantinas, programacéo ndo linear (com restrigcdes) e
estratégias minimax. Nos problemas ndo lineares ndo convexos o0 algoritmo apresenta vantagens
comparativas, mesmo nas arquiteturas computacionais de hoje (V on Neumman). Uma arquitetura
paralela desenvolvida tendo em vista a estrutura do algoritmo podera vir a propiciar uma

vantagem comparativa do algoritmo na grande maioria dos problemas de oti mizagéo.

Problemas (quimica, elétrica e jogos) sdo exemplos de situacfes complexas do
chamado mundo real (muitas ndo linearidades, fung¢des transcendentais, pontos de sda e ordem

elevada) , onde o algoritmo mostra toda a sua potencialidade.

6.2 Programacao Linear

Tendo em vista a eficacia e a eficiéncia dos algoritmos dedicados a solucionar
problemas de otimizacao linear (principalmente o método Simplex, vide Chvéatal (1983) ) este

item tem como objetivo simplesmente mostrar a versatilidade do Talus.



581 ConsideracGes em relacdo ao Software Talus 119

5.8.2 Descricao do cédigo fonte 120
59 Aplicacdo do Talus em funcdes Testes 127
510 Comparacao com outros métodos 135
5.11 O Talus na perspectiva genética 136
5.12 Mehorias feitas no algoritmo Talus e em sua implementacéao 145
513 Conclusdes 146

6 Exemplos de Aplicacbesdo TALUS

6.1 Introducéo 147
6.2 Programacdo Linear 147
6.3 Programacéao Inteira 148
6.3.1 I mportancia dos problemas de programacao inteira 149
6.3.2 Problema 2 149
6.3.3 Problema 3 150
6.34 Problema 4 151
6.35 Problema 5 152
6.4 Problema 6 : Processo Quimico 152
65 Problema 7 : Otimizacdo de uma rede elétrica 154
6.5 Problema 8 : Plang amento de L evantamento Oceanogr afico 155

6.6 Problema 9 : Estratégias MiniMax para Jogos 156



Como o Talus ndo resolve diretamente um problema de otimizagdo com restrigdes,
tém-se que incorporar as mesmas ao funciona objetivo. Serd utilizada aqgui o0 método das

penalidades pararesolver o Problema 1.
6.21 Problema 1 :

Maximize 2x1 + 5x2
sujeitoa x|+ 4x3<24
3y +x2<21
x +x3<9
X1.x2> 0
Problema 2.2 [Chvatal (1983)] pag.26.
X7 =4 x3=5_f*=33

Assim tém-se o seguinte funcional objetivo :

fix) = 2x) + Sx3 - et LedQnn-2D) | Loddxex-9)

Solugdio Tdus (Funcéo 19):

Funcdo numero=19
nite=100 tnuv- 30 gamal =1.000000 qgama2=10.000000 precisdo=0.0000060
xI = 4.000166
X2=4.999971
£=32.600000

6.3 Programaciio Inteira

Considere o modelo :
Hn
otimize X,¢; - x;

sudtoa 2, -x,<h, parai=1.2.. . m

x;>0 para j=1,2 . »n



x, de valor inteiro paraj =12, .2 1)
Ede tipo de otimizac&o é conhecido como um problemade programacéao inteira (ou
diofantinaou, ainda, discreta). Quandop=rn 0 modelo é chamado programacao inteira pura ,caso

contrario é chamado de programacéo inteira mista.

6.3.1 Importiincia dos preblemas dc programacdao inteir:

Wagner (1986) i ndi ca os seguintesexempl osdai mportanciadaprogramacao
inteira:

e Utilizac&o de equipamentos - Pode-se. por exemplo, definirx, como unidades

de equipamento que devemn operar durante o horizonte de plangjamento do model o.

e Custo de preparacao - Pode-se, por exemplo. querer considerar uma atividade
que estgla sujeita a um custo fixo C, sempre que o nivel correspondente ax;>0 , onde

C, independe do nivel red dex; .

e  Tamanho dos Lotes- Em agumas situagdes do plangamento daprodugio.

pode-se querer restringir o nivel dex, aoux, 2L;.
e Decisdes “sim-ou-nio” - Por exemplo, para especificar situagdes tipo “ou-ou”.

6.3.2 Problema 2

3 3 3

Ultimo Teoremade Fermat :Achar x,yez tal quex +y =z
Formulagdo : Min (x{ +x3-x3)?
Espaco de busca : x 1.x2x3 e [0, 1000]

Solucéo Talus:
Funcdo numero0=20
nite=100 tnuv=900 gamal=1.000000 gama2=12.000000 precisdo=0.000000
x1=150.000000
x2=144.000000



#3=73.060000
f=1.02814%

Funcdo numero=20
nite=100 tnuv=900
x1=103.000000
x2=64.000000
®x3=94.,000000
£=1.00000

gamal=1.000000

Funcdo numer0=20
nite=100 tnuv=900
x1=144.000000
x2=71.000000
x3=138.000000
£=1.094285

gamal=1.000000

gama2=12.000000 precisdo=0,000000

gama2=12.000000 precisdo=0.000000

Obs. Edtes resultados foram encontrados depois de vérias tentativas.

Também tem-se : 6° - 83=93_ 1.

6.3.3 Problecma 3

Achar x3 ez tal que x7 +y7 =27

N . , 2
Formulag&o : ﬁ@g}fdj+x§—xb

Espaco de busca : x1.x2.x3 € [0, 1000]

Solugdo Taus:

Funcdo ntmero=21
nite=100 tnuv=999
%1=1.,000000

%2=2.000000

x3=0.000000
f=15121.601541

gamal=1.000000Q

Funcdo nuamero=21
nite=100 trnuv=999
x1=53,000000

gamal=1.000000

720% 42423 = 7293 -1, 729212443 =7383+1

gama2=10.C00000 precisdo=0.000000

gama2=10.,000000 precisao=0.000000



x2=53.000000
x3=1.000000

£=1.0000000

Funcdo numero=21
nite=100 tnuv=500 gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=0.000000

x1=41.000000
x2=41.000000
x3=1.000000
£=1.0000000

Obs. A complexidade do problema forga o Talus achar somente solugdes triviais. Para resolver
egde problema seria necessario aumentar sensivelmente o nimero de iteracdes, juntamente com
Y2

6.34 Problema 4

Mordell (1969) (Teorema7, p.268)

Achar x; x; tal que [x—l(i'z——-—llj=
™ ' ~ v g \(xl(x- 1)\2 x_I(xT 1_)
Formulagdo : Mm | = | 3

Espaco de busca : : xi,x2 € (100, 100]

Solugdes : (x;.x:) =(1,1),(2,2),(3,3), (4.9 . (-1.-1} . (-3,-8), x =0.1, y=0,1; isto
significa que os Unicos numeros triangulares que sdo quadrados de numeros

triangularesséo 0,1, 36 .

Solucgédo Talus :

Fungdo numero=22
nite=15 tnuv=999 gamal=1.000000 gama2=1.500000 precisdo=0.469583
%x1=0.000000
%x2=1.000000
f=0.002288

Funcdo numero=22
nite=15 tnuv=999 gamal=1.000000 gama2=1.500000 precisdao=0.000000
x1=1.000000
x2=0.000000
£f=0.00839¢

Funcdo numero=22
nite=15 tnuv=999 gamal=1.000000 gama2=1.500000 precisdo=0.0C0000

x1=1.000000



x2=1.0060061
£=0.001535

6.3.5 Problema 5
Mordell (1969) p.287

Conjectura (Erdds, Straus )- Existem x, >0, x,>0, x; >0 inteiros que satisfazem a

11 1
7= + 35 +%;./>3.J4 foi demostrado paran < 107,

| &

equacéo

~

Formulagdo : Min ﬁ —f}——%—,ﬁ ,hn =10

Espaco de busca : x;.xz2,x3 € [107,10'7]

Solucéo Talus:

Funcdo numero=23
nite=1000 tnuv=500 gamal=1,000000 gamaz=100.000000 precisdo=0.005893
x1=221736974,740126
X2=9164119438.469707
%3=3465418868.395746
£=0.000000
%1=2813643607.000000
x2=212297449.0000060
X3=6781830237.000000
f=0.000000
x1=350772973.000000
x2=38510418%9.000000
®3=962654047.000C000
£=0.000000
x1=1471629756.000000
x2=1997478012.000000
x3=114663214.000000
f=0.000000

6.4 Problema 6 ;. Processo Quimico

Himmelblau (1972) p.412

Fonte: M. A. Efroymson, Esso Reseach and Engineering Co. (cited in Colville, IBM N.Y . Sei.

Center Rept. 320-2949 June .1968 )



4 6
Minimize D ¢(x,) +2, 100¢(x,)
i=\ i=5

sujeito a 13 - 300 >0

ty- 300> 0
280-Ts>0
250-T¢>0
Onde:
clxi)=2.7-x, + 1300
I 0.028x, + 300 T = tr+(70 =12 )e" ™
'~ 1 +0.0001425x, T 1-08e
!|=500—T1 ;4.:350_,_([2_ 7y o™

tt2 = -0.0001665 - x3
T 200 ~350.-e™

= 1-1.5e=

1, =

1,2=0873+0.274

ds =0.000375 - X+

t2 =300 + (200 - T2)e™ Ts = 80 + (7;2 - 80)e~ "
a3 = (0.085%9.36)10 x5 T,\ =0.77, + 0.37>

S @975 - 1)e™ g4 (7)) - 80)e e

T3 =

Condicgéo Inicial:

x"=[8000 3000 14000

Ax%) = 459100

1 ~(.915¢e-w
ry =350 +{t - T3 )e"

ny=0.00025x,

2000 300 10]°

Resultado encontrado pelo método datol eranciaflexivel:

x"=[11884 3288

Ax*)= 250799.9

20000 4000

114.18

Valores de f( x) para pontos de 6timo citados em Coville:

~155.03]7

Condicdes Iniciais viaveis Método Condicéo inicial ndo
viavel'
255,303.5 Gradiente generalizado 266.754
389,858 Pop-360
132,518 Optim (Mobile Oil) 125,578




Condicdo inicial ndo viavel

x" = [8000 3000 10000 2000 200 10]

Resultado Talus :

Funcdo numero=24
nite=1000 trnuv=500 72mal=l Q00050  22ma2=170.7 17007 nrenigic=C000047
®1=11230, 503027
X2=2606.4 28130
#3=16101%. 76657
®4=3715.04564 6
®5=74.556727
®6=-171,839931
£=330440.9389749

6.5 Problema 7 : Otimizacio de uma rede elétrica

[Tlimmelblau (1976)] p.413

Fonte : P.Huard, f/ectricité de France . Directions des Etudes et Recherches (cited in Colville,

IBM N.Y. Sci. Center Rept. 320-2949, June .1968 )

Minimize fi{x:) + /2 (x;)

sujeito a fi(x:) =30x; para 0<x\ <300
Silx1> 31x; para 300 <x; < 400
Sfrlxa)=28xs  para  0<x2 <100
f2(x) =29x; para 100 <x; < 200
f2(x2)= 30x; para 200 <x3< 1000

o X3 X4 0.90798x3
x; = 300- 1310780148577 —-X6)+ 131078
o X X 148577 00)(\];10/?:?\4

X1= 131078 00 *+Xeh+  {37g7g cos( 147588)

cos(147588)

2
¥s = 300 - lg'}lg;ssin( 148577 +x4) + %g—isin(M?SSS)
0 = 200 - sin(148577 — x;) + %in(M?SSS)
0 <x) <400
0 <x3< 1000
340 < x1 <40
340 < x3 <420

-1000 < x5 < 1000
) < xq < 05236



Alta Precisao Precisdo Moderada
107.81 201.78
196.32 100
X' 373.83 383.07
x°, 420 420
X 21.31 -10.907
X% 0.153 0.07314
fix) 89,275.888 8,853.44

Solucéo Talus :

Fungcdo numero=25
nite=1000 tnuv=100
x1=98.861859
®2=196.462863
x3=377.894483
x4=407.600503
x5=12.965745
x6=0.316486

gamal=1.000000 gama2=100.000000 precisdo=0.,000000

6.6 Problema 8 : Planeiamento de Levantamento Occanografico

Fonte : Tesede Doutorado de L uiz VianaNonato intitulada A plicagdo de Algoritmos Genéticos

no Plangamento de Levantamento oceanografico. (Escola Politécnicada USP).

Otimizar o posicionamento do brago mecanico hi-articulado. controlado pelos

angulos e P.

4 - ‘/(x,, —(cosa + cos(a +[)’l))2 + (v - (sina + sin{a +)))?

Max fia ,R) = com

x=l,y= -\

Solucdo Algoritmos Genéticos:(¢ , P) = (270°.90°) ¢ flu",/2)0.982

Solucgéo Talus

Funcédo numero=26
nite=100 tnuv=100
x1=4.709109
x2=1.588455
£=0.996306

gamal=1.000000 gama2=10.000000 precisdo=0.000001



Paa®© - A -[0. 1] onde @ é o conjunto de estados da naturezae A o espaco das
acoes. Para L = (tf - a)zfungéo perda. Tem-se

tf=1-L=1-2a+u¢? para a=1 =L =0 para a=0-[=1

tf=0-~ /L =cr prau=1-L=1 paraa=0-+L =0

logo a solugdo tem que ser randomizada. Consdere-se

[(a)I(f3)
Sebe-s=quel TF'" (- ) dl)= ”(L\:f% =B(u, fleque I'(x +1)=x-T'(x). Tem-se
EJf(0-a)] =1t -2 - tf - +tf @*).Também E{a) = eEa= '((“,I,—? N
a+/s (a+ ) a+ s+ 1)
Portanto ~a) ] = 07-20. ﬁ*gfa"fa—
Assim o problema é entéo :
t-(a+1)

Mlﬂn Max tf>-20 - ra tfe [0.1),a./fe [0.01,20] ou

a+f arPla+tft

x) +(xy+1
Min Muax  ri-2x - wrEet o .j ﬁul.") — parax; € [0,1),x1,x2 € [0.01,20]

Solucéo Talus :

Funcdo numero=27
nite=1595 tnuv=100 gamal=1.000000 gama2=100.000000 precisdo=0.000006
x1=13.474529
®2=0,332525
%3=0.029776
f=0.896768



Fungdo numero 27
nite=1595 tnuv=1Q0
x1=13.474529
x2=0,332525
x3=0.029776
f=0.896768

Funcdo namero=27
nite=1000 tnuv=999
x1=1.232234
x2=19.116610
x3=0.446758
£=0.151817

Funcdo ntmero=27
nite=1000 tnuv=100
®1=7.767819

x2=7.789259

X3=0.885879

£f=0.164534

gamal=1.000000 gama2=i00.000000 precisido=0.000006

gamal=1.000000 gama2=10G0.000000 precisdo=0.044937

gamal=1.000000 gama2=100.000000 precis&oc=0.000078

Para todos estes problemas o tempo de execucgdo ndo ultrapassou cinco minutos, com

o algoritmo “rodando™ num microcomputador tipo PC com 64Mb RAM, 166MHz e 2 Gb de

disco rigido. Os métodos deterministicos e mesmo os estocasticos como o simulated anncalinge

os algoritmos genéticos, tém se mostrado mais lentos e muitas vezes ineficazes nestes tipos de

problema.
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Capitulo 7

Conclusdes, Comentarios e Sugestdes

7.1 Introducdo

A demanda por algoritmos eficazes e eficientes para a resolucédo de problemas de
programacdo matematica é muito grande. Isto deve-se principamente ao fato de que os
problemas de oti mi zag&do gparecem em muitos contextos de interesse. Minimizagao de perdasem
linhas de sistemas de poténcia, minimizagao de consumo de combustivel em motores a explosao
estimacdo, detecéo e decodificagdo de sinais em problemas de telecomunicagéo, processamento
de imagem, al ocacado de recursos em sistema produtivos, roteamento em sistemas de transporte,
controle de processos, redes neurais, estatistica, sdo gpenas alguns dos exempl os que evidenciam

a importancia do problema.

Dexde a época Fermat que pensou no problema de maximos e minimos de uma
funcdo de ®em em termos de tangentes paraldas a0 eixo das abcissas. passando pelo célculo
diferencial e integra inventado por Newton e Leibniz (Nova Methodus proMaximis et Minimus),
até o método Simplex. na segunda guerra mundial. e os métodos de programag&o ndo linear
(condigdo de Kuhn-Tucker. Lagrangeanos, etc), e os métodos modernos da otimizagio global
(Pardalos (1993)), a busca tem sido intensa. Além destes problemas citados acima cumpre citar
problemas de programagdo mateméatica em espacos de dimenséo infinita. ou sga os problemas

de controle 6timo, que sdo desdobramentos do calculo das variacfes, area do conhecimento que



teve inicio com o braquistécrono de Bernoulli. Em termos de algoritmo, esses problemas podem

s escritos como problemas de programacdo néo linear.

Por outro lado, € importante lembrar que muitos problemas de matemética podem
Ser expressos em termos de um problema de otimizagdo. Um exemplo cléssico é o das equacdes
algébricas. Outro problema que pode s formulado assm é o de encontrar solugfes para

equacdes diferenciais.

72 Algoritmos de otimizacdo deterministicos e probabilisticos

Entre os algoritmos deterministicos 0 de maior sucesso e destaque € sem duvida o
método Simplex para a solucao de problemas de programacao linear. A sualimitacdo é obvia: o
método sO se aplica para modelos lineares ( funcional objetivo e restri¢des lineares). No caso da
programacdo nao linear, os métodos existentes ndo tem, nem de longe, a mesma eficacia e
eficiéncia do método Simplex. Ademais, em gerd varias hipoteses restritivas sdo necessérias
para que a maioria dos algoritmos funcionem a contento, como por exemplo diferenciabilidade e
convexidade. Freqlientemente isto faz com que o algoritmo fique "preso" em algum 6timo local
do problemareal. Também, eses algoritmos sdo complexos e de dificil implementacao, exigindo

grande esforgco computacional.

Os algoritmos probabilisticos, como foi chamado a atencdo nesta tese, nao tém
limitacdes, e vém tendo uma presenca cada vez maior nes aplicacdes. Destacam-se simulated
anncaling e os algoritmos genéticos. Como citado no Capitulo 4, o simulated annealing, que tem
uma base matematica (e fisica ) mais estabelecida, em gerd € lento. Os algoritmos genéticos

gpoesaxr de terem sido langcados em 1975 ainda ndo tém uma base matemati ca que permita maiores



desenvolvimentos, e também nao sdo rapidos pelo menos nes arquiteturas convencionais. Eses

dois tipos de algoritmos tém sido alvo de muitos estudos recentes.

7.3 O Talus : Desenvolvimentos e Resultados

Sendo o primeiro randomizador sobre o qual se tem registro na histéria da
humanidade, Talus foi o nome adotado para ete projeto Campello de Souza (1987). O algoritmo
teve sua versdo preliminar apresentada em Ribeiro (1996). Os resultados foram suficientemente
promissores para que 0 assunto fosse mais explorado e aprofundado. Os resultado obtidos neste
trabalho confirmaram as expectativas. Problemas gpresentados na literatura com objetivo de
testar algoritmos foram todos resolvidos pelo Talus, incluindo problemas do tipo needie in the
haystack ( agulha no palheiro). Ademais, varios problemas com diversos graus de complexidade,
buscados na literatura também foram resolvidos. OO problema de encontrar pontos de sela também
foi abordado com sucesso, 0 que permite o tratamento numeérico de problemas de minimax e
jogos. Tal exploracéo foi possivel gracas ao desenvolvimento e el aboragdo de um software parao
algoritmo, implantado em linguagem C+ + de fécil utilizacdo. No total foram resolvidos 32
problemas. N&o houve preocupacdo em resolver problemas de ordem muito elevada, embora o
programa néo tenha edta limitacéo. Rapidamente, funcdes de argumentos de ordem mais eevada
podem s incorporadas a0 programa. Preferiu-se, nesta tese. explorar uma classe maior de

problemas, e neste processo, introduzir melhorias e avancgos no algoritmo.

A comparacao do Talus com os algoritmos genéticos possibilitou umaoutravisdo do
algoritmo, evidenciando uma boa coeréncia entre os dois enfoques. Essa comparagao suscitou

uma atitude de “engenharia reversa” que inspirou a sugestdo de um novo operador genético, o



operador de mutagiio Talus. que serd til inclusive para a concepcéo e implementacdo de uma

arquitetura paralea.

7.4 Sugestoes para Futuros Estudos

Como sugestdes para pesquisas No assunto pode-se citar as seguintes :

e QOtimizar arelacéo entre a precisao desgada, o tamanho da nuvem e o valor deyz.

» Explorar o uso de outros construtos. tais como a entropia e momentos des variaveis

aleatorias.

» Especificar a relacdo entre a probabilidade de perder um ponto de 6timo e o

tamanho do espaco de busca, o tamanho da nuvem e o valor de V.

* Analisar a viabilidade de se introduzir uma mutagéo genética no Talus.

e Fazr um estudo do Talus sobre o ponto de vista de algoritmos genéticos

(“engenharia reversa’).

e Estudar 0 sugerido operador mutacdo Talus dentro do contexto dos algoritmos

genéticos.
e Implementar o Talus em arquiteturas para€eas existentes.

e Conceber e desenvolver uma arquitetura paraldla baseeda no funcionamento do

Talus.
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Capitulo 1

Introducao

11 Antecedentes

Desde tempos imemoriais os homens tém usado os mais eaborados rituais para
ajuda-los na tomada de decisdes. Sacrificaram animais, “leram’ as estrelas, ofereceram bebidas
aos santos e observaram o voo das aves, entre outros procedimentos, na busca de uma sistematica
que fosse eficaz e eficiente como apoio as suas decisdes. Frequentemente os individuos e
i nstitui cdes colocam a sua fé em provérbios e regras prati cas concebidas paraaliviar um pouco
do trabalho de adivinhacao das tarefas do diaa dia. A conjuntura econdmica do Brasil de hoje é
um bom exemplo da necessidade de métodos racionais e cientificos que possam servir de base
para a tomada de decisfes. Hoje em dia, a geréncia do processo decisoério usa, de fato, pelo
menos nos meios mais sofisticados, um ritual mais cientifico : os modelos matemaéaticos

implementados no computador.

N&o é dificil perceber que a mente humana, desassistida, seria incapaz de levar em
consideragao todos os i numeros fatores e suas complexas interrelagdes, presentes na operacao de
empresas privadas e publicas, no projeto de uma aeronave, no controle de tréfego urbano ou

telefénico, e na condugéo de um governo.
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O desenvolvimento da engenharia eletrbnica propiciou a elaboragcdo de
computadores cada vez mais potentes e isso suscitou o aparecimento e evolucdo de um grande
numero de técnicas de programagao matematica. um termo cunhado por Robert Dorfman em

1950 .

Hoje em dia. a expressdo Programacdo Matemética € uma referéncia genérica que
abrange programacdo linear. programacdo inteira. programacdo néo linear, programacgao
convexa. programacdo dinimica. fluxos 6timos em redes controle 6timo, programacéo
estocastica. etc. Cumpre lembrar que a palavra programagdo aqui significa planejamento,

organizacéo de tarclas. ete.: ndo tem nada a ver com programa de computador (software).

I:ssas técnicas aplicam-se numa grande diversidade de contextos, o que garante um

continuo e renovado interesse no sau conhecimento e desenvol vimento.

lJmoutro termo muito usado, com o0 mesmo sentido de programacdo matemaética, é
otimizac&o. Pode ser conceituada como uma disciplina que trata o problema de como escolher a
melhor aternativa de acdo dentre as muitas possiveis decisdes num ambiente complexo da
chamada vida real. A sistematica envolve tipicamente quatro estagios ou etgpas. Primeiro
desenvolve-se um modelo matemati co que represente o problema em pauta. Isto inclui aescolha
das variaveis. a coleta de dados pertinentes, a formulac&o da funcdo a ser otimizada (maximizada
ou minimizada dependendo do caso), € 0 arranjo das variaveis e dos dados (paréametros ) num
conjunto de relagcfes matematicas. tais como igualdades e desigualdades, que caracterizam as
restrigdes ou vincul os do problema. O segundo estagio da sequiénciaao processo por intermédio

de uma andlise do modelo matematico e da escolha de uma técnica numérica para a sua solucéo.



0O terceiro estagio consiste em efetivamente implementar 0 método numeérico e, ndo apenes
encontrar a solucdo, mas também fazer uma andlise de sensibilidade da solucé&o com respeito a
variacdo dos parédmetros do modelo. Edta terceira etgpa € implementada com o uso de
computadores digitais € o uso e desenvolvimento de software adequados. O quarto estagio
consste em retornar a0 problema inicial do "mundo real” e estudar a adequagdo da resposta

encontrada com a redlidade a qual 0 modelo deve representar.

A maior parte do desenvolvimento se deu nos chamados algoritmos deterministicos.
Apesar de grandes avancos e sucessos, 0s métodos deterministicos fazem suposi¢cfes que
limitam muito o sau dcance. Entre edas hipbdteses pode-se citar a linearidade, a
diferenciabilidade e a convexidade das funcdes envolvidas. S8o hipodteses deste tipo que
permitem a construgdo de condi¢cdes necessarias de otimalidade que levam a construgdo dos

métodos numéricos de obtengdo de solugdes Gtimas.

Os métodos probabilisticos ndo sofrem deste tipo de restri¢des e consequentemente
tém seu adcance muito maior. Dentre edes tém se destacado o simulated annealing e os
algoritmos genéticos, principalmente nos chamados problemas de otimizacdo global (em
contraposicdo a otimizacdo local que tipicamente se consegue com os agoritmos

deterministicos). Umareferénciamuito abrangente da éreade otimizagéo é Pardalos (1995).

A demanda por algoritmos eficazes e eficientes de otimizacdo tem se intensificado
recentemente. principalmente no desenvolvimento de novas técnicas de modelagem como por

exemplo, nas redes neurais artificiais (vide Fine (1999)).



Nesta tese estudarse. aprimora-se ¢ implementa-se em linguagem C++ um algoritmo
probabilistico de otimizacdo global chamado Talus, parte de um projeto do Prof. Fernando
Campcllo para concepcdo, construcdo e desenvolvimento de um computador paralelo, rapido,
que opere com software simples. sga tolerante a fahas, estocastico e mais dedicado a problemas
mateméticos (programacado matemadtica, controle de processos, processamento de imagens,

telecomunicagdes, simulacgéo, etc.) (vide [Campello de Souza (1987)] ).

12 Desenvolvimento daTese

No Capitulo 2 é feita uma apresentacdo do problema geral de otimizacdo e uma
descricao rapida dos algoritmos deterministicos para a sua solucéo, e chamada a atencdo para as

hipodtese basicas e as limitacdes desses algoritmos.

No Capitulo 3 sdo apresentados os algoritmos probabilisticos. Inicialmente séo
lembrados alguns conceitos basicos de convergéncia de seqiiéncias numéricas e de fungdes. Em
seguida é gpresentado 0 método da busca aleat6ria pura. Depois tratarse a questao de geracdo de
numeros aleatérios e pseudo aleatérios e do chamado método de Monte Carlo. Finamente séo
expostos alguns algoritmos probabilisticos em particular o simulated annealing, que tem

recebido muita atencéo recentemente.

O Capitulo 4 wata exclusvamente de uma cdase especifica de algoritmos
probabilisticos que também tem recebido muita atencéo recentemente; os algoritmos genéticos.
A abrangéncia maior da apresentacao teve o intuito de facilitar a comparacdo desta classe de

algoritmo com o Talus.



No Capitulo 5 sdo goresentadas melhorias e a implementagdo do Talus em
linguagem C++. E feita uma apresentacéo detalhada do algoritmo, salientando inclusive as
melhorias, e véarios problemas apresentados na literatura séo resolvidos. Mostra-se inclusive
como encontrar pontos de sda. Através de um estudo rapido do tipo “engenharia reversa”.
procura-se entender o funcionamento do Talus sob a perspectiva dos algoritmos genéticos. Tal
abordagem suscitou a sugestdo de um novo operador genético : 0 operador de mutacéo Talus,

que podera s Gtil na implementacdo de uma arquitetura paraela inspirada no algoritmo.

O Capitulo 6 trata da solucéo de problemas complexos apresentados na literatura,
inclusive aguns oriundos de formulacdo de problemas do chamado mundo real em vérios
contextos. Egtesincluem problemas ndo convexos de programacao ndo linear com restricféesem
espacos de dimenséo sais, equacdes diofantinas e minimax. Evidencia-se o0 bom desempenho do

algoritmo em todos os problemas abordados.

Finalmente no Capitulo 7 sdo gpresentadas algumas conclusdes, comentérios e

sugestdes para trabahos futuros.






Capitulo 2

Algoritmos Deter ministicos

21 Intreducio

Um problema de Oti mizagéo pode ser enunciado como segue:

dado : dominio do problema: A
funcéo de avaliagdo f: 4 ~ R

encontrar x, € A tal que V xe A fxn,)=Ax)

Como exposto em Boyer (1974), ssbe-se que, historicamente. Fermat, em 1629 foi o
primeiro adescrever umatécnicade reconhecimento do ponto de 6timo: o método de maximose
minimos. Para curvas polinomiais daformay = f(x ) ele comparou o valor de f(x ) com o valor

f (x +E ) num ponto vizinho. Em geral, eses vaores serédo bem diferentes mas, num alto ou
baixo de uma curva lisa, a variagdo sera quase imperceptivel. Portanto, para achar maximos e
minimos Fermat igualava f (x)com f(x+E),e embora os vaores ndo fossem exatamente iguais,
eram quese iguais. Quanto menor E, mais proximo do verdadeiro valor era o resultado
encontrado; por isto Fermat além de dividir tudo por E, fazia £=0. Usando a notagdo matematica

de hoje, aoperacdo era equivaente atomar o limite darelagéo entre os acréscimos e iguala-lo a

. - . ( + }F\i—\!‘.;-.
zero, isto € lim LE” ‘.l. .



A idéia de Fermat ganhou uma maior generdidade com o advento do Calculo
Diferencial e Integral. Tanto Newton quanto Leibniz perceberamn que a primeira derivada se
anula num ponto de 6timo local e Fizeram consideracfes em relacdo ao sinal da segunda derivada

para evidenciar um ponto como maximo. minimo ou de inflexao.

Jacques Bernoulli observou que ndo necessariamente em um ponto de 6timo a

primeira derivada é nula podendo esta assumir um valor “infinito” ou mesmo indeterminado.

Lagrange forneceu um algoritmo eegante e simétrico para fornecer o ponto de 6timo
de uma funcdo f (x) sujeita aos vinculos g; (X) = 0. A idéia foi incorporar os vinculos a funcdo
objetivo f (x) usando multiplicadores que hoje levam o seu nome, tornando o problema original

em um problema desvinculado.

Modernamente, utilizaase como critério de otimalidade as condi¢cdes mais
recentemente chamadas de Karush - Kuhn - Tucker, vide Mas-Colell & al. (1995). Porém, etas
condic¢des ndo fornecem um algoritmo para encontrar pontos de 6timo e sim condic¢des as quais,

se 0 ponto for de 6timo. este deve satisfazer.

M étodos numeéricos deterministicos podem ser utilizados para encontrar dentre
todas as solugdes possiveis a melhor delas em um determinado problema. Estes métodos geram
solugdes a cada pas, e portanto. requerem a utilizagdo do computador. Isto acarreta algumas
dificuldades, tais como obter uma solucgéo inicial para o inicio do processo iterativo. Outra
dificuldade advém do uso do computador, tal como escalonamento de variaveis, para reduzir os

erros NumMéri cos computacionais.



Diante da necessidade de soluc¢édo de um determinado problema e considerando que
mais de um algoritmo pode ser utilizado. deve-se escolher o mais adequado. Conceitos basicos
neste assunto podem s encontrados em Campello & Maculan (1994). Duas dternativas se

colocam:

e o agoritmo deve ser ssimples, facil de codificar e depurar;

e o0 algoritmo deve s eficiente e robusto, ou sga, resolver o problema utilizando o

minimo de recursos computacionais e em particular deve executar o mais rapido

possivel todos 0s saus pasos para uma grande classe de problemas.

Porém ainda falta uma definicdo rigorosa do que vem a ser um algoritmo eficiente,
ou ainda, como avaliar a eficiéncia de certo algoritmo. Himmelblau (1972) afirma que a
eficiénciade um algoritmo depende do tipo de problemaa ser resolvido, do grau de preparacéo a

ser realizado pelo usuario edadisponibilidade deinformacéo sobre aregi do de vetoresviaveis.

Este agponta alguns critérios a serem considerados:

1. Tempo requerido em uma série de testes ( tempo de execugdo ou numero de

iteracOes );

2. Tamanho do problema (dimensdo, nimero de restricdes de desigualdades,

namero de restricdes de igualdade);
3. Precisdo da solugéo relativa ao vetor 6timo x* €ou relativaa  flx*):

4. Simplicidade de uso (tempo requerido para introduzir os dados e fungbes no

computador );



5. Simplicidade do programa de computador para executar o algoritmo;

6. Capacidade de resolver problemas do mundo real.

Em geral interessam as taxas de crescimento do tempo e do espago necessario para

resolver instancias cada vez maiores do problema em pauta .

Dentre 0os par@metros utilizados, para avaliar o desempenho de um algoritmo,
destacam-se 0 tempo de execugdo e amemoria utilizada. O tempo de execugdo é ssm sombrade

divida o pardmetro mais usua na avaliacdo da eficiéncia de algoritmos.

() tempo de execucéo depende dos seguintes fatores principais:
do programador;
* dos dados de entrada;
» daqualidade do cédigo gerado pelo compilador;
» do hardware utilizado;
da complexidade do al goritmo implementado.
A funcdo que associa O tempo de execucdo de um algoritmo a0 comprimento ou
tamanho dos dados de entrada denomina-se complexidade em tempo de algoritmo. Em outros

casos. quando o interesse é examinar a quantidade de memoria para acomodar os dados de

entrada e executar 0 processo, define-se a complexidade em espaco do algoritmo.

Um estudo detalhado da funcdo de complexidade pode sar encontrado em Campello

& Maculan (1994).



Conforme exposto em Campello & Maculan (1994), o fato de a funcdo T( . ),
denominada complexidade local, edtar fortemente relacionada com os dados de entrada nos
obriga a trabalhar com uma complexidade no pior caso. Entretanto, na maioria dos casos, € dificil
obter T( . ), mesmo considerando o pior casn. Recorre-se entdo ao conceito de complexidade

assintotica.

Para exprimir a complexidade assintética de um algoritmo, utiliza-se anotagado O( . )
{ Big- Oh), introduzida por Paul Bachmann (1894) (citado em Campello & Maculan (1994)).

Entao :

T(n)édaordem O (f(nep 3 constantes positivas k e my, tais que T( n) <k.f(n),

para n > n,.

Assim, um algoritmo é de ordem polinomial se for de ordem O(p(#)) para dguma
funcdo polinomial p(#n} ,caso contréario, sera de tempo superpolinomial, isto é, exponencial ou de

ordem mais eevada

Pelo critério conhecido como The Criterionof Polynomial Boundness, desenvolvido
por Jack Edmonds (1965) (citado em Campello & Maculan (1994)), um algoritmo pode ser
considerado eficiente quando requer um numero de passos que pode s limitado por uma fungéo
polinomial no tamanho do problema. Uma questéo relevante é ssber se dado um determinado
problema para o qual pode-se construir uma familia de algoritmos que o resolvem, existira dentre

eges algum que sga polinomial. Problemas para os quais existemn algoritmos polinomiais sao



considerados trataveis, caso comprovadamente ndo possam ser resolvidos por algoritmos

polinomiais sdo rotulados de intrataveis.

Os problemas comprovadamente trataveis, isto é, com algoritmos polinomiais
conhecidos, congtituem a dasse P, enquanto os que podem ser resolvidos por agoritmos
enumerativos cuja busca pode ser feita em arvore com profundidade limitada por funcdes

polinomiais no tamanho da entrada do problema, compor&o a cdasse NP. E intuitivo que P SNP.

A existéncia de uma classe ampla de problemas denominada por Cook {1971) e Karp
(1972) (citados em Campello & Maculan (1994)), de NP-Completa impulsionou os estudos de
complexidade e teoria de algoritmos bem como o0 desenvolvimento de heuristicas . Nesta

categoria estdo incluidos todos os problemas para os quais:

e néo se ssbe se algum ddles pertence aclasse P,

e se um dees pertencer a dase P, entdo todos os problemas em NP pertencem a
P, o que implica P = NP.
O fao de um problema de programacéo discreta ser classificado como
NP-Completo é aceito como forte evidéncia da ndo existéncia de algoritmos polinomiais para
sua resolucdo e conseglientemente como uma justificativa para a utilizacdo de algoritmos

enumerativos ou para desenvol vimento ou utilizagdo de heuristicas.

Um estudo detalhado da complexidade, bem como caracterizar as classss P e NP

pode ser encontrado em Campello & Maculan (1994).



As condi¢des de otimalidade podem ser encontradas de forma detalhada em Cavalcante
(1996) e Mateus & Luna (1986). Neste trabalho ser&o descritos de forma sucinta os principais
algoritmos deterministicos para que se possa nos capitul os precedentes fazer comparacdes com
os Algoritmos de Otimizacao Probabilisticos em geral e em particular com o Talus. Um estudo
detalhado destes algoritmos pode ser encontrado em Mateus & Luna(1986). Himmelblau (1972)

e Avriel (1976).

2.4.1. Otimizacado Desvinculada

O problemade Oti mi zagao desvinculadaé definido como ssgue

Sga f: ~R Encontrar, se existir um vetor x'€ R", tal que Vx e R”, flx"z f(x)

ou, de forma resumida, Maximize f{ x} .

Existe uma diferenca fundamenta entre os diversos Métodos de Otimizagio
Deterministicos : a utilizagdo ou ndo no algoritmo das derivadas da funcéo objetivo a ser
otimizada. Em muitos casos ndo se conhece a expressdo analitica da funcdo objetivo, ou
conhece-se a expressdao porém o calculo do gradiente € extremamente penoso face a
complexidade dafuncéo, ou quando se quer obter facilidade no preparo dasinformacdesiniciais
advindas da ndo utilizacdo de gradientes. Nestas circunstancias os métodos que nao utilizam
derivadas séo preferiveis aos que usam. Embora, em geral, a eficiéncia dos métodos que néo
usam gradiente sga inferior a dos que usam, existem algoritmos que ndo usam derivadas que

possuem desempenho superior ao de varios que ddas fazem uso, ver Ribeiro (1973).



Apresenta-se a scguir. sucintamente, as caracteristicas mais importantes de alguns

métodos de ambos os tipos com e sem derivadas .

2411 Métodossem derivadas

i. ProcuraDireta

s

De grande simplicidade conceitual. é implementado alterando-se o valor de uma
variavel ao longo do tempo enquanto as outras sao mantidas constantes. até que um
minimo ou maximo sgaal cancado. Evidentemente este método de buscadireta pura
como gpresentado acima € de pouca eficiéncia. contudo Suas variantes procuram

suprir suas maiores ineficiéncias ( ver Himmenblau (1972) e Avriel (1976)).
ii. Método de I'ibonacct { secdo aurea )

() algoritmo pode ser descrito da seguinte maneira: dados uma precisdo ¢ >0 | um
ponto inicial X» e umadirecdo de descida S, ao longo da qual deve ser redlizada a busca, procurar
determinar um « >0 tal que |A—4A"1<¢ onde A" >0 ¢ um valor de ~ ta que
fx+2 -9 —min{flx + » - $)} 0 método determina um intervalo inicia [a ,b] tal que 4" € [a,b]
€ a partir de divisbes sucessvas dese intervalo, determina o valor T (divisdo aurea). Para este
método ser aplicado é necessario que a fungéo sga convexa. pois se tal ndo ocorrer ndo se pode

afirmar nada sobre o valor de x,., apartir de x..



iii. Método de Davies - Swann - Campey - Povvell

Determina dentro de uma precisao preestabelecida, um valor de aproximado para
um ponto de minimo unidirecional ~ usando extrapolacéo einterpolacdo. Ede método também
necessita da condi¢do de convexidade para a funcdo objetivo de modo a poder obter garantir que
0 ponto iterado ndo sga pior que o anterior. Esse método utiliza estimativas quadréticas a partir

de informacdes de determinados pontos e valores da fungéo nesses pontos.

iv. Método de Cauchy

E um método derivado do método do gradiente, no qual o gradiente € aproximado
por diferengas finitas. O algoritmo efetua um calculo do gradiente da fungdo utilizando vetores
candnicos ¢i ER" A direcéo de busca é essa aproxi magéo do gradiente com sinal trocado. Entéo

f(x)deve ser, pelo menos, continuamente diferenciavel.

v. Método de Powell

Atinge o minimo de uma fungdo quadrética com Hessiana positiva definida, em um
maximo de n iteragdes, através de sucessvas buscas unidirecionais ao longo de uma série de

direcdes conjugadas partindo de um ponto inicial xg.

O método se fundamenta no fao que o minimo de uma fungdo quadratica é
encontrado ao longo de cadap { p < n ) direcBes conjugadas em um estagio de procura ; pode-se
notar que € necessario gpenas um paso em cada dire¢do para que o minimo sga alcancado nas n

direcbes ( ver Himmelblau (1972)).



vi. Método do poliedro flexivel (Nelder - Mead )

O algoritmo se bassia no fato de que um poliedro regular de n + 1 vértices em R"e
um simplex. Entéo dados n + 1 pontos formando um simplex, pode-se avaliar flx) em cada um
desses pontos e naquele vértice para o qual obtemos maior valor de fix) € feita uma reflexédo do
centréide do simplex. Ess vértice pode ser substituido pelo novo ponto e um novo simplex é
obtido. Prosseguindo neste processo e utilizando técnicas de redugéo gradativa do simplex e de
evitar ciclagem na vizinhanga do ponto de minimo, obtém-se um método de desempenho

comparativamente melhor, cuja Unica exigéncia é a expressdo analitica da fungdo objetivo.

24.1.2 M étodos com derivadas

Apesar de em geard sarem mais eficientes que os métodos sem derivadas, etes
métodos apresentam, segundo Himmelblau (1972), os seguintes inconvenientes para

implementacéo:

« Em problemas com numero médio de variaveis tornase muito trabalhoso ou
mesmo impossivel prover fungbes analiticas para as derivadas em agoritmos de

gradiente ou de derivadas segunda;

* Técnicas de otimizag&do baseadas no uso de derivadas de primeira e segunda
ordens requerem uma quantidade relativamente grande de problemas de preparacao

pelo usuério antes de colocar o problemano algoritmo.



i. Método do Gradiente

E baseado no fato de que o gradiente calculado em qualquer ponto do dominio de
Sf-)aponta para a diregéio de maximo crescimento da fungdo. Se se estiver a procura do maximo
deve-s= andar na direcao do gradiente, caso contrario, andase no sentido contrario do mesmo.
Logo, adirecdo S; ( i indicando a i-ésima iteracdo) é determinada por Si =—9/(Xi)e o novo
ponto é obtido através darelagio Xs1=X, + -8, =X —2VAX)), onde ¢é o paso, que é obtido

pelabuscadirecional.

it. Método steepest descent

Como ja dito anteriormente a direcdo contraria ao gradiente é de descida O

vf (xi
gradiente normalizado de f( 3), isto é, adiregdo do gradiente, é definidaem x; por Si = I_v‘fi'g:_;l’
fornece a transicao de x; para dada por xi.1 =xj - f—“ =x4- Ap Vf(xy)onde é

V7L )l

o tamanho 6timo do passo.
iii.Método de Newton

O método de Newton utiliza a derivada segunda realizando uma aproximagao
quadrética de f( x ) utilizando a expansdo em série de Taylor. Entdo a fungdo f( x ) sera

consideradaigual a

fxx) + v I - k-xd T —x) 9 (x—x) (

2
=z

onde V3f(x4% a matriz Hessiana de/( x ) em x, .



A direcdo de procura S do método de Newton é escolhida substituindo (x —xda
Equacdo (2.1) por Axi ={xs1 —Xk) e a aproximagéo quadrética de f(x ) em termos de Axy é

igua a
far 97 A + 30 [An]’ - 92f(xe) Ay (2.2

0 minimo de¢ f(x ) na diregdo de Mx: ¢ obtido diferenciando-se f1 x 1y em relagfo 2

cada uma das componentes de -\¥ cigualando-se o resultado a zero. obtendo-se
A = [93f(x)] 9f(xe) (2.3)

onde [v3/{x;)] ' representa a inversa da Hessiana em x, . Substituindo a equacdo (2.3) na

equacao (2.2) se obtém
Xhe] = X} = [sz(xk- Vfl(x;() ( 2_4)

se f( x ) for quadrética o minimo sera alcangado em um Unico pasn. Caso contrario a equacéo
(2.4) deve ser modificada com o intuito de introduzir o parametro para o tamanho do passo

ficando da forma

92f(xy) ' 9f(xy)
Mv2fx)] - vfxe)

Xpol =Xi- Akt (2.5)

iv. Método deFletcher - Reeves ( Gradientes conjugados)

Em termos de convergéncia é inferior ao de Newton. todavia o fato de nédo utilizar

derivadas segundas faz sua eficiénciaequivaler adaquee.
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O algoritmo é operacionalizado com a geragdo de uma seqiiéncia de direces S, que
sdo combinacdes lineares entre —YAX. k as direcSes anterioressdo detal forma que se a funcéo
objetivo for quadrética, as diregdes geradas pelo algoritmo sdo conjugadas (ver Ribeiro (1973) e

Avriel (1976)).

Sgax,0 ponto inicial e Se€R"a primeira direcdo de busca dada por So = -v fixo)

definese entdo as direcdes Si,i=12, ..de forma recursva como Sisi=-YAx,+ 1)+w, - S
,onde w. & dado por w; = (—V,{(XTM . Demongtracse que este método converge para

funcdes estritamente convexas e duas vezes diferenciaveis.
v. Método de Davison - Fletcher - Powell

Ede método aproxima a inversa da matriz Hessana da fungdo. diminuindo
drasticamente o volume de cal cul os envolvidos na obtencdo da matriz Hessana e posteriormente

em suainversa

A matriz direcional inicial, gerdmente, é escolhida igual a identidade.
Transformagdes graduai s de direcao de gradiente vao se processando a cada passo, paradirecoes

de Newton, extraindo-se desse fato as boas fases do método de Cauchy e de Newton.

2.4.2. Otimizacdo Vinculada

O problemagera de Otimizacéo Vincul ada pode ser definido da seguinte forma:



Sgam as fungdes /' R"~R, g: R" =R, #:R" - R? sendo £ g ,h continuamente
diferencidveis. Encontrar, se existir, um vetor x* = (xl,xz..,x,) no conjunto V de pontos
viaveis, V definido como o conjunto de todos os pontos X € R” tais que glx> b eh(x)=0, tal
que ¥ x € vV , Ax" < flx) Esse problema pode ser reescrito de forma mais compacta como:

Minimize fx)
X

Sujeito a a(x) >b
h(x)=0

2421 Método sem derivadas

Método de tolerancias flexiveis:

Ese processo € uma extensdo do método do poliedro flexivel javisto anteriormente
e édevido a Paviani e Himmclblau. Como ndo necessita de derivadas da funcéo objetivo e das
restrigdes, agiliza bastante a preparacdo dos dados por parte do usuario tendo este um bom

desempenho em relagdo aos diversos problemas utilizados para teste.

Adotase um critério de toleréncia de violagdo de restricbes durante sua execucéo,
pois o poliedro flexivel sofre contracdes e expansdes a0 longo de seu processamento, todavia,
tende a diminuir de tamanho a medida que se aproxima do ponto procurado. O algoritmo gera
uma sequiéncia positiva ndo crescente {¢s} ke fjue é utilizada como critério de tolerancia e
também como critério de parada. Para um estudo dos detahes operacionais do algoritmo (ver

Cavadcante (1996)).



i. Método das pendidades

A idéia é reduzir a solucéo do problema de otimizacado vinculado em uma sequéncia

de problemas de oti mizagao desvinculada da seguinte forma:
Min {fG)+pix):xe=1,2,...0ndeth : R" -R,i=1,2,... si funcdes
penaidades.

Ese método admite duas variantes béasicas: pendidades exteriores e penaidades
interiores; aprimeiraadicionaa/ W um custo positivo se ¥ Fforcando a solucéo do problema
a se aproximar de V e na segunda forcam-se a estas solucdes a permanecer no interior de V. O
método das penalidades admite ainda uma combinacdo de penaidades ( interiores e exteriores )

de forma a gerar um método misto podendo com isso usufruir das vantagens de ambos.
ii. Método de direcdes viaveis
Ese método se destina aresolver o problema

Minimizar f(x), xeV={x: g(x)<0,i =1,2 ~ m} eas fungdes f (x) e g, (X)

1=1,2,....,m sjo continuamente diferenciaveis.

Dado um ponto X, €/, determina-se uma semi-reta {x: x =x, +~ - 5,} passando
pelo interior de V, onde $€ =" e nesta semi-reta escolhe x..; =x, + -5t que flxin<Ax,)
Assim este método pode s utilizado para resolver o problema anterior gpenas se o interior for

néo vazio, desse modo somente serdo admitidos vinculos do tipo de igualdade se estes forem

lineares.



liste método é uma extensdo do processo de Cauchy. com adiferenca que aqui x, .,

calculado a partir de x, deve estar dentro daregiao viavel.

2.4.1. Limitacdes dos M étodos Deterministicos

1. Geralmente exigem um bom comportamento (convexidade, diferenciabilidade)

dafuncao objetivo e algumas vezes das restricoes.

2. Nos métodos com derivada ocorre uma instabilidade numérica muito acentuada
em torno do ponto de 6timo pois YAx* 0. Quando o método utiliza Hessiana ,este
problema se acentua pois é necessario lidar com matrizes mal condicionadas que
deverdo ser invertidas. podendo com isto levar o algoritmo a divergir (erros de

overflow).
3. Caréter inerentemente sequencial destesalgoritmos

4. Geramente os algoritmos deterministicos tém o inconveniente de ziguezaguear
em torno do ponto de 6timo. Corrigir ete problema aumenta sensivelmente a

complexidade computacional.

5. Os agoritmos deterministi cos encontram gpenas maximos (ou minimos) locais.
Para garantir extremos globais € necessario estabelecer hipobteses atamente
restritivas;, edas hipdteses normalmente néo séo obedecidas na maioria dos cesos

praticos.



Capitulo 3

Algoritmos Probabilisticos

3.1 Histérico

(O método de estimacéo do valor de m foi o primeiro algoritmo probabilistico que se
tem registro. Criado pelo naturaista francés Conde de Buffon (Georges Louis Leclere
1707-1788), ete método consistia em aremessy a0 acaso uma agulha de comprimento L em
uma tabua limitada por duas linhas pardédas distanciadas por D. Como a probabilidade da
ocorréncia do evento, caracterizado pela agulha cortar uma das retas, € P=(2.L/n.D), pode-se
obter um estimador de t bastante preciso. Na segunda metade do século X1 X um grande nimero
de pessoas executou 0 experimento de Buffon tendo sido publicado em 1873 On cm experimental
determination of n por A Hall como resultado deste experimento.

Em 1899 Lord Rayleigh mostrou que um passeio aleatorio unidimensional sem
barreiras incorporadas pode fornecer uma solucdo aproximada para uma equacao diferencial
parabodlica .

Em 1931 A.N. Kolmogorov mostrou uma inter-relagiio entre processos estocasticos
Markovianos e certas equacdes diferenciais .

No comeco do século XX, a escola de Estatistica Briténica ja investigava um
rudimentar método de Monte Carlo.

Durante a segunda guerra o método de Monte Carlo foi usado como ferramenta de

pesquisa no trabalho da Bomba Atémica. Ege trabalho envolveu diretamente simulacbes de



problemas probabilisticos ligados & difusdo aleatéria de neutrons. Neste estagio da pesquisa von
Neumann e Ulam refinaram o método ainda conhecido como método da "roleta russa’. Em cerca
de 1948 Fermi, Metropolis e Ulam obtiveram o Método de Monte Carlo estimando os
autovalores da equacdo de Schroedinger. Egtes creditaram o0 nome do método a0 matematico
Jonh von Neumann.

Em cerca de 1970, com o desenvolvimento téorico da computagdo, o método de
Monte Carlo adquiriu mais precisdo. A forca principal deste método se deve ao fato de que o
esforco computacional no M étodo de Monte Carlo é proporcional a dimenséo da funcéo na qual
foi aplicado o método. Ja no restante dos métodos deterministicos ese esfor¢co varia com um
polinémio de grau igual a dimensdo da funcédo. Ver-se-do os detdhes do método no item 3.4.

Pela sua importancia historica e peos insights que oferece vale a pena detalhar o

método de estimacao do valor de n conhecido como a"agulhade Buffon".

3.2 A Agulha de Buffon

O livro de Jacob Bernoulli. Ars Conjectandi, publicado postumamente em 1713,
representa a primeira tentativa de exposic¢ao cientifica da teoria da probabilidade como um ramo
separado da ciéncia matemética. Na Pars Quarta do citado livro é enunciado e demostrado o
famoso, importante e seminal teorema, que exigiu, segundo o préprio autor, vinte anos de
trabalho para s concluido, e é conhecido também como Lei Fraca dos Grandes NUmeros. O

enunciado original (Hald (1990)) é o seguinte :

Teorema (Bernoulli (1713)) : Sgam r e s dois inteiros positivos e fagcap=r | (r +s) et =r +s.

Para qualquer numero positivo red ¢, tem-se



Pl -pL} > = (3.2.1)

paa n =kt suficientemente grande, isto é paa k>k{r.s.ck(s,r,chnde k{(r.s,c& o

menor inteiro positivo que satisfaz a

mlr+s+1)-s

k(r, s, t)= P (3.2.2
e m é o menor inteiro positivo que satisfaz a
1hvi 1 (323)

7]
logl(r+ 1)/r

Obs: Para um dado p pode-se escolher ¢ tdo grande quanto se queira de forma que o intervalo

para h, torme-se arbitrariamente pequeno. Abstraindo-se o arredondamento para inteiros, k e

portanto »n s&o funcdes lineares de log ¢, o que significa que o lado esquerdo de (3.2.1) tende para

1 quando c, e portanton, tende parainfinito.

A demonstra¢io deste teorema pode sar encontrada em Hald (1990). Campello de

Souza (1998) e Uspensky (1937).

O teorema de Bernoulli, como quaquer outra proposicdo matematica, é uma
deducdo a partir de premissas ideais. Até que ponto estas premissas podem ser consideradas uma

boa aproximacéo da “realidade” s6 pode ser decidido através de experimentos.

Buffon jogou uma moeda 4040 vezes e obteve 2048 caas e 1992 coroas.
Supondo-se que essa moeda fose ideadl, justa, teriase uma probabilidade de 1/ 2 tanto para cara

quanto paracoroa. Asfrequénciasrel ativasobtidaspor Buffonforam

=0,507 paracaa
24



4040 = 0,493 para coroa

e das diferem muito pouco das correspondentes probabilidade, 0,5. Neste caso as conclusdes que

poderiam ser obtidas do teorema de Bernoulli foram verificadas de uma maneira satisfatoria.

Segundo (inedenko (1968). o estatistico inglés Karl Pearson lancou uma moeda
12000 vezes e obteve 619 caras. A frequéncia relativa de cara foi 0.5016. Numa outra pcasio.
ée lancou uma moeda 24000 vezes. obtendo cara 12012 vezes. Neste caso. a freqiiéncia relativa
de caras foi de 0,5005. Em todos os experimentos citados, a freqliéncia relativa desviou-se muito

pouco daprobabilidadeO,5.

Muitos experimentos com moedas foram realizados. e sempre verificou-se uma
concordanciasatisfatériacom ateoria. Também foram feitos muitos experimentos com cartasde
baralho (jogos de baralho) e loterias, e a mesma concordancia se manifestou. Varios relatos

podem ser encontrados em Uspensky (1937).

Um dos testes experimentais mais surpreendentes do teorema de Bernoulli foi feito
em relacdo a um problema considerado pela primeira vez por Buffon. Numa cartolina sdo
tracadas vérias retas pardéas eqiiidistantes, e uma agulha muito fina que € menor (mais curta)
do que a distancia entre as linhas, éjogada ao azar na cartolina. Denota-se por / o comprimento
da agulha e por h a distancia entre os seguimentos paralelos de reta, a probabilidade de que a
agulha interceptara uma das linhas (a outra possibilidade é que a agulha ficara completamente
contida dentro de uma faixa qualquer entre duas linhas vizinhas) foi encontrada como sendo

21



retas

>
agulha / paraeas
> \ P
7

A figuraacimailustrao agparato experimental.

A coisa que chama mais a atencéo nesta expressao é que ea contém o numero
n =3,14159..., um ndmero irracional transcendente que expressa a relacdo entre a

circunferéncia de um circulo e o sau diametro.

Suponha que sejoga a agulha muitas vezes e que se conta 0 numero de vezes que €la
corta as linhas. Pdo teorema de Bernoulli podese egperar que a freguéncia relativa das
intersecdes ndo vai diferir sensivelmente da probabilidade tedrica, de sorte que, igualando-as,

tem-se uma maneira de obter um valor aproximado de = .

Segue-se aqui uma exposi ¢ao feita em Uspensky (1937). Uma série de experimentos
deste tipo foi readlizada por R. Wolf, astronomo em Zurich, entre 1849 e 1853. Nos sus

experimentos a largura das faixas erade 45 mm, e 0 comprimento da agulha era de 36 mm. Ent&o

a probabilidade tedrica de intersecéo é 47527r = 0,5093.



A agulha foi langada 5000 vezes e éa cortou as linhas 2532 vezes, a frequéncia

. . A P
relativa foi portanto 2500 = 0.50064.

A concordanciaentre os dois nUmeros é muito satisfatoria. Se, confiando no teorema

72

de Bernoulli. escreve-se a equacdo aproximada =0, 5093, encontrar-se-ia o valor 3,1596

para T por menos do que 0,02.

Num outro experimento do mesmo tipo relatado por De Morgan no seu livro
“Budget of Paradoxes " (1872). Ambrose Smith, em 1855, fez 3204 tentativas com uma agulha
cujo comprimento eras da distanciaentre as linhas. Aconteceram 1213 intersegfes nitidas, e 11
“contatos” nos quais foi dificil decidir. Se considera-se metade dos contatos como intersecoes,
obter-se-ia 1218 interse¢cdes em 3204 tentativas, o que dariao nimero 3,155 paran, Se todos os
contatos forem considerados como intersegoes, o resultado seria3,1415 , muito mais proximo ao
verdadeiro valor de m.

Num excelente livro intitulado “Calculodelle Probabilita” vol. 1, pag. 183, 1925,
de autoria de G. Castelnuovo, é feita uma referéncia ao experimento realizado pelo Professor
Reina com uma agulha de 3 cm de comprimento que foi lancada 2520 vezes, sendo de 6 cm a
distancia entre as linhas. Levando em consideragéo a espessura da agulha, a probabilidade de
intersecéo encontrada foi de 0.345. enquanto que os experimentos forneceram uma frequéncia
relativa de intersecdo de ,341.

Seréo expogtas aqui duas demonstracfes para 0 método da agulha de Buffon. Uma

no espirito da demonstragéo original do teorema de Bernoulli, onde se pode usar a definicao



cléassica de probabilidade, e outra onde se usa a teoria de Kolmogorov, baseada na teoria da

medidae integracao de L ebesgue.

321 Demonstracdo Classica

Sga h a largura da faixa entre duas linhas e /<h o comprimento da agulha. A
posicéo da agulha pode ser determinada pela distancia x do seu ponto médio até a linha mais
proximaeo angulo agudo ¢  formado pela agulha e uma perpendicular tragada do ponto médio a

linha. A figura abaixo ilustra a situacgéo.

E aparente que x pode variar de 0 até 4 /2 e que ¢ varia entre os limites 0 et /2,
Nao se pode definir da maneira classica a probabilidade da agulha cortar a linha, porque existem
infinitos casos  (infinito ndo enumeravel) com respeito a posi¢cado da agulha. Entretanto , é
possivel tratar este problema como limite de outro problema com um nimero finito de casos

possiveis, onde adefini¢do cléssi cade probabilidade pode ser aplicada.

Suponha que £ / 2 dividida num namero arbitrario m de partes iguais ¢ = #/2me o

angulo reto | 2 em m partes iguais @ = 7/ 2n Suponha ainda que a distancia x pode ter goenas

os vaores



f), 6, 20,...., mo
eo angulo ¢ osvalores
0, 0), 2a,..., HW.
Tem-s=eentéo
N=(m+1)(nt])

casos possiveis com respeito a posicao da agulha, e é razoavel assumir que estes casos séo
igualmente verossimeis. Para encontrar 0 nimero de casos favoravei s, note-se que aagulha corta

uma das linhas sex e ¢ satisfazem a desigualdade

X<z cos ¢

O numero de casos favoravei s portanto, € igual ao nUmero de pares de inteirosi ,j que satisfazem

a desigualdade
i< cosjm (324

supondo-se que i pode assumir gpenas os valores 0.1 ... m ¢ | goenas os valores 0,1,2 ... n. Como
por hipdtese ! < A , o maior valor de i que satisfaz a condicéo (3.2.4) € menor do que m e
pode-se entdo considerar a cxigéneia de que i deve ser menor ou igual a m. Para um dado valor
de j existem k+1 valores de i satisfazendo a (3.2.4) se k denota 0 maior inteiro que € menor do

que

55 COS Jm

Noutras palavras, k € um inteiro determinado pelas condi¢des



O numero de possiveisvaores parai correspondente aum dado j pode portanto ser representado

por
mi= COSJm +V

onde Vi pode depender de j, mas para todo j € maior ou igual a zero e menor do que 1,
(V) 0<v, <1), Tomando a soma de todos os m;’s correspondentes a j=0,1,2,...,n ,0btém-se o

numero de casos favoraveis.

M:,.L2 l+cos lo+COS 2@+ ... + cos nw ) + ni)

ondetf novamente € um nimero satisfazendo as desigua dades

0<f< 1

Mas, como € bem conhecido,

san + g It

[52]

1+ COSt7 +C0S2tm + ... + COSHID =75+ 2 s
Sin —~

m
ou,comow@ = 2n

1+0BO +CB2w + ...+ Cbnw =;4% CCt?,

eportanto

Dividindo-se isto por N= (m+1)(n+ lg substituindo-se 6 e &7 pelas suas expressoes



obtém-sc aprobabilidade procurada para o problema com um ndmero finito de casos,

I
M_[{ m oty { m 1 noO

N 2k m+1 n+1 2h m+1 n+1 (m+1)m+1)*

A probabilidade no problema de Buffon sera obtida fazendo m . n crescerem na

ultima expressao. Como

Iim—r = 1.
: m N - n -
im 7 o— = lim o v 0 €
m— o m-—+ @©
lim -7
n—x

_ 2L
- I

tem-se lim
H— @
n—- @

zlx

Chega-se portanto a expressio da probabilidade

_ 2
P= "

no problema da agulha de Buffon.



A agulha de Buffon ¢ o problema mas antigo que trata das probabilidades
geomeétricas. Foi mencionado por Button, o famoso naturalista francés do século 18, nos Anais
da Academiade Ciéncias de Paris (1733) e mais tarde reproduzido com a sua solugéo no livro de

Buffon intitulado " Essai d 'arithimetique morales’, publicadoem 1777.

A demonstragdo a seguir tem por tras toda a forca da teoria axiomatica de
probabilidade de Komogorov, baseeda na teoria da medida e integragéo de Lebesgue. Uma
medida é uma fungdo de conjunto ndo negativa e o-aditiva. O dominio da medida tem que ser
uma a-algebra. No caso daretareal, por exemplo, ete dominio é a menor c-dlgebra que contém
todos os intervalos abertos, e os conjuntos deste dominio sdo conhecidos como conjuntos de
Borel da reta real. Eta o-algebra esta propriamente contida no conjunto das partes da reta real.
Né&o se pode construir uma medida no conjunto das partes da reta real. Emile Borel (1871-1956)
foi um mateméatico francés que introduziu estes conceitos, provou em 1909, um teorema hoje
conhecido como Lei Forte dos Grandes Numeros e indicou o caminho que levou a Henri
Lebesgue (1875-1941), outro matematico francés, a sua teoria da medida e integracdo.
Kolmogorov (Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903 - 1987) , matematico russo) baseou-se em
todos conceitos na elaboracdo da sua teoria axiomética da probabilidade, publicada em

1933.



Com a moderna teoria da integra¢do. a probabilidade avanca muito com relacéo a
definicdo classica, que é circular. e os métodos combinatdricos de céalculo. Agora pode-se

abordar com mais rigor o caso do infinito ndo enumeravel. Retome-se o problema de Buffon.

Observe-se a figura abaixo

Figura3.1

Figura3.2

Determine-se a posi¢cao da agulha pela distancia OP= x do seu ponto médio até
ainha mais préxima. e pelo angulo ¢ entre OP e a agulha. As variaveis x e ¢ podem s
consideradas como independentes. Ademais; x e ¢ variam respectivamente entreO e 212 ,0en
| 2. Como uma hipotese, assumese que as distribuicdes de probabilidades de x e ¢ sdo
uniformes. O dominio de x . 4 é o retangulo OABC (figura 3.2) com OA =n/2,0C =hl2 A

agulha intercepta uma s linhas se



x <5 cos ¢
eentdo o ponto x , ¢ Situa-se na &rea hachurada sob a curva
x= % cos¢ (figura3.2).

Como adistribuicdo dex ., ¢ € uniforme, a probabilidade procurada sera dada por

b= Area 04D
Area OABC

Mas

AreaOAD =5J) cos¢ -d¢ =5

Area O4BC=
2/
e consequentemente . p =+—.

Existe outra solucdo e uma extensdo do problema de Buffon cujos detalhes podem

s=r encontrados em Uspensky (1937) e Gnedenko (1968).

O problema de Buffon € o ponto de partida para certos problemas de teoria da

artilharia a qual leva em consideracéo a dimensdo do projétil.

A férmula deduzida acima tem sido usada na determinacdo empirica de uma

aproximacao de n. A tabela abaixo mostra os resultados de alguns desses experimentos (ver

Gnedenko (1968)).



Experimentador | Ano Numero de langamento da Valor experimental de n
agulha

Wolf 1850 5000 3.1596

Smith 1855 3204 3.1553

Fox 1894 1120 3.1419

Lazzarini 1901 3408 3.1415929

Os resultados de Fox e Lazzarine estdo abertos ao ceticismo. De fato, no
experimento de Lazzarine, o valor de = foi obtido corretamente até sais casss decimais. Mas,

uma mudanca de um no nimero de interse¢des (0 nimero m ) afeta pelo menos a quarta casa

decimal se n ( 0 nimero de lancamentos ) € menor do que 5000. De fato, como #>/ ,

Entdo existe gpenas um valor de m que poderia ter resultado no valor de m encontrado por

Lazzarini. A probabilidade de se ter exatamente m

aproximadamente pela féormula

que é a aproximacédo gaussiana da distribuicdo binomial. Se se supde que h= 2{, entdo paao

[2nap(

intersecbes pode ser computada

(- M,a.'))2
P m)= I e 2np{ly

experimento de Lazzarini encontra-se que para qualquer valor de m,

1

Pun)<
J2anp(

= (,03.




Portanto, a probabilidade de se obler o resultado de lLazzarini € menor do que 1/30. Uma

discussao interessante sobre o experimento pode ser encontradaem O’ Beirne (1961).

O método da agulha de Buffon é interessante e ilustra agpectos importantes dos

algoritmos probabilisticos.

33 Convergéncia

3.3.1 Conceitos Basicos

Def.3.1 - Um conjunto X chama<e finito quando é vazio ou quando existe , para

algum 7 €NV, uma bijecdo #: In > onde In={ 1,2,3....,n}={pEN: 1<p <n}.

Def.3.2 - Um conjunto X édito infinito quando este ndo é finito. Ou sga X éinfinito

quando n&o é vazio e alem disto ndo existe umabijecdo? : A, ~ X,

Def 3.3 - Um conjunto X é dito ¢numerivel quando é finito ou quando existe uma
bijecio f:N—-XNo sggundo caso, X dizse infinito enumerdvel e  pondo-se

A1) = x1,A2) = x2,..,fin=x, temse  X={x|,x2,...,x4}

Def.3.4 - Uma norma no espaco vetorial é qualquer funcdo red 11 @ £ - Bue

cumpraas condi cdes abaixo parax,y €E, a€R.
N1. WX+W <\X\ + |y

N2, lax|=alx|



N3 x# 0 —|x[>0

Def.3.5 - Umanorma | . | en um espago vetorial E da origem a uma nogéo de
distanciaem E . Dados X.}€ .adistanciade x ay € definidapor : d(X,y) =| X-y |

Def.3.6 - Bola Aberta 5.(¢)de centro a€ R, eraio r >0 é o conjunto dos pontos
x € R cujadistanciaé menor quer.

Def.3.7 - Dado um conjunto X <R" .umponto x chamase ponto interior de X
quando existe uma Bola Aberta de centro em x eraior tal que B-{xk X

Dcf.3.8 - Um subconjunto A < R” chama-se conjunto aberto quando todos os seus

pontos sdo interiores.

Def.3.9 - Um ponto a é aderente a um conjunto X € R" quando para todo conjunto

aberto que contém ainterseta o conjunto X ( Isto é, A abertoa € A— A NX #¢,
Def.3.10 - Um conjunto é fechado quando contém todos os seus pontos aderentes.

Def.3.11 - Um conjunto K < R% compacto se somente se toda cobertura aberta de

Kc U,-_ELA,-_ admite uma sub cobertura finita. K U...Ud,,.

3.3.2 Scaiiéncias

Do ponto de vista intuitivo uma sequéncia (x1,X2,...,Xx,...) de nimeros reas é
como uma sequéncia de pontos da reta e no sau limite como um ponto do qual os pontos X,

tonam-se e permanecem arbitrariamente préximos, desde que n se torne arbitrariamente grande.



Def.3.12 - Uma seqiiéncia de nimeros reais é uma funcdo x : N~ R definida no
conjunto N={ 1,2,3,...} dos nimeros naturais e tomando vaores no conjunto R dos ndmeros reais.

O valor x(n) paratodo # € N sera representada por X» ¢ chamado de termo de ordem 7.

Def.3.13 - Diz-se que o nimero red a é limite de uma seqiéncia (¥») de niumeros
resis e escrevese @=liMx» quando para cada nimero red ¢ > 0,dado arbitrariamente .for

possivel obter um inteiro # tal que |x.—al< &, sempre que 1> 1.

Def.3.14 - Uma sequiénciaem R"” é umaaplicacdox : N= R" . definida no conjunto

dos nUmeros naturais .

Def.3.15 - Diz-se que o nimero real 4 €R" | & |imite de uma sequéncia (xx € R")
de numeros redis e escrevese a=limx. quando paa cada namero red & >0dado

arbitrariamente, for possivel obter um inteiro  tal quelx.- CI\ <& ,sempre que & >kg,
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Def.3.16 - S§ga ) uma sequénciade niumeros reais. A partir dela formamos uma

novaseqgléncias, cujostermos sao :

S =a),f2=d+dy,... & a1 tdx+ ...+ du

que chamamos reduzidas da série somatorio de . A parcela 4n € chamado

n-ésimo termo ou termo geral da série



Se existir o limite .s =lims, =limp.wa +d2 +... +a, dizemos que Za» . é

convergente e o limite s sera chamado a soma da série. Caso contrério diremos que eta é

divergente.

3.3.4 Seqiéncia de Funcdes

Def.3.17 - Sga X um conjunto de numeros reais .Uma sequéncia de funcdes
fqn: X = Ré uma correspondéncia que associa a cada numero natural 7 € N ymafuncio,

definidaem X e tomando valoresreas .

Def.3.18 - Diz-se que a sequiéncia de funcdesfn "X =R converge simplesmente
(pontualmente) para a funcdo /X —»R quando, para cada ¥ € Xa seqiiéncia de nimeros

(filx), o(x) . fu(x)....donverge para f(x). Ou sda para todo x fixado, tem-se limfn(x)=fx)

Def.3.19 - Diz-se que a sequéncia de fungdes converge uniformemente para a
funcdo f: X - R, quando para todo. £ >0 dado, existe #c € N tal quen > #o = |f4(x) <t

sgaqua for x € X

Para otimizacdo (problemas de maximos, minimos e minmax) o resultado
fundamental é que toda funcdo continua definida em um conjunto compacto atinge o infimo e o
supremo no compacto. Levando em consideracdo que um conjunto ser ou nhdao compacto
independe do espaco onde ee esta embutido, notamos a importancia do mesmo para garantir a

validade do problemadeotimizagao .

Outros relevantes resultados que podemos citar s&o:



Teo 3.1. Toda seqiiéneia mondtona limitada é convergente.
Prova: 1.ima (1976), pag. 86

Teo 3.2 (Bolzano-Weierstrass) Toda seqtiéncia limitada em R" possui uma sub

sequéncia convergente.
Prova: Lima(1981), pag. 16 .
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Def.3.20 - Yu converge para’Y em probabilidade se paratodo > 0,
P\ Y. - Yz &) - 0 quando
Notagédo : Y, - Y

Def.3.21 - Y. converge para Y quase certamente se (.- Y guando n— x)=1,

i.e. oevento = {w: ¥,(w) - ¥(w)}é de probabilidade 1.

Def.3.22 Sgam X, X1, X...variaveis aleatérias com. respectivamente. funcdes de
distribuicées F.F1. F2,..Dizemos que .\ converge em distribui¢dio para X ,quando para
n— ®© e F, (X) = I'{x)paratodo x ponto de continuidade de F.

Notacéo :.X,, - Xou X, — f.

Def.3.23 - Dizemos que -Ynconverge para X em médiar-ésima .c escrevemos

Xn=X,se  EX,-XI"-0,



Tco 34 - (Lei fraca de Tchebychev) . Sgan Xi.X:...varidveis aleatérias
independentes 2 a 2 com variancias finitas e uniformemente limitadas (i.e. existe ¢ finito tal que

paratodo n Var X»<¢). Entdio A1.-\>.  satisfazem aLei fraca dos grandes niimeros :

Su-ES, »
n_ﬂ hnd 0|

Prova: James( 1996 pag. 147

Corolario (Lei dos Grandes Numeros de Bernoulli, publicada em Ars
Conjectandi,1 71 3€onsdere-se uma seqiiéncia de ensaios binomiais independentes, tendo a

mesma probabilidade p de “sucesso™ em cada ensaio. Se S, é 0 nUmero de sucesos nos n
primeiros ensaios ,entéo ;- — p em probabilidad
Prova: James(1996), pag 198.

Teo35 (A Lei Forte de Kelmogorov). Sgam Xi1.X2, .varidveis aleatorias

independentes .identicamente distribuidas e integraveis .com £X,= . Ent&o

N, + X+ L+ N,

7 — P guase certamente

Jacob Bernoulli ilustrara sau préprio teorema com um exemplo dado em sau livro

Ars Confectandi. 1713.

“Suponha gue. sem sau conhecimento. 3000 bolas brancas e 2000 bolas negras
sgam ocultas dentro dv¢ uma urna. ¢ que vocé tenta descobrir scus nimeros sorteando uma pedra
atras (¢ outra (recolocando aanterior antes de tirar a préxima, de modo a ndo alterar o nimero de
pedras na urna) e notando o quéo freqlientemente nmi pedra branca ou negra aparece. A questao

é . pode vocé redizar tantos sorteios de forma a fazer com que sga 1{) ou 100 ou 1000 ,ctc,



vezes mais provavel (isto é moramente certo) quc a razdo cntre as [reqiiéneias das pedras
brancas e negras sera 3 para 2, como € 0 caso do numero de pedras brancas e negras na urna . do
que qualquer outra fracdo ? Se isso ndo fose verdade, eu confesso que nada restaria da nossa
tentativa de explorar o nUmero de casos através de experimentos. Mas se isso pode ser obtido e a
certeza moral pode finalmente s adquirida, teremos casos enumerados «f prosieriori com quase
amesma confianca de se des fossam conhecidos « priori. E parafins préticos, onde “moralmente
certo" étomado como “absolutamente certo” pelo Axioma9, capitulo| 1, € mais do que suficiente
para direcionar as nossas conjecturas em qualquer matéria contingente de forma ndo menos

cientificado que¢ emjogos de azar".

Para se mostrar as implicacOes da Lei dos Grandes numeros nos agoritmos

probabilisticos tome-se 0 mais simples algoritmo deste género, o de busca al eatoria pura

Ege algoritmo visaresolver o seguinte problema de oti mizag&o global

Muax fx)
sujeitoa X €S

onde S € um conjunto compacto.

Edte pode ser mostrado como seguel

Psx00: Fagcan=1,6 Vo =—%%;
Pasn 1: Gere um ponto x dadistribuicdo uniformeem S

Passo 2: Se Ax) > yn-1entdo faga y» =J(X) eX» =X, Caso contrario,

faca Yn = Vu-1 ¢ Xn =Xp-1.

Peso 3 : Incremente n e retorne ap paso 1.



liste algoritmo foi implementado sendo a funcéo que se desga maximizar descrita

como scgue. fungio 1:

Funcéo 1

eixo x

xe {0.1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}

)f 2.x+1 sexe {0.1,2.3.4.5.6,7}

K :— ] _ .r(r.
ungdo ] - M 30205 sexe (8,9,10,1112,13.14.15)

Note que o conjunto S é compacto.

Tem-se que a probhabilidade de se achar o ponto de maximo em uma iteragdo do

algoritmo é 1/16. Eda distribui¢iio € Binomial, com probabilidade de sucesso é 1/16.

Tomando-se » iteragdes vai-se obter que a probabilidade de achar-se k vezes o ponto de maximo

é dada por : P(Y, =k) = K P —p)'k. Como o evento de interesse é que surja pelo

- , . \ k ~
menos un Vez o maximo ter-se-d /MY, » 1) = 2 P p)'t.Vése que a certeza



absoluta de achar-se o miximo, mesmo com uma fungiio tiio simples quanto a apresentada, 6

sera conseguida quando

Neste exemplo, como no exemplo das urnas de Bernoulli. a0 se estabelecer a
probabilidade desgjada para a ocorréncia do cvento. pode-se imediatamente ¢stabelecer, pea
férmula acima mostrada, 0 numero de iteragdes de forma a garantir esa probabilidade. Este
célculo que acaba de ser mencionado. a escolha do numero de iteragbes como funcdo da
probabilidade desgada, ¢ ndo trivial, pois, envolve somatérios de combinagdes, mas. ¢ factivel

de s efetuado através da aproximacao da distribuicdo binomial pela distribui¢cdo normal.

Notarse também que como as variaveis sio independentes e identicamente
distribuidas é equivalente redizar n iteracfes deste algoritmo ou se gerar uma unica vez n
elementos al eatorios e depois escolher dentre estes qual resultou no maior valor da fungdo. E
possivel observar ese fato através do evento sair um 6 num jogo de dados. A probabilidade de
ocorréncia deste evento sejogar n vezes 0 mesmo dado € igual a de » dados idénticos jogados
uma Unica vez. A caracteristica de independéncia de eventos revela o carater inerentemente
paraldlo do algoritmo de busca aleatéria pura € que mais tarde sera sdientada também no

algoritmo Talus .

Nestes algoritmos a convergéncia é garantida com probabilidade 1. se o conjunto de

busca for compacto, { Teo 3.1).



Agora pode-se sdientar também caracteristicas relevantes da aplicacdo do algoritmo
de busca aleat6ria pura em funcgdes continuas. Ao estudar-se a aplicagdo do mesmo na fungéo

/ :[-2,2]- Rdescritapor fix) =—x«(x-%)+ 5, por exemplo, observa-se, 0 seguinte :.

Funcgédo 2

axox

O ponto de maxi mo desta fungado ég. gue ndo pode s representado no computador.
Neste cao mesmo com um numero infinito de iteragdes sera impossivel obter exatiddo na
obtencdo do ponto de maximo. Se esta diante. neste caso, de um erro de arredondamento que
surge quando se trabalha com maquinas digitais para representar os numeros reais. Dada esta
limitacdo computacional, a representacdo dos nimeros reais por um numero finito de pontos,
para fins praticos o problema de otimizagéo de uma funcéo continua torna-se idéntico ao caso de
se ter uma funcgao discretacomo € o caso dafuncéo 1. Sendo assim, todas as afirmacoes feitas

para o caso da funcgédo discreta tornam-se validas para as fungdes continuas .



Suponha que em uma urna existem 10 bolas numeradas de 0 a 9. Ao escolher
aeatoriamente uma bola e anotar o algarismo referente a eta € novamente colocar a mesma na
urna, criazse uma procedimento experimental que ao ser repetido gera uma sequéncia de
numeros aleatérios uniformes. Tipicamente trabdhase com uma seqliéncia de numeros
aleatériosentre 0 e 1. Assim, por exemplo, um grupo de tais nimeros com quatro casas decimais
pode s formado tirando-se quatro nimero de uma vez desta sequiéncia registrada e colocando-se

zero e virgula na frente de cada grupo de quatro algarismos.

Processos matematicos sdo muitas vezes usados para gerar digitos que dao
sequiéncias que satisfazem propriedades estatisticas de um processo verdadeiramente al eatério.
Uma vez que tal processo ndo é verdadeiramente aleatdrio este é batizado como um gerador de

ndmeros pseudo-al eatérios.

34.1 Reguisitos Exigidos dos M étodos

Naylor et a.(1971) e Graybeal et al. (1980) salientam os seguintes requisitos para um método

de geracdo de nimeros aleatérios s considerado aceitavel.

1. Segliéncia de nimeros que sgam uniformemente distribuidos;
2. Edatisticamente independentes;

3. Reprodutiveis;

4. N&o repetidos em qualquer extensdo considerada :

5. Gerar nimeros em atavel ocidade;

6. Utilizar o minimo de memoria.



Como mostrado em Cavalcante (1996). pode-se classificar os métodos em trés

categorias, sdo ela

Processo fisico aleatério - Por exemplo, interpretar a emissédo de elétrons em um
catodo aquecido como uma fase de algum ciclo de reldgio. O viés muitas vezes é introduzido

através da sincronizagao do mesmo.

Gerar nUmeros off-{ine e armazenar em um arquivo em disco - Estatécnicafoi muito
difundida na primeira fase da computagao, pois, foram aproveitados os livros com as tabelas de
numeros aleatérios. SO que 0 aces aos dados muitas vezes é lento e produz um viés, além da

necessdade de armazenamento de toda a tabela namemoria .

Usar um algoritmo implementado em computador - Com esa técnica foram
eliminados os problemas quanto a0 aceso aos dados e de capacidade de memoria. Eses
algoritmos sdo normamente de ficil implementagao. 'endo em vista que os nimeros gerados

sao resultados de um processo deterministi co estes séo chamados de numeros pseudo-al eatérios.

34.3 Algoritmos de Geruaciio de Numeros Pseudo-Aleatorios

0 método do Middle-Squared. proposto por Jonh von Neumann em (1951), foi o
primeiro algoritmo de geracdo de numeros pseudo-aleatérios em computador digital. Egte
método, apesar davantagem de ser de facil i mplementacéo, é considerado como um método com

desempenho inferior, em relacdo aos outros métodos. Seu principal defeito é a facilidade deste de



repetir, depoisde um certo nimero de passosdo algoritmo, amesmasequéncianumeérica, isto €,

afacilidade de ocorréncia de ciclos.

O gerador Middie-Square de nimeros pseudo-alcatérios

Entrada : N- nmero de digitos do nimero aleatorio;
- uma semente com N digitos positivos.

1 /=1

2, X=M

os N digitosdo meio de X .se X é par
~ % osN digitosdo meio de 10 - X .caso contrario

4. UG)=0M
5. J=s+1
6. V4 parao paso 2.

Saida : {U() }a seqiiéncias de nimeros pseudo-aleatorios.
Agora seréo gpresentados os métodos desenvolvidos por Lehmer e alguns variantes

deste. Torna-se necessari o inicial mente gpresentar conceitosbasi cosdaaritméti camodular .

Dizemos que dois nimero X eV sdo congruentes, médulo 7 se a quantidade {x -¥)

for um multiplo inteiro de m. Por exemplo, fazendo m =10

3 =3 (moduio10) 4 =4 (mocdulo 10)
13 =3 (mddulo 10) 84 = 4 (mddule 10)
513 =3 (modulo 10) 124 =4 (modulo 10)

Pode-se agora apresentar 0 M étodo da Congruéncia Multiplicativa. A férmula geral
de geracdo de nimeros aleatérios é Fp= a-ro-kmodulom) onde « e m e a samente Fo sF0

especificados de forma a fornecer propriedades estatisticas desejaveis a segiiéncia resultante.



porem fazer-se eda escolha de forma a fornecer ciclos longos € néo trivial . Pode-se observar

que gracas a aritmética modular #. e {0,1,2,...m- 1} Vnel

Outro método também baseado no mesmo principio é o da Congruéncia Aditiva.
Egte envolve K vaores iniciais onde K € um inteiro positivo, e gera uma seqliéncia através da
expressdo ri.| =r#+ri; (modulom) . Ese tem a virtude de ser o Unico método que produz

periodos maiores que m.

Um gerador equivalente ao middie-square de dupla precisdo é apresentado em
Graybeal et al. (1980}, ete método s6 pode s usado quando m é poténcia de 2. Sua forma
recursiva € dada por

=(x, - {x, + 1)) médulonu #>0_, a semente xo deve satisfazer a
relacdo xo MOD 4 = 2,

Também podemos citar os geradores de numeros pseudo-aleatérios baseados em
teoria do caos. Um exemplo de geradores deste género € o de Feigenbrum baseado na forma

recursiva dada por X».: =r-x, - (1 -x,) principalmente parar =4. A densidade de probabilidade

desta varidvel aleatoria € dada por /i(x)= ! x e (0, 1) (normalizada). Edes geradores

7o IX(\ —-x)

tem avirtude de com peguenas variacdes na semente Xo resultar séries diferentes (ver Ruelle).

344 Testes estatisticos dos numeros pseudo-aleatérios

As sequéncias {x,} por métodos como os descritos no item anterior nédo é de fato

uma scqiiéneia de nomeros aleatorios, sendo eda tédo boa quanto melhor aproxime o



comportamento estatistico de variaveis al eatorias uniformemente distribuidas. Em muitos casos

eda aproximagio € pohre, comprometendo assim o desempenho dos algoritmos nelas baseados.

Paa termos um critério eficiente de comparagiio entre os métodos .foram
desenvolvidos os testes de aleatoriedade que sdo algoritmos que computam uma estatistica para
uma sequéncia de nimeros. Em Naylor ct.al.(1971) esta aoresentados os testes de forma

pormenorizada

Os principais testes sdo :

1. Tegdedefrequéncia;
2. Testede série;
3. Teste do produto intervalado ;
4. Teste de encadeamento ;
5. Testedo intervalo;
6. Testedomaximo;
7. Tegte do poker ;
S Testede Kolmogorov-Smirnov;
9. Teste dadistancia.

Existem varios métodos e pesquisass em andamento na questdo de geracdo de
numeros pseudo-al eatérios. V arios a goritmos bassados nos métodos da congruéncia, tém sido
desenvolvidos, bem como agoritmos para geragdo de numeros pseudo-aleatorio em

computadores de arquitetura paraela. Referéncias mais recentes incluem Knuth (1981);



Marsaglia (1985); Pak & Miller (1988): Ferrenberg, Landau & Wong (1992); Coddington

(1994) ; Vattulainen. Ala-Nisstla & Kunkaala (1995).

3.5 Algoritmos Probabhilisticos de Otimizacio

Um ponto extremo € um ponto x* €Jtal que f(x")é o valor maximo ou minimo da
funco vetorial multidimensional /: D € R" = R, sendo D um subconjunto compacto do R”. O
maximo é local sc f(x*) € maximo em \x* -xX\ <e paa algum . ¢ f(x")e¢ maximo global se

fx")>fx). vxe DcR"

3.5.1 Integracao por Monte Carlo

Existem dois esquemas béasicos de integracdo por Monte Carlo : o método do
ucesO e fracasso e 0 método da média amostrai. Pelo fato do método do sucesso ou fracasso ter
sido muito popular nos primérdios de utilizacdo da integracdo por Monte Carlo, e por sua
ineficiénein. os métodos de Monie Carlo foram considerados grosseramente inferiores aos

métodos classicos.

3.5.1.1 Método de suceso / fracasso

() problema gerd é o de estimar a integra maltipla @ ={ #(x) - dv onde x

representa um vetor no espagco de coordenadas TS T representa um volume



clementar do espago n-dimensional e a integra tem limites fixos e [initos. Desse modo

assume-e que $é finita em toda pate e limitada a regiao.

Para 0 caso monodimensional, sga a fun¢iio g (X) a s integrada no intervalo
a<x<§ ggac= max{g(x)}no mesmo intervalo. Tem-= entdo um retingulo de lados ( h-¢ ) e

c, que contém, e é idéntico a0 espaco de probabilidades Q= {(x,g{x))a <x < b.0 < g(x) <c}.

O conjunto de todos os pontos ( x, y) €Qtais que ¥ <g(x)forma entdo a érea sob

b
acurvag( x ). Assim A =j g(x)- dx = fomo a drea de 2 =c - (4 - ). tem-se que dado um ponto

a

de coordenadas (x,y) € 2, aprobdidade de (x,y) €4 ¢é:

! area de c.(b—a) c-(h-a)

O método de Monte Carlo de sucesso e fracasso * apoia nesse fato simples para
gerar um estimador para /. a partir de uma seqiiéncia aleatéria de pares (x;,yidais que Vi < glx,),

contabilizados como n,. Entdo a probabilidade de. em n pontos,(xi, Vi) €A é estimada como:

n ~ .
= T", € entdo pode-se estimar o valor de fcomo

By

f=c-h-a) -

Pode-se observar que n, € 0 nimero de acertos da hipotese ( x,,y, )€4.e n,=n- n,

€ 0 numero de pontos que nao atende a hipoétese, ou sga. 0 numero de erros.



Sga/y(x)uma funcdo de densidade de probabilidade qualquer tal que fx{(x)>0 e

glx)#0, S Y~ Ula.blntio filx)= ,;\ * a<x<bs  fy(x})=0 em outros casos, e

portanto
_ , alx
=) ro - £1(x)

X= foi#2. . x,) de varidveis aleatorias uniformente distribuida no intervalo @ < x; < fpodese

frlx)-dx= 1} =(h-u)- Elglx)], e dai paa uma sequéncia

obter:

1
E[g(x)]=5; -2g(x;). e entdo o estimador da integral sera dado por
LY

3.5.2 Otimizacdo baseada cm Integracio

Assumindo que o conjunto S de restricdes é fecho de um conjunto aberto limitado

ndo vazio e f ' D - R ¥ma funcdo continua, pode-se utilizar o seguinte resultado

Max fiX) =lim % «Jog | */Wdx (Equagdo 3.5.1) descoberto por Laplace (como
D
citado ¢m Reiner & Pardaos (1995) ) e que hoje é utilizado no contexto dos grandes desvios em

estatistica. A integral pode ser aproximada rapidamente usando o método de Monte Carlo da

média amostrai. Um estudo detalhado pode ser encontrado em Hiriart-Urruty (1995).

() teorema a seguir citado em Hiriart-Urruty (1995) também ilustra como € possivel

encontrar o ponto de 6timo atravésde integracao.



Teorema - Assuma que D ¢ o fecho de um conjunto aberto limitado ndo vazio e
/: D= R¢continua. Suponha ainda que sc¢ / ¢globalmente maximizada em 1) em um Gnico
ponto x* . Entdo a sequéncia

j X+ ek My

Xk - k=1,2__ converge parax" quando k - o

3. 5. 3 Métodosdeduas fases

i. Buscaaleatériapura

Ese algoritmo consiste na geragdo de uma sequiéncia de pontos uniformemente
independentes e identicamente distribuidos numa regido S. c conseqiientemente selecdo dos

melhores pontos encontrados

Psx0 0 : Fagcan=1,6Yo=—%,
Paso 1: Gere um ponto x dadistribuicéo uniformeem S

Paso 2: Se flx) > yn-1, entdo faga ya=fx) e X»=x Caso contrario.

faga yn =¥n-1 e Xn=Xn-1.

Paso 3 : Incrementen eretorne ao paso 1.

i, Mulristart

E um método mais eficiente que o anterior, com a desvantagem de
inevitavelmente encontrar 0 mesmo maximo local mais de uma vez. Consiste em aplicar um

procedimento local antes do global.



Paso 1: GGere um ponto x da distribuicédo uniforme sobre S e aplique a

x o procedimento local 1. obtendo

Paso 2: Se fx) > ya-: entdo facays =Ax)e x, =x'. Cao contrario,
fa(;a Yn =V X, =Xu).

Pas0 3 : Incrementen eretorne ap nasso 1.

3. 5.4 M étodosdegrupamento

A idéia béasica que da suporte a ede tipo de método € iniciar a partir de amostras
uniformes sobre S e criar grupos fechados de pontos, e ai aplicar L (procedimento local) aqueles

grupos.

i.  Density clustering

Neste caso a fungiio é locamente aproximada por uma fungdo quadratica. O éxito
em otimizar globalmente uma funcdo depende, segundo Boender & Romeijn, do quanto eta
aproximacéo € boa No esquema de grupamento esse método utiliza uma distancia critica que faz

uso do célculo damatriz | lessiana.

ti. Grupamento com ligacdo smples

Aqui os grupos sao formados sequencial mente. Cada grupo novamente € iniciado a
partir de um ponto procurado, depois que um grupo C é iniciado, verifica-se os pontos nao

agrupados através do critério «{x.1y) =min llx —v| . sga minima. Este ponto ent&o é adicionado a



C, depois que o procedimento é repetido até dix, ( Yexceder um valor critico #+. Boender &
Romeijn afirmam que o grupamento com ligacdo simples aproxima o conjunto de niveis com

mais precisdo que o density clustering.

iii. Ligac8o smples multiniveis

Esse método, segundo Boender & Romeijn, combina a eficiéncia computacional do
método de grupamento com as virtudes tedricas do multistart. O procedimento de busca local L
€ aplicado a todo ponto da amostra, exceto se existir outro ponto com a mesma distancia critica

gue tém grande valor de funcéo.

3,55 Téchicas de busca aleatoria dirigida

Ese procedimento é de aplicabilidade restrita, uma vez que, dependendo do
problema, exige a avaliagio de um numero proibitivamente grande de elementos até que um
elemento proximo ao maximo sga identificado. Entretanto, desenvolveram-se diversas técnicas
que, embora utilizando um processo aleatério para busca do demento maximo, incorporam
mecanismos atamente eficientes para direcionar eta busca aos subconjuntos do dominio que
gpresentam caracteristicas propicias a ocorréncia do maximo. Assim edas técnicas foram

denominadas técnicas de busca aleatéria dirigida

Dentre as técnicas pertencentes a eda classe, incluem-se Algoritmos Genéticos,
Estratégias Evolutivas e Smulated Annealing. Algoritmos Genéticos serdo descritos com

detalhes no capitul o 4; a seguir, descrevem-se, sucintamente, as outras duas técnicas .



Eda € uma técnica de otimizacdo inspirada em fendbmenos fisicos estudados pela
areade mecanica estatistica, como asolidificagdo e cristalizagdo de diversos materiais. No caso
de solidificagdo de um materia fundido. por exemplo, as condigBes em que é efetuado seu
resfriamento tém influéncia marcante sobre a estrutura cristalina obtida para o material; se o
resfriamento € suficientemente lento, a energia do estado final dos &tomos do material € baixae
a estrutura cristalina bagtante regular; se o material é resfriado muito rapidamente, a energia do

estado final é alta e ndo é formada uma estrutura cristalina regular.

Tomando por base uma técnica para simulacdo de comportamento de materiais
nestas condigdes, desenvolvido por Metropolis (ver Davis (1987), Kirkpatrick et al.(1983))
netas condi¢des propuseram um método iterativo para otimizacdo, Simulated Annealing,

descrito pelo algoritmo 3.3 .

Um elemento central nesta técnica € o procedimento utilizado para reducao gradativa
do valor da temperatura, T . Como no caso do fendmeno fisico que inspirou a técnica , se a
temperatura € diminuida muito rapidamente. corre-se o risco de atingir uma situacdo de "alta
cnergia” . ou scgja um minimo local. Diferentes procedimentos para efetuar esta operagdo tém

sido propostos por pesquisadores da area ( ver Kirkpatrick et al (1983)) .



dados. A =dominio de defini¢cdo do problema
¢ = funcdo de avaliacéo

» escolher aeatoriamente um elemento a de A
» avadiar a através da aplicagdo da funcéo c
e inicializar o valor da variavel T (temperatura)
* repetir, até que algum critério de término sga atingido:

e aleatoriamente, escolher em A um elemento b

e sec(a)> c(b),substituir a por b

« sec{a) <c(b),substituir a por b com probabilidade dada por:

fc!b!—c(a)]
k-T
p=e \ + k =congante

* reduzir o valor de T, segundo algum critério pré-estabelecido.

Hanssoun (1995) comenta que “a efetividade do sinmidated annealing na localizagdo
do minimo global e a sua velocidade de convergéncia dependem criticamente da escolha da
agenda de resfriamento para T. Falando em geral. se a agenda de resfriamento é muito rapida,
uma convergéncia prematura para um 6timo local pode ocorrer, e se ela € muito lenta, o
algoritmo requerera uma quantidade excessiva de tempo de computacdo para convergir.
Infelizmente foi encontrado teoricamente (Geman and German (1984)) que T precisa ser
reduzido muito lentamente em proporcdo ao inverso do logaritmo do tempo (ciclo de
processamento), para garantir que a busca através do simulated annealing convirja quase sempre
para o0 minimo global. O problema de acderar a busca por sinulated annealing tem recebido
atencdo cada vez maior e varios métodos tem sido propostos para acelerar a busca (ver Szu

(1986), Salamon et. al. (1988))".



Devido a sua generdidade como método de otimizagcdo global, o simulated
annealing tem sido aplicado a muitos problemas de otimizagéo, mas tem essss limitagdes. Uma
implementacdo mais recente pode ser encontrada em Goffe et. al.(1994), que utilizaram o
programa SIMANN (implementado em Fortran) e verificaram que. em certos problemas de
geofisica, a partir de 22 até 30 variaveis os algoritmos genéticos desempenham a contento com

certa precisiio, embora custosas. € 0 simulated anneling teve apenas “utilidade™ marginal.

3.5.5.2 Estratéqi as Evolutivas

Estratégias Evolutivas. similarmente aos Algoritmos Genéticos, constituem uma
técnica de otimizacdo que se inspira nos principios de evolucdo de organismos. Foram
desenvolvidos por |. Rechenberg e I1.P. Schweffel, cm 1965, sendo voltadas originalmente a

resolucdo de problemas com varidveis continuas.

Estratégias:volutivas. normalmente. empregam um operador parageragao de novos
vetores andlogo ap operador de mutagéo de Algoritmos Genéticos. Algumas implementacdes
destatécnica. entretanto, utilizam também operadores de recombinacéo (anél ogo ao operador de

crossover ), l'ma implementacdo smples desta técnica é descrita pelo Algoritmo 3.4.



dados : k = tamanho da populagéo

I =funcdo a processar:

Fxixz xa) :MCR'"->R, M=¢

criar aleatoriamente uma populacdo - pa . constituida por um

conjunto de k vetores pertencentes a Af:
{Xi=(i,xi2.0xm)hi=: K

repetir até que algum critério de término sga satisfeito :

com base napopulagio-pai, criar uma populagdo filho :

{X,- =(x! 1.x), Jhi=1... kondex| 7 xi ;+ nolo)

no{o)é um ndmero escolhido aleatoriamente, com distribuic&o

normal de média O e desvio padrdo 7 .

criar uma populacado auxiliar contendo todos os e ementos da

populacdo pa e da populacgéo filho
aplicar a funcao F atodos os eementos da populacdo auxiliar

criar uma nova popul acdo-pai contendo # elementos da

populacdo auxiliar que acarretam maiores vaores de /-

3.6 Conclusodes

Nota-se vérias dificuldades inerentes ao problema de otimizag&o global. Abaixo

estdo as mais relevantes .

1. Algumas dificuldades tipicas surgem da prépria construcdo do modelo.

matematico, de acordo com Himmelblau (1972). dgumas ddlas séo:

A funcdo objetivo a s otimizada pode s insensivel & mudancgas nes variaveis

de decisao independentes,



« A funcdo objetivo ou uma ou mais restri¢cdes pode ser ilimitada no intervalo de

busca, ou as derivadas parciais das funcdes do modelo pode vir aserilimitada ;

e Uma diferenca de excda entre as variaveis, isso ocorre quando os termos da
funcdo objetivo séo de ordens de magnitude muito diferentes (por exemplo

i) = 100-x7+0.01 3y

« A iteracdo entre varidveis em um modelo pobre do ponto de vista de projeto (por
exemplo, f{x)=2:x;-x2+10; neste caso os valores de x, e x, variam em
intervalos muito grandes paraum mesmo valorde x; . x;;

2. Como se pode obter suposicdes iniciais adequadas para as variaveis
independentes? Como muitos problemas contém funcdes ndo lineares, pode existir
mais de um extremeoe. um agpecto ausente na andlise linear. Conseguentemente, se as
suposicles iniciais paa as variaveis estdo muito longe do extremo global. a

oti mizacao podeterminar em outro extremo quenao o global ;
3. Como pode-se manusear 0s agpectos estocasticosdavariavel red?

4. Como se pode reduzir os eros numeéricos computacionais? Erros de
arredondamento reduzem a efetividade de muitos algoritmos. Aspectos relativos a
estabilidade concernentes a resposta em questao : se a solucdo aproximada do
problema de programacdo ndo lincar converge no limite para a solug&o original do

problema:

5. Na&o se pode encontrar condi ¢bes necessarias e suficientes para otimizacao global
para todas as classes de problemas de otimizacgédo, contudo, especia mente para os

casos estruturados. des podem s manuseados para se obter resultados Uteis ;



6. Boender & Romeyn afirmam que o problema de otimizagdo global é

inerentemente insolivel em um ndmero finito de pasos .

As abordagem probabilisticas para a solucao dese problematém evoluido e vém se
tornando sofisticadas. Buscam-se também resultados tedricos em que possam assentar-s2 de

formamais efetiva

Conceitualmente os algoritmos probabilisticos sdo algoritmos paralelos. A vasta
maioria das implementacdes dos mesmos foram feitas em arquitetura sequiencial, ja fornecendo
resultados satisfatérios. A implementacdo destes em arquitetura paraldla € uma abordagem
extremamente interessante. reduzindo muito o tempo de processamento. Por concepgao os
algoritmos deterministicos ndo se prestam para ee tipo de arquitetura, a ndo ser em casos muito
especificos (métodos de busca em bloco baseedos nos numeros generalizados de Fibonacci e

segOes aureas; (vide Aviei (1976) p.234 ep.275).

A atividade de pesquisa nesta area tem sido muito intensa, como pode ser visto, por
exemplo, no “Optimization Web Site” na Internet. devido a grande demanda por algoritmos
eficazes e €ficientes de otimizagdo em grande numero de contextos. Os algoritmos

probabilisticos sdo os que tém tido mais resultados e tém sido portanto 0s mais promissores.

Devido a maior complexidade, o desafio € maior ainda na area de Sistemas de
Controle (Sistemas Dinémicos). Referéncias recentes que discutem ese assunto séo Gopal &

Biegler (1998) e Vidyasagar (1998), este Gltimo com énfase nos algoritmos probabilisticos.






Capitulo 4

Algoritmos Genéticos

41 Introducgio

Ao apresentar sua teoria de evolucdo através da selecdo natural em 1858, Charles
Darwin influencia ndo gpenas o futuro da Biologia. Botanica e Zoologia, mas também teve

grande influéncia no pensamento religioso, filoséfico. politico e econdmico da época.

Segue-se, neste capitulo, as apresentacdes feitas em Hassoun (1995}, Tang & Man et

al (1996), Nonato (1997).

Simplificadamente, a evolugdo processase da seguinte forma, segundo a Teoria
Darwiniana:

* 0 material genético determina as principais caracteristicas dos organismos. Estas

caracteristicas, por ua vez, determinam o grau de adaptacdo do organismo ao

meio que vive, ou sga, SUa capacidade de sobreviver;

e 0SS organismos mais adaptados a0 meio tém maior probabilidade de
sobrevivéncia que agudes ma adgptados. Ao processo que favorece os

primeiros em detrimento dos segundos da-se o nome de sele¢do natural,

e uma consequUéncia da selecdo natura € a maior possibilidade dos organismos
bem adagptados conseguirem se reproduzir (ou de se reproduzir mais

frequentemente);



e no proceso de reprodugdo, o material genético do organismo-gerador €
transferido a saus descendentes (em sua totalidade, no caso de reproducao

assexuada, ou parcialmente no caxo de reproducao sexuada ),

e COMO um organismo bem adaptado tem maior probabilidade de se reproduzir (e
conseqglentemente transferir o seu material genético) ha uma tendéncia ao
gradativo aumento do nimero de organismos que gpresentam material genético
que propiciou a melhor adaptacdo a0 meio. Analogamente, ha uma reducdo do
namero de individuos que apresentam material genético que ndo propiciou boa

adaptacéo;

* ocasionalmente, parte do material genético de um organismo pode ser aterado
de forma aleatéria. Este fendbmeno recebe o nome de mutagéo. Devido a
mutacdo, surgem individuos com caracteristicas genéticas novas, nhao
goresentadas pelos organismos-geradores.

Por volta de 1900, o trabalho de Gregor Mendel, desenvolvido em 1865, sobre os
principios basicos de heranca genética. foi redescoberto por cientistas e teve grande influéncia
sobre os futuros trabalhos relacionados a evolucdo. A moderna teoria da evolugcdo combina a
genética e as idéias de Darwin sobre selecdo natural, criando o principio basico de genética
populacional: @ variabilidade entre individuos em uma populagéo de organismos que se

reproduzem sexua mente € produzida pelamutacgéo e pelarecombinacéo genética.

Nos anos 50 e 60 muitos bidlogos comecaram a desenvolver simulacfes
computacionais de sistemas genéticos. Entretanto foi John Holland quem comecou, seriamente.
as primeiras pesquisas no tema. Holland foi gradualmente refinando sues idéias e em 1975
publicou o livro “Adaptation in Nutural and Artificial Systems™, hoje considerado a Biblia de

algoritmos genéticos.



Os agoritmos genéticos sdo métodos de otimizagdo que simulam os processos
naturais de evolucédo, aplicando as idéias darwinianas de selecdo. De acordo com a aptiddo e a
combinacdo dos operadores genéticos, sdo produzidos métodos de grande robustez e

aplicabilidade.

Essss algoritmos estéo bassados nos processos genéti cos dos organismos bi ol 6gicos
codificando uma possivel solucéo aum problema de um ““cromossomo” composto por cadeias
de bits e caracteres. Estes cromossomos representam individuos que sdo levados ao longo de
varias geracdes, naforma similar aos processos naturais, evoluindo de acordo com os principios

de sel ecao natural dos mais gptos proposto por Darwin.

A combinacéao entre genes dos i ndividuos que perduram naespéci e, podem produzir

um novo individuo muito melhor adaptado as caracteristicas de seu meio ambiente.

Os algoritmos genéticos utilizam uma anaogia direta deste fenbmeno de evolucao
da natureza, onde cada individuo representa uma possivel solucdo para um problema dado. A
cada individuo é dada uma pontuacado de adaptagido, obtida pelo valor deste a0 ser aplicado na
funcéo a que se pretende otimizar. Aos mais adgptados € dada a oportunidade de reproduzir-se
mediante cruzamentos com outros individuos da populacado, produzindo descendentes com

caracteristicas de ambas as partes.

Os processos que mais contribuem para a evolugdo sé&o o crossover e a adaptacdo
basseda na selecado/reproducdo. A mutacdo tem papd significativo, no entanto, seu grau de

importancia continua sendo debatido.



O campo de Algoritmos Genéticos incorpora muitos termos originarios da area de
biologia, uma vez que a genética dos organismos Vivos serviu como ponto de partida para o
estabelecimento da estrutura béasica destes agoritmos. Como muitos destes termos s&o
extremamente especificos, a seguir gpresenta-se as definigdes principais (baseedas em Goldberg

et. al. (1987)).

Um Algoritmo Genético procura obter a solucao de um problema especifico através
de um conjunto de solug¢des em potencial. Cada uma destas solugdes constitui um individuo. O
conjunto de solugdes sob manipulacdo é denominado populacdo. Um ciclo completo de
processamento da populacéo (selecdo, crassover, mutacdo e substituicdo de um conjunto de

solucdes ) define uma geragéo.

Se um problema pode s representado por um conjunto de parémetros (genes), eses
podem ser unidos para formar uma cadela de valores (cromossomos), ese processo chamase
codificagdo. Em genética ese conjunto representado por um cromossomo em particular é
chamado de genoétipo. contendo a informagéo necessaria para construir um organismo, conhecido
como fendtipo. Uma instancia de um gene é denominada alelo. A “posi¢do™ de um gene dentro

do cromossomo chamase sau [ocus.

Por excmiplo. para um problema de maximizar uma fungéo de trés variaveis .
f{x.v.z). poderia-se representar cada variavel por um nimero binario de 10 bits. obtendo-se um

cromossomo de 30 bitse 3 genes.



43 Estrutura hisica de um Algoritmo Genético

Um demento essencid de qualquer Algoritmo CGienético ¢ a existéncia de uma
funcdo de adequacdo (andloga a0 grau de adaptacdo de um organismo Vvivo a0 meio), que
permite a determinacdo do valor da adequacdo de uma edrutura do conjunto, ou sga, a

quantificacdo de quao bem sua estrutura correspondente satisfaz ao problema original.

A funcdo de adequacéo tem pape preponderante na reproducdo das estruturas do
conjunto, sendo um fator determinante durante a fage de selecdo das estruturas. A probabilidade
de uma estrutura ser selecionada para reproducéo é funcdo da sua adequacgdo. Assim, estruturas
com altaadequacado tém possi bilidade de sereproduzirem maisfreqiientemente que aquelascom

baixa adequacéo.

Uma vez selecionado um par de estruturas, estas podem ser combinadas através de
um processo de crossover { andlogo a uma fase especifica do processo de recombinacdo genética
biol6gica). Este processo gera duas novas estruturas, de alguma forma relacionadas com ambas
as edtruturas originais. Eventuamente, edas novas edruturas podem sofrer uma alteracdo
aleatdria, através de um processo de mutacdo (andlogo a mutacdo biolbgica). Esas novas

egtruturas substituem duas antigas no conjunto.

As estruturas ideal mente convergem para umaestruturacom ataadequacao, através

da repeticao da seqiiéncia de operacdes abaixo

[selecdo - crossover - mutagéo - substituicdo de estruturas antigas]

O ciclo dos Algoritmos Genéticos pode s visualizado na figura a seguir:
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Edte processo de evol ucéo ., que constitui o elemento central de qualquer Algoritmo

Genético. é descrito de forma mais rigorosa pelo Algoritmo abaixo

= criar um conjunto inicial de estruturas.

e repetir até que algum critério de termino sga atingido:
e cdcular as adequacdes de todas as estruturas do
conjunto.
e com base nas adequacdes calculadas, selecionar
aguns pares de estruturas do conjunto (uma mesma
estrutura pode fazer parte de mais de um par).
e emn cada par. eventuamente combinar as
edruturas através de um processo de crossover,
gerando duas novas edruturas. Eventuamente,
modificar as novas estruturas através de um processo
de mutacéo.
e cdcular as adequacbes das novas edruturas
criadas.
e inserir as novas edruturas no  conjunto,
eliminando tantas edtruturas antigas quantas forem
necessarias para manter acardinalidade do conjunto
constante.

Algoritmo 4.1 - Estrutura Basica de um Algoritmo Genético



As caracteristicas fundamentais dos Algoritmos Genéticos, as quais sdo invariantes

em relacgdo as diversas formas de implentagiio .sdo as seguintes :

» operam sobre codificagdces, ndo sobre as solugdes em si.
e manipulam conjuntos de solugdes, ndo solugbes individuais;

e para a resolucdo de um problema, vadem-se exclusvamente da funcdo de
adequacado e das edtruturas que armazenam as solucgdes codificadas; nenhuma outra

informac&o auxiliar sobre o problema é necessaria;

» operam de formaprobabilistica.

Pode-se notar que muitas das caracteristicas descritas acima sdo decorrentes das
prépriascaracteristi casbasi cas do processo evol utivo nanatureza, descritasno inicio do capitul o.

Elas colaboram para que os Algoritmos Genéticos exibam alguns aspectos de grande interesse:
e s80 aplicaveisaumaampla gamade problemas;

e constituem uma metodologia robusta, ou sga, mantém sua eficiéncia mesmo na

presenca de alteracOes do problema em si;

« ndo sdo limitados por consideracdes restritivas sobre o problema, tais como

unimodalidade, continuidade ou exi sténciade derivadas dafuncédo de adequacéo;

e osagoritmossdo emgera deimplementacéo simples.



Dexde a publicacéo do trabaho de John Holland, em meados da década de 70,
inimeras implementacdes de Algoritmos Genéticos foram desenvolvidas. O nivel de
complexidade varia enormemente. assm como s=u grau de especificidade com relagdo as

aplicagdes que se destinam.

Goldberg, seguindo fiedlmente a edtrutura basica de Algoritmos Genéticos
estabelecida por Holland. propds uma implementacéo bagtante simples aqual denominou Smple
Genetic Algorithm, ou SGA (Algoritmo 4.2). O SGA é bagtante inespecifico, sendo aplicavel a
uma ampla gama de problemas. Em sua versdo mais eementar esta i mplementacdo ndo possui
dtaeficiéncia.ou sga exige freqlientemente um numero muito elevado de geracdes até al cangar

oresultado satisfatorio.

entradas: N - nUmero deindividuosdapopulagdo
Mgen - NUMero de geracoes
/1 )- funcio de adequacso
Pc - probabilidade de ocorrénciade craossover
Pm - probabilidade de ocorréncia de mutagdo
e ciar uma populagdo inicial com N individuos
e repetir #gen VEZES .
« calcular aadequacdo detodososindividuosdapopul agéo
¢ sdecionar N/2 pares de individuos
e criar uma nova populacdo redizando para cada par de
individuos:
e com probabilidade p.. efetuar crossover entre 0s
individuos
e Seocorreu crossover inserir os novosindividuos nanova
» populagio
e senao. copiar os individuos na nova popul agéo para cada
gene do cromossomo de cada individuo da nova
e populacéo com probabilidade 7+ efetuar mutacéo
e substituir apopulacéo original pdanovapopulagéo

Algoritmo 4.2



Devido a sua simplicidade e hidelidade aos principios de Hollund, o SOA pode ser
considerado um Algoritmo Genético candénico. Como tal. é freqlentemente utilizado como
referéncia em estudos de desempenho de diferentes implementacdes de Algoritmo Genéticos ou

como exemplo em trabalhos introdutdrios sobre o campo de Algoritmos Genéticos.

As principais vantagens do SGA sao as seguintes :

» gendtipo codificado de forma binarig;

» populacgdo inicial criada de forma aleatoria;
e crossover de um ponto;

* mutagdo bit a bit;

» substituicao total da populacdo a cada geracao.

451 O operador selecdo do SGA

O SGA pressupde a utilizacdo de uma funcdo de adequacdo normalizada, o valor da
adequacdo deve pertencer a0 intervalo real [0,1], sendo edte valor crescente com o nivel de
qualidade do individuo, ou sga, O indica o individuo completamente inadequado e 1, um
individuo 6timo. Caso a funcdo de adequacdo de um problema especifico ndo satisfaca a estas
condic¢Ges é necessario adotarmos uma fungdo de normalizagdo, que mapeie o intervalo original
no intervalo [0,1]. Sendo assim, a funcdo de adequacédo utilizada sera a composicao da funcéo de

normalizagdo com a fung&o original.

No SGA, aprobalidade de um individuo ser selecionado é dada por:



pselindividuo iy = & onde: f; =adequacdo do individuo i
e

N = nmeros de individuos na populac&o

A selecdo de individuos é efetuada através de um método denominado selecéo por

roleta. A descric¢ao deste método émostradaabaixo

entradas. N - nimero de individuos na populacdo
{fi}- conjunto de adequacg®es dos individuos

e ordenar os individuos segundo um critério arbitrério

e associar acadaindividuo um valor de adequagado
acumulada, igual a somatéria das adequacdes de todos
os individuos anteriores a ee (incluindo ee proprio)

e gerar deatoriamente um namero, com distribuicao
uniforme entre 0 e a somat6ria das adequactes de todos
os individuos

e 0 individuo sdecionado serd o primeiro cuja adequacao
acumulada for maior ou igual ao numero gerado

Algoritmo 4.3

452 () operador de crossoverdo SGA

() SGA usa um método muito smples de crossover, 0 crossover de um ponto . Um
ponto de cruzamento € escolhido e a partir deste ponto as informacgdes genéticas dos pais serao
trocadas. As informacgdes anteriores a este ponto em um dos pais serdo ligadas as informacdes
posteriores a este ponto no outro pai, como € mostrado na figura 4.1. Uma caracteristica

importante deste método é que o gendtipo dos novos individuos criados é formado por duas



sequiéncias continuas de alelos, cada uma proveniente de um dos individuos originais. Este

método édescrito pelo Algoritmo 4.4.

PAI
cromossomo A cromossomo B
001001111001010 ‘111111000014
0011111100
00100111000011 00111111001010
Filho 1 Filho 2
Figura4.l

entrada: g, e g, - genotiposdosdoisindividuos

» aleatoriamente. selecionar um {ocus como ponto de crossover,
restrito ao intervalo [1.locusdo penultimo gene|

» copiar os trechos de gendtipo entre o locus 1 e o ponto de
crossoxer dos dois individuos originais para dois novos
individuos

» copiar os trechos restantes dos dois genotipos para novos
individuos, de forma que cada um dees contenha um trecho de
cadaum dos individuos originais; a ordem relativa entre os
trechos deve ser mantida

Algoritmo 4.4 - crossover de um ponto



Este operador € necessario paraaintroducdo e manutencao dadiversidade genética
da populacéo, dterando arbitrariamente um ou mais componentes de uma estrutura escolhida,
como € ilustrado na figura abaixo, fornecendo assm meios de introducao de novos € ementos na
populacdo. Desta forma. a mutagdo assegura que a probabilidade de se chegar a qualquer ponto
do espaco de busca nunca é zero, além de controlar o problema dos minimos locais, pois com
ese mecanismo, dtera-se levemente a direcdo de busca Vale sdientar que se utiliza uma taxa de

mutacao pequena, pois este € um operador secundario.

MUTAGCAO
1110011010

1110001010

cromossomo
apo6s mutagao

Figura4.2



Os Algoritmos Genéticos tém se mostrado bagtante eficientes ao ser utilizados numa
ampla gama de problemas. Porém, o embasamento tedrico na qual esta metodologia se bassa
ainda é precéario. A importancia deste embasamento pode ser vista, por exemplo, para garantir a
convergénciadege algoritmo ou, alternativamente, determinar condi¢cOes para suaconvergéncia.
Neste item s8o mostrados os principais resultados tedricos relativo aos Algoritmos Genéticos.

Ao propor a estrutura geral dos algoritmos Genéticos, Holland apresentou um
teorema que modela 0 comportamento de tais algoritmos. O Teorema do Esguema, como passou
a ser conhecido o teorema proposto por Holland, procura explicar a capacidade de identificar e
explorar as regularidades existentes no espaco de solucéo do problema em questéo.

A metodologia proposta por Holland se bassia na idéia de Esquema. Esquema é
uma entidade que descreve um conjunto de gendtipos com algum padrdo de similaridade.
Especificamente, um esquema define o conjunto de todos os possiveis gendtipos que apresentam
um mesmo subconjunto de alelos. A construcdo de um esquema pode s feita através da
introducgéo do simbolo don 't care , #, no afabeto dos genes.

Como exemplo, considerem-se 0s seguintes gendtipos codificados na forma binaria:

oooot1r 111
10000111
0Oo0o011110

Este conjunto de genétipos € membro de 16 diferentes esquemas, apresentados a

seguir:



H00 ## 114
HOO ## 1#4#
#OO0OH#HH#H 1 #
#O0# ## 114
# 40 #4114
#OO0#HEH#HEH
HO# #4# 184%
Ho# ### 14
#HEO # 4 1484
#H#O #H#H 1L H
#HHAABH L LA
#ROBHEAHHEH
#H#0HHARH
HHAHBHH 1 EH
g4 HHHHLH
#HHEHHARAREY

Similarmente, o esquema 1 1 1 1 1 # # 1 define o seguinte conjunto de

genotipos

00 1

._.._.._._.
—_—
—_——
—_ O
—_ P

Pode-se notar que um mesmo individuo € membro de véarios esquemas diferentes.
Define-se, entdo que um esquema esta presente em uma populagdo se ab menos um de seus
individuos é representante daquele esquema, isto €, possui um gendtipo que € membro daquele

esguema.

Adotando-se 0 conceito de esguema como ferramenta para modelar o
comportamento de Algoritmos Genéticos, um primeiro paso para eta modelagem é a avaliacdo
diné&mica do conjunto de esgquemeas representados numa dada populacdo no caso de um algoritmo

simplificado, cujo Unico operador aplicado é o de selecao.



Ege algoritmo n&o produz novos individuos. Entretanto. dada uma populagéo,
agudes individuos com adequacdo superior a média tem mas dta probabilidade de se
reproduzir, e inversamente, os com adequacado inferior tem mais baixa probabilidade. Assim.
apoés uma geragfio, a populacéo terd ata probabilidade de possuir um numero de individuos
idénticos aos pais de dta adequacdo e um nimero menor daqueles idénticos aos pais de baixa

adequacao.

Uma andlise semelhante pode ser utilizada com relacdo ao comportamento dos
esquemas presentes napopul acdo. Caso aadequacao de um esquemaespecifico sgabaixa. apos
uma geracao a populacéo devera possuir um ndmero menor de representantes daguele esquema
Para anadlisar este fendmeno define-se uma grandeza anél oga a adequacéao dos individuos, mas
em relacdo aos esquemas. Esta grandeza, aadequacgao do esquema, define-se como amédia das

adequactes de todos os representantes de um dado esquema S, representada por AS, 1),

Como exemplo, considere-se a populagao formada pelos seguintes individuos:

individuo genotipo adequacao
I 101 0.1
I 001 05
I 000 0.9

tém-se/(# # #)=(0,] +05+09)/3 =05

f(##1)=(01+05)/2 =03
f(#40)=09/1 =0,9
F(00#)=(0,9+0,5)/2 =0,7

Sga {(S.tb nimero de dementos do esquema S na presente geracdo. A

probabilidade deste esquema, isto €, de um dos e ementos deste esquema, s selecionado para



préxima geragdo € dada por f(S, r Y/ F( ¢ ).onde Fft )é a aptiddo média da presente popul acéo.

O numero esperado de ocorréncias de Spara a préximageracao é dado por

S 1+ 1) ((S.0)- L850 (3

sda & = (f(S,)-F(DN{3.2)

Se & >0 . igo significa que 0 equema tem uma aptiddo média superior e,

vise-versa

A substituicdo de (3.2) em (3.1) mostra que um esquema de aptidao média superior
tem um aumento exponencial no nimero de e ementos nas geragdes seguintes:

$(S,1)=¢(S,0)-(1+&) (3.3)

Durante a evolugdo do Algoritmo Genético. os operadores genéticos destroem
grande parle dos esquemas correntes. contudo, seus efeitos devem s considerados. Assumindo
que o comprimento do cromossomo € L ¢ 0 crossoverde um ponto € aplicado, em geral, o ponto

de crossoveré selecionado unilormemente dentre as 1.-1 possibilidades.

Isto implica que a probabilidade de destruic¢éo do esquemab é

PAS) = T(3.4)

ou a probabilidade do esquema sobreviver é

puSE 1 - T2t equagdo 35

7.5



onde 7 é o comprimento de defini¢cdo do esquema S sendo ete definido como a distancia entre
os dois alelos fixos mais extremos do esquema, ou sga a diferenca entre os /oci dagueles dois
aelos. Por exemplo, o comprimento de definicdo do esquema # 0 0 O # é dois enquanto o

comprimento de definicdodo esquema 1 # 00 # € trés.

Assumindo que a taxa de aplicagdo do operador crossover € p., a probabilidade de

um esquema sobreviver é dada por

psz 1= pc 77 @39

Agora pode-se andisar o efeito da mutacdo sobre os esquemas de uma dada
populacdo. Se a probabilidade de um bit sofrer mutacéo € p7,,. entdo a probabilidade de um Unico
bit sobreviver é 1 - p,, Definindo a ordem do esquema S{decnotada por o(S) Fomo o nimero de
posicoes fixas ( i.e. posi¢cdes com 0 ou 1 ) presentes no esquema, a probabilidade do esquema S

sobreviver amutacao € dada por
Ps = (1-pm)°(37)
Desde que Pm < |, esta probabilidade pode ser aproximada por
ps= 1-0(8)-p. (38)

Combinando os efeitos de selegdo, crossover e mutagdo, obtém-se uma nova

equacao que mostra o crescimento do nimero de esquemas dada por

(S e+ 1) 2080 - B2 [1p. - 22 6(S) - pm | (3.9)



