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R E S U M O 

Apesar dos códigos de b l o c o l i n e a r e s possuírem uma 

e s t r u t u r a matemática bem d e f i n i d a , não e x i s t e , em g e r a l , um 

procedimento prático para a determinação da distância míni

ma e da distribuição de pesos das p a l a v r a s código. 

0 o b j e t i v o d e s t e . t r a b a l h o e a p r e s e n t a r p r o c e d i m e n t o s 

sistemáticos de construção de códigos l i n e a r e s . 

No p r i m e i r o capítulo e apresentada a e s t r u t u r a bási

ca de um sis t e m a d i g i t a l de comunicação e c o n c e i t o s r e l a t i - . 

vos aos códigos c o r r e t o r e s de e r r o s . A t e o r i a f u n d a m e n t a l 

dos códigos de b l o c o l i n e a r e s e apresentada no segundo capí^ 

t u l o . 0 capítulo 3 ap r e s e n t a procedimentos sistemáticos de 

construção de códigos l i n e a r e s . 0 p r i m e i r o p r o c e d i m e n t o de

t e r m i n a a distância mínima e a distribuição de pesos das pa 

l a v r a s código, através do programa apresentado no apêndice 

A. 0 segundo procedimento e s t a b e l e c e uma c o t a i n f e r i o r p a r a 

a distância mínima. 
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CAPÍTULO I 

I N T R O D U Ç Ã O 

O o b j e t i v o fundamental de um s i s t e m a de comunicação 

d i g i t a l e f a z e r com que mensagens enviadas p or uma d e t e r m i 

nada f o n t e cheguem ao seu destinatário com o menor numero 

de e r r o s possível. 

Para que i s t o aconteça são a d i c i o n a d o s , ã mensagem a 

ser t r a n s m i t i d a , dígitos redundantes que permitem a deteção 

e/ou a correção de possíveis e r r o s o c o r r i d o s d u r a n t e a t r a n s 

missão. Esta operação é r e a l i z a d a p e l o c o d i f i c a d o r através 

da utilização de um determinado código c o r r e t o r de e r r o s . 

A t u a l m e n t e n a m a i o r i a dos s i s t e m a s d i g i t a i s a i n f o r 

mação e c o d i f i c a d a em dígitos binários " 0 " e " 1 " . 

Um diagrama de b l o c o s de um s i s t e m a d i g i t a l de comu

nicação típico e mostrado na f i g u r a 1 . 1 . • • 

FONTE 
CODIFICADOR 
DE FONTE 

RUÍDO 

TRANSMISSOR 

~1 
C A N A L 

DEMODULATOR IDECODIFICADOR 

1 

"S 
CODIFICADOR 
DE CANAL 

MODULADOR •* 

CODIFICADOR 
DE CANAL 1 s MODULADOR 

DE CANAL 
DEC0DIF1CAD0R 
DE FONTE 

DESTINO 

__RECEPTOR 

FIG. 1.1 - DIAGRAMA DE BLOCOS DE UM SISTEMA DE COMUNICAÇÃO 
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FONTE - l o c a l de origem da informação a ser t r a n s m i t i d a . A 

saída da f o n t e pode ser por exemplo uma forma de onda con

tínua ou uma seqüência de símbolos d i s c r e t o s . 

TRANSMISSOR - t r a n s f o r m a a saída da f o n t e em uma forma de 

onda adequada a transmissão através do c a n a l . H composto 

dos s e g u i n t e s d i s p o s i t i v o s : 

1. CODIFICADOR DE FONTE - pode ser p o r exemplo um c o n v e r s o r 

analógico/digital que t r a n s f o r m a a informação a ser t r a n s 

m i t i d a em uma seqüência de dígitos binários. 

2. CODIFICADOR DE CANAL - de acordo com d e t e r m i n a d a s r e g r a s , 

a d i c i o n a dígitos redundantes ã informação da f o n t e p a r a 

d e t e t a r e/ou c o r r i g i r e r r o s p r o d u z i d o s p e l o ruído do ca

n a l . 

3. MODULADOR - a cada símbolo de saída do c o d i f i c a d o r , o mo 

d u l a d o r produz uma forma de onda adequada para s e r t r a n s m i 

t i d a através do c a n a l . 

CANAL - meio físico através do q u a l a informação é t r a n s m i 

t i d a . A seqüência de saída do modulador ao passar p e l o ca

n a l é corrompida p e l o ruído fazendo com que e l a p e r c a sua 

forma o r i g i n a l . Por exemplo, em uma f i t a magnética, d e f e i 

t o s na f i t a podem ser con s i d e r a d o s como ruído. 

RECEPTOR - est i m a a forma de onda t r a n s m i t i d a a p a r t i r da 

forma de onda r e c e b i d a da saída do c a n a l , p r o v a v e l m e n t e c o r 



-3-

rompida p e l o ruído. é composto dos s e g u i n t e s d i s p o s i t i v o s : 

1. DEMODULADOR - e s t i m a , a p a r t i r da forma de onda r e c e b i d a 

do c a n a l , a forma d i g i t a l c o r r e s p o n d e n t e da informação 

t r a n s m i t i d a . 

2. DECO D I F I C A DOR DE CANAL - a p a r t i r da seqüência d i g i t a l , 

f o r n e c i d a p e l o demodulador, e . u t i l i z a n d o as r e g r a s do co 

d i f i c a d o r de c a n a l , t e n t a c o r r i g i r os e r r o s causados pe

lo ruído p r o d u z i n d o uma e s t i m a t i v a da informação t r a n s m i 

t i d a . 

3. DECODIFICADOR DE FONTE - t r a n s f o r m a a e s t i m a t i v a da f o r 

ma d i g i t a l da informação, na saída do d e c o d i f i c a d o r de 

c a n a l , na forma o r i g i n a l da saída da f o n t e . 

DESTINATÁRIO - recebedor f i n a l da mensagem t r a n s m i t i d a pode 

s er por exemplo uma pessoa no extremo da uma l i n h a telefôn_i 

ca ou um computador. 

Em g e r a l , q u a l q u e r s i n a l p r e s e n t e no c a n a l que não 

s e j a o t r a n s m i t i d o p e l a f o n t e e denominado ruído. 0 ruído 

mais comum e o ruído aleatório do t i p o mostrado na f i g u r a 

1.2 ( a ) . Se e s t e ruído e do t i p o a d i t i v o , e l e irá somar-se 

a mensagem e o s i n a l na saída do demodulador pode s e r repr£ 

sentado p e l a f i g u r a 1.2 ( b ) . Sendo assim um modo de re c u p e 

r a r o s i n a l o r i g i n a l s e r i a através da amostragem ' do s i n a l 

r e c e b i d o como na f i g u r a 1.2 ( b ) . 0 s i n a l o b t i d o pode s e r re 

presen t a d o p e l a f i g u r a 1.2 ( c ) . 



1 1 0 , 0 
1 1 

1 1 1 
° - Q . ° . ° » (c ) 

FIG. 1.2 - FORMAS DE ONDAS PRESENTES NO DIAGRAMA DA FIG. 1.1 (RECIiPTOR) 
• 

Um dos problemas p r i n c i p a i s nos s i s t e m a s de comunica 

ção e o p r o j e t o do par c o d i f i c a d o r / d e c o d i f i c a d o r de c a n a l 

de t a l modo que a informação s e j a t r a n s m i t i d a o mais rápido 

possível através do c a n a l e uma reprodução confiável da i n 

formação possa ser o b t i d a na saída do d e c o d i f i c a d o r de ca-

«nal. 

Se a seqüência de saída da f o n t e f o r segmentada em 

b l o c o s de mensagem com k dígitos de informação, teremos 

um t o t a l de 2 mensagens d i s t i n t a s . 0 c o d i f i c a d o r t r a n s 

forma cada b l o c o de mensagem com k dígitos em uma seqüên

c i a com n dígitos, denominada p a l a v r a código. Os n-k áí 

g i t o s a d i c i o n a d o s p e l o c o d i f i c a d o r são denominados dígitos 

redundantes. 

A razão, R=k/n r e p r e s e n t a a t a x a de informação em 

b i t s por segundo. 

1.1. C a n a i s D i s c r e t o s sem Memoria 

Um c a n a l sem memoria pode ser d e f i n i d o [ 1 ] como aque 



l e c u j a saída d u r a n t e cada i n t e r v a l o de comprimento T, c o r 

respondente a transmissão de um s i n a l s i m p l e s , ê independen 

t e da e n t r a d a e da saída do c a n a l d u r a n t e os i n t e r v a l o s de 

tempo p r e c e d e n t e s . 

Para que um c a n a l s e j a completamente e s p e c i f i c a d o pre 

cisamos conhecer os s e g u i n t e s i t e n s : 

( 1 ) - 0 c o n j u n t o das possíveis e n t r a d a s do c a n a l 

(2) - 0 c o n j u n t o das possíveis saídas do c a n a l 

(3) - As p r o b a b i l i d a d e s de transição r e l a c i o n a n d o os c o n j u n 

t o s acima. 

Seja o c o n j u n t o M de possíveis e n t r a d a s constituído 

dos símbolos m̂ ,m̂ ,...,m̂  e o c o n j u n t o R de possíveis sa 

id a s constituído dos símbolos r , r , . . . , r . Então e s t e ca-

1 2 p 

n a l f i c a completamente d e f i n i d o a p a r t i r da especificação 

do c o n j u n t o de p r o b a b i l i d a d e s de transição PCr^/m^). Para 

o c a n a l d i s c r e t o sem memoria a p r o b a b i l i d a d e c o n d i c i o n a l 

P ( r / m ) , onde m é a p a l a v r a t r a n s m i t i d a e r a p a l a v r a r £ 

c e b i d a , pode s e r c a l c u l a d a através da s e g u i n t e expressão 

n-1 

P(r/m)= n PCr./m.) 
i = 0 1 1 

Este c a n a l pode ser r e p r e s e n t a d o p e l a f i g u r a 1.3 



FIG. 1.3 - CANAL DISCRETO SEM MEMORIA 

Se M = R = { 0 , 1 } e s t e c a n a l d i s c r e t o sem memória é 

denominado c a n a l binário simétrico (BSC) e está r e p r e s e n 

tado na f i g u r a 1.4. 

FIG. 1.4 - CANAL BINÁRIO SIMÉTRICO 

Sendo q a p r o b a b i l i d a d e de que um d e t e r m i n a d o sim 
o 

b o l o r e c e b i d o e i g u a l ao t r a n s m i t i d o teremos a p r o b a b i l i d a 

de, p = l - q , que o símbolo oposto tenha s i d o r e c e b i d o . Lo-

0 0 " 

go, se a p a l a v r a r e c e b i d a d i f e r e da p a l a v r a t r a n s m i t i d a em 

d posições teremos, 

n f i n-d d 
P(r/m) = q • p 

o o 



Em g e r a l q >p e P(r/m) descresce monotonicamen-
o o 

te com o aumento de d. Sendo assim P(r/m) será máxima pa 

r a a p a l a v r a código m que d i f e r e no menor número de p o s i 

ções da p a l a v r a r e c e b i d a r. 

Se todas as p a l a v r a s têm a mesma p r o b a b i l i d a d e de se 

tem t r a n s m i t i d a s então consideraremos a p a l a v r a t r a n s m i t i d a 

como sendo aquela que maximiza a p r o b a b i l i d a d e c o n d i c i o n a l 

P ( r / m ) . Este esquema de decodificàção e denominado d e c o d i f i ^ 

cação por máxima verossimilhança. 

1.2. Capacidade do Canal 

Considere agora um c a n a l d i s c r e t o sem memoria com al 

f a b e t o s de e n t r a d a e saída r e p r e s e n t a d o s r e s p e c t i v a m e n t e por 

X e Y que possuem os símbolos p a r t i c u l a r e s x e y com 

um c o n j u n t o de p r o b a b i l i d a d e c o n d i c i o n a l P ( y / x ) . 

A informação f o r n e c i d a p or um símbolo p a r t i c u l a r da 

saída, y, sobre um símbolo p a r t i c u l a r n a . e n t r a d a , x, ê d e f i 

n i d a como, 

I ( x ; y ) = l o g P^/tí- . l o g PCzZxi . l o g P ( x , y ) 
P(x) P(y) P ( x ) . p ( y ) 

Observe que I ( x ; y ) ê uma função simétrica de x e 

y ou s e j a a informação f o r n e c i d a por um y p a r t i c u l a r a 

r e s p e i t o de um x p a r t i c u l a r e a mesma informação f o r n e c i 

da por x sobre y. 

A media, ou v a l o r esperado, da informação mútua en

t r e os símbolos de e n t r a d a e saída, e, então 
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I(X;Y) = l P(x,y) • I ( x ; y ) 
XY 

Esta q u a n t i d a d e depende da distribuição de p r o b a b i l i 

dade da e n t r a d a P(x) e das características do c a n a l r e p r e 

sentado p e l a s distribuições de p r o b a b i l i d a d e c o n d i c i o n a l 

P(y/ X)« Logo, seu v a l o r para um determinado c a n a l depende 

somente da distribuição de p r o b a b i l i d a d e P(x) . 

A capacidade do c a n a l ê d e f i n i d a como o v a l o r máximo 

de I(X;Y) com r e s p e i t o a P ( x ) , i s t o é, 

C = Max I(X;Y) 
P(x) 

A capacidade do c a n a l , C, r e p r e s e n t a a informação má 

xima f o r n e c i d a por um determinado símbolo na saída do ca

n a l , a r e s p e i t o da e n t r a d a . 

Sendo assim ao t r a n s m i t i r m o s dígitos de informação 

com uma t a x a R>C não devemos e s p e r a r que essa transmissão 

s e j a confiável. 

E n t r e t a n t o o teorema fundamental de Shannon a f i r m a 

que [ 1 0 , pp. 145] para um determinado c a n a l com uma c a p a c i 

dade máxima C, que t r a n s m i t a dígitos de informação a uma 

t a x a R<C, e x i s t e m códigos de t a x a R, os q u a i s , com decodi^ 

ficação de máxima verossimilhança, têm uma p r o b a b i l i d a d e de 

e r r o , Pe, l i m i t a d a por 

Pe < e- n' EW ' ( l . l ) 

onde n ê o comprimento da p a l a v r a código e E(R) é uma 
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função p o s i t i v a de R para R<C e é e s p e c i f i c a d a p e l a s 

p r o b a b i l i d a d e s de transição do c a n a l . A relação e n t r e E(R) 

e R pode ser r e p r e s e n t a d a g r a f i c a m e n t e p e l a f i g . 1.5 

E(R) 

> R 

FIG. 1.5 - Relação e n t r e o componente e x p o n e n c i a l E(R) e a 

t a x a de transmissão de informação R. 

Da expressão (1.1) podemos o b s e r v a r que, p a r a R<C, 

.quanto maior o comprimento da p a l a v r a código menor e a p r o 

b a b i l i d a d e de e r r o . Por o u t r o l a d o i s t o i m p l i c a em um e q u i 

pamento t e r m i n a l mais complexo. P o r t a n t o o problema básico 

da codificação c o n s i s t e em e n c o n t r a r códigos longos e e f i ^ 

c i e n t e s que possuam métodos práticos de codificação e deco-

dificação. 

0 teorema de Shannon apenas prova a existência de có 

di g o s com uma p r o b a b i l i d a d e de e r r o a r b i t r a r i a m e n t e pequena 

mas não i n d i c a como e s t e s códigos podem s e r construídos. 

1.3. T i p o s de E r r o s 

Os d o i s t i p o s de e r r o s que podem o c o r r e r d u r a n t e a 

transmissão de uma determinada mensagem são: 
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1. E r r o s que a f e t a m independentemente cada dígito da mensa 

gem t r a n s m i t i d a , denominados e r r o s aleatórios. 

2. Erros, que ocorrem em " b u r s t s " de vários e r r o s de cada 

vez, e, então d i z - s e que o c a n a l tem memoria. Por exem

p l o um d e f e i t o em uma f i t a magnética em g e r a l a f e t a mais 

de um dígito. 

1.4. Códigos C o r r e t o r e s de E r r o s 

A t u a l m e n t e podemos o b s e r v a r um c r e s c e n t e i n t e r e s s e 

em relação a p e s q u i s a de códigos c o r r e t o r e s de e r r o s . E n t r e 

os vários f a t o r e s que c o n t r i b u i r a m para i s t o podemos c i t a r : 

Cl) - a diminuição do c u s t o de d i s p o s i t i v o s eletrônicos, o 

que e s t i m u l o u o d e s e n v o l v i m e n t o d a t e c n o l o g i a d i g i t a l . 

( 2 ) - a c r e s c e n t e demanda de s i s t e m a s que i d e a l m e n t e não d£ 

v e r i a m t e r e r r o s como por exemplo o s i s t e m a bancário. 

(3) - o próprio d e s e n v o l v i m e n t o da t e o r i a de códigos com a 

d e s c o b e r t a de novas técnicas de codificação e d e c o d i -

ficação. 

Idea l m e n t e um s i s t e m a de transmissão d e v e r i a f o r n e 

c e r ao destinatário uma réplica da mensagem gerada p e l a f o n 

t e . Em um s i s t e m a r e a l precisamos p r o t e g e r e s t a mensagem pa 

ra que e l a chegue ao destinatário com o menor numero de e r 

ros possível. I s t o é f e i t o através da adição de dígitos r e -

d u n t a n t e s , c u j a f i n a l i d a d e é a deteção e/ou correção de e r -
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r o s causados p e l o ruído do c a n a l . A adição d e s t e s dígitos 

redundantes e c o n t r o l a d a p e l o c o d i f i c a d o r e depende do cod_i 

g o u t i l i z a d o . 

Os dígitos de informação de uma d e t e r m i n a d a mensagem 

podem ser t r a n s m i t i d o s sem o acréscimo de dígitos redundan

t e s , como por exemplo o s e g u i n t e c o n j u n t o de todas as poss_í 

v e i s p a l a v r a s d e d o i s b i t s , 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

Considerando as mensagens equiprovãveis, a i n f o r m a 

ção c o n t i d a em cada uma d e l a s é, I = l o g i = l o g —— = 2 
2 F 2 1/4 

b i t s e a máxima informação c o n t i d a em d o i s dígitos binários 

é, I M A Y = l o g — + l o g — = l o g - J — + l o g - 5 — = 21og2=2 b i t s . 
M A A P P 1/2 1/2 

1 2 

Por definição a eficiência de uma mensagem, R, é a re 

lação e n t r e a informação c o n t i d a na mesma e a máxima i n f o r m a 

ção possível de ser t r a n s m i t i d a . Para o exemplo v i s t o t e r e 

mos , 

R = - = í E í o c n 
2 

e a redundância 

1 - R • 0 S 01 
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Neste caso podemos o b s e r v a r que não hã redundância 

no c o n j u n t o de mensagens e q u a l q u e r e r r o o c o r r i d o d u r a n t e a 

transmissão de uma determinada mensagem c o n v e r t e - a em uma 

o u t r a mensagem i g u a l m e n t e v a l i d a . P o r t a n t o não hã como det£ 

t a r e/ou c o r r i g i r e r r o s u t i l i z a n d o e s t e c o n j u n t o de mensa

gens. 

Se a d i c i o n a r m o s um dígito e x t r a a e s t e c o n j u n t o de 

mensagens, um zero se o numero de l ' s é par e um 1 se o nu

mero de l ' s é ímpar, obteremos o s e g u i n t e c o n j u n t o de p a l a 

v r a s 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0 

Neste caso um e r r o ünico em q u a l q u e r uma d e s t a s pa

l a v r a s pode ser d e t e t a d o . Por exemplo s e a p a l a v r a 0 1 1 

f o r t r a n s m i t i d a e o c o r r e r um e r r o de t a l modo que a p a l a v r a 

r e c e b i d a é 0 0 1, se r e c a l c u l a r m o s o dígito de p a r i d a d e no 

r e c e p t o r baseados nos dígitos de informação c o n c l u i r e m o s que 

d e v e r i a s e r um z e r o . Como o dígito r e d u n t a n t e r e c e b i d o f o i 

um 1 , detetamos a presença de e r r o . Este dígito r e d u n t a n t e 

é denominado dígito de p a r i d a d e . Observe que e r r o s d u p l o s 

não podem ser d e t e t a d o s mas e r r o s t r i p l o s podem. 

Embora e s t a redundância p r o t e j a a mensagem, reduz a 

eficiência do código p o i s agora teremos 
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R = = - = 0,67 E 675c 

31og 2 3 

2 

e a redundância 

1 - R = 0,33 E 33°ô 

Como podemos o b s e r v a r há um compromisso e n t r e a e f i 

ciência do código e a capacidade de deteção e/ou correção 

de e r r o s , c u j a solução õtima ê função dos o b j e t i v o s ou das 

características de cada s i s t e m a . 

E x i s t e m basicamente d o i s t i p o s de códigos c o r r e t o r e s 

de e r r o s . Um d e l e s e o código de b l o c o , c u j a seqüência de 

dígitos de informação e seccionada p e l o c o d i f i c a d o r em b l o 

cos com k dígitos de informação fornecendo na sua saída uma 

seqüência com n símbolos, sendo n>k. E s t a seqüência de 

saída e denominada p a l a v r a código e n e o comprimento da 

p a l a v r a código. 0 o u t r o t i p o de código e denominado código 

de árvore. 0 c o d i f i c a d o r d e s t e código s e c c i o n a a seqüência 

de e n t r a d a em b l o c o s com k dígitos de informação e basea 
o 

do n e s t e b l o c o de informação e nos símbolos de informação 

a n t e r i o r e s , f o r n e c e na sua saída uma p a l a v r a código com n 
o 

símbolos. Como podemos o b s e r v a r n e s t e t i p o de código os b i o 

cos de informação não são independentes. A s u b c l a s s e mais im 

p o r t a n t o destes códigos e a dos códigos c o n v o l u c i o n a i s . 

Os códigos de b l o c o possuem uma e s t r u t u r a matemática 

bem d e f i n i d a o que p e r m i t i u um maior d e s e n v o l v i m e n t o da t e o 

r i a deste t i p o de código em relação aos códigos de árvore. 
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E n t r e os f a t o r e s d e t e r m i n a n t e s na e s c o l h a do t i p o de 

código adequado, temos: 

- o f o r m a t o dos dados 

- o r e t a r d o na decodificação 

- a complexidade r e q u e r i d a para um dado desempenho 

Os códigos c o r r e t o r e s de e r r o s são u t i l i z a d o s essen

c i a l m e n t e em sistemas c u j a p r o b a b i l i d a d e de e r r o tolerável 

é m u i t o b a i x a . Apresentaremos a s e g u i r alguns d e s t e s s i s t e 

mas . 

(1) - Transmissão de Dados - de acordo com a CCITT a t a x a 

de e r r o s em transmissão de dados na rede pública deve 

s e r i n f e r i o r a 10 5, i s t o é, em média um b i t e r r a d o 

em I O 5 t r a n s m i t i d o s . Para que e s t a t a x a de e r r o s e j a 

alcançada sem o uso de um s i s t e m a b a s t a n t e complexo é 

p r e c i s o u t i l i z a r m o s códigos c o r r e t o r e s de e r r o s . 

(2) - E n l a c e s de HF - A f a i x a do e s p e c t r o de HF, 3a 30 

MHz, é normalmente u t i l i z a d a p ara transmissão de s i 

n a i s de voz e s i n a i s telegráficos v i a rádio. Um s i s t e 

ma de transmissão de dados u t i l i z a n d o a melhor f r e 

qüência disponível a p r e s e n t a taxas de e r r o s da ordem 

— 3 — 2 «• 

de 10 10 por períodos de 5 a 10 m i n u t o s . U t i l i 

zando códigos c o r r e t o r e s de e r r o s e s t a t a x a p o d e r i a 

a t i n g i r o v a l o r i d e a l de 10 5. 

(3) - Comunicação Via Satélite - algumas das razões p a r a a 

utilização de códigos c o r r e t o r e s de e r r o s em s i s t e m a s 

de comunicação v i a satélite são: 
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limitações de l a r g u r a de f a i x a e potência fazendo 

com que s e j a i m p o r t a n t e a transmissão de informação 

a uma t a x a tão próxima quanto possível da c a p a c i d a 

de do c a n a l . 

nas condições normais de operação o c a n a l de comuni 

cação por satélite pode ser modelado por um c a n a l b_i 

nãrio simétrico o q u a l é um dos mais s i m p l e s para 

c o n t r o l e d e e r r o s . 
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CAPTTULO I I 

TEORIA DE CÓDIGOS DE BLOCO LINEARES 

Um código de b l o c o l i n e a r é um c o n j u n t o de 2^ p a l a 

v r a s código de comprimento n que formam um subspaço k - d i -

mensional do espaço de todas as n - u p l a s . 

As p a l a v r a s código são formadas a p a r t i r da segmenta 

ção da mensagem na saída da f o n t e em b l o c o s de mensagem com 

k dígitos de informação que são t r a n s f o r m a d o s p e l o c o d i f i 

cador em uma p a l a v r a código com n dígitos. Os n-k dígi

t o s redundantes a c r e s c e n t a d o s p e l o c o d i f i c a d o r são c a l c u l a 

dos por meio de somadores módulo-q. A função desses dígitos 

é p e r m i t i r na*recepção a deteção e/ou correção de possíveis 

e r r o s o c o r r i d o s d u r a n t e a transmissão da mensagem. 

Exemplo 2.1 - Neste exemplo apresentamos um c o d i f i c a d o r que 

segmenta a mensagem em b l o c o s de três dígitos e f o r n e c e na 

saída uma p a l a v r a código com s e i s dígitos. 

Mensagens P a l a v r a s Código 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 1 1 1 0 

0 1 0 0 1 0 0 1 1 

0 1 1 0 1 1 1 0 1 

1 0 0 1 0 0 1 0 1 

1 0 1 1 0 1 0 1 1 

1 1 0 1 1 0 1 1 0 

1 1 1 1 1 1 0 0 0 
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Observamos que temos 2 ou s e j a 2 3=8 mensagens e 

o i t o p a l a v r a s código co r r e s p o n d e n t e s que formam um código 

l i n e a r p o i s esse c o n j u n t o é um subespaço t r i d i m e n s i o n a l do 

espaço de todas as 6-uplas. 

2.1. M a t r i z Geradora 

Uma p a l a v r a código pode ser r e p r e s e n t a d a por um ve

t o r p o i s e l a ê uma n- u p l a do espaço v e t o r i a l de todas as n-

u p l a s . 

Como um código l i n e a r ê um subspaço k - d i m e n s i o n a l po 

demos e n c o n t r a r um c o n j u n t o de k v e t o r e s , ' v ,v , . . . , v ^ , 

que são l i n e a r m e n t e independentes ou s e j a que formam uma ba 

se para esse subspaço. Sendo assim q u a l q u e r p a l a v r a código 

poderá ser o b t i d a através de combinações l i n e a r e s desses ve 

t o r e s . 

A m a t r i z construída de t a l forma que cada l i n h a e um 

determinado v e t o r da base é denominada m a t r i z g e r a d o r a . Es

sa m a t r i z poderá então ser r e p r e s e n t a d a na s e g u i n t e forma 

G = 

r v V V . . V "1 
1 l 1 2 1 3 m 

V V V V V 
2 

• 

• 

2 1 

• 

• 

2 2 

• 

• 

2 3 

• 

• 

211 

• 

• 
• • • • 

V, . . 
k 3 

• 

• • v k n 
_ -
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Conhecendo a m a t r i z G de um d e t e r m i n a d o código po

deremos o b t e r q u a l q u e r p a l a v r a código, u, c o r r e s p o n d e n t e a 

um dado b l o c o de mensagem, m=(m^,m^,...,m^) através do p r o 

duto desse v e t o r p e l a m a t r i z G: 

u = m» G = (m ,m ,. . . ,m, ) 
í 2 kJ v 

m v +m v +. . . +m, v, 
1 1 2 2 k k 

A e s t r u t u r a matemática a s s o c i a d a aos códigos l i n e a 

r e s reduz c o n s i d e r a v e l m e n t e a complexidade do c o d i f i c a d o r 

"que não p r e c i s a armazenar os 2^ v e t o r e s do código mas ape_ 

nas as k l i n h a s da m a t r i z G. 

Em g e r a l os códigos l i n e a r e s se apresentam em uma 

forma sistemática onde os dígitos de informação têm uma po

sição det e r m i n a d a na p a l a v r a código bem como os dígitos r e 

dundantes e nesse caso a m a t r i z g e r a d o r a tem a s e g u i n t e f o r 

G = 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

"•Pi ,n -k 

P

2 1 

•;P2 ,n -k 

P 3 2 " 
..P, ,n -k 

• • • 

• • • 

• • • 

P k l P k 2 
p k , n - k 
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ou G = [ I ^ P ] , onde 1 ^ é a m a t r i z i d e n t i d a d e k*k e P é 

uma m a t r i z k x ( n - k ) t a l que p^. e GF(q). 

Exemplo 2.2 - Em relação ao código l i n e a r ( 6 , 3 ) do Exemplo 

2.1 temos a s e g u i n t e m a t r i z g e r a d o r a 

G = 

1 0 0 1 0 1 

0 1 0 0 1 1 

0 0 1 1 1 0 

Com a m a t r i z geradora na forma sistemática podemos 

o b s e r v a r através da multiplicação m a t r i c i a l do b l o c o de men 

sagem, m=(m^,m^,...,m^), p e l a m a t r i z g e r a d o r a G, que as 

componentes das p a l a v r a s cédigo u podem ser d e t e r m i n a d a s 

como segue 

u^ = nu para i = l , 2 , . . . , k 

u k + j
= P i j ' V p

2 j
- , V - - - + P k j * m k P a r a J " 1 ' 2 n " k 

Desse modo os k p r i m e i r o s dígitos da p a l a v r a códi

go u são os dígitos de informação a serem t r a n s m i t i d o s e 

os n-k dígitos redundantes são o b t i d o s p e l a equação a c i 

ma. 

Exemplo 2.3 - Neste exemplo u t i l i z a r e m o s a m a t r i z g e r a d o r a 

do Exemplo 2.2 para obtermos as equações das p a l a v r a s códi

go u. 
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u = m*G . . (u u u u u u )=(m m m ) 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 

1 0 0 1 0 1 

0 1 0 0 1 1 

0 0 1 1 1 0 

. . (u u u u u u ) = (m ,m ,m ,m +m ,m +m ,m +m ) 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 1 3 2 3 1 2 

Logo: 

u =m , u =m , u =m 

1 1 2 2 3 3 

u =m +m ,u =m +m ,u =m +m 

4 1 3 5 2 3 6 1 2 

Observamos também que com a m a t r i z g e r a d o r a na forma 

sistemática a complexidade do c o d i f i c a d o r d i m i n u i mais a i n 

da p o i s agora e l e so p r e c i s a armazenar a m a t r i z P de d i 

mensão k x ( n - k ) em vez de armazenar a m a t r i z G de dimen-

*são kxn. 

A p a r t i r da m a t r i z G podemos o b t e r a m a t r i z de pa

r i d a d e ou m a t r i z H que é uma m a t r i z ( n - k ) x n construída 

de t a l forma que o p r o d u t o i n t e r n o de um v e t o r no espaço l i 

nha de G e uma l i n h a de H é zero ou s e j a o espaço l i n h a 

de G é o r t o g o n a l a H. 

S e j a , 

H = 

h 

í 

fh 

1 1 

h 

1 2 

h 
i.n 

h 

2 

h 

2 1 

h 

2 2 • • • • 
• = • • • 

• • • • 

n-k n-k, í 
h , 

n-k, 2 

. . h . 
n-k ,n 
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Se u = ( u ^ , , . . . , u n ) e um v e t o r do espaço l i n h a de 

G então p e l a definição da m a t r i z H teremos: • 

u-H = (0 0 . . . 0 ) 

Logo, u e uma p a l a v r a código se e somente se 

u-H T = (0 0. . . 0 ) . 

A m a t r i z de p a r i d a d e , c o r r e s p o n d e n t e a m a t r i z gerado 

ra na forma sistemática, e r e p r e s e n t a d a do seg-uinte modo: 

H = 

11 

1 2 

2 1 

2 2 

P k l 1 0 0 0 

Pk 2 o i o o 

p i , n - k p

2 , n - k
 P k , n - k 0 0 0 0 

T T 
ou H = [P I j j ^ J onde P e a t r a n s p o s t a da m a t r i z P e 

I n _ ^ e a m a t r i z i d e n t i d a d e ( n - k ) x ( n - k ) . 

2.2. D i s t a n c i a Mínima 

A determinação da-distância mínima de um código e 

m u i t o i m p o r t a n t e p o i s e e l a que e s p e c i f i c a a capacidade de 

correção e/ou deteção de erros'. D e f i n i r e m o s a s e g u i r alguns 

c o n c e i t o s necessários. 
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Definição 2.1-0 peso de um v e t o r v, w ( v ) , é d e f i n i d o co

mo o numero de posições não n u l a s de v. 

Exemplo 2.4 - S e j a v = ( 0 , l , l , 2 ) , então w ( v ) = 3 . 

Definição 2.2-0 numero de posições nas q u a i s d o i s v e t o r e s 

u e v d i f e r e m é denominado distância de Hamming. 

Seja d ( u , v ) a distância de Hamming e n t r e d o i s veto^ 

r e s binários, u e v, então p e l a definição de adição modu-

l o - 2 podemos o b s e r v a r que: 

d ( u , v ) = w(u @ v) 

Definição 2.3 - A distância mínima de um código é d e f i n i d a 

como a menor distância de Hamming e n t r e suas p a l a v r a s códi-

go. 

Se um código é l i n e a r então a soma de duas pa 

l a v r a s q u a i s q u e r do código dará orig e m a uma t e r c e i r a p a l a 

v r a que também p e r t e n c e ao código uma vez que o c o n j u n t o de 

p a l a v r a s código forma um subespaço. Logo, p a r a d e t e r m i n a r 

mos a distância mínima de um código l i n e a r é necessário ape 

nas que encontremos a p a l a v r a código de peso mínimo. 

2.3. Capacidade de Correção e/ou Deteção de E r r o s 

Durante a transmissão de uma d e t e r m i n a d a mensagem a-

través de um c a n a l , podem o c o r r e r d o i s t i p o s de e r r o s . Um 

de l e s é aquele em que cada símbolo t r a n s m i t i d o é a f e t a d o i n 
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dependentemente p e l o ruído e é denominado e r r o aleatório. 0 

o u t r o t i p o de e r r o e aquele que a t i n g e vários símbolos du

r a n t e um tempo i n d e t e r m i n a d o e nesse caso dizemos que o ca

n a l tem memoria. 

Devemos o b s e r v a r que um código que p o s s u i uma distân 

c i a mínima, d > 2t + 1, tem uma capacidade de c o r r i g i r a t e 

t e r r o s o c o r r i d o s d u r a n t e a transmissão p o i s com essa d i s 

t a n c i a mínima se a p a l a v r a código r e c e b i d a t i v e r menos de 

t e r r o s e l a estará mais próxima da p a l a v r a código realmen

te t r a n s m i t i d a do que de q u a l q u e r o u t r a p a l a v r a código. 

Exemplo 2.5-0 código do Exemplo 2.1 tem d i s t a n c i a mínima 

3, sendo assim sua capacidade de correção de e r r o e 1, s i g 

n i f i c a n d o que todas as p a l a v r a s código com um e r r o podem s e r 

c o r r i g i d a s , não acontecendo o mesmo no caso de o c o r r e r e m 

d o i s ou mais e r r o s . Vamos supor que ao t r a n s m i t i r m o s a p a l a 

v r a código ( 0 1 1 1 0 1 ) o c o r r e r a m d o i s e r r o s de t a l modo 

que recebemos o v e t o r (0 1 0 0 0 1 ) . 0 v e t o r mais próximo 

do r e c e b i d o e ( 0 1 0 0 1 1 ) que d i f e r e d e s t e em apenas uma 

posição enquanto o v e t o r r e a l m e n t e t r a n s m i t i d o d i f e r e em 

duas posições. Então o d e c o d i f i c a d o r i r i a d e t e r m i n a r que o 

v e t o r t r a n s m i t i d o f o i ( 0 1 0 0 1 1 ) quando n a r e a l i d a d e o 

v e t o r t r a n s m i t i d o f o i ( 0 1 1 1 0 1 ) , o c o r r e n d o desse modo 

uma decodificação i n c o r r e t a . 

No caso da deteção de e r r o s podemos o b s e r v a r que um 

código com distância mínima d, tem condições de d e t e t a r a t e 
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d-1 e r r o s p o i s a ocorrência de d-1 ou menos e r r o s não al 

t e r a uma determinada p a l a v r a código em o u t r a p a l a v r a códi

go. 

Um código pode ao mesmo tempo c o r r i g i r t e r r o s e 

d e t e t a r l e r r o s , l > t , n e c e s s i t a n d o p a r a i s s o , t e r uma d i s 

tância mínima, d>t+£+l. Desse modo podemos l i m i t a r a c o r r e 

ção de e r r o s a um v a l o r menor que o máximo possível p a r a -po 

dermos d e t e t a r um número maior de e r r o s . 

2.4. A l g u n s Métodos de De codificação 

2.4.1. A r r a n j o Padrão 

Como já f o i v i s t o a n t e r i o r m e n t e as p a l a v r a s de um có 

T 
d i g o l i n e a r s a t i s f a z e m a s e g u i n t e equação, u*H =0., onde u e 

T 

uma p a l a v r a código e H a t r a n s p o s t a da m a t r i z de p a r i d a 

de. 

Ocorrendo e r r o s d u r a n t e a transmissão de uma d e t e r m i 

nada p a l a v r a u, o d e c o d i f i c a d o r terá que d e c i d i r a p a r t i r 

da p a l a v r a r e c e b i d a r=u+e, onde e e o v e t o r e r r o , q u a l o 
T 

v e t o r realmente t r a n s m i t i d o . 0 p r o d u t o r*H =s e denomina

do síndrome. Quando s = 0 o d e c o d i f i c a d o r d e c i d e que não hou 

ve e r r o s e que r f o i à p a l a v r a código re a l m e n t e t r a n s m i t i ^ 

da. No caso de s ser d i f e r e n t e de zero. a p a l a v r a r não 

p e r t e n c e ao c o n j u n t o de p a l a v r a s código e o d e c o d i f i c a d o r 

fará a correção e/ou deteção de e r r o s u t i l i z a n d o a síndrome 

de e r r o s . 
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Considere um código l i n e a r ( n , k ) que p o s s u i as se-

k 
g u i n t e s 2 p a l a v r a s código: v , v ^ , . . . , v ^. Como o v e t o r 

1 2 2 

r e c e b i d o pode ser q u a l q u e r uma das 2 n n - u p l a s iremos f a -

n k 

zer uma partição das 2 n-uplas em 2 s u b c o n j u n t o s d i s 

j u n t o s . Cada s u b c o n j u n t o conterá apenas uma p a l a v r a código 

e se a p a l a v r a r e c e b i d a , r, p e r t e n c e r ao s u b c o n j u n t o da pa

l a v r a t r a n s m i t i d a , será f e i t a uma decodificação c o r r e t a . 

Um modo de f a z e r essa partição e através da c o n s t r u 

ção de um a r r a n j o padrão. 

k 

A p r i m e i r a l i n h a desse a r r a n j o e constituída dos 2 

v e t o r e s p e r t e n c e n t e s ao código, com o v e t o r v = ( 0 ,0 , . . . ,0) 

ocupando a p r i m e i r a posição a p a r t i r da esquerda. E s c o l h e 

mos uma n - u p l a e que a i n d a não tenha s i d o u t i l i z a d a e 

colocamos a b a i x o do v e t o r v , o r e s t o da l i n h a e completa

da somando cada v e t o r v. a e e colocando a soma e +v. 
i i i i 

a b a i x o de v^. Depois de completarmos a segunda l i n h a esco

lhemos um v e t o r e que a i n d a não tenha s i d o u t i l i z a d o e o 
2 

colocamos abaixo de e , o r e s t o da t e r c e i r a l i n h a será com 
í — 

p l e t a d a a d i c i o n a n d o o v e t o r e^ a cada um dos v e t o r e s v^ e 

colocando o r e s u l t a d o e +v. abaixo de v-. Esse p r o c e d i -
2 1 1 

mento e r e p e t i d o a t e que todas as n-uplas tenham s i d o u t i l i ^ 

zadas. 
O a r r a n j o ficará com a s e g u i n t e forma: 
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V 
1 

V 
2 1 v k 

2 
e 
í 

e +v 
1 2 

.... e +v. 
í í i 2 k 

e 
2 

e +v 
2 2 

. . . . e +v. .. 
2 1 2 2 k 

• 
• 
• • 

e -
3 

• 
• 

e . +v 
3 2 

. . . . e . +v. . . . . . e.+v , 
3 2 k 

• 

n-k 
2 

n-k 2 
2 

n-k í 
2 

. . e , +v , 
n-k k 

2 2 

n-k 

As 2 l i n h a s desse a r r a n j o sao denominados "cosets" 

e cada n - u p l a e.. da c o l u n a um é denominada " c o s e t l e a d e r " . 
Devemos o b s e r v a r que q u a l q u e r uma das n - u p l a s do a r -

n-k 
r a n j o padrão pode s er um v e t o r e r r o e que somente os 2 

"c o s e t l e a d e r s " são padrões de e r r o corrigíveis, l o g o p a r a 

n-k 

m i n i m i z a r a p r o b a b i l i d a d e de e r r o esses 2 "coset leaders" 

devem ser e s c o l h i d o s como os v e t o r e s e r r o mais prováveis de 

o c o r r e r em um dado c a n a l . 
Considere e. um v e t o r e r r o de peso w(e.) e e. um 

í r v í j 

v e t o r e r r o de peso w( ej)« Para o c a n a l binários simétrico 

com p r o b a b i l i d a d e de transição menor que 0,5, se w ( e ^ ) < w ( e • ) 

então e^ é mais provável de o c o r r e r que e^. Nesse caso 

os coset l e a d e r s devem ser e s c o l h i d o s e n t r e os v e t o r e s de 

menor peso no c o n j u n t o de n-uplas disponíveis. 

Esse método de decodificação não é m u i t o prático p o i s 

precisamos l o c a l i z a r o coset ao q u a l o v e t o r r e c e b i d o p e r -
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t e n c e , o que em g e r a l não é fácil de im p l e m e n t a r . 

A s e g u i r veremos d o i s métodos mais práticos de deco-

dificação. 

2.4.2. Decodif'icação p o r Busca Sistemática 

Considere um código l i n e a r ( n , k ) com m a t r i z de pa

r i d a d e H. 

k 
Teorema 2.1 - ( I ) Todas as 2 n - u p l a s de um c o s e t tem a 

mesma síndrome. 

( I I ) As síndromes para d i f e r e n t e s c o s e t s são 

d i f e r e n t e s 

P r o v a : ( I ) Seja e j + v j L

 u m a n ~ u p l a p e r t e n c e n t e ao co s e t cu 

jo coset l e a d e r é e.. p a r a algum i . A síndrome dessa n-u-

- T T T - -
p i a e, (e..+v^)H =e..H +v^H . Como v^ e uma p a l a v r a código, 

T T T 
temos v^*H =0, l o g o , (e..+v^)H »e.H . I s t o e, a síndrome de 

q u a l q u e r n - u p l a p e r t e n c e n t e ao c o s e t c u j o c o s e t l e a d e r é e^ 

será i g u a l a síndrome desse coset l e a d e r . Concluimos que t o 

das as n-uplas p e r t e n c e n t e s a um mesmo coset têm a mesma síndrome. 

( I I ) Suponha que as síndromes dos c o s e t l e a d e r s e.. e 

~ - T T - T 
e t sao i g u a i s , i s t o e, e^H =e tH . Então ( e ^ + e ^ H =0, o que 

i m p l i c a que e_.+e^ deve s e r um v e t o r código v^. Desse mo-
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do e =e.+v., i s t o é, e está no coset c u j o c o s e t l e a d e r e 

e.. o que c o n t r a r i a a r e g r a de construção do a r r a n j o padrão 

onde o coset l e a d e r de cada l i n h a deve s e r uma n - u p l a não u 

t i l i z a d a a n t e r i o r m e n t e . Concluimos que para j ^ t devemos 

T T 
t e r e.H7e tH . 

Sendo a síndrome um v e t o r com ( n - k ) componentes po_ 

n-k 
demos t e r 2 síndromes d i f e r e n t e s . Como vimos o a r r a n j o 

n-k 

padrão p o s s u i 2 coset l e a d e r s . Observamos então que e-

x i s t e uma correspondência um a um e n t r e os co s e t l e a d e r s e 

as síndromes. 

U t i l i z a n d o esse f a t o vamos c o n s t r u i r uma t a b e l a p a r a 

a decodificação do v e t o r r e c e b i d o , r, que c o n s i s t e das se

g u i n t e s etapas: 

- T 
(1) C a l c u l a r a síndrome de r ou s e j a r*H . 

(2) L o c a l i z a r o coset l e a d e r e.. que p o s s u i a mesma síndro 

me de r considerando-o então como o v e t o r e r r o causa

do p e l o c a n a l . 

(3) 0 v e t o r v.=r+e. é i d e n t i f i c a d o como o v e t o r t r a n s m i t i 
i 3 

do. 

Exemplo 2.6 - A p a r t i r da m a t r i z geradora do Exemplo 2.2 ob 

temos a s e g u i n t e m a t r i z de p a r i d a d e 



-29-

H = 

1 0 1 1 0 0 

0 1 1 0 1 0 

1 1 0 0 0 1 

U t i l i z a n d o essa m a t r i z c a l c u l a m o s as síndromes c o r 

respondentes aos c o s e t l e a d e r s e obtemos assim a s e g u i n t e 

t a b e l a : 

SÍNDROME 

0 0 0 

0 0 1 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 

COSET LEADER 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 

Suponha que ao t r a n s m i t i r m o s o v e t o r código 

( 1 0 0 10 1) o c o r r e u um e r r o de t a l forma que recebemos o 

v e t o r r - ( l 0 0 0 0 1 ) . A decodificação do v e t o r r e c e b i d o 

será f e i t a a p a r t i r da t a b e l a construída. A síndrome do ve

t o r r e c e b i d o é : 
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s = (1 0 0 0 0 1) Q 0 1 

0 1 0 

1 1 0 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

s = ( 1 0 0) 

Na t a b e l a observamos que o c o s e t l e a d e r c o r r e s p o n d e i ! 

t e a essa síndrome ê ( 0 0 0 1 0 0 ) , l o g o , d e c i d i r e m o s que 

esse f o i o v e t o r e r r o e então o v e t o r t r a n s m i t i d o f o i : 

( 1 0 0 0 0 1) + (0 0 0 1 0 0) = ( 1 0 0 1 0 1) 

Nesse caso a decodificação f o i c o r r e t a p o i s o v e t o r 

e r r o era um coset l e a d e r . 

Agora suponha que ao t r a n s m i t i r m o s o mesmo v e t o r có

d i g o recebemos o s e g u i n t e v e t o r , r ^ ( l 0 1 0 0 1 ) . A síndro

me desse v e t o r é, s=(0 1 0) que na t a b e l a c o r r e s p o n d e ao 

coset l e a d e r ( 0 0 0 0 1 0 ) sendo e s t e v e t o r c o n s i d e r a d o o 

v e t o r e r r o . Desse modo o d e c o d i f i c a d o r d e c i d i r i a que o ve

t o r t r a n s m i t i d o f o i 

( 1 0 1 0 0 1) + (0 0 0 0 1 0) = ( 1 0 1 0 1 1) 

e nesse caso teríamos uma decodificação errônea p o i s na r e a 

l i d a d e o v e t o r e r r o f o i ( 0 0 1 1 0 0 ) que não ê u m c o s e t 

l e a d e r . 
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Como os co s e t l e a d e r s da t a b e l a i n c l u e m todos os pa

drões de e r r o de peso um e s t e é um código que c o r r i g e um e r 

r o por p a l a v r a . 

Esse t i p o de decodificação pode t o r n a r - s e b a s t a n t e 

complexo a medida que n cresce p o i s o d e c o d i f i c a d o r p r e c i 

sa armazenar as 2 n ^ síndromes c o r r e s p o n d e n t e s aos c o s e t 

l e a d e r s . 

Além d i s s o p a r a um determinado código c o r r i g i r t e r 

ros por b l o c o é necessário g e r a r , C*+C 2+...+C t = E C i<2 n~^ c-1 
& n n n n 

configurações d i s t i n t a s de e r r o s corrigíveis. 

Desse modo podemos c o n c l u i r que o número de c o n f i g u -

rações d i s t i n t a s de e r r o s corrigíveis c r e s c e r a p i d a m e n t e com 

n e t t o r n a n d o e s t a técnica de decodificação r e s t r i t a 

quanto a utilização prática. 

2.4.3. Decodificação p o r Máxima Verossimilhança 

Considere um código c u j a s p a l a v r a s cõdigò são e q u i -

prováveis e i n d e p e n d e n t e s . Nesse caso um p r o c e d i m e n t o ótimo 

de decodificação c o n s i s t e na comparação da p a l a v r a r e c e b i d a 

k 

com cada uma das 2 p a l a v r a s código. A p a l a v r a código que 

d i f e r i r da p a l a v r a r e c e b i d a no menor número de posições ou 

s e j a , que t i v e r a menor d i s t a n c i a de Hamming é c o n s i d e r a d a 

a p a l a v r a código t r a n s m i t i d a . 

Devemos o b s e r v a r que u t i l i z a n d o esse método o tempo 

de decodificação pode t o r n a r - s e excessivamente l o n g o mesmo 

para v a l o r e s razoáveis de k, uma vez que cada p a l a v r a rece 
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b i d a p r e c i s a s e r comparada com as 2 p a l a v r a s código. 

Essas observações fazem com que esse p r o c e s s o tenha 

aplicação prática l i m i t a d a . 

2.5. Códigos S i m p l e s 

Mostraremos a s e g u i r o mecanismo básico de formação 

de alguns códigos s i m p l e s e e s p e c i f i c a r e m o s seus parâmetros 

p r i n c i p a i s . 

2.5.1. Códigos de Repetição 

Este t i p o de código p o s s u i os s e g u i n t e s parâmetros 

k = 1 

c > 1 

n = k+c = 1+c 

Para t r a n s m i t i r m o s o dígito zero teremos então a pa

l a v r a código c o r r e s p o n d e n t e com n z e r o s , sendo os n-1 d_í 

g i t o s de p a r i d a d e repetições do dígito de informação. Anal£ 

gamente, a transmissão do dígito 1 i m p l i c a em uma p a l a v r a 

código com n 1's. 

Nesse caso teremos apenas duas p a l a v r a s código, uma 

com n zeros e o u t r a com n l ' s . 

Um p r o c e d i m e n t o s i m p l e s de decodificação , quando n 

f o r ímpar, c o n s i s t e em d e c i d i r que f o i t r a n s m i t i d o o dígito 

que ocupa a m a i o r i a das posições da p a l a v r a código. Quando 

n f o r p a r , se o c o r r e r um empate na q u a n t i d a d e de zeros e 
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l ' s apenas detetaremos a ocorrência de e r r o s . 

Como podemos o b s e r v a r q u a l q u e r padrão de e r r o s 

t < [ n / 2 ] , onde [ n / 2 ] i n d i c a a p a r t e i n t e i r a de n/2, e 

corrigível. 

A eficiência de um código de repetição é dada p o r , 

R = i, e a distância de Hamming destes códigos é i g u a l a n. 

2.5.2. Códigos de um Onieo Dígito de P a r i d a d e 

A característica básica destes códigos e a presença 

de um único dígito de p a r i d a d e em cada p a l a v r a código. 0 àí 

g i t o redundante e a c r e s c e n t a d o de t a l forma a t o r n a r par o 

número de l ' s na p a l a v r a código. Sendo assim se a seção 

de informação p o s s u i r um número ímpar de l ' s , o dígito r e 

dundante é f e i t o i g u a l a 1 , caso contrário e l e e f e i t o i -

g u a l a z e r o . 

Os parâmetros destes códigos são 

k > 1 

c = 1 

n = k+c = k+1 

A distância de Hamming e a eficiência d e s t e s códigos 

são r e s p e c t i v a m e n t e 
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• 

Como podemos o b s e r v a r e s t e t i p o de código tem uma a.1 

ta eficiência p o i s p o s s u i um único dígito de p a r i d a d e . Além 

d i s s o é capaz de d e t e t a r q u a l q u e r configuração que t e n h a um 

número ímpar de e r r o s . Apesar da sua capacidade de d e t e t a r 

apenas um número ímpar de e r r o s , e s t e código t o r n a - s e e f i 

caz quendo o s i s t e m a de comunicação p o s s u i um c a n a l de r e 

t o r n o p e r m i t i n d o que s e j a s o l i c i t a d a a retransmissão da men 

sagem. 

i 

2.5.3. Códigos de Hamming 

A distância mínima e o comprimento de b l o c o d e s t e s 
• 

códigos são 

d = 3 

c 
n < 2 - 1 

onde c é o número de dígitos de p a r i d a d e . 

Sendo d=3, e s t e código pode c o r r i g i r um e r r o p o r pa. 

l a v r a e como o v e t o r síndrome p o s s u i c posições, e x i s t i n 

do p o r t a n t o 2 C - 1 síndromes d i f e r e n t e s de z e r o , o c o m p r i 

mento de b l o c o deste código é t a l que p e r m i t e a verificação 

de ocorrência de um e r r o numa p a l a v r a porque o número de sín 

dromes não n u l a s é sempre maior que o número de posições on 

de um e r r o pode o c o r r e r . 

Exemplo 2.7 - Neste exemplo apresentaremos o código de 

Hamming ( 7 , 4 , 3 ) . Como c=3 iremos e s c r e v e r todos os núme-
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ros binários não n u l o s que possuem três dígitos, formando 

assim a s e g u i n t e t a b e l a 

0 0 1 c 
í 

0 1 0 c 
2 

0 1 1 k 
i 

1 0 0 c 

3 

1 0 1 k 
2 

1 1 0 k 

3 

1 1 1 k 

4 

Observe que a posição dos dígitos de verificação de 

p a r i d a d e está associada aos números da forma 2 , i = 0 , l , 2 , . . . 

enquanto os dígitos de informação foram associados aos núm£ 

ros binários r e s t a n t e s 

Além d i s s o se observarmos as colunas da t a b e l a no 

s e n t i d o descendente poderemos f o r m a r as s e g u i n t e s equações 

de p a r i d a d e 

c = k + k + k 

1 1 2 t 

c = k + k + k 

2 1 3 4 

c = k + k + k 

3 2 3 4 

Cada dígito de p a r i d a d e é o b t i d o através de somas mo 

d u l o 2 das posições de informação onde um 1 aparece na c o l u 

na que está sendo c o n s i d e r a d a . 

A decodificação é f e i t a r e c a l c u l a n d o os dígitos de 
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p a r i d a d e u t i l i z a n d o os dígitos de posição de informação da 

p a l a v r a r e c e b i d a . Se o c o r r e r por exemplo um e r r o em k^, os 

dígitos da síndrome nas posições de c e vão f a l h a r , 

o que não acontecerá com porque não v e r i f i c a k^. 

Essa situação p a r t i c u l a r pode ser r e p r e s e n t a d a p o r 

c c c 
3 2 1 

1 0 1 
* 

Na t a b e l a e s t e numero binário corresponde a k , o 
2 

e r r o então f o i l o c a l i z a d o e p o r t a n t o pode ser c o r r i g i d o . 

2.6. Códigos Cíclicos 

Os códigos cíclicos têm se destacado e n t r e os d i v e r -

sos t i p o s de códigos de b l o c o d e v i d o as f a c i l i d a d e s encon

t r a d a s com relação a codificação e decodificação. 

A codificação pode ser f a c i l m e n t e implementada u t i l i 

zando-se r e g i s t r a d o r e s de deslocamento. Alem d i s s o a e s t r u 

t u r a matemática ass o c i a d a a esses códigos p e r m i t e que se ob 

tenham vários métodos s i m p l e s de decodificação. 

2.6.1. Definição dos Códigos Cíclicos 

Definição 2.4 - Um código l i n e a r e um código cíclico se pa

ra cada deslocamento cíclico da p a l a v r a código 

v = f v ,v ,...,v ) obtemos uma p a l a v r a que p e r t e n c e ao cõ-
o i n - 1 

d i g o . I s t o e, deslocando i vezes a p a l a v r a código v c i -
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c l i c a m e n t e para a d i r e i t a obtemos a p a l a v r a código 

( v n - i ' v n - i + i , • • • , n- 1 n - i - í 

Nos iremos c o n s i d e r a r as componentes da n - u p l a v co 

mo c o e f i c i e n t e s de um polinómio de g r a u máximo (n-1) ou se 

Esse polinómio e denominado polinómio código. 

A s e g u i r serão c i t a d o s alguns teoremas r e l a t i v o s a 

códigos cíclicos. [ 4 , pp.60-63] 

Teorema 2.2: Em um código cíclico ( n , k ) e x i s t e um e so

mente um polinómio g(X) de grau n-k denominado polinómio 

gerad o r que e um f a t o r de X n + 1 . 

Teorema 2.3: Se g(X) e um polinómio de g r a u n-k e e um 

f a t o r de X n+1 então g(X) gera um código cíclico (n k) . 

Teorema 2.4: Todas as p a l a v r a s código são múltiplas de g(X) 

e r e c i p r o c a m e n t e todo polinómio de g r a u i g u a l ou menor que 

n-1 que d i v i d e g(X) e um polinómio código. 

Exemplo 2.8-0 polinómio X 7 + l pode ser f a t o r a d o da se

g u i n t e forma 

l a 

v f X ) = v +v X+v X 2+.:.+v 
V J 0 1 2 

•X 
n - i 

X 7 + l = (1 + X+X 3) (l+x+X**x*-J 
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0 polinómio g e r a d o r (1+X+X 2+X 4) gera o código cí

c l i c o (7,3) mostrado na t a b e l a a s e g u i r onde podemos ob

s e r v a r que a distância mínima deste código e q u a t r o e e l e 

não se a p r e s e n t a na forma sistemática. 

MENSAGENS POLINÓMIOS CÓDIGO VETORES CÓDIGO 

(0 0 0) 0- (1+X+X 2+X") = 0 0 0 0 0 0 0 0 

(0 0 1) x 2 . ( l + X+X^X") = x 2 + x 3 + x , í + x 6 0 0 1 1 1 0 1 

(0 1 0) X- (1+X+X 2+X*) = x + x 2 + x 3 + x 5 0 1 1 1 0 1 0 

(0 1 1) ( X + X 2 ) • (1+X+X 2+X 4) = x + x l * + x 5 + x 6 0 1 0 0 1 1 1 

( 1 0 0) 1- (1+X+X 2+X U) = i + x + x 2 + x u 1 1 1 0 1 0 0 

(1 0 1) ( i + x 2 ) . (1 + X+X2+X1*) = 1 + X + X 3 + X 6 1 1 0 1 0 0 1 

( 1 1 0) (1+X). (1+X+X 2+X") =1+X 3+X U+X 5 1 0 0 1 1 1 0 

( 1 1 1) (1+X+X 2)• (1+X+X 2+X*) =1+X 2+X 5+X 6 1 0 1 0 0 1 1 

A p a l a v r a código v ( X ) pode s e r c o l o c a d a em uma f o r 

ma sistemática, i s t o e, na forma (m ,m ,m ,c ,c ,c ,c )on 

1 2 3 1 2 3 4 " 

de m , m , m são os dígitos de informação e ocupam uma 
1 2 3 -

posição bem d e f i n i d a na p a l a v r a código assim como os dígi

t o s de p a r i d a d e c , c , c , c . 

1 2 3 4 

A p a l a v r a código v ( X ) pode s e r o b t i d a na forma s i s 

temática através do s e g u i n t e p r o c e d i m e n t o 

v ( X ) = C(X) + X n" k • m(X) 

n-k 
onde C(X) e o r e s t o da divisão de X *m(X) por g ( X ) . 
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2.6.2. Representação M a t r i c i a l 

Pelo Teorema 2.4 podemos c o n c l u i r que os polinómios 

g ( X ) , X # g ( X ) , X # g ( X ) , ... ,X *g(X) sao p a l a v r a s código e co

mo são l i n e a r m e n t e independentes podem ser u t i l i z a d o s p a r a 

f o r m a r a m a t r i z g e r a t r i z de um código cíclico c u j o polinó

mio gerador e g(X) ou s e j a , a m a t r i z G pode s e r r e p r e 

sentada da s e g u i n t e forma 

X k _ 1 g(X) 

G = X 2g(X) 

Xg(X) 

g(X) 

2.6.3. Codificação de Códigos Cíclicos 

Pelo que f o i v i s t o no i t e m 2.5.1 podemos o b s e r v a r que 

a codificação de uma mensagem e f e i t a basicamente através 

n-k 

do c a l c u l o do r e s t o da divisão de X *m(X) por g ( X ) . 

Es t a operação pode s e r f e i t a através de um c i r c u i t o 

que u t i l i z a n-k estágios de r e g i s t r a d o r e s de deslocamen

t o , como o c i r c u i t o a s e g u i r , 
S 

ENTRADA -

DE DADOS 
r 

S A Í D A ^ — 2 -
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g ( x ) = i + g i x + g 2 X
2

+ . . . + g n _ k _ l . x n _ k - 1

+ x
n " k 

Neste c i r c u i t o se g ^ = l a chave c o r r e s p o n d e n t e é f£ 

chada e g^=0 i n d i c a que a chave deve f i c a r a b e r t a . 

I n i c i a l m e n t e a chave S é fechada e a chave S ê 
1 2 

c o l o c a d a na posição 1. Os k dígitos de informação são en

tão enviados simultaneamente à saída do c i r c u i t o e aos seus 

r e g i s t r a d o r e s de deslocamento. Quando os k dígitos f o 

rem todos t r a n s m i t i d o s os r e g i s t r a d o r e s de deslocamento con 

terão os dígitos de p a r i d a d e da p a l a v r a código. A s e g u i r a 

chave é a b e r t a , a chave S é comutada p a r a a posição 

2 e os dígitos de p a r i d a d e são enviados p a r a o c a n a l . 

Pelo Teorema 2.2 temos 

x n + 1 • g(X) • h ( X ) 

onde h ( X ) é da forma 

h ( X ) = h +h X+h X2 + . . .+h,X k 

0 1 2 K 

com h = 1 e h, = 1 
o k 

Pode s e r mostrado que um código cíclico ( n > k ) é com 

pl e t a m e n t e e s p e c i f i c a d o por h ( X ) [ 4 ] . 

Além d i s s o os n-k dígitos de p a r i d a d e são d e t e r m i n a 

dos da s e g u i n t e forma 

k-1 
v t . = E h.»v . . , l < j < n - k 
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Um c i r c u i t o c o d i f i c a d o r que r e a l i z a essa operação e 

mostrado na f i g u r a a s e g u i r 

ENTRADA 5 _ 

/S k - i 

->0 S A Í D A 

t t 
/ h k-z 

-@<-

/ h 

I n i c i a l m e n t e a chave S é fechada e a chave S e 

1 2 

a b e r t a . Os k dígitos de informação são então e n v i a d o s s i 

multaneamente p a r a o c a n a l e p a r a os r e g i s t r a d o r e s de deslo_ 

camento. Apos os k dígitos de informação terem s i d o todos 

t r a n s m i t i d o s , ' a chave S e a b e r t a , a chave S é fechada 

1 2 

e o p r i m e i r o dígito de p a r i d a d e e então c a l c u l a d o e e n v i a d o 

p a r a o c a n a l . Apos o c o r r e r um deslocamento no conteúdo dos 

r e g i s t r a d o r e s o segundo dígito de p a r i d a d e e c a l c u l a d o e ajs 

s i m sucessivamente ate que todos os dígitos de p a r i d a d e t e 

nham s i d o enviados para o c a n a l . 

Como vimos a codificação de códigos cíclicos pode s e r 

f e i t a u t i l i z a n d o u m c i r c u i t o c o d i f i c a d o r com n-k r e g i s t r a 

dores de deslocamento ou um c i r c u i t o c o d i f i c a d o r com k re 

g i s t r a d o r e s de deslocamento. Obviamente se o código p o s s u i r 

mais dígitos de informação que de p a r i d a d e o p r i m e i r o t i p o 

será mais adequado, do ponto de v i s t a econômico, caso con

trário devemos o p t a r p e l o segundo t i p o . 
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2.6.4. Decodificação de Códigos Cíclicos 

A e s t r u t u r a algébrica dos códigos cíclicos p e r m i t e 

que a deteção de e r r o s na p a l a v r a código s e j a f e i t a de uma 

maneira b a s t a n t e s i m p l e s através do cálculo da síndrome. Ao 

d i v i d i r m o s a p a l a v r a r e c e b i d a p e l o polinómio g(X) e s t a r e 

mos c a l c u l a n d o a síndrome que é o r e s t o d e s t a divisão. Se a 

síndrome f o r n u l a consideraremos que não o c o r r e r a m e r r o s du 

r a n t e a transmissão. No caso da síndrome ser d i f e r e n t e de ze 

ro d e c i d i r e m o s que o c o r r e r a m e r r o s . 

Encontramos e n t r e t a n t o uma maior d i f i c u l d a d e no que 

se r e f e r e ã correção de e r r o s na p a l a v r a código. M o s t r a r e 

mos a s e g u i r alguns procedimentos u t i l i z a d o s na d e c o d i f i c a -

ção de códigos cíclicos: 

I - Um dos métodos de decodificação de códigos cíclicos é o 

a l g o r i t m o de Meggit que u t i l i z a um c i r c u i t o composto de um 

r e g i s t r a d o r para armazenar o v e t o r código r e c e b i d o , o u t r o 

r e g i s t r a d o r que c a l c u l a a síndrome deste v e t o r e um d e t e t o r 

de e r r o s que f o r n e c e na sua saída um " 1 " se o símbolo que se 

e n c o n t r a na posição mais a d i r e i t a do v e t o r código e s t i v e r 

e r r a d o , caso apareça um "0" o símbolo é c o n s i d e r a d o c o r r e 

t o . Se o símbolo e s t i v e r e r r a d o e l e será c o r r i g i d o na saída 

do d e t e t o r . 0 v e t o r r e c e b i d o ê então deslocado e o novo sím 

b o l o que ocupa a posição mais ã d i r e i t a no r e g i s t r a d o r ê tes_ 

tado do mesmo modo que o a n t e r i o r . Desse modo todos os díg_i 

t o s do v e t o r r e c e b i d o são examinados p e l o c i r c u i t o c u j a com 

p l e x i d a d e d e t e r m i n a a conveniência de sua utilização. 
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I I - O a l g o r i t m o conhecido como " e r r o r - t r a p p i n g " emprega um 

c i r c u i t o lógico c o m b i n a c i o n a l b a s t a n t e s i m p l e s p a r a d e t e t a r 

e c o r r i g i r e r r o s . 

Suponha que ao t r a n s m i t i r m o s o v e t o r código, v(X) , 

p e r t e n c e n t e ao código cíclico ( n , k ) com capacidade de c o r 

r i g i r t e r r o s , recebemos o v e t o r r ( X ) . Sendo assim t e r e 

mos um padrão de e r r o e (X) =r (X).+v(X) . Pode s e r mostrado 

que [ 4 , pp. 78-79] 

e(X) = q ( X ) g ( X ) + s ( X ) 

i s t o e, a síndrome s(X) é o r e s t o da divisão de e(X) p o r 

g ( X ) . 

Se os e r r o s de r ( X ) estão c o n f i n a d o s nas n-k po-

~ n—k — í ~ — -~ 
sições de p a r i d a d e , 1,X,..,X então e(X) é um polinô 

mio de grau n-k-1 ou menor. 

Observando a equação acima podemos c o n c l u i r que nes

t e caso teríamos q(X)=0 e e ( X ) = s ( X ) e a correção s e r i a 

f e i t a simplesmente a d i c i o n a n d o a síndrome aos n-k dígitos 

de p a r i d a d e r e c e b i d o s . 

Se os e r r o s não e s t i v e r e m c o n f i n a d o s nas n-k p o s i 

ções de p a r i d a d e de r ( X ) mas e s t i v e r e m c o n f i n a d o s a n-k 

posições c o n s e c u t i v a s , ou s e j a , X*,X*+1,...,X^n + i x

? de

p o i s de deslocarmos n - i vezes o v e t o r r e c e b i d o r ( X ) , o s 

e r r o s estarão l o c a l i z a d o s nas n-k posições de p a r i d a d e do 

v e t o r r ^ n ^ ( X ) . Nesse caso a síndrome d e r ^ n ^ ( X ) é i -
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g u a l aos e r r o s nas posições X 1 ,X 1 + 1,...,X^ n~ e des

se modo os e r r o s podem s er c o r r i g i d o s . 

Caso a síndrome após t e r s i d o d e s l o c a d a n vezes não 

a p r e s e n t a r um peso menor ou i g u a l a t o d e c o d i f i c a d o r i n 

d i c a a presença de um padrão de e r r o s que se e s p a l h a p o r um 

número de b i t s , c i c l i c a m e n t e c o n s e c u t i v o s , m aior que n-k. 

Este t i p o de decodificação e mais adequado p a r a códi^ 

gos de b a i x a eficiência p o i s para sua aplicação a condição 

^ > t deve s e r s a t i s f e i t a . 

I I I - A soma A=b e +b e +...+b e , onde b. e i g u a l a 
o o i i n- 1 n- 1 í & 

0 ou 1 e denominada soma de verificação de p a r i d a d e ou sim

plesmente soma de verificação. 0 dígito e^ e d i t o s e r ve

r i f i c a d o p o r A se o c o e f i c i e n t e b^ de e^ em A e 1. 

Definição 2.5 - Um c o n j u n t o de somas de verificação de p a r i 

dade A ,A ,...,AT e d i t o s e r o r t o g o n a l no dígito ep se 

1 2 J *• 

e» e v e r i f i c a d o p or cada soma de verificação A. no con-
z. j 

j u n t o e nenhum o u t r o dígito e v e r i f i c a d o por mais que uma 

soma de verificação. 

Da definição acima podemos r e p r e s e n t a r cada soma o r 

t o g o n a l em e^ por 

A. = T e. + ep 

j m 1 1 



-45-

Se f o r possível formarmos um c o n j u n t o A ,A ,...,A, 
1 2 J 

o r t o g o n a l no dígito de mais a l t a ordem e

n _ 1 p e r t e n c e n t e ao 

v e t o r , e=.(e ,e ,...,e ) e supondo que apenas J/2 ou me 
o í n- 1 — 

nos dígitos podem s er d i f e r e n t e s de zero teremos duas s i t u a 

ções. Se e n i=0 então os dígitos não n u l o s podem e s t a r di£ 

tribuídos no máximo em J/2 equações p o r t a n t o p e l o s menos 

J - [ J / 2 ] equações são i g u a i s a e n 1

= ^ * Se e n ^«1 então os 

o u t r o s dígitos não n u l o s podem e s t a r distribuídos no máximo 

em [ J / 2 ] - l equações, p o r t a n t o p e l o s menos J - [ J / 2 ] + l ou 

s e j a mais da metade das equações são i g u a i s a e ^ _ i = l . 

Como podemos o b s e r v a r o v a l o r do dígito e

n _ ! ® a s ~ 

sumido p e l a m a i o r i a das equações de verificação de p a r i d a d e 

o r t o g o n a i s em e 4• Caso o c o r r a um empate nos r e s u l t a d o s 

das equações assumiremos que e n _ i = 0 . 

Sendo assim d e c i d i r e m o s que e =1 se a m a i o r i a das 

n n - i 

somas de verificação f o r i g u a l a 1 , caso contrário decidir£ 

mos que e^ ^ 0 e dessa forma podemos d e c o d i f i c a r o dígito 
r e c e b i d o r 

n- í 

Observe que através do deslocamento cíclico do v e t o r 

e, uma vez pa r a a d i r e i t a , obteremos somas de verificação 

o r t o g o n a i s e m e £ _ x

 o u s e J a 

A! = y e• , + eç 
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Dessa forma podemos r e p e t i r o p r o c e d i m e n t o u t i l i z a d o 

na decodificação de e

n _ 1 p a r a d e c o d i f i c a r os o u t r o s dígi

t o s . 

0 a l g o r i t m o que acabamos de d e s c r e v e r ê denominado 

decodificação por lógica de m a i o r i a . A eficiência d e s t e a l 

g o r i t m o em relação a um determinado código está d i r e t a m e n t e 

l i g a d a ao f a t o de [ J / 2 ] s e r ou não i g u a l ou próximo ã ca

pacidade de correção de e r r o E ( d - l ) / 2 ] d e s t e código ou s e j a 

J deve ser i g u a l ou aproximadamente i g u a l a ( d - 1 ) . 

Definição 2.6.- Um código cíclico com distância mínima d e 

d i t o s e r completamente ortogonalizável em um passo se e so

mente se e possível f o r m a r J=d-1 somas de verificação o r 

t o g o n a i s em todo dígito de informação. 

2.7. Códigos B.C.H (Bose Chaudhuri - Hocquenghem) 

Os códigos cíclicos d e s c o b e r t o s independentemente por 

Hocquenghem ( 1 . 959) e por Bose e Chaudhuri ( 1.960) , são de

nominados códigos B.C.H. .. 

Estes códigos possuem os s e g u i n t e s parâmetros 

~m . 
n = 2 - 1 

n-k = c < mt 

d > 2t + 1 

onde m e t são q u a i s q u e r i n t e i r o s p o s i t i v o s , ( t < 2 m l ) . 
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Como podemos o b s e r v a r , e s t e código tem uma capacidade de 

correção de e r r o s i g u a l a t . 

0 teorema fundamental dos códigos B.C.H. é a s e g u i r 

enunciado. 

Teorema 2.5 - 0 código B.C.H. c u j o polinómio g e r a d o r tem 

d-1 raízes c o n s e c u t i v a s a , a 2 , a 3 , . . . , 1 tem distância 

mínima de p e l o menos d. 

2.8. Códigos de Seqüências-m 

Para q u a l q u e r i n t e i r o m>2 podemos o b t e r um código 

cíclico com 2 m p a l a v r a s código que são as 2 m - l versões 

deslocadas de uma seqüência-m e mais a seqüência de 2 m - l 

z e r o s . 

Os parâmetros que c a r a c t e r i z a m e s t e s códigos são os 

s e g u i n t e s 

0m i 
n = 2 - 1 

k = m 

d - l™'1 

A distância de Hamming destes códigos e d e r i v a d a do 

f a t o que o número de dígitos que q u a l q u e r p ar de p a l a v r a s 

código d i f e r e e 2 1, p o i s o número de "1's" da p a l a v r a 

código r e s u l t a n t e da adição de duas p a l a v r a s código e 

2 m _ I . [ 6 ] 
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CAPTTULO I I I 

ALGUNS PROCEDIMENTOS SISTEMÁTICOS DE CONSTRUÇÃO 

Neste capítulo apresentaremos procedimentos sistemá

t i c o s para a construção de códigos de bloco l i n e a r e s . Um 

destes procedimentos explora as propriedade de grupamentos 

combinatórios binários e e s t a b e l e c e expressões para o cálcu 

lo da distância mínima e da distribuição de pesos. Outro pro 

cedimento apresentado dá origem a códigos de bloco l i n e a r e s 

a p a r t i r de uma técnica de utilização de sub-espaços cícli

cos. E s t e s códigos tem sua distância mínima a v a l i a d a i n d i r e 

tamente p e l a cota BCH apesar de não serem cíclicos. 

3.1. Grupamentos Combinatórios 

S e j a um grupamento de números binários onde as c o l u 

nas são as combinações de k elementos tomados i de cada 

vez. Observe que este grupamento tem k l i n h a s e c o l u 

nas. 0 peso de um vetor l i n h a r e s u l t a n t e da adição módulo 2 

de quaisquer s l i n h a s deste grupamento e dado por 

W(s) = J Z ^ J . C 3 , l<s<k ; j < i 
j ímpar 

A expressão obtida acima e r e s u l t a n t e da observação 

de que W(s) r e p r e s e n t a o numero de colunas c u j a s s pos_i 
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ções e n v o l v i d a s na adição das l i n h a s contêm um número ímpar 

de l ' s . 

Estes códigos têm k dígitos de informação. 0 com

p r i m e n t o e a distância mínima são dados r e s p e c t i v a m e n t e por 

d = Min W(s) , l<;s<k 
s 

A distribuição dos pesos é dada p o r W ( s ) , l < s < k , e-

x i s t i n d o para cada v a l o r de s, p a l a v r a s de peso W(s). 

k k 
Como (-)"Cv •) e x i s t e m d o i s v a l o r e s de i . que dão o mes-

mo comprimento de b l o c o , e n t r e t a n t o de um modo g e r a l as dis_ 

tâncias mínimas r e s u l t a n t e s são d i f e r e n t e s . 

Se c o n s t r u i r m o s uma m a t r i z de verificação de p a r i d a 

de de t a l modo que as k p r i m e i r a s c o lunas d e s t a m a t r i z s£ 

jam as k l i n h a s do grupamento combinatório e c u j a s p o s i 

ções v a z i a s r e s t a n t e s são p r e e n c h i d a s com uma m a t r i z unitá

r i a de dimensão n, obteremos códigos com k dígitos de in 

formação c u j o comprimento e distância mínima são dados r e s 

p e c t i v a m e n t e por 

n : " k + C k 

d = Min(W(s)+s) 

Exemplo 3.1 - Este exemplo mostra a construção do código BCH 

de parâmetros ( 1 5 , 5 , 7 ) , a p a r t i r de um grupamento combinató 

r i o . Seja k=5 e i = 3 , então 
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d = M i n [ s ( k ~ s ) + ( ? ) + s ] = 7 
1 s £ * 

nt = k + (
k ) = S+(|) = 15 

Este código tem a s e g u i n t e m a t r i z de verificação de 

p a r i d a d e : 

H = 

0 

0 o 

o o 

o o 

o o 

1 o 

onde I é uma m a t r i z unitária 10x10. Para cada v a l o r de 
í o 

s e x i s t e m ( ) p a l a v r a s de peso W(s)+s com a s e g u i n t e 

distribuição de pesos 

s 1 2 3 4 5 

W(s)+s 7 8 7 8 15 

numero de 
p a l a v r a s C|3 

A t a b e l a acima pode ser resumida da s e g u i n t e forma 



- 5 1 -

Peso 0 7 8 15 

numero de 
p a i a v r as 

1 15 15 1 

Quando i é par a d i s t a n c i a mínima do código e k. 

Porem apagando uma l i n h a do grupamento combinatório a d i s 

tância mínima e aumentada. Por exemplo, p a r a k=9 e i=6 o 

código (92,9,9) após o apagamento.mencionado t o r n a - s e ( 9 2 , 

8,41). No apêndice A e apresentado um programa que f o r n e 

ce o comprimento e a distância mínima d e s t e s códigos. Mui

t o s destes códigos são ótimos ou p e l o menos excedem a c o t a 

i n f e r i o r p u b l i c a d a p o r H e l g e r t & S t i n a f f [5].Como exemplo de 

códigos que excedem as c o t a s i n f e r i o r e s mencionadas temos o 

(92,8,41) o b t i d o com k=9, i=6 e o (120,8,56) p a r a k=9, 

i«7. 

3.2.1. Seqüências-Tü 

Um c i r c u i t o composto de m r e g i s t r a d o r e s de d e s l o c a 

mento pode t e r somente 2 m estados d i s t i n t o s . A seqüência 

de saída de comprimento máximo, n = 2 m - l , e denominada seqüên 

cia-m. Devido â realimentação do c i r c u i t o , o e s t a d o zero de_ 

ve s e r excluído p o i s e l e ' não l e v a o c i r c u i t o a nenhum o u t r o 

e s t a d o . 

De um modo g e r a l as seqüências-m são geradas p o r um 

c i r c u i t o d o s e g u i n t e t i p o : 
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EXCLUSIVE - OR 

m m - i . 

IH 

m-: 

m-1 m-2 - 2 ~» 1 2 1 

C L O C K o-

Para a sequencia-m, a ,a ,a ,...,a , e s t e c i r c u i 
o i 2 m 

2 ~2 

to implementa a s e g u i n t e relação, 

. +...+c «a , 0<j < 2 m - l 
i + j m-í m - i + j J m m+j o o+j í 

onde o símbolo, +, r e p r e s e n t a a soma modulo-2 e os índices 

de a são r e d u z i d o s modulo 2 - 1 . 

Como c^-C^*!, a relação acima pode s e r e x p r e s s a p o r 

a .. = a .,«+€ a .+...+C »a m+j o+j í í+j m-i m - i + j 

0 polinómio, 

m h ( x ) = c x J , l+c • x m " 1 + ... + c x+c =x1,l+c - x I U ~ A + . . .+c x + 1 
m m-i í o m-í i 

m- í 

e s p e c i f i c a os v a l o r e s dos c^, e as potência de x i n d i c a m 

o r e g i s t r a d o r de deslocamento c o r r e s p o n d e n t e a cada c^. 

Para o caso binário, os c o e f i c i e n t e s do polinómio per_ 

tencem ao campo de d o i s elementos (0 e 1 ) , GF(2). 
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Se h(X) gera uma seqüência-m então e l e e um polinô 

mio p r i m i t i v o , ou s e j a , h ( x ) e um polinómio irredutível 

[ 2 , pp. 161] e o expoente ao q u a l e l e p e r t e n c e e 2 m - l , on

de m e o grau de h ( x ) . 

Exemplo 3.1 - Para m=4, n=15, a seqüência r e p e t i t i v a , 

...0 1 1 1 l 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 l 1 0 0 0 1. 
< período 15- > 

é gerada p e l o s e g u i n t e c i r c u i t o 

EX. OR 

•>saida 

onde c =c =c =1, c =c =0 e h ( x ) = x + x + l 
0 1 4 2 3 

Os estados s u c e s s i v o s deste c i r c u i t o são os s e g u i n 

t e s : 
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estado i n i c i a l arbitrário 

4 3 2 1 

0 0 0 1 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

1 0 0 1 

1 1 0 0 

0 1 1 Q 

1 0 1 1 

0 1 0 1 

1 0 1 0 

1 1 0 1 

1 1 1 0 

1 1 1 1 

0 1 1 1 

0 0 1 1 

0 0 0 1 

(saída) 

Como podemos o b s e r v a r e s t a seqüência-m tem um perío

do, n=15. 

Qualquer o u t r a condição i n i c i a l r e s u l t a r i a na mesma 

seqüência deslocada c i c l i c a m e n t e . 

P r o p r i e d a d e s 

1. Uma seqüência-m contém ( 2 m J) l ' s e ( 2 m *-!) z e r o s . 
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2. Se uma " j a n e l a " de l a r g u r a m é d e s l o c a d a c i c l i c a m e n t e 

ao longo de uma seqüência-m, então cada uma das 2 m - l m-

u p l a s não n u l a s ê v i s t a somente uma vez. 

3. A adição módulo-2 de duas versões deslocadas de uma se

qüência-m é o u t r a versão deslocada d e s t a seqüência-m. 

4. Se uma seqüência-m é* " d i z i m a d a " , s e l e c i o n a n d o t o d o k-ési 

mo dígito, onde k e 2 m - l são primos e n t r e s i , então 

obtemos uma versão deslocada da mesma seqüência-m ou de 

o u t r a . 

3.2.2. Sub-Espaços Cíclicos 

Considere a m a t r i z de verificação de p a r i d a d e cons

truída como segue: 

a) As p r i m e i r a s k colunas são k versões consecutivamen-

k 

te deslocadas de uma seqüencia-m de comprimento 2 -1 , is_ 

to é, k colunas l i n e a r m e n t e i n d e p e n d e n t e s . 

b) As n-k colunas s e g u i n t e s são e s c r i t a s de modo a f o r m a r 

uma m a t r i z i d e n t i d a d e ( r i - k ) * (n-k) 

0 código r e s u l t a n t e tem os s e g u i n t e s parâmetros: 

k 
Comprimento do b l o c o : n = k + 2 - 1 

Número de dígitos de informação: k 

- k - i 
D i s t a n c i a Mínima: d = 1 + 2 
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A distância mínima ê c a l c u l a d a a p a r t i r da ob s e r v a 

ção dé que q u a l q u e r combinação l i n e a r das k p r i m e i r a s co-

k- í 
lunas r e s u l t a num v e t o r c o l u n a de peso 2 e p o r t a n t o o 

número mínimo de colunas da m a t r i z de verificação de p a r i d a 

k- 1 

de que a d i c i o n a d a s dao uma c o l u n a t o d a n u l a e 1+2 

Em relação aos códigos de seqüências-m, e s t e s códi

gos possuem k dígitos de verificação de p a r i d a d e a mais, 

pa r a um aumento de 1 na distância mínima. Embora i s t o possa 

p a r e c e r desfavorável, é o melhor que pode s e r f e i t o com có

di g o s l i n e a r e s tendo os parâmetros acima [ 5 ] e que p o r t a n t o 

são ótimos. 

Estes códigos são f a c i l m e n t e decodificáveis p o r lógica 

de m a i o r i a , p e l o f a t o de suas m a t r i z e s de verificação de pa 

r i d a d e poderem s e r v i s t a s como m a t r i z e s de verificação de 

p a r i d a d e de códigos de seqüências-m com c ^ = ^ ^ » l ^ i ^ k dí

g i t o s de verificação de p a r i d a d e a d i c i o n a i s . Como códigos 

deseqüências-m são decodificáveis por lógica de m a i o r i a 

[ 2 , pp. 310-317] os códigos r e s u l t a n t e s permitem a formação 

k-1 

de 2 equações de verificação de p a r i d a d e o r t o g o n a i s em 

cada uma das k posições de informação. P o r t a n t o e s t e s có

d i g o s são decodificáveis em um passo por lógica de m a i o r i a . 

Considere agora a s e g u i n t e m a t r i z de verificação de 

p a r i d a d e : 
a) As k p r i m e i r a s colunas são k versões deslocadas con-

k 
s e c u t i v a m e n t e de uma seqüencia-m de comprimento 2 - 1 . 

b) As k colunas s e g u i n t e s são k versões deslocadas con-
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s e c u t i v a m e n t e de uma o u t r a seqüência-m de comprimento 

c) As colunas r e s t a n t e s são p r e e n c h i d a s de modo a f o r m a r 

k k 
uma m a t r i z unitária (2 - l ) x ( 2 - 1 ) . 

A f i m de d e t e r m i n a r a distância mínima d e s t e código 

determinaremos i n i c i a l m e n t e a distância mínima e n t r e os sub 

espaços gerados p e l a s duas seqüências-m dos passos a e b 

acima. Como es t e s d o i s c o n j u n t o s de k seqüências-m d e s l o 

cadas são l i n e a r m e n t e i n d e p e n d e n t e s , tomados em c o n j u n t o 

e l e s formam um sub-espaço cíclico de dimensão 2k, i . e , um 

k 

código cíclico de comprimento 2 -1 com 2k dígitos de in 

formação. A distância mínima d^ d e s t e código cíclico e co 

t a d a i n f e r i o r m e n t e p e l a c o t a BCH [ 2 , pp. 269-291] e e a mes 

ma que a distância mínima e n t r e os d o i s sub-espaços o r i g i 

n a i s de dimensão k. E s t a c o t a ê c a l c u l a d a contando o núme

ro máximo de raízes c o n s e c u t i v a s de um polinómio que e o má 

ximo d i v i s o r comum dos polinómios geradores dos d o i s códi

gos de seqüência-m d i s t i n t o s . 

Como podemos o b s e r v a r a distância mínima será dada 

p o r d s s2+d . 

Este p r o c e d i m e n t o e expandido c o n s i d e r a n d o m a t r i z e s 

de verificação de p a r i d a d e contendo c o n j u n t o s de colunas que 

são bases de sub-espaços cíclicos i n d e p e n d e n t e s . A distân

c i a do código r e s u l t a n t e e p e l o menos i + > onde i e o 

número de sub-espaços cíclicos independentes e d e a d i s 
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tância do código c u j o polinómio gerador e o maior d i v i s o r 

comum dos polinómios geradores d e s t e s sub-espaços i n d e p e n 

de n t e s . 

Exemplo 3.2 - Fazendo uso da seqüência l i n e a r de comprimen

t o máximo i g u a l a 7 obtem-se a s e g u i n t e m a t r i z de v e r i f i c a 

ção de p a r i d a d e onde I r e p r e s e n t a uma m a t r i z unitária 

7x7. 

H = 

0 código r e s u l t a n t e tem parâmetros 

n = 10 

k = 3 

d = 5 

Um ponto i m p o r t a n t e ê a e s c o l h a dos d i f e r e n t e s sub-

espaços usados na formação da m a t r i z de verificação de p a r i 

dade, com o o b j e t i v o de maxi m i z a r a d i s t a n c i a mínima p a r a 

v a l o r e s f i x a d o s de n e k. 
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CAPTTULO IV 

C O N C L U S Õ E S 

A p r i n c i p a l característica dos códigos apresentados 

n e s t e t r a b a l h o , é a forma sistemática como e l e s foram cons

truídos . 

Os códigos l i n e a r e s construídos a p a r t i r de sub-es-

paços cíclicos possuem p r o p r i e d a d e s de distância c o n h e c i 

das. A seleção dos d i f e r e n t e s sub-espaços que formam a ma

t r i z de p a r i d a d e deve ser f e i t a com cuidado-a f i m de que se 

obtenha o melhor código p e r m i t i d o por e s t a construção. Uma 

referência para t a l seleção e a c o t a BCH. 

Embora os códigos construídos através da utilização 

do p r i m e i r o método apresentado n e s t e t r a b a l h o tenham b a i x a 

eficiência, e p r e c i s o o b s e r v a r que: 

1. Apresentam expressões bem d e f i n i d a s para a determinação 

da distribuição de peso das p a l a v r a s código e da distân

c i a mínima do código. 

2. Através de um programa b a s t a n t e s i m p l e s , como o apresen

tado no apêndice A, podemos o b t e r todos os parâmetros 

destes códigos em função de k e i. 

3. M u i t o s destes códigos são ótimos ou p e l o menos excedem a 

c o t a i n f e r i o r p u b l i c a d a por H e l g c r t & S t i n a f f [ 5 ] , como 



-60-

por exemplo o ( 9 2 , 8, 41) o b t i d o com K=9 e i = 6 . 

A Tabela I do Apêndice C a p r e s e n t a alguns códigos 

construídos com k e i v a r i a n d o de 1 a 33. O s i n a l , * , 

d e s t a t a b e l a i n d i c a que, p a r a um deter m i n a d o código (n,k,d) 

ao apagarmos uma l i n h a do grupamento combinatório obtivemos 

um código ( n , k - l , d ' ) com d'>d. 

S e r i a i n t e r e s s a n t e encontrarmos métodos práticos que 

p e r m i t i s s e m a codificação bem como a decodificação dos cód.i 

gos apresentados n e s t e t r a b a l h o . 

Em relação aos códigos d e r i v a d o s de sub-espaços cí

c l i c o s observamos que embora s e j a possível a determinação 

da d i s t a n c i a mínima destes códigos i n d i r e t a m e n t e , através 

da c o t a B.C.H., poderíamos t e n t a r e n c o n t r a r uma forma mais 

e x a t a para o cálculo d e s t a distância. 
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APÊNDICE A 

PROGRAMA DE COMPUTADOR 

C CONSTRUÇÃO DE C0DIG3S LINEARES A PARTIR DE GRUPAMENTOS 
C COMBINATÓRIOS 

INTEGER W,S 
DIMENSION W(50) ,COMB(50,50) ,N1(50,50) ,N3(50,50) ,N2C50,50) 
DIMENSION FAT(0:50),ICOM(50,50),AST(50,50) 
FAT(0)=1 
DO 5 JC=1,33 
M=JC 
FAT(M)=FAT(M-1) *M 

5 CONTINUE 
DO 600 L=l,33 
DO 600 JI=1,33 
K=L 
I=JI 
IF(K-I) 10,7,7 

7 COMB(K, I ) =(FAT(K)/FAT(I))/FAT(K-I)+.5 
IF(COMB(K,I)-127.)30,10,10 

10 N1(I,K)=0 
N2(I,K)=0 
AST(I,K)=' 1 

GO TO 600 
30 ICOM(K,I)=COMB(K,I) 
C COMPRIMENTO DAS PALAVRAS CÓDIGO COM K DÍGITOS DE INFORMAÇÃO 

Nl(I,K)=K+ICOM(K,I) 
DO 300 FS=1,K 
S=FS 
W(S)=0 
DO 220 FJ=1,I,2 
J=FJ 
IF(S-J)250,50,50 

50 IF((K-S)-(I-J))220,200,200 
200 COMB(S,J)=(FAT(S)/FAT(J))/FAT(S-J)+.5 

ICOM(S,J)=CQMB(S,J) . 
COMB(K-S,I-J)=(FAT(K-S)/FAT(I-J))/FAT((K-S)- (I - J) ) +. 5 
I COM(K-S, I - J) =OOMB (K-S, I - J) 
W(S)=1COM(S,j)*ICOM(K-S,I-J)+W(S) 

220 CONTINUE 
C DISTRIBUIÇÃO DE PESO DAS PALAVRAS CÓDIGO 
250 VV(S)=W(S)+S 
300 CONTINUE 

MIN=W(1) 
DO 500 S=1,K 
IF (MIN-W(S))500,500,400 

400 NQN=W(S) 
500 CONTINUE 
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C DISTANCIA MÍNIMA DO CÓDIGO COM K DÍGITOS DE INFORMAÇÃO 
N2(I,K)=MIN 
AST(I,K) = ' ' 
JD=I/2 
JM=2*JD 
IF(I-JM) 1000,510,600 

510 NIM=W(1) 
DO 550 S=1,K-1 
IF(NIM-W(S))550,550,520 

520 NIM=W(S) 
550 CONTINUE 
C DISTANCIA MÍNIMA DO CÓDIGO COM K-l DÍGITOS DE INFORMAÇÃO 

N3(I,K)=NIM 
IF(N2(I,K)-N3(I,K))560,600,600 

C COMPRIMENTO DAS PALAVRAS CÓDIGO COM K-l DÍGITOS DE INFORMAÇÃO 
560 N1(I,K)=N1(I,K)-1 

N2(I,K)=N3(I,K) 
AST(I,K)='*' 

600 CONTINUE 
DO 900 INI=0,22,11 
DO 900 KSO=INI,22,ll 
JI=INI+1 
JF=INI+11 
WRITE(3,650) ( I I , I I = J I , J F ) 

650 FORMATCl* ,9X, 11(' 1=' ,12,6X)) 
DO 900 K = l , l l 
KK=K+KS0 
WRITE(3,700) KK 

700 FORMAT(//,lX, 'K=' ,12) 
WRITE(3,800) (N1(I,KK) ,N2(I,KK) ,AST(I,KK) ,I=JI,JF) 

800 FORMAT(,+,,5X,11(2X,I3,',',I3,A1)) 
900 CONTINUE 
1000 STOP 

END 
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APÊNDICE B 

ÁLGEBRA BÁSICA 

Sistemas algébricos s a t i s f a z e m determinadas r e g r a s 

que, em sua m a i o r i a , podem ser a p l i c a d a s ao nosso s i s t e m a 

numeral comum. 

Códigos que apresentam uma e s t r u t u r a al-gébrica bem 

d e f i n i d a , podem ser implementados através de métodos mais 

práticos e suas p r o p r i e d a d e s são mais f a c i l m e n t e e s t a b e l e c i 

das. 

Apresentaremos a s e g u i r os c o n c e i t o s f u n d a m e n t a i s ne 

cessãrios a compreensão da t e o r i a de códigos de g r u p o , apre 

sentados n e s t e t r a b a l h o . 

B.1 - Grupos 

Um grupo G é um c o n j u n t o de elementos a,b,c,..., 

para o q u a l uma operação está d e f i n i d a , e que s a t i s f a z os 

axiomas 1 a 4 a b a i x o . Esta operação é denotada p o r a+b=c ou 

ab = c, e chamada adição ou multiplicação embora possa não s e r 

a adição ou multiplicação da aritmética de números ordiná

r i o s . 

Axioma 1 - Para q u a i s q u e r elementos a e b £ G, o elemen

to a+b=c E G. 

Axioma 2 - Para q u a i s q u e r três elementos a,b e c e G, tem 
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se, (a+b)+c = a + ( b + c ) . 

Axioma 3 - E x i s t e um elemento i d e n t i d a d e . 

Se a operação é denominada adição, o elemento i d e n t i 

dade (ou elemento n e u t r o ) é chamado zero e r e p r e s e n t a d o p o r 

0, e é d e f i n i d o p e l a equação, 0+a = a+0=0 p a r a t o d o a e G. 
• 

Se a operação ê denominada multiplicação, a i d e n t i d a 

de é chamada um e r e p r e s e n t a d a p o r 1, e é d e f i n i d a p e l a e-

quaçao, l a = a l = a . 
< 

Axioma 4 - Todo elemento do grupo tem um i n v e r s o . 

Se a operação ê adição, o elemento i n v e r s o c o r r e s p o n 

dente do elemento a é denotado -a, e é d e f i n i d o p e l a e-
• 

quação, a+(-a*) = (-a)+a = 0. 

Se a operação é multiplicação, o i n v e r s o de a é* de_ 

notado a 1 e é d e f i n i d o p e l a equação, a«a 1 = a 1 * a = l . 

Um grupo que além de s a t i s f a z e r os axiomas 1 a 4, sa 

t i s f a z a p r o p r i e d a d e c o m u t a t i v a , i s t o é, a+b=b+a ou ab=ba, 

ê denominado grupo A b e l i a n o ou C o m u t a t i v o . 

Teorema B . l - 0 elemento i d e n t i d a d e em um grupo é único, e 

o i n v e r s o de cada elemento do grupo ê único. 

P r o v a : Suponha que e x i s t e m d o i s elementos i d e n t i d a d e , l e i ' 

então, (1) ( 1 ' ) = 1 = 1 1 . Se um elemento do gru p o , g, t i v e r d o i s 

i n v e r s o s g" 1 e g~\ então g~ 1 =1 • g" 1 =g~ 1 • g• g" 1 =g^"1 • l = g~ 1 , 

l o g o , e l e s são i g u a i s . 
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Observe que o i n v e r s o de um p r o d u t o e o p r o d u t o dos 

i n v e r s o s na ordem t r o c a d a , p o i s ( a b ) ( b *a x ) = a ( b b l ) a 1 

a«l«a 1 = 1 , e p o r t a n t o b *a 1 = ( a b ) • 

Exemplo 1-0 c o n j u n t o de todos os números r e a i s é um grupo 

em relação ã operação de adição. 

Exemplo 2-0 c o n j u n t o de todos os números r e a i s e x c l u i n d o 

o zero é um grupo em relação ã operação de multiplicação. 

Exemplo 3-0 c o n j u n t o de todas as m a t r i z e s não-singulares 

n*n é um grupo não-Abeliano em relação à operação de multjL 

plicação m a t r i c i a l . 

E x i s t e um grupo com somente um elemento que p e l o Ax_i 

orna 3 deve ser o elemento n e u t r o . 

Podemos também f o r m a r um grupo com d o i s elementos. 

Um d e l e s deve ser o elemento i d e n t i d a d e , 0. Se a f o r o ou 

t r o elemento do grupo então a deve t e r um i n v e r s o , -a. T£ 

mos 

a+0 = a/0 

então 

-a t 0 

lo g o 

-a = a 

Este grupo a p r e s e n t a então a s e g u i n t e t a b e l a de a d i 

ção 
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+ 0 a 

0 0 a 

a a 0 

Podemos o b s e r v a r que e s t e grupo s a t i s f a z os Axiomas 

1 a 4 e â p r o p r i e d a d e c o m u t a t i v a sendo p o r t a n t o um grupo A-

b e l i a n o . 

B.2 - Anéis 

Um a n e l R é um c o n j u n t o de elementos p a r a o q u a l 

duas operações são d e f i n i d a s . Uma é denominada adição e de

n o t a d a , a+b , e a o u t r a é denominada multiplicação e d e n o t a 

da, ab, embora essas operações possam não ser a adição ou 

multiplicação de números ordinários. 

Para R ser um a n e l , os s e g u i n t e s axiomas devem s e r 

s a t i s f e i t o s . 

Axioma 1-0 c o n j u n t o R é um grupo A b e l i a n o em relação a 

adição. 

Axioma 2 - Para q u a i s q u e r d o i s elementos a e b e R, o 

p r o d u t o ab é d e f i n i d o e é um elemento de R 

Axioma 3 - Para q u a i s q u e r três elementos a,b e c e R, 

a(b+c) = ab + ac 

e 

(b+ c ) a = ba + ca 
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Se a operação multiplicação, de um d e t e r m i n a d o a n e l , 

é c o m u t a t i v a , i s t o é, p a r a q u a i s q u e r elementos a e b, 

ab=ba, então e s t e a n e l é denominado anel c o m u t a t i v o . 

Exemplo 4-0 c o n j u n t o de todos os números r e a i s ê um a n e l 

c o m u t a t i v o em relação as operações de adição e m u l t i p l i c a 

ção. 

Exemplo 5-0 c o n j u n t o de todas as m a t r i z e s n*n é um a n e l 

não-comutativo em relação âs operações de adição e m u l t i p l i ^ 

cação m a t r i c i a l . 

Um c o n j u n t o c o n s i s t i n d o somente do elemento zero é 

um a n e l com as r e g r a s , 0+0=0, ( 0 ) ( 0 ) = 0 . 

Pode-se for m a r d o i s anéis d i f e r e n t e s com d o i s elemen 

t o s . Um elemento deve ser a i d e n t i d a d e a d i t i v a 0 e o ou

t r o elemento deve s a t i s f a z e r , a+a=0. Temos, (0) ( 0 ) = 0 a = a 0 = 0 

e como, aa=0 ou aa=a, s a t i s f a z e m as l e i s a s s o c i a t i v a e 

d i s t r i b u t i v a , podemos for m a r d o i s anéis de e s t r u t u r a s d i f e 

r e n t e s . 

B.Z - Campos 

Um campo é um a n e l c o m u t a t i v o , com um elemento unit;a 

r i o ( i d e n t i d a d e m u l t i p l i c a t i v a ) , n o q u a l cada elemento não-

n u l o tem um i n v e r s o m u l t i p l i c a t i v o . 

Exemplo 6-0 c o n j u n t o de todos os números r e a i s forma um 

campo em relação ãs operações de adição e multiplicação da 
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álgebra comum. 

Exemplo 7-0 c o n j u n t o { 0 , 1 } forma um campo em relação às 

operações de adição modulo 2 e multiplicação modulo 2, apre 

sentando as s e g u i n t e s t a b e l a s 

+ 0 1 • 0 1 

0 0 1 0 0 0 

1 1 0 1 0 1 

Adição Mõdulo-2 . Multiplicação Mõdulo-2 

Este campo e denominado campo de G a l o i s de d o i s e l e 

mentos e r e p r e s e n t a d o por GF(2). 

Pode s e r mostrado [ 2 , pp.155] que p a r a todo numero 

q que é uma potência de um numero primo e x i s t e um campo com 

q elementos. 

Definição B . l - Sejam F e F d o i s campos e suponhamos 
1 2 

que F^ e s t a c o n t i d o em F^, i s t o ê, F^ e um s u b c o n j u n t o 

de F 2. Então d i z - s e que F^ e um subcampo de F^. 

Pela definição B . l , o c o n j u n t o dos números r e a i s ê 

um subcampo do c o n j u n t o dos números complexos. 

B.4 - Espaços V e t o r i a i s 

Um c o n j u n t o V de elementos e um espaço v e t o r i a l so 

bre um campo F, se e l e s a t i s f a z os s e g u i n t e s axiomas: 
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Axioma 1-0 c o n j u n t o V é um grupo A b e l i a n o em relação â 

adição. 

Axioma 2 - Para todo v e t o r v e p a r a t o d o elemento do cam

po, a, está d e f i n i d a uma operação denominada p r o d u t o e r e 

p r e s e n t a d a por av. 

Axioma 3 - Se u e v são v e t o r e s em V e a e F, 

a(u+v) = au+av 

Axioma 4 - Se v é um v e t o r e c e d pertencem a F, 

( c + d ) v = cv+dv 

Axioma 5 - Se v é um v e t o r e c e d pertencem a F, 

( c d ) v = c ( d v ) , e l v = v 

Os elementos do campo são denominados e s c a l a r e s e os 

elementos do c o n j u n t o V são denominados v e t o r e s . 

Exemplo 8 - Seja V n o c o n j u n t o de todas as n - u p l a s , 

[ v ] = [ v ,v ,...,v ] onde v . = 0 , l , i = l , 2 , . . . , n , i s t o e, 
í 2 n í 

V. E GF(2). 

A soma de duas n-uplas [ u ] e [ v ] é d e f i n i d a como sen 

do 

[ u ] + [ v ] = Cu +v ,u +v ,...,u +v ] 
1 1 2 2 n n 
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onde u.+v- r e p r e s e n t a a soma mõdulo-2 e n t r e u. e v.. 
í i í i 

Como u i + v i = v i + u i ' ® c l a r o que, [ u ] + [ v ] = [ v ] + [ u ] 

A multiplicação de uma n - u p l a [ v ] por um elemento 

do campo, a, é d e f i n i d a como sendo 

a [ v ] = [ a v ,av ,...,av 1 
í 2 n 

Pode ser f a c i l m e n t e v e r i f i c a d o que as operações def_i 

n i d a s , s a t i s f a z e m os axiomas que d e f i n e m um espaço v e t o r i a l 

sobre um campo F. Sendo assim podemos d i z e r que o c o n j u n t o 

V"n de todas as n-uplas b i n a r i a s , j u n t a m e n t e com as opera

ções de adição e multiplicação mõdulo-2, c o n s t i t u i um espa

ço v e t o r i a l sobre o campo GF(2). 

Definição B.2 - Um s u b c o n j u n t o V , do espaço v e t o r i a l V, 

que s a t i s f a z a todos os axiomas que d e f i n e m um espaço v e t o 

r i a l , é denominado um subspaço do espaço v e t o r i a l V. 

Definição B.3 - Um v e t o r u é uma combinação l i n e a r dos ve_ 

t o r e s v ,v , . . . , v v , p e r t e n c e n t e s a um espaço v e t o r i a l V 
K n 1 2 

1 2 'k 
sobre um campo F, se e x i s t e m e s c a l a r e s a >,a^,...,a l r e F 

não todos n u l o s , t a i s que 

u = a v +a v + . . . + a, v, 
i i 2 2 k k 

onde a. é denominado o c o e f i c i e n t e de v. 
1 í 
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Exemplo 9-0 c o n j u n t o V de todas as combinações l i n e a 

r es de um c o n j u n t o de v e t o r e s v

1 ' *
, * ' v

n ^ e u m espaço v e t o 

r i a l V é um subspaço de V. 

Dizemos que V é o subspaço gerado p e l o s v e t o r e s 

V i , " , ' , v n " ^ e V'=V, ou s e j a , se todo elemento de V é uma 

combinação l i n e a r dos v^, então dizemos que e s t e s v e t o r e s 

geram o espaço V n-

Definição B.4 - Um c o n j u n t o de v e t o r e s v , . . . , v n é l i n e a r 

mente dependente se e somente se e x i s t e m e s c a l a r e s a , ,a 
í n 

não todos n u l o s t a l que 

a v + a v + . . . + a v = 0 
i i 2 2 n n 

Se um c o n j u n t o de v e t o r e s nao é l i n e a r m e n t e dependen 

t e então e l e é" d i t o l i n e a r m e n t e i n d e p e n d e n t e . 

. Exemplo 10 - Considere a m a t r i z H de elementos em GF(2). 

H = 

1 0 0 1 0 1 

0 1 0 0 1 1 

0 0 1 1 1 0 

Observe que as três l i n h a s d e s t a m a t r i z são l i n e a r 

mente independentes. 0 c o n j u n t o formado p o r todas as possí

v e i s combinações l i n e a r e s das l i n h a s d e s t a m a t r i z , c o n s t i 

t u i um subespaço do espaço v e t o r i a l de todas as 6- u p l a s . Es 
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t e subspaço é chamado o espaço l i n h a de H. 

Definição B.5 - Todo espaço v e t o r i a l V p o s s u i p e l o menos 

um c o n j u n t o de v e t o r e s l i n e a r m e n t e independente que g e r a V. 

Este c o n j u n t o é denominado uma base de V e o numero de e-

lementos da base e a dimensão de V. 

Exemplo 11 - Considere o s e g u i n t e c o n j u n t o de v e t o r e s 

[ 1 0 0 0] 

[0 1 0 0] 

[0 0 1 0 ] 

[ 0 0 0 1] 

Podemos v e r i f i c a r que e s t e s v e t o r e s são l i n e a r m e n t e 

i n d e p e n d e n t e s . Qualquer v e t o r e m V é uma combinação l i -

near deste c o n j u n t o de v e t o r e s e p o r t a n t o e s t e c o n j u n t o 

c o n s t i t u i uma base para e s t e subespaço de dimensão q u a t r o . 

Definição B.6 - Um p r o d u t o e s c a l a r de duas n - u p l a s , u e v, 

p e r t e n c e n t e s a um espaço v e t o r i a l V sobre um campo F, e 

uma r e g r a que a s s o c i a a cada par u, v, um e s c a l a r em F r£ 

p r e s e n t a d o por u*v. 

Para [ u ] = [ u ,u ,...,u ] e [ v ] [v ,v ,...,v ], t e -
1 2 n 1 2 n 

mos [ u ] [ v ] = u v +u v +...+U v . 

i i 2 2 n n 

Da definição B.6 podemos o b s e r v a r que [ u > [ v ] = [ v ] ' [ u ] . 

Se o p r o d u t o e s c a l a r de d o i s v e t o r e s e i g u a l a z e r o , e l e s 

são d i t o s o r t o g o n a i s . 

[ v ] 
í 

[ v ] 
2 

[ V ] 
3 

[ V ] 
i 
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Pode-se p r o v a r [ 4 , pp. 29-30] que p a r a t o d a m a t r i z 

G, Kxn, com K l i n h a s l i n e a r m e n t e i n d e p e n d e n t e s , e x i s t e uma 

m a t r i z H, ( n - K ) x n , com n-K l i n h a s l i n e a r m e n t e independen 

t e s , t a l que todo v e t o r , v , no espaço l i n h a de G é ortogo_ 

n a l a todos os v e t o r e s l i n h a , h.., de H, i s t o é, o p r o d u t o 

i n t e r n o 

v h . = 0 , para 1<j<n-K 

Qualquer v e t o r y no espaço l i n h a de G é o r t o g o 

n a l a q u a l q u e r v e t o r u no espaço l i n h a de H, i s t o é, 

u»v=0. 0 espaço l i n h a de G é denominado o espaço n u l o de 

H ou o espaço l i n h a de H é o espaço n u l o de G. 
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