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RESUMO 

Nesta tese sao apresentados e analisados alguns recen­

tes resultados o b t i d o s na ãrea de códigos c o r r e t o r e s de e r r o s , r e ­

lacionados com decodificaçao u t i l i z a n d o decisão suave. Tal procedi 

mento é usado com o f i m de e v i t a r a degradação no desempenho de 

sistemas c o d i f i c a d o s que r e s u l t a quando na recepção uma quantiza -

ção abrupta precede a decodificação. 

No capítulo I ê apresentado um tratamento introdutório 

sobre códigos l i n e a r e s , estudando códigos de bloco e códigos convc 

l u c i o n a i s . Em seguida, no capítulo I I , é abordado o c o n c e i t o de de 

cisão suave e é apresentada uma maneira de utilizã-la, adaptando 1 

técnicas algébricas de decodificação por distância mínima a uma me 

dida de distância que permite o uso de informação de v e r o s s i m i l h a n 

ça. Alguns procedimentos subõtimos que u t i l i z a m decisão suave são 

também apresentados. No capítulo I I I são estudados dois a l g o r i t m o s 

ótimos que fazem uso de t a i s técnicas na decodificação de códigos1 

l i n e a r e s em canais sem memória.O desempenho destes algoritmos é 

analisado através de simulação em computador d i g i t a l , no capítulo' 

IV, para vários códigos. Os resultados obtidos são comparados com 

procedimentos que empregam decisão abrupta. Finalmente, no capítu­

l o V, comentários gerais são f e i t o s d i s c u t i n d o vantagens e r e s t r i ­

ções decorrentes do uso destas técnicas, assim como sugestões para 

investigações f u t u r a s . 
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ABSTRACT 

I n t h i s t h e s i s , some recent r e s u l t s obtained i n the area 
of e r r o r c o r r e c t i n g codes, r e l a t e d to s o f t d e c i s i o n decoding techn_i 
ques, are presented and analyzed. Such procedure is used in order to 
avoid the degradation in the performance of encoded systems which 
r e s u l t s when i n the re c e p t i o n a hard d e c i s i o n proceedes the decoding. 

In chapter I an i n t r o d u c t o r y treatment of l i n e a r codes 
is presented, s t u d y i n g block codes and c o n v o l u t i o n a l codes. Then,in. 
chapter I I , t h e concept of s o f t d e c i s i o n is approached, and a way of 
using i t i s presented, adapting a l g e b r a i c techniques o f minimum d i s ­
tance decoding t o a distance measure which permits the use of l i k e -
l i h o o d i n f o r m a t i o n . Some suboptimal procedures which use s o f t deci -
sion are also presented. 

I n chapter I I I two algorithms w i t h o p t i m a l p r o p e r t i e s 
are studied, which make use of such techniques i n the decoding o f 
l i n e a r codes in memoryless channels. The performance of these algo -
rithms i s analyzed v i a d i g i t a l computer s i m u l a t i o n , i n chapter IV , 
f o r several codes. The r e s u l t s obtained are compared w i t h procedures 
which use hard d e c i s i o n . F i n a l l y , i n chapter V, general comments are 
made discussing the advantages and r e s t r i c t i o n s i m p l i e d by the use 
of these techniques, as w e l l as suggestions f o r f u r t h e r i n v e s t i g a 
t i o n s . 
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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO AOS CÓDIGOS LINEARES 

1.1 - INTRODUÇÃO 

Sistemas de comunicação são essencialmente usados p a r a 1 

transmissão de informação, e em g e r a l são constituídos por um t r a n s 

missor, um meio de transmissão através do qual a informação é envia 

da e um receptor. Ao bloco transmissor está conectada a fo n t e de i n 

formação a ser t r a n s m i t i d a - s i n a i s de voz, s i n a i s de TV, dados de 

saída de computadores, dados de t e l e m e t r i a de naves de exploração 1 

e s p a c i a l ou dados de t e l e m e t r i a t r a n s m i t i d o s de uma instalação ope­

rada automaticamente para uma estação c e n t r a l de c o n t r o l e . 

Ã medida que os s i n a i s atravessam o meio de transmissão 

( c a n a l ) , eles são d i s t o r c i d o s ; ruídos e interferências a eles se so 

mam e se torna uma t a r e f a importante i n t e r p r e t a r os s i n a i s quando 1 

finalmente recebidos no extremo r e c e p t o r . 

O problema básico em um sistema de comunicação se resu­

me em t r a n s m i t i r a informação através do canal ruidoso, de uma ma -

n e i r a confiável. 

O problema da transmissão confiável de informação tem 

representado um desafio constante para engenheiros e pesquisadores' 

em comunicações. Aqui, a c o n f i a b i l i d a d e d i z r e s p e i t o a. imunidade da 

transmissão a ação do ruído e outras interferências, e não a indec_i 
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f r a b i l i d a d e de mensagens ( c r i p t o g r a f i a ) . 

Nas últimas décadas tem havido um grande crescimento na 

utilização de sistemas de comunicação d i g i t a l , i.e., sistemas onde a 

mensagem já está na forma d i g i t a l ou é c o n v e r t i d a para este formato, 

como no caso dos sistemas PCM/TDM ] 33 ] . Um sistema de comunicação 1 

d i g i t a l pode ser d e s c r i t o como sendo constituído pelos seguintes ' 

elementos: Fonte •* Codificador •* Canal •* Decodificador •* Destinatá­

r i o . 

A fonte c o n s i s t e da f o n t e o r i g i n a l de informação e de um 

c o d i f i c a d o r f o n t e , enquanto que o canal c o n s i s t e de um modulador , 

um meio de transmissão e um demodulador. As razões para o c r e s c i -

mento do emprego de sistemas de comunicação d i g i t a l são bastante co 

nhecidas | l l | . Para estes sistemas, uma abordagem e f i c a z para o pro 

blema da c o n f i a b i l i d a d e envolve o uso de códigos c o r r e t o r e s de er -

ros. Será mostrado que a introdução de símbolos a d i c i o n a i s (redun -

dantes) ao f l u x o de símbolos produzidos pela fonte (dígitos de i n -

formação) permitirá que se execute a deteção e correção de e r r o s às 

custas, evidentemente, de um aumento na complexidade do sistema e 1 

de uma redução na taxa de transmissão de dados (ou de um aumento na 

banda passante e x i g i d a ) . A p o t e n c i a l i d a d e máxima dos códigos c o r r e ­

tores de erros f o i estabelecida•em 1948 por C.E.Shannon j 35 j a t r a -

vés do teorema de codificação para um canal ruidoso. Este teorema 1 

estabelece que todo canal tem uma capacidade máxima C e para q u a l 

quer taxa de transmissão R < C, existem códigos de taxa R, os 

quais, com decodificação de máxima verossimilhança, tem uma probabi. 

lidade de decodificação errônea a r b i t r a r i a m e n t e pequena. O teorema' 

de Shannon demonstrou a existência de códigos os quais resultam 1 

numa probabilidade de e r r o na decodificação a r b i t r a r i a m e n t e peque -

na, mas não i n d i c o u como c o n s t r u i r t a i s códigos. 

Devido a presença de s i n a i s ruidosos no canal, como ante 
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riormente mencionado, podem o c o r r e r e r r o s durante a transmissão. Es 

tes erros podem ser esporádicos e independentes, neste caso são cha 

mados erros aleatórios, ou podem oc o r r e r em "burst" de vários e r r o s 

de cada vez, e então diz-se que o canal tem memória. O u l t i m o caso 1 

não será objeto de estudo neste t r a b a l h o . 

Para combater os possíveis erros que possam o c o r r e r du­

ra n t e uma transmissão de dados d i g i t a i s em um canal de comunicação' 

ruidoso, são empregados códigos c o r r e t o r e s de e r r o s , os quais podem 

ser c l a s s i f i c a d o s como códigos l i n e a r e s ou não l i n e a r e s . Códigos L i 

neares têm os seus dígitos redundantes calculados como soma módulo' 

q 136 I dos dígitos de informação, enquanto que códigos não l i n e a -

res empregam lógica não l i n e a r ( t a i s como portas e, ou, não, e t c , 

no caso binário). No que segue serão abordados os códigos l i n e a r e s , 

por sua importância prática e por serem estudados na quase t o t a l i d a 

de das publicações sobre códigos. 

Entre os códigos l i n e a r e s existem basicamente duas téc­

nicas d i s t i n t a s de controle de erros para realização de uma t r a n s -

missão confiável de dados d i g i t a i s em canais ruidosos: Os códigos ' 

de bloco e os códigos de árvore. Dependendo da maneira como a redun 

dância é adicionada aos dígitos de informação (mensagem), um destes 

dois t i p o s de código é gerado. Códigos para os quais a redundância' 

em um bloco de dígitos v e r i f i c a a ocorrência ou não de e r r o s , ape -

nas naquele bloco p a r t i c u l a r , são chamados códigos de bloco. Já os 

códigos onde a redundância em um bloco v e r i f i c a a existência ou não 

de erros em mais de um bloco são chamados de códigos de arvore. A 

subclasse mais importante destes códigos é a dos códigos convolucio 

n a i s , os quais são mais simples e de fácil implementação com r e l a -

ção a outros t i p o s de códigos de árvore. 

Os códigos de bloco e convolucionais são c o m p e t i t i v o s ' 

em muitas situações. A escolha f i n a l de um deles depende de f a t o r e s 

como o formato dos dados, o r e t a r d o na decodificação, a complexida-
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de do sistema necessário para alcançar uma determinada taxa de er -

r o s , etc. É dada ênfase neste t r a b a l h o aos códigos de bloco, muito' 

embora os algoritmos considerados sejam na sua maioria também a p l i ­

cáveis a códigos convolucionais. 

Nos anos recentes tem havido um grande i n t e r e s s e em es­

quemas de decodificação u t i l i z a n d o decisão suave, aplicáveis a estes 

dois t i p o s de códigos, com a f i n a l i d a d e de e v i t a r a degradação no 

desempenho que r e s u l t a quando uma quantização abrupta símbolo-por -

símbolo precede o d e c o d i f i c a d o r . Em sistemas de comunicação v i a sa-

tél t e , por exemplo, uma diminuição de 1 dB na relação sinal/ruído' 

proprociona uma economia de milhões de dólares. 

0 i n t u i t o desta tese é de apresentar, s u g e r i r e a n a l i -

sar alguns importantes a l g o r i t m o s de decodificação de códigos l i n e a 

res que façam uso de t a i s técnicas. Neste c a p i t u l o são estudados de 

forma introdutória os códigos l i n e a r e s , de modo que s e j a possível ' 

a compreensão das técnicas de decodificaçao probabilísticas aborda­

das em capítulos p o s t e r i o r e s . 

1.2 - CÓDIGOS DE BLOCO 

1.2.1 - códigos de Bloco Lineares 

Os códigos de bloco l i n e a r e s representam sem dúvida a 

parte mais bem desenvolvida da t e o r i a dos códigos c o r r e t o r e s de e r ­

ros, f a t o que se deve a sua f o r t e e s t r u t u r a algébrica, que pe r m i t e ' 

o emprego de ferramentas matemáticas como a t e o r i a das m a t r i z e s , e 

a t e o r i a dos campos de Galois, por exemplo. 

0 processo de codificação c o n s i s t e em segmentar uma men 

sagem em blocos de k dígitos e acrescentar a cada bloco n-k dí­

g i t o s redundantes. Estes n-k dígitos são determinados a p a r t i r ' 

dos k dígitos de mensagem e destinam-se a deteção e/ou c o r r e 

cão de erros que possam v i r a o c o r r e r durante a transmissão. Des-



te modo, o c o d i f i c a d o r opera de modo independente com cada bloco , 

e a redundância acrescentada serve apenas para d e t e t a r e/ou c o r r i ­

g i r erros somente no bloco considerado. 

Um f a t o importante a ser considerado no estudo de códi 

gos de bloco, é que para um comprimento de bloco n e uma taxa 1 

k/n fixadas, o melhor código de bloco l i n e a r tem desempenho quase 

tão bom quanto o melhor código de bloco com os mesmos parâmetros 1 

I 5 I . A utilização de códigos l i n e a r e s r e s u l t a em simplificação na 

implementação e na análise do desempenho, por i s s o são os estuda -

dos quase na t o t a l i d a d e das pesquisas na área. 

Alguns códigos de bloco simples e bastante u t i l i z a d o s , 

t a i s como códigos de repetição, códigos de peso constante, códigos 

de ar r a n j o s , códigos de único dígito de paridade e códigos de Ham­

ming estão d e s c r i t o s nas referências | 5 | , [.11 | . 

Definição 1.2.1 - Um código de bloco l i n e a r C(n,k,d) é um conjun 

k 

to de q énuplas com elementos em GF(q), chamadas de palavras 1 

código, as quais d i f e r e m e n t r e s i em pelo menos d posições e f o r 

mam um subespaço do espaço v e t o r i a l V"n de todas as énuplas d e f i ­

nido sobre GF(q). 

Deve ser notado conforme d e f i n i d o acima, que o c o d i f i ­

cador se torna p r o i b i t i v a m e n t e complexo para v a l o r e s grandes de k, 
k 

desde que devem ser armazenadas as q palavras código de n dí­

g i t o s cada, em uma memória. I s t o pode ser e v i t a d o lembrando que o 

código é um subespaço v e t o r i a l , como será v i s t o a s e g u i r . 
1.2.2 - Capacidade de Correção 

Dado um código de bloco C(n,k,d), é importante deternú 

nar qual a sua capacidade de correção, i.e., quantos e r r o s e l e é ca­

paz de d e t e t a r / c o r r i g i r , em cada bloco t r a n s m i t i d o . Será mostrado' 

que esta capacidade de correção está relacionada com o parâmetro d. 
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Portanto, uma importante f i g u r a de mérito de um código é a sua d i s 

tância mínima d e n t r e duas palavras código, medida em termos de 

distância de Hamming abaixo d e f i n i d a . 

Definição 1.2.2a - O peso de Hamming de uma énupla u, denotado 1 

por W(u) i é d e f i n i d o como sendo o número de componentes não nulas 

de u. 

Assim, por exemplo, se u = (1,0,2,0,0,5,0,1), então 1 

W(u) = 4. 

Definição 1.2.2b - A distância de Hamming e n t r e duas énuplas u e 

v denotada por D

H ( u , v ) , ê d e f i n i d a como o número de componentes 1 

nas quais estas énuplas diferem. 

Assim, se u = (1,0,2,0,1,2) e v = (1,0,1,0,2,2), a 

distância de Hamming entre elas é D„(u,v) = 2. 
ri 

Se os vetores considerados são binários, da definição' 

de soma módulo 2 é fácil v e r i f i c a r que D (u,v) = W(u(+)v), i.e,, ' 
H 

que a distância ent r e u e v é exatamente i g u a l ao peso do v e t o r ' 

soma. 

Dado um código l i n e a r C(n,k,d), calculando as distân­

cias entre todos os possíveis pares de palavras código, a menor ' 

distância o b t i d a é chamada de distância mínima do código, denotada 

por d. Portanto, 
d = Min D u(u,v) u,v c C (1-1) 

n — — 

u/v 

Se u e v são palavras código de um código l i n e a r , en 

tão u (+) v também o é, v i s t o que o código é um subespaço v e t o r i a l . 

Segue-se deste f a t o que a distância mínima para um código l i n e a r 1 

binário ê i g u a l ao peso mínimo dentre as palavras código não nulas, 

Agora, com relação â capacidade de deteção de um códi­

go de bloco C(n,k,d), torna-se t r i v i a l v e r i f i c a r que a ocorrência 



de uma quantidade de erros menor ou i g u a l a d-1 r e s u l t a em uma ' 

n k 

das 2 -2 ênuplas que não são palavras código, o que p o s s i b i l i t a 

a deteção de e r r o s . Portanto, um código com distância mínima d é 

capaz de d e t e t a r até (d-1) e r r o s . 

Pode ser facilmente mostrado 136| que na decodificação 

por máximo de verossimilhança com canal BSC, o deco d i f i c a d o r e s t i ­

ma a palavra t r a n s m i t i d a como sendo a palavra código mais próxima* 

da palavra recebida no sentido de distância de Hamming. Se o códi­

go de bloco é usado para correção de e r r o s aleatórios e tem distân 

c i a mínima t a l que 2t+2 > d > 2 t + l , então este d e c o d i f i c a d o r pode 

rá c o r r i g i r todas as configurações de erro s contendo t ou menos1 

e r r o s que possam t e r o c o r r i d o I36 j . 

cidade c o r r e t o r a de t = 

Assim, um código com distância mínima d tem uma capa 

d-1 

2 
Desta forma o problema de encontrar um código com uma' 

e r r o s 

dada capacidade de correção, consi s t e basicamente em g a r a n t i r uma 

dada distância mínima. A t e o r i a da informação proporciona o estabe 

lecimento de cotas superiores e i n f e r i o r e s para d, quando são f i ­

xados um comprimento n e uma taxa k/n, contudo não i n d i c a como' 

c o n s t r u i r t a i s códigos |l5 |• 

1.2.3 - M a t r i z Geradora de um Código Linear 

Para um subespaço C de V"n c o n s t i t u i n d o um código 1 

l i n e a r , é possível encontrar um conjunto de k énuplas linearmen­

te independentes, as quais constituem uma base para C. Então, ca­

da énupla u E C pode ser expressa como combinação l i n e a r dos ve­

t o r e s {v^, Y 2,...,y k} da base, ÍA, 

u e C => u = m1V1(+)q nu,V2 © g. . . © q m^ ( i - 2 ) 

ou seja , 

k 
: z C => u = I mp V» , (V£) mp e GF(q) (1-3) 

- l = i 1 -L 
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Um código l i n e a r C(n,k,d) c o n s t i t u i um subespaço de 

V com dimensão k, de modo que é possível representá-lo através' 

dos k vetores que constituem a base. Estes vetores ( X ^ i podem 

ser arranjados como l i n h a s de uma matri z kxn, denominada de ma­

t r i z g e r a t r i z , como mostrado abaixo. 

* 1 V l l v 1 2 .. 

[G] = = V 2 1 
• 

" > 
• 

• 

\2 •• 

• 
• 

kn 

(1-4 

Se é assumido um bloco de informação m = (m^,...,m^), 

então a palavra código correspondente é dada por u = m [ G ] ; 

u = (m,,... 
2 l 

^2 

^k 

k 
= Z 
1 = 1 

(1-5 

ou s e j a , a palavra código correspondente â mensagem m é uma com­

binação l i n e a r de l i n h a s de [ G ] . 

Assim, as l i n h a s da m a t r i z geradora [ G ] geram um códi­

go l i n e a r C(n,k,d), onde cada bloco de informação é c o d i f i c a d o ' 

em uma palavra com n dígitos para transmissão. A razão R = k/n 

é chamada de taxa (ou eficiência) do código. 

Desde que um código l i n e a r é completamente e s p e c i f i c a ­

do pela m a t r i z [ G ] , o tamanho da memória requerida no c o d i f i c a d o r ' 

é reduzido enormemente. O c o d i f i c a d o r pode armazenar somente as k 

l i n h a s de [ G ] , ao invés das q palavras código, se e l e possuir ' 

elemento lógico capaz de fazer as combinações l i n e a r e s das l i n h a s ' 



-9-

armazenadas. 

Exemplo 1.1 - Seja um código de bloco l i n e a r (5,3,2) com m a t r i z 1 

0 

g e r a t r i z dada por 

2 l 1 0 0 1 1 

[ G ] = — 0 1 0 1 0 

V 3 0 0 1 0 1 

A pa l a v r a código correspondente à mensagem m = (1,0,1), 

por exemplo, é encontrada facilmente por 

= ^ © ( ^ © Í V ^ (1,0,1,1,0). 

É possível c o d i f i c a r cada bloco de informação em pala 

vras código de t a l maneira que os k p r i m e i r o s dígitos da pala -

v r a código sejam exatamente os mesmos do bloco de informação, e 

os últimos n-k dígitos sejam os dígitos redundantes que são fun 

ção dos dígitos de informação. Um código nesta forma é d i t o s i s t e 

mático. A redundância é adicionada de maneira a proporcionar capa­

cidade de proteção â mensagem, e o problema do c o d i f i c a d o r se r e ­

duz a determinar estes dígitos. 

Um código sistemático pode ser d e s c r i t o por uma ma 

t r i z geradora [G] na forma 

[ G ] = 

u = (1,0,1) 

¥l 

^3 

1 0 

0 1 

0 P 

0 P 

1,1 

2,1 •* 

. P 

. P 

1, n-k 

2, n-k 

0 0 k , r * k ,n-k 

(1-6) 

i 
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Onde p±. £ G F ( q ) . 

I s t o pode ser representado na forma [ G ] = • P ] ' ° — 

de I. é uma m a t r i z identidade kxk e [ P ] uma m a t r i z kx(n-k) 1 

com elementos em G F ( q ) . 

Se é considerado um bloco de informação m = (m, 

m̂ ) , e uma m a t r i z geradora na forma acima, a p a l a v r a código corres 

pondente será dada por 

u = = (m 1,. ..,11^). [ G ] ( 1 - 7 ) 

Efetuando a multiplicação, são o b t i d a s as equações de 

verificação de paridade do código: 

u . =m. J - 1 ' 2 k 

( 1 - 8 ) 

Os k primeiros dígitos da p a l a v r a código são exata -

mente os dígitos de informação a serem t r a n s m i t i d o s , enquanto que 

os últimos n-k dígitos são redundantes (ou de verificação de pa­

ridade) , calculados como funções l i n e a r e s dos dígitos de informa -

ção. 

1 . 2 . 4 - A M a t r i z de Verificação de Paridade 

Para cada m a t r i z [ G ] kxn, e x i s t e uma m a t r i z (n-k)xk 1 

[ H ] de t a l forma que o espaço l i n h a de [ G ] é o r t o g o n a l a [ H ] , ije. , 

o produto i n t e r n o de vetores do espaço l i n h a de [ G ] com as l i n h a s ' 

de [ H ] é nulo. Esta m a t r i z é denominada de m a t r i z de verificação 1 

de paridade e pode ser e s c r i t a sob a forma 

T 
[ H ] = j h ^ h 2 . . . } ) n _ k j , onde (Vi) h± é uma énupla ( 1 - 9 ) 
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Desta forma, se [H] é o espaço nulo de [G], então se 

v e r i f i c a a relação 

[G] . [H] = 0 (1-10) 

Se o código está na forma sistemática [G] = [1^'P ] , en 

tão o espaço l i n h a de [G] é o espaço nulo da matr i z [H] dada 1 

por [H] = [ - P T j I n _ k ] . (1-11) 

Definição 1.2.4 - Se [H] é usada como m a t r i z g e r a t r i z de um códi­

go de bloco, este código é d i t o ser o dual do código gerado pela 

matriz [G] . 

Seja u = (u,,...,u ) um v e t o r qualquer do espaço li -

T 

nha de [G] . Então u [H] = 0_ , pois desde que [H] e o espaço nu­

lo de [G] , u.hjL = 0 para i = l , 2 , . . . , n - k . 

Então o código l i n e a r gerado por [G] pode também ser 

d e s c r i t o de o u t r a maneira: 
- T "u e palavra código se e somente se u[H] = 0̂ , onde[H] 

é a matriz de verificação de paridade do código l i n e a r gerado por 

[Gp . 

Exemplo 1.2 - A m a t r i z [H] para o código de bloco (5,3,2) i n t r o d u 

zido no exemplo 1.1 pode ser determinada pela equação (1-11) r e s u l ­

tando em 

[H] = 

1 1 0 

1 0 1 

1 0 

0 1 

A énupla u = (1,0,1,1,0) r e s u l t a em u[H] = 0. 

Conclui-se, portanto ,que um código l i n e a r é unicamente' 

especificado pela m a t r i z geradora ou pela m a t r i z de verificação de 

paridade. 
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Na construção de um código l i n e a r , a matriz [P] deve' 

ser escolhida de modo que o código tenha as propriedades de co r r e -

ção de erros desejadas. 

Para um código com m a t r i z geradora [G] = [ 1 ^ - P ] , as 

equações de verificação de paridade podem também ser obtidas d i r e t a 

T • 
mente da matriz [H] = [-P - I , ] , como mostrado abaixo. Seja 1 

n—k. 

u = ÍUi|...fUn) uma palavra código correspondente a mensagem ' 

m = (m, . . . ,m, ) , o que i m p l i c a em u- = m . , i = l , 2 , . . . , k . 

T 

Desde que u[H] = 0_, segue-se que 

U k + j = P l j u l © © P k j U k ' i'e-
u K + j = p i j m l © - - - © P k j m k p a r a J " 1 * 2 * ( 1 - 1 2 ) 

que são as equações já encontradas em (1-8). 

1.2.5 - Síndrome 

Suponha que uma palavra código u de um código de b l o ­

co l i n e a r C(n,k,d) com matriz geradora [G] e matriz de v e r i f i c a 

ção de paridade [H] é t r a n s m i t i d a através de um canal ruidoso. No 

receptor, uma énupla r é recebida, a qual pode d i f e r i r de u de­

vid o ao ruído adicionado durante a transmissão. A t a r e f a do decodi-

f i c a d o r é recuperar u a p a r t i r de r. 

T 

Definição 1.2.5 - O v e t o r de n-k componentes S =£[H] e chamado 

de síndrome da énupla r. 

Como v i s t o na seção a n t e r i o r , u é uma palavra código 1 

se e somente se sua síndrome é nula. 

Portanto, a síndrome de um v e t o r recebido na saída do 1 

canal pode ser usada para deteção/correção de e r r o s . 

O processo de decodificação envolve uma decisão sobre 1 

qual f o i a palavra código t r a n s m i t i d a . O a r r a n j o padrão 124 | suge-
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re uma maneira de como fazer i s t o . No espaço V , as 2 N énuplas 1 

~ k 
são distribuídas em 2 conjuntos d i s t i n t o s , de modo que cada um 1 

deles contenha apenas uma palavra código. Todos os elementos de um 

dado conjunto possuem a mesma síndrome, e dois conjuntos d i s t i n t o s 

são associados a síndromes d i f e r e n t e s . Desta forma é es t a b e l e c i d a ' 

uma correspondência um a um entre uma configuração de e r r o s (coset 

leader) e uma síndrome. Neste caso, o d e c o d i f i c a d o r c o r r i g e erros 1 

quando a configuração de erros do canal é um "coset leader". Estes 

fatos implicam em um procedimento g e r a l para decodificação de códi­

gos de bloco l i n e a r e s , denominado de busca sistemática 130 ] • 

1 . 2 . 6 - Códigos Cíclicos Binários 

Uma considerável parte das pesquisas em códigos de b l o ­

co estão concentradas numa subclasse conhecida como códigos cícli -

cos, i n t r o d u z i d o s por Prange 126 | em 1 9 5 7 . 

Estes códigos são também os mais importantes do ponto 

de v i s t a de aplicações em engenharia. Tudo i s t o é devido a sua f o r ­

t e e s t r u t u r a matemática que permite uma considerável simplificação1 

na implementação dos sistemas. Os procedimentos de decodificação de 

códigos de blocos l i n e a r e s são também aplicáveis a códigos cíclicos, 

todavia, propriedades algébricas decorrentes da e s t r u t u r a cíclica 1 

permitem simplificações importantes, v i s t o que a codificação e o 

cálculo da síndrome podem ser facilmente r e a l i z a d o s empregando re -

g i s t r o s a deslocamento com conecções de realimentação. Sua e s t r u t u ­

ra inerentemente algébrica também torna possível encontrar vários 

métodos de decodificação simples e e f i c i e n t e s . Entre os procedimen­

tos de decodificação mais importantes para este t i p o de código, são 

conhecidos DECODIFICAÇÃO DE MEGGITT ]36|, DECODIFICAÇÃO POR LÓGICA' 

MAJORITÁRIA 128 I e o método conhecido como "ERROR-TRAPPING" J 2 4 | , 

os quais são de implementação simples e bastante a t r a t i v o s . 



Definição 1.2.6 - Um código de bloco é cíclico quando uma permuta -

ção cíclica, aplicada a qualquer de suas palavras, r e s u l t a ainda em 

uma palavra código, ije., se v = (VQ ,v^, . . . , v

n _ ] ^ 6 uma palavra có­

digo, então v 1 = (v , v ~ , v n , v . ,) também o é, c o n s i -

' ' — n - i + l ' 0 1 n - i - 1 ' 

derando os índices reduzidos módulo n. 

É possível t r a t a r as componentes do vetor v como c o e f i 

c i entes de um polinómio de grau sempre menor ou i g u a l a n-1, a t r a ­

vés de uma correspondência um a um: 

v = ( v Q , . . ./V n_ 1) < = >v(x) = v ( )+v 1x+...+v n_ 1x
n 1 (1-13) 

Fazendo uso de propriedades de campos f i n i t o s , prova-se' 

136 I<3^i^ todas as palavras de um código cíclico (n,k,d) são múlti -

pias de um polinómio g( X ) , de grau n-k, bem d e f i n i d o ; e r e c i p r o c a 

mente que todo polinómio de grau i g u a l ou menor que n-1, e que se­

ja divisível por g C X ) , ê uma palavra código. 

O polinómio g(X) é chamado polinómio gerador do código 

cíclico e é f a t o r de X n+1, ie. f 

g(X)h(X) = X n+1, ou g(X)h(X) = 0 mod X R+1. 

A representação de um código cíclico pode ser f e i t a a t r a 

vés do seu polinómio gerador g ( X ) , da mesma forma que a m a t r i z [G] 

representa um código de bloco l i n e a r . 

Conforme mencionado, as palavras código são múltiplas do 

polinómio g(X). Desta forma, os polinómios g(X), Xg(X),...,X g (X) 

são palavras código e como são linearmente independentes, podem ' 

ser usadas como base para formar a matr i z geradora do código cícli­

co, como mostrado a se g u i r . 
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[ G ] = 

x K " 1 g ( x ) 

x " g ( x ) 

g ( x ) 

Para f i n s de codificação, a propriedade do deslocamento 

cíclico permite uma implementação sequencial da m a t r i z [G] . 

Representando a mensagem a ser c o d i f i c a d a por um polinô 

mio m(X) de grau menor ou i g u a l a k-1, um c o d i f i c a d o r na forma 1 

sistemática gera a palavra código de acordo com 

V(X) = C(X) + X n k m(X) (1-14) 

n-k 
onde C(X) é o r e s t o da divisão de X m(X) por g ( X ) , 

C(X) = remíX n k m(X)/g(X)}. (1-15) 

A implementação do c o d i f i c a d o r pode ser f e i t a através de 

r e g i s t r o a deslocamento com n-k estágios, pois multiplicações e 

divisões de polinómios com c o e f i c i e n t e s em GF(2) podem ser efetua 

das facilmente com o auxílio de r e g i s t r a d o r e s a deslocamento |11|. 

Um c o d i f i c a d o r com k estágios ao invés de n-k está -

gios pode também ser implementado ] 30 | * levando em consideração o 

polinómio de verificação de paridade h(X). 

A síndrome pode ser facilmente determinada, conforme se 

rá mostrado a seg u i r . De um modo g e r a l , a palavra recebida pode ser 

representada pela expressão r(X) = V(X) + e ( X ) , onde e(X) é um 

polinómio correspondente à configuração de erros i n t r o d u z i d a no ca­

n a l . A síndrome pode ser determinada cono o re s t o da divisão ent r e 

o polinómio recebido e o polinómio gerador, ÍÊ., 

S(X) = rem{r(X)/g(X) } = r e m { ^ l + ^1*1} (1-16) 
g(X) g(X) 
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Como V(X) = m(X) g ( X ) , segue-se que 

S(X) = rem {e(X)/g(X)> (1-17) 

Caso S(X) seja zero, o d e c o d i f i c a d o r a c e i t a a palavra 

recebida como pertencente ao código. No caso contrário, i,e., S(X)^0, 

considera que ocorreram e r r o s durante a transmissão. Desta maneira' 

é fácil perceber a simplicidade de um c i r c u i t o d e c o d i f i c a d o r para 1 

deteção de e r r o s quando são empregados códigos cíclicos. 

1.2.7 - Códigos de Hamming e Códigos B.C.H 

Os códigos de Hamming, i n t r o d u z i d o s em 1950 llól, foram 

os primeiros códigos não t r i v a i s propostos para c o r r i g i r e r r o s . São 

códigos l i n e a r e s que corrigem um e r r o por bloco e têm distância mí­

nima i g u a l a 3. Para cada i n t e i r o c > l , e x i s t e um código de Hamming 

com os seguintes parâmetros: 

n = 2 C-1 k = 2°-l-c e d = 3. 

— c -
A condição n = 2 -1 e escolhida de modo a assegurar ' 

d i s p o n i b i l i d a d e de redundância s u f i c i e n t e para v e r i f i c a r a ocorrên­

c i a de um e r r o por pa l a v r a , pois o número de síndromes não nulas 1 

c ' — 
2 -1 r e s u l t a exatamente i g u a l ao numero de posições n em que o 

e r r o pode estar l o c a l i z a d o . I s t o s i g n i f i c a que os códigos de Hamming 

são códigos p e r f e i t o s conforme a definição abaixo. 

Definição 1.2.7 - Um código de bloco (n,k,d) c o r r e t o r de t e r ­

ros e d e f i n i d o em GF(q) é p e r f e i t o se e somente se 

t 
y , t . i ^ i n-k E (q-1) C = q 
i = 0 n 
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Com excessão dos códigos de Hamming, o código de Golay' 

(23,12,7) com t=3 e o código ternário (11,6,7) com t = 3 , não e x i s 

tem outros códigos p e r f e i t o s não t r i v i a i s . 

É i n t e r e s s a n t e observar que os códigos de Hamming são 

também códigos cíclicos e que a taxa (eficiência) é dada por ' 

R = 1 - - , consequentemente são códigos cuja eficiência tende' 
2 C-1 

a 1 assintóticamente. Os códigos (7,4,3), (15,11,3) e (31,26,3) se­

rão u t i l i z a d o s nas análises r e a l i z a d a s nos capítulos seguintes. 

Com relação aos códigos BCH, estes códigos foram c r i a -

dos independentemente por Hocquenghen (19 59) e por Bose-Chandhuri ' 

(1960); são códigos cíclicos, e representam a classe mais importan­

te de códigos de bloco com algoritmos algébricos de decodificação 

Para quaisquer i n t e i r o s p o s i t i v o s m e t ( t < 2 n - l ) e x i s t e um códi^ 

go BCH com os seguintes parâmetros: 

n = 2 m - l n-k < mt e d > 2t + 1. 

O teorema fundamental dos códigos BCH é a s e g u i r enun -

ciado. 

Teorema 1.1 - O código BCH cujo polinómio gerador tem d-1 raízes1 

2 3' " _d—1 ~ ^ consecutivas a, a , a f. . . r cr f tem distância mínima pelo menos d. 

Para um tratamento completo destes códigos o l e i t o r de­

ve consultar as referências | 3 ! e 126I -

1.3 - CÓDIGOS CONVOLUCIONAIS 

1.3.1 - Considerações Gerais 

Na classe de códigos denominada de códigos convolucio -

n a i s , a redundância adicionada a cada bloco é função de mais de um 

bloco de informação, de modo que estes não são tr a t a d o s de forma i n 
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dependente como nos códigos de bloco. Estes códigos foram p r i m e i r a ­

mente intr o d u z i d o s |26 | por P.Elias (1955), e podem ser c l a s s i f i c a -

dos como f i x o s ou v a r i a n t e s no tempo. E n t r e t a n t o , a grande maioria' 

dos códigos convolucionais empregados é i n v a r i a n t e no tempo, de f o r 

ma que apenas estes serão abordados a q u i . 

Na decodificação de códigos c o n v o l u c i o n a i s , vários sub-

blocos sucessivos recebidos são processados. Idealmente, toda se -

quência t r a n s m i t i d a deveria ser empregada na decodificação, o que 

não é f e i t o devido a limitações práticas e por i n t r o d u z i r um r e t a r ­

do muito grande na decodificação. Todavia, a degradação r e s u l t a n t e ' 

desta simplificação é inteiramente aceitável. 

Num sentido r e s t r i t o , códigos con v o l u c i o n a i s podem ser 

v i s t o s como uma classe e s p e c i a l de códigos de bloco l i n e a r e s , por -

rém, uma observação mais cuidadosa r e v e l a que a e s t r u t u r a convolu -

c i o n a l proporciona a um código l i n e a r propriedades superiores que 

melhoram o desempenho. 

A e s t r u t u r a de um código co n v o l u c i o n a l pode ser e x i b i d a 

por meio de diversas representações, v i s t o que um c o d i f i c a d o r convo 

l u c i o n a l f i x o pode ser considerado como uma máquina sequencial de 

estados f i n i t o s , i n v a r i a n t e no tempo. 

1.3.2 - 0 Codificador Convolucional 

Na entrada do c o d i f i c a d o r é alimentado um bloco com k 

símbolos de informação (elementos de GF(q)), e um bloco com n>k 

símbolos código é gerado e aparece na saída do r e f e r i d o c o d i f i c a d o r . 

Os símbolos de saída são combinações l i n e a r e s em GF(q) dos símbolos 

de entrada dos N-l blocos precedentes. Deste modo, os n dígitos 

de saída dependem não somente dos k dígitos de mensagem de um mes 

mo sub-bloco , mas também dos N-l sub-blocos de mensagem a n t e r i o ­

res . 
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Um código assim gerado é d i t o ser um código convolucio-

n a l (n,k,N), com comprimento de restrição no c o d i f i c a d o r de N 1 

blocos. A -taxa assintótica para este código é R = k/n, e em g e r a l , 

k e n são i n t e i r o s pequenos. 

A formulação m a t r i c i a l para estes códigos é d e s c r i t a a 

seguir: 

I n i c i a l m e n t e é considerado um conjunto de k.(n-k) ve­

tores com N dígitos binários cada, denominados SUBGERADORES: 

( i , j ) = ( g 0 ( i f J ) > g^íi/J} (1-18) 

Para i = l , 2 , . . . , k e j = l,2,...,n-k. 

A p a r t i r deste conjunto, forma-se uma m a t r i z com k l i 

nhãs, 

g (D 

g (k) 

= [ i k P 0 o p o P 2 . . . O P N _ X 0 f ^ 8 i * ] 

Onde 1^ tem dimensão kxk 

0 tem dimensão kxk 

P^ tem dimensão k x ( n - k ) , 0<£<N-1 

(1-19) 

[Pp] = 

g ^ ( l , l ) g £ ( l , 2 ) . . . g £ ( l , n - k ) 

(1-20) 

g ^ ( k , l ) g £(k,2) . . .g £(k,n-k) 

Assim, cada l i n h a g ( i ) é um v e t o r s e m i - i n f i n i t o com 

CO 

componentes não nulas confinadas aos primeiros nN dígitos. 

O v e t o r g ( i ) contendo somente as p r i m e i r a s nN p o s i ­

ções do vetor g^íi) é d i t o um GERADOR. 

Um código convolucional f i x o l i n e a r pode ser representa 

do por uma m a t r i z geradora sob a forma: 
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G = 

i P 0 o P X 0 . . . . 0 P N - 1 
zeros 

\ P0 ° 0 P zeros 
N-l 

J k P 0 0 P zeros 
N-l 

(1-21) 

Alguns exemplos apresentados esclarecem como determinar 

a matriz G^ a p a r t i r dos subgeradores. 

Exemplo 1.3 - Considere um código convolucional sistemático (2,1,4) 

o qual é gerado de acordo com o subgerador g ( l , l ) = (1 1 0 1 ) . 

O gerador é g ( l ) = ( 1 1 0 1 0 0 0 1 ) e a m a t r i z gera­

dora i determinada como sendo 

G = 
oo 

1 1 0 1 0 0 0 1 

1 1 0 1 0 0 0 1 

1 1 0 1 0 0 

CO 

0 1 

Por t a n t o , para uma mensagem a ser c o d i f i c a d a 1 

m = (1 £ 0̂  1 l . . . . ) , a sequência c o d i f i c a d a é encontrada por 

£ = m Ĝ  , i,e., C = (11 01 00 10 10 . . .) . 

Exemplo 1.4 - Considere agora o código convolucional (4,3,3) com os 

seguintes subgeradores : 

g ( l , l ) = ( 1 1 1 ) 

g ( 2 f l ) = ( 1 0 1 ) 

g ( 3 r l ) = ( 1 1 0 ) 

Os geradores são determinados como sendo: 
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g ( l ) = ( 1 0 0 1 Q 0 0 1 0 0 0 1 ) 

g ( 2 ) = ( 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 ) 

g ( 3 ) = ( 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 ) 

e a matriz geradora será dada por 

G = 

l o o n o o o : i o o o : i 
• • • 
• • • 

o í o : i o o o:o o o o : i 

o o 1 :1 o o o : i 

zeros 

0 0 0.0 

1 0 0 1 1 o o o : i 0 0 0 : i 
• • • 

o i o : i o o o:o o o o : i 

0 0 1 : 1 o o o i i o o o : o 

zeros 

T T 
Deve ser observado que PQ = (1 1 1) , P-̂  = (1 0 1) e 

P 2 = ( 1 1 0 ) . 

Um código convolucional (n,k,N) pode também ser especi 

fic a d o pela sua matri z de verificação de paridade H^, t a l como um 

T 
código de bloco. Novamente e v e r i f i c a d a a relação 0^11^ = 0, donde 

„ T 
segue-se que c e uma sequencia código se e somente se c = 0_. 

Para um código convolucional sistemático, ou s e j a , com 

matriz geradora da forma d e s c r i t a em ( 1 - 2 1 ) , a matri z de v e r i f i c a -

ção de paridade é dada por 

H = 

I 
n 
-k 

»5 
0 

p T 

• 

0 

• 

0 

• 

T 
P 0

 Jn-k 

N- 1 0 

• 

P T 

• 

2 

T 
P l ° 

T 
P 0 V k 

( 1 - 2 2 ) 

P N - 1 0 

T 
PN-2 n-k 
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Exemplo 1.5 - Como um exemplo, a m a t r i z de verificação de paridade 

para o código (4,3,3) d e s c r i t o no exemplo 1.4 é determinada abaixo. 

H = 

1 1 1 1 

1 0 1 0 

1 1 0 0 

1 1 1 1 

1 0 1 0 

1 1 0 0 

1 1 1 1 

1 0 1 0 

1 1 0 0 

1 1 1 1 

1 Q 1 0 

00 

1 1 1 1 

1.3.3 - Outra Representação da M a t r i z Geradora 

É possível também representar a m a t r i z Gto numa o u t r a 

forma que f a c i l i t a o p r o j e t o dos c i r c u i t o s c o d i f i c a d o r e s , como será 

mostrado adiante. 

Para um código convolucional (n,k,N), a m a t r i z G^ po­

de ser e s c r i t a sob a forma: 

g 0 g x g 2 ... 

G = 

go g i 'N-l 

9 0

 g i 'N-l 

4-
00 

(1-23) 

Onde g j / J ~ 0,1,... N-l são matrizes kxn. 

Se o código é sistemático, comparando (1-21) e (1-23) , 

é possível observar que existem relações da forma 

9 0 
= I , p k ^ 0 ' g l = ° P l ' g2 = ° P 2 ' - - ' ' g N - l = ° PN-1 • 

A m a t r i z de verificação de paridade também pode ser es-
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c r i t a na forma abaixo. 

H 

h l h o 

h 2 h h Q 

1 N - I V : 

4 
00 

(1-24) 

Onde h 0=p£ I n _ k , 0, h2=P
T

2 0 h

N - i = P N - l °-

Os k geradores podem ser facilmente o b t i d o s a p a r t i r ' 

da relação 

gCD 

g(k) 
^0 g l * * * g N - l 

(1-25) 

Os exemplos apresentados abaixo mostram como e s t a repre 

sentação é r e f l e t i d a na implementação do c i r c u i t o c o d i f i c a d o r . 

Exemplo 1.6 - Um c i r c u i t o c o d i f i c a d o r para o código c o n v o l u c i o n a l ' 

(2,1,3) especificado através de e ^2 a b a i x O / é mostrado na 

f i g u r a 1.1. 

g 0 = ( L i ) 

g 1 = (1,0) => gerador g ( l ) = ( 1 1 10 1 1 ) 

g 2 = (1.1) 
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©-

Figura 1.1 - CODIFICADOR PARA O CÓDIGO CONVOLUCIONAL 

(2,1,3). 

Exemplo 1.7 - Um c i r c u i t o c o d i f i c a d o r para o código co n v o l u c i o n a l ' 

não sistemático (3,2,2) e s p e c i f i c a d o através das matrizes e g^' 

abaixo, está apresentado na f i g u r a 1.2. 

9 0 

í i i 

0 1 0 

1 0 1 

1 1 0 

=> geradores 

g ( l ) = ( 1 1 1 1 0 1 ) 

g(2) = ( 0 1 0 1 1 0 ) 

• 1 > -> •— 

•J 

1 J 

7̂ 1 

• 

Figura 1.2 - CODIFICADOR PARA O CÓDIGO CONVOLUCIONAL 

(3,2,2). 

Portanto, para implementação do c o d i f i c a d o r de um códi­

go convolucional (n,k,N) são necessários k.(N-l) estágios de re 

g i s t r o a deslocamento com ligações determinadas pelos geradores. 
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1.3.4 - Diagrama em Arvore, Treliça e Diagrama de Estado 

Uma das maneiras de representar a sequência de saída re 

s u l t a n t e da codificação de uma dada sequência de entrada para um cõ 

digo convolucional f i x o , é por meio de uma representação da árvore' 

associada ao c o d i f i c a d o r . 

Os b i t s de entrada do c o d i f i c a d o r são indicados pelo ca 

minho seguido na arvore, enquanto que os b i t s de saída são i n d i c a -

dos nos ramos. Um zero de entrada é representado pelo ramo superior 

de uma bifurcação,enquanto que o um é representado pelo ramo i n f e -

r i o r . 

O diagrama em árvore para um código convolucional não 

sistemático (4,1,3) é apresentado na f i g u r a 1.3 abaixo. 

0000 
0000 

Figura.1.3 - DIAGRAMA EM ARVORE PARA O CÕDIGO 

CONVOLUCIONAL (4,1,3). 
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Deste modo, a sequência 1 1 0 1 0 ... aplicada na en -

trada do c o d i f i c a d o r produz uma sequência de saída 1 

1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 ... 

Observando-se o diagrama de a r v o r e , nota-se que sua es­

t r u t u r a torna-se r e p e t i t i v a apôs um c e r t o número de ramos, o que 

estã relacionado com o f a t o do c o d i f i c a d o r convolucional ser uma má 

quina com estados f i n i t o s . I s t o t o r n a possível fazer uma modifica -

ção que consiste em j u n t a r os nos indicados por uma mesma l e t r a , f a 

zendo com que o diagrama em árvore evolua para um diagrama de t r e l i ^ 

ça. 

A treliça para o código (4,1,3) representado na f i g u r a 

1.3 é facilmente o b t i d a , resultando no diagrama mostrado abaixo. 

00 

01 

10 

El 

0000 0000 0000 0000 

1001 1001 1001 1001 

Figura 1.4 - DIAGRAMA DE TRELIÇA PARA CÓDIGO 

CONVOLUCIONAL (4,1,3). 

Pode ainda ser observado que é possível fazer uma repre 

sentação em diagrama de estado de um c o d i f i c a d o r convolucional. A 

p a r t i r da treliça é possível c o n s t r u i r este diagrama, que represen­

ta perfeitamente o c o d i f i c a d o r . O diagrama para o exemplo em ques -

tão é mostrado na f i g u r a 1.5. 
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1001 

Figura 1 . 5 - DIAGRAMA DE ESTADO PARA O CÓDIGO 

CONVOLUCIONAL ( 4 , 1 , 3 ) . 

U t i l i z a n d o este diagrama é possível a determinação do 

conjunto de pesos dos caminhos do código de uma forma r e l a t i v a m e n t e 

simples I 3 7 1 . 

A determinação da distância l i v r e para um código convo-

l u c i o n a l , a qual é o b t i d a a p a r t i r do conjunto de distâncias e n t r e * 

o caminho todo zero e os demais caminhos que dele divergem, também' 

pode ser f e i t a através do diagrama de estado 130 I -

1 . 4 - DECODIFICAÇÃO DE CÓDIGOS CONVOLUCIONAIS 

Vários procedimentos são usuais na decodificação de có­

digos convolucionais. Entre as técnicas mais comumente u t i l i z a d a s 1 

podem ser citadas a DECODIFICAÇÃO SEQUENCIAL | 4 0 | , ( a l g o r i t m o de 

FANO/WOZENCRAFT) e o ALGORÍTMO DE VITERBI J 3 7 | , entre o u t r a s . 

Para alguns códigos, a decodificação também pode ser 

realizada u t i l i z a n d o LÓGICA MAJORITÁRIA j 3 6 | . 

O l e i t o r interessado nestes procedimentos deve se d i r i -
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g i r ã l i t e r a t u r a apropriada | i | , |28 | , |40 | . 

Ainda com relação a decodificação de códigos convolucio 

n a i s , serão apresentados no capítulo I I I , duas maneiras de u t i l i z a r 

técnicas de decisão suave. I n i c i a l m e n t e , um d e c o d i f i c a d o r será apre 

sentado, o qual u t i l i z a decisão suave e é ótimo no sentido de que 

minimiza a probabilidade de e r r o por b i t t r a n s m i t i d o . É também co -

nhecido que o al g o r i t m o de V i t e r b i para decodificação de códigos 

convolucionais maximiza a p r o b a b i l i d a d e a p o s t e r i o r i das sequências 

código em canais sem memória. 



CAPÍTULO I I 

DECODIFICAÇÃO USANDO DECISÃO SUAVE 

2.1 - INTRODUÇÃO 

Como já d i s c u t i d o no capítulo a n t e r i o r , sabe-se que na 

prática,empregam-se largamente a l g o r i t m o s de decodificação basea -

dos em propriedades e s t r u t u r a i s de códigos algébricos, o que permi­

te frequentemente uma implementação r e l a t i v a m e n t e simples em termos 

de c i r c u i t o s d i g i t a i s . Deve ser observado, e n t r e t a n t o , que estes 

procedimentos apresentam uma séria deficiência, uma vez que assumem 

um modelo de canal no qual em cada período de tempo um dos q pos­

síveis s i n a i s do a l f a b e t o é t r a n s m i t i d o e um deles ê recebido. 

Este modelo i m p l i c a em um r e c e p t o r que efetua uma d e c i ­

são abrupta, baseada no s i n a l recebido, escolhendo das q l e t r a s 

do alfabeto do transmissor aquela que f o i a mais provavelmente 1 

t r a n s m i t i d a . Tal receptor descarta,portanto,toda informação acerca' 

da c o n f i a b i l i d a d e desta escolha, bem como acerca das probabilidades 

das outras l e t r a s que não a escolhida. Este f a t o torna bastante c i a 

ro que o desempenho dos sistemas c o d i f i c a d o s pode ser melhorado pe­

lo uso da informação probabilística associada ã palavra recebida. 

Numa recepção que u t i l i z a decisão abrupta, esta informa 

ção é perdida na quantização que precede a decodificação. Um recep­

t o r que emprega decisão suave é aquele que t e n t a r e t e r toda (°u par 

te) da informação probabilística para uso apropriado pelo d e c o d i f i -

cador. 
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Em g e r a l , os códigos c o r r e t o r e s de erros empregados em 

receptores práticos são códigos l i n e a r e s binários. A grande p a r t e 1 

dos procedimentos e x i s t e n t e s para decodificação deste t i p o de códi­

go assumem a existência de canais com saída binária, ou s e j a , empre 

gam um quantizador antes da decodificação para e x t r a i r a informação 

na forma d i g i t a l . A maioria dos detetores e x i s t e n t e s constam básica 

mente de um demodulador analógico, seguido por um d e c o d i f i c a d o r d i ­

g i t a l que opera sobre os dígitos binários produzidos pelo demodula­

dor. O bloco demodulador atua como um quantizador que apresenta um 

l i m i a r de decisão, resultando em duas saídas d i s t i n t a s . I s t o s i g n i ­

f i c a que de acordo com o v a l o r da amostra que é c o l h i d a (acima ou 

abaixo do l i m i a r de referência),um dígito binário correspondente (1 

ou 0) é entregue ao d e c o d i f i c a d o r . É desta forma que a informação 1 

probabilística, potencialmente ütil, entregue ao demodulador é in -

teiramente destruída, f a t o que reduz substancialmente a eficiência' 

do sistema de comunicação. Um processo de deteção (demodulação e 

decodif icação) com decisão suave u t i l i z a a informação de natureza ' 

probabilística associada à mensagem recebida, de modo a obter uma ' 

melhor e s t i m a t i v a da mesma. A idéia é fornecer ao d e c o d i f i c a d o r i n ­

formação sobre a c o n f i a b i l i d a d e dos dígitos recebidos, evitando as­

sim a degradação que r e s u l t a quando se u t i l i z a antes da d e c o d i f i c a -

ção uma quantização de apenas duas regiões. 

A maioria da perda de informação pode ser recuperada se 

a saída do demodulador é quantizada em 2^ regiões, 2^ ^ em cada 

lado do l i m i a r de referência.Então,para cada dígito de entrada modu 

lado,o c i r c u i t o demodulador fornece um dígito de decisão (indicando 

se a saída está acima ou abaixo do l i m i a r ) , e Q-l dígitos de c o n f i a ­

b i l i d a d e (indicando quão d i s t a n t e a saída está do l i m i a r de decisão). 

Os Q dígitos de decisão suave constituem então a saída t o t a l , a o i n ­

vés de somente um dígito,como no caso de decisão abrupta. 

Na f i g u r a 2.1 é mostrado um exemplo para Q=2. 
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Instantes de 
amostragem 

Figura 2.1 - DECISÃO SUAVE - QUANTIZAÇÃO EM 4 

REGIÕES DE CONFIABILIDADE. 

A mais simples forma de decisão suave é o apagamento,ou 

deteção por zona n u l a . Para um estudo mais detalhado, as referênci­

as ] 4 I e I5 I são apropriadas. Neste método, a região próxima (ime 

diatamente acima e imediatamente abaixo) do l i m i a r de decisão é 

chamada de zona n u l a . Saídas caindo dentro desta região são entre -

gues ao decod i f i c a d o r rotuladas como apagamento E, como observado ' 

no exemplo da f i g u r a 2.2. 

Limiar de 
decisão 

Figura 2.2 - DETEÇÃO POR ZONA NULA. 
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Quando o decodificador u t i l i z a decisão abrupta, é assu 

mido um modelo de canal BSC, enquanto que o uso de apagamento re -

s u l t a em um canal BEC. Os algoritmos algébricos de decodificação 1 

podem ser modificados para manipularem e f i c i e n t e m e n t e os apagamen­

tos . 

O d e c o d i f i c a d o r u t i l i z a n d o deteção por zona nula tem 

agora algum conhecimento de onde os e r r o s provavelmente ocorreram, 

e pode d e c o d i f i c a r de acordo com este f a t o , ou s e j a , os d-1 er -

ros detetados são l o c a l i z a d o s através da informação de c o n f i a b i l i ­

dade . 

Desta maneira, a potência de correção de e r r o s de um 

código pode ser aproximadamente dobrada, desde que um código com 

distância mínima d pode c o r r i g i r d-1 apagamentos, mas somente 1 

d-1 

— 2 — e r r o s . 

A utilização de mais de duas regiões de quantização é 

uma t e n t a t i v a de d i m i n u i r a perda de informação que r e s u l t a quando 

uma decisão abrupta é r e a l i z a d a . 

Portanto, o d e t e t o r ótimo, i,e., aquele que no processo 1 

de decisão retém toda a informação co n t i d a no s i n a l recebido, se -

r i a aquele que e n t r e g a r i a ao d e c o d i f i c a d o r o v a l o r exato das amos­

t r a s colhidas. Mais t a r d e , no capítulo I I I , estes detetores serão' 

abordados. 

Uma maneira de se u t i l i z a r os dígitos de c o n f i a b i l i d a ­

de no processo de decodificação é através do conceito de distância 

suave. 
A distância suave d e n t r e duas palavras código pode 

s 

ser calculada de acordo com o procedimento d e s c r i t o abaixo: 

1) - invertendo os dígitos de confiança da palavra se seu dígito 1 

de informação correspondente é zero. 

2) - Somando módulo 2 as duas palavras modificadas de acordo com o 
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passo 1. 

3) - Dividindo a sequência r e s u l t a n t e em n subsequências de Q 1 

dígitos cada. 

4) - Interpretando cada ama das subsequências de Q dígitos como um 

número binário e convertendo para decimal. 

5) - Somando os números obtidos em 4, resu l t a n d o em um decimal t o -

t a l . 

da por 

Assim, d g entre 0 0 0 1 1 1 e 0 1 1 0 1 1 é o b t i 

© 
0 1 1 I 1 1 1 

0 0 0 : 0 0 0 

O l l i l l l 

3 + 7 = 10 

O uso de distância suave no processo de decodificação ' 

será i l u s t r a d o a seguir. 

No exemplo abaixo é assumido Q = 3 e um código com 

exatamente duas palavras, 0 ou 1, para o qual d = l e R=l. 

A f i g u r a 2.3 mostra as possíveis saídas obti d a s após o 

demodulador. 

1 11 

1 10 

1 01 i 
1 00 

t 

0 00 1 

0 01 JÁ 

0 10 1 
0 11 

dígitos 

de deci_ 

são 

l i m i a r de c o n f i a b i l i d a d e 

l i m i a r de decisão 

dígitos 

de confiança 

Figura 2.3 - SAÍDAS DO DEMODULADOR EMPREGANDO 
DECISÃO SUAVE. 
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É admitido que a palavra 1 é t r a n s m i t i d a , e que devido* 

ao ruído do canal, 0 0 0 é a saída do demodulador. As duas possib_i 

lidades de plena confiança para a saída do demodulador são 0 1 1 e 

1 1 1, de maneira que a distância de decisão suave d g/ para cada 

caso é 

d (0 0 0 , 0 1 1) = 3 
s 

d (0 0 0 , 1 1 1) = 4. 
s 

Desta maneira, 0 será selecionado incorretamente como1 

tendo sido a palavra t r a n s m i t i d a , quando é empregado um d e c o d i f i c a -

dor por distância suave mínima. 

Agora, será considerado um novo exemplo no qual se assu 

me as palavras código como sendo 0 0 e 1 1, res u l t a n d o em um códi­

go com d=2 e R=0,5. É admitido que a p a l a v r a 11 é t r a n s m i t i d a , 

mas 0 0 0 1 1 1 é recebida na saída do demodulador, ou s e j a , o 

ruído afetou o p r i m e i r o dígito da palavra código. 

As duas saídas de plena confiança são agora 1 

0 1 1 0 1 1 e 1 1 1 1 1 1 , d e modo que 

d ( 0 0 0 1 1 1 , 0 1 1 0 1 1 ) = 1 0 
s 

d ( 0 0 0 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1 ) =4. 
s 

Portanto, 1 1 será selecionada corretamente, e um úni­

co erro f o i c o r r i g i d o , embora o código possua d=2. 

Este t i p o de deteção com decisão suave é p a r t i c u l a r m e n ­

te aplicável â decodificação por distância mínima (máximo de veros­

similhança) para códigos de bloco, e também para códigos convolucio 

nais u t i l i z a n d o o al g o r i t m o de V i t e r b i ou decodificação sequencial. 
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2.2- ALGUNS PROCEDIMENTOS SUBÕTIMOS 

Nesta seção são d e s c r i t o s a l g o r i t m o s de decodificação1 

de códigos de bloco que empregam decisão suave e que são subótimos, 

no sentido que o ganho teórico máximo possível não ê atingido."Em 1 

alguns casos i s t o se deve ao f a t o do uso de um numero f i n i t o de r e ­

giões de quantização, de maneira a v i a b i l i z a r a implementação práti 

ca. 

Tais procedimentos, embora subótimos, representam uma 

melhoria considerável no desempenho com relação a sistemas que u t i ­

l izam decisão abrupta. 

2.2.1 - Decisão Suave na Decodificação de Códigos de um Onico 

D i g i t o de Paridade 

O procedimento d e s c r i t o a s e g u i r é devido a F a r r e l l e 

K a l l i g e r o s |l2 |# onde se u t i l i z o u como exemplo um código de bloco' 

(8,7,2) e um d e t e t o r com decisão suave quantizado em 8 regiões, cu­

j o s níveis são +0,25V , +0,5V, +0,75V para s i n a i s de +ÍV. 

O d e c o d i f i c a d o r deve operar de acordo com a seguinte ' 

sequencia: 

1) - a v a l i a r os dígitos de decisão k-̂ k,̂ .. .k^k-yC e seus correspon 

dentes "bytes" de c o n f i a b i l i d a d e . 

2) - Recalcular o dígito de paridade c-^ a p a r t i r dos dígitos de 

informação e compará-lo com o v a l o r recebido c^. 

a) Se c-̂  e s t i v e r c o r r e t o , ê assumido que não ocorreram e r r o s f 

e a palavra é l i b e r a d a . 

b) Em caso contrário, i n v e r t e r o dígito de mais baixa c o n f i a b i 

l i d a d e , de modo a c o r r i g i r o e r r o i s o l a d o mais provável, e 

l i b e r a r então a palavra. 

A curva de desempenho, o b t i d a por simulação em computa 



dor, é mostrada a seguir na f i g u r a 2.4 abaixo. 

Para relações sinal/ruído maiores que -2,5dB observa-se 

um ganho em relação ao sistema sem codificação, o qual é s u p e r i o r ' 

aquele obtido por um código de Hamming de mesmo comprimento e/ou 1 

eficiência. 

Figura 2.4 - CURVAS DE DESEMPENHO DO ALGORÍTMO DE FARRELL 
E KALLIGEROS. 
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2.2.2 - Decodificação por Distância Suave Mínima 

Decodificação por distância mínima usando decisão suave 

f o i empregada em um sistema estudado por F a r r e l l e Munday (1976) 1 

112 I . É basicamente um sistema de comunicação em HF sem c a n a l de 

retorno. As características do sistema são: 

1) - baixa taxa de dados, aproximadamente 50 b i t s / s e g . 

2) - Um código produto | 361 é empregado, com n = 15x15 = 225 e 

d = 3x3 = 9 c o d i f i c a d o e d e c o d i f i c a d o em cascata. 

3) - Intercalamento de b i t s para combater a m i s t u r a de e r r o s aleató 

r i o s e " b u r s t " do canal de HF. 

4) - "Sequence i n v e r s i o n keying" |ll| de aproximadamente 100 b i t s / 

seg, para espalhar o espectro num canal de HF com 3kHz. Para 

t a l , uma sequência - m de 15 dígitos f o i empregada. 

5) - Modulação ASK, com deteção coerente empregando PLL. 

6) - Correlação dos dígitos da sequência m para determinar se a 

sequência estã i n v e r t i d a ou não (dígito de decisão) e o grau 

de correlação na presença de e r r o s do canal (dígitos de c o n f i ­

ança) ; o que é e q u i v a l e n t e a um esquema de demodulação por de­

cisão suave com Q=4. 

7) - Decodif icação por distância de decisão suave mínima das l i n h a s 

e colunas componentes do código produto, por seleção a l t e r n a d a 

adaptativa das l i n h a s e colunas. 

O código empregado é um código p r o d u t o , como mostrado 1 

na f i g u r a 2.5. 
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i i X 11 

Dígitos de informação 

4 x 11 

11x4 

4x4 

Dígitos de verificação de 
colunas 

Figura 2.5 - CÓDIGO PRODUTO. 

Dígitos de 
verificação 
de linhas 

Verificação 
sobre 

verificação 

O desempenho do sistema f o i muito bom em t e s t e s de ruí­

do 

Com simulação d i g i t a l de e r r o s , uma taxa de err o s de 

2x10 ^ nos dígitos da sequência - m f o i reduzida para 4xyL0 ^ nos 
i 

dígitos de decisão na saída do c o r r e l a d o r , e ainda reduzida para 

cerca de 4x10 ^ depois da decodif icação por decisão s^lave. 

A f i g u r a 2.6 mostra as curvas para t e s t e s com ruído 1 

branco. 
-4 -

O ganho do código em Pg = 10 e aproximadamente 1 

12.3dB, enquanto que o ganho teórico máximo ê cerca de 14.7dB. A di 

ferença não é grande tendo em v i s t a que esta degradação p o s s i b i l i t a 

a realização prática. 

2.2.3 - O Algoritmo de Harrison 

Pode ser mostrado 140 | que o processo de decisão abrup­

t a num canal gaussiano r e s u l t a numa degradação no desempenho de 

aproximadamente 2dB comparado com o receptor ótimo. Segue-se que , 

para este canal, o máximo de melhoria a ser esperada por i n t r o d u z i r 

decisão suave no sistema, é equivalente a esta degradação. Harrison 

I 
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2 K b i t / s 

\ ~ C U R V A REAL PARA 

DEMODULADOR ASK 

CURVA TEÓRICA PARA 

DEMODULADOR ASK 

SÍNCRONO. 

SAÍDA DO CORRELADOR 

USANDO DECISÃO ABRUPTA 

DEMODULAÇAO USANDO 

DECISÃO SUAVE. 

-3 -2 0 + 2 

Figura 2.6 -

+ 4 + 6 + 8 + 10 + 12 
S/li (dE 

+ 14 

CURVAS DE DESEMPENHO NA DECODIFICAÇÃO POR DIS 
TÃNCIA SUAVE MÍNIMA. 



| l 7 | propôs um a l g o r i t m o de decodificação empregando decisão suave' 

que permite um ganho de aproximadamente ldB, o que é um bom r e s u l t a 

do tendo em v i s t a a r e l a t i v a s i m p l i c i d a d e de implementação do mesmo. 

Neste esquema, a palavra recebida consiste da informação básica da 

decisão abrupta com "marcas" de c o n f i a b i l i d a d e (indicando quais as 

prováveis fontes de e r r o ) . Esta informação de c o n f i a b i l i d a d e dispo­

nível ao decodificador i n d i c a simplesmente quais os b i t s na palavra 

código que são os mais prováveis de terem sido afetados por e r r o s . 

U t i l i z o u - s e um código de Hamming (7,4,3) como exemplo 1 

para aplicação desta técnica. Desde que a complexidade do d e c o d i f i -

cador cresce rapidamente com o aumento do numero de níveis de quan-

tização, um esquema com 4 níveis ê d e s c r i t o . 

A 

A/2 

H 
j H ->- A l t a c o n f i a ­

is b i l i d a d e 

L •* Baixa c o n f i a 
L b i l i d a d e 

-J 
H 

-A/2 

Figura 2.7 - REGIÕES DE CONFIABILIDADE. 

A posição dos l i m i a r e s r e l a t i v o s a c o n f i a b i l i d a d e é mu_i 

t o importante nas considerações de informação de c o n f i a b i l i d a d e . Se 

a tensão J ê muito pequena, poucos b i t s recebidos serão de baixa' 

c o n f i a b i l i d a d e , transportando pouca informação ao d e c o d i f i c a d o r . Em 

contrapartida, se J ê uma tensão elevada, praticamente todos os 

b i t s recebidos serão de i g u a l (baixa) c o n f i a b i l i d a d e , o que é equi­

valente a decisão abrupta. 

Ex i s t e uma posição ótima, para cada código c o r r e t o r , a 

qual maximiza a informação de c o n f i a b i l i d a d e entregue ao d e c o d i f i c a 
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dor. As curvas de desempenho obtidas para 3 l i m i a r e s de decisão d i ­

ferentes são apresentadas na f i g u r a 2.8, onde é observada a e x i s 

tência deste v a l o r ótimo para J ent r e 40% e 50% da amplitude dos 

pulsos binários t r a n s m i t i d o s . 

O procedimento proposto c o n s i s t e basicamente dos seguin 

tes passos: 

1) - Se a palavra recebida possui 0,1 ou mais que 2 dígitos com ba:L 

xa c o n f i a b i l i d a d e , o d e c o d i f i c a d o r atua desprezando a informa­

ção probabilística, ie., empregando decisão abrupta. 

2) - Se a palavra recebida tem 2 dígitos com baixa c o n f i a b i l i d a d e , 

então a síndrome s_ ê c a l c u l a d a : 

a) Se s = 0, então a palavra é suposta c o r r e t a e é l i b e r a d a . 

b) Se s i n d i c a um e r r o em uma posição de baixa c o n f i a b i l i d a ­

de, então a mesma é c o r r i g i d a , e a palav r a l i b e r a d a . 

c) Se s i n d i c a um e r r o em uma posição de a l t a c o n f i a b i l i d a d e , 

então dois dígitos de baixa c o n f i a b i l i d a d e são i n v e r t i d o s e 

a síndrome é rec a l c u l a d a . Se o novo v a l o r é s = 0, é consi 

derado que dois e r r o s foram c o r r i g i d o s , e em caso contrário, 

ocorreu um e r r o numa posição de a l t a c o n f i a b i l i d a d e e o de­

codif icador deve operar normalmente. 

Desta maneira o desempenho do d e c o d i f i c a d o r com decisão 

suave deve ser pelo menos tão bom quanto o r e c e p t o r e q u i v a l e n t e em­

pregando decisão abrupta, para todos os valores de relação s i n a l / 

ruído. 

2.3- DECDDIFICAÇÃO POR DECISÃO SUAVE PARA CÓDIGOS DE BLOCO 

USANDO UMA TRELIÇA 

Será d e s c r i t o um a l g o r i t m o i n t r o d u z i d o em 1978 por 1 

Jack Wolf 1381 o qual faz uso de decisão suave na decodificação por 



Figura 2.3 - ALGORÎTMO DE HARRISON - CURVAS DE 
DESEMPENHO. 
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máxima verossimilhança de qualquer código de bloco l i n e a r (n,k,d)so 

bre GF(q) , e que pode ser implementado usando uma treliça tendo não 

n-k . . 
mais que q estados. 

2.3.1 - Considerações Gerais 

O a l g o r i t m o apresentado faz uso da técnica de decisão 1 

suave, o que está associado ao f a t o de que emprega números r e a i s (e.g., 

a saída analógica de f i l t r o s casados para os s i n a i s ) relacionados 1 

com cada símbolo correspondente da palavra código. 

Será mostrado que a decodificação de códigos de bloco 1 

usando uma treliça é de grande i n t e r e s s e na decodificação de códi -

gos com a l t a eficiência, v i s t o que a complexidade da treliça é l i m i 

tada superiormente por uma função do número de símbolos de paridade. 

Também, algumas simplificações resultam quando são considerados có­

digos lineares p a r t i c u l a r e s , t a i s como códigos cíclicos ou códigos' 

produto I38 I • 

2.3.2 - Treliça Associada a um Código de Bloco L i n e a r 

Seja a m a t r i z de verificação de paridade [ H ] de um có­

digo de bloco l i n e a r (n,k,d) em GF(q) considerada sob a forma 

I H I = h, h_...h I , onde cada v e t o r coluna h. possui (n-k) co-L J —1—2 —n I —í 
i i T 

ordenadas em GF(q), ou s e j a , = nü h 2 i * * * h n - k i i = l / 2 , . . . , n . 

Considere um diagrama de árvore como uma coleção de 

nós (estados) i n t e r l i g a d o s e n t r e s i por ramos u n i d i r e c i o n a i s . Cada 

estado a uma dada "profundidade" k é indicado por uma (n-k)-upla 

Ŝ  (k) com elementos em GF(q). As l i n h a s são traçadas da profundida 

de k para a profundidade k+1, considerando os nós { S ^ ( k ) } a uma 

dada profundidade gerados como indicado no diagrama da f i g u r a 2.9. 
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Figura 2.9 - DIAGRAMA DE ÁRVORE PARA UM CÓDIGO 

DE BLOCO. 

Deste modo é possível v e r i f i c a r que a uma dada profundi^ 

dade k existem os seguintes nós: 

§0 

s 0 ©
a j £ h t í < i < k 

â 0 © a j i ^ i © a j f í i f 1 S 1 * 1 Z * 

etc 

De uma maneira resumida, é possível escrever que a uma 

dada profundidade k existem os nós: 

k 
S^(k) = S_0(0) ©Z h i f com a^± e GF(q) (2-1) 

Cada estado é i d e n t i f i c a d o por uma (n-k)-upla em GF(q) , 

de modo que o número de estados em qualquer profundidade não pode 1 

n-k 
exceder q , o número de (n-k)-uplas d i s t i n t a s com elementos em 
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GF(q). Deste f a t o segue-se que é possível fazer uma modificação na 

f i g u r a 2.9, que consiste em j u n t a r os nos indicados pela mesma 1 

(n-k)-upla, resultando em um diagrama de treliça. 

Definição 2.3.2 - Uma treliça associada a um código de bloco em 

GF(q) é uma coleção p a r t i c u l a r de nós (ou estados) i n t e r l i g a d o s 1 

por ramos u n i d i r e c i o n a i s , e agrupados em conjuntos indexados por 

um parâmetros k, k = 0,1,2,...,n. 

Um nó indexado por um dado v a l o r de k é d i t o e s t a r 

a uma profundidade k. As l i n h a s serão traçadas entre certos pares 1 

de nós a uma profundidade k e a uma profundidade k+1, para * 

k = 0 ,1,2,...,n-1; com a direção do ramo da profundidade k para a 

profundidade k+1. Para qualquer profundidade k existirão no mãxjL 

n-k 
mo q nós, os quais serão i d e n t i f i c a d o s por (n-k)-uplas, S^(k) 

n-k 
com elementos em GF(q) para c e r t o s v a l o r e s de i. Todas as q ' 

n-k 

(n-k)-uplas sao ordenadas de 0 a q - 1 , com 0 r e f e r i n d o - s e a 

(n-k)-upla toda zero. S^(k) é i n t e r p r e t a d a como a i-êsima * 

(n-k)-upla desta l i s t a ordenada. Desde que nem todas as (n- k j - u p l a s 

podem corresponder aos nós a uma profundidade k, deve ser considera 
n-k 

do um conjunto P̂ ., subconjunto dos i n t e i r o s { 0 , l , 2 , . . . , q -1} , 

correspondendo a essas (n-k)-uplas que estão relacionadas a nós a 

uma profundidade k. 
2.3.3 - Construção da Treliça 

A treliça associada a um código possui n+1 p r o f u n -

n-k 
didades, desde k=0 a k=n, e possui a cada profundidade q esta 

dos possíveis. Cada nó é c a r a c t e r i z a d o pela profundidade k e pelo 

n—k 

estado i=0 , 1 , 2 , . . . ,q - 1 ; de modo que cada nó o r i g i n a q ou­

t r o s . Cada nó em qualquer profundidade k é o b t i d o como combinação 

l i n e a r dos vetores h- correspondentes a profundidades menores que 



k, de acordo com a equação ( 2 - 1 ) . É importante notar que S^(k) não 

é univocamente d e f i n i d o , pois d i f e r e n t e s caminhos (no máximo q) po­

dem levar a um mesmo estado. 

O número de nos que são d e f i n i d o s a uma profundidade k 

L I k 
ê dado por q , onde LI é o número de vetores coluna { h ^ } ^ li ~ 

nearmente independentes. 

A construção da treliça associada a um código de bloco' 

é f e i t a de acordo com o procedimento d e s c r i t o a seguir : 

1) - Na profundidade k = 0 , a treliça contém somente um nó, chamado' 

S Q ( 0 ) , a (n-k)-upla toda nula. 

2) - Para cada k = 0 , 1 , . . . , n - 1 , a coleção de nós na profundidade ' 

k + 1 é o b t i d a a p a r t i r da coleção de nós na profundidade k pe 

la fórmula: 

S ( k + 1 ) = S ±(k) 0 a £ h k + 1 i e P k , a^eGF(q) ( 2 - 2 ) 

Para cada i ^ v ' a s l i - n n a s de conexão são traçadas en t r e o nó 

(k) e os q nós na profundidade k + l f gerados empregando a 

equação ( 2 - 2 ) acima. Cada l i n h a é determinada pelo v a l o r pa r t _ i 

cular de que gerou S ^ ( k + 1 ) a p a r t i r de S^Ck), 

3) - Expurgar quaisquer nós que não tenham um caminho para o estado 

todo zero na profundidade k=n, e r e t i r a r todas as l i n h a s t r a ­

çadas para estes nós expurgados. 

Há uma correspondência biunlvoca entre cada p a l a v r a có­

digo e a sequência de aj c'
s' sobre qualquer caminho, do nó todo ze 

ro na profundidade 0 para o todo zero na profundidade n. Existem 1 

k 

q caminhos d i s t i n t o s através da treliça, e cada um deles corres -

ponde a uma palavra código. Assim, a treliça fornece um método com­

pacto de catalogar todas as palavras código; cada palavra código ' 

d i s t i n t a é representada por um caminho d i s t i n t o na treliça. 

Exemplo 2.1 - O procedimento d e s c r i t o é melhor i l u s t r a d o neste exem 

p i o , onde é considerado o código binário ( 5 , 3 , 2 ) i n t r o d u z i d o no 
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exemplo 1.1, cuja matriz de verificação de paridade f o i determinada 

no exemplo 1.2 como sendo 

[ H ] = 

í í o : i o 

í o í :o í 
h l íl2 íl3 h 4 h 5 

n-k 
Neste caso, n=5, k=3 e q=2, de modo que q =4 

P k C{0,1,2,3}. 

Os nós são associados aos números i n t e i r o s na forma i n ­

dicada : 

[o] 
+ 0 

[o] 
•*• 1 

[ l i 
-* 2 e 

" l i 

ö 1 1 0 1 

A treliça para este código é apresentada na f i g u r a 2.11, 

,Prof. 
Estado 

K=0 K=l K=2 K=3 K=4 K=5 

Figura 2.10 - TRELIÇA NÃO EXPURGADA PARA O 

CÓDIGO (5,3,2). 

Figura 2.11 - TRELIÇA PARA O CÓDIGO DE BLOCO (5,3,2) 

(EXPURGADA). 



A referência |25 | apresenta alguns a l g o r i t m o s , os quais 

permitem uma redução na complexidade da busca em uma treliça asso -

ciada a um código de bloco. Entretanto, é evidente que deve e x i s t i r ' 

um compromisso e n t r e a complexidade e eficiência dos sistemas que 

empregam t a i s a l g o r i t m o s , o qual é analisado através de simulação , 

na referência c i t a d a . Alguns destes procedimentos serão apresenta -

dos na seção 2.6. 

2.3.4 - Decodificador de V i t e r b i usando a Treliça 

A decodificação ê executada baseada na énupla recebida' 

r , com componentes r e a i s . É assumido que não há interferência i n t e r 

simbólica, de modo que a j-ésima componente de r depende somente 

da j-ésima componente da pala v r a t r a n s m i t i d a c. 

Também é assumido que a contribuição do ruído em cada 1 

uma destas componentes é d e s c r i t a por variáveis aleatórias e s t a t i s ­

ticamente independentes N., com fdp f ( ) i = l , 2 , . . . , n . Então 
c í Ni 

o logaritmo da função de verossimilhança, dado a p a l a v r a código 1 

t r a n s m i t i d a , é da forma 

n 

-íl- i = l 

f

M <r. c.: 
l i 

n 
= l Z. ( r . , c . ) = Z(c) 

i = l 
(2-3) 

Para uma dada sequência recebida r, é óbvio que uma 

decodificação com máxima pr o b a b i l i d a d e a p o s t e r i o r i é aquela que 

encontra a palavra código c que maximiza Z ( c ) . Seria emprego da 

força bruta v e r i f i c a r por exaustão, i.e., tentando todas as q pos 

síveis palavras código. 

A seguir é d e s c r i t o um a l g o r i t m o r e c u r s i v o pelo qual ' 

muitas palavras código podem ser descartadas no processo de decod^ 
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ficação quando na determinação da p a l a v r a código que maximiza Z (c) . 

A cada nó S^ík) na profundidade k, deve ser associado 

um número r e a l V(S^(k)) de acordo com as seguintes regras: 

1) - Para a profundidade k=0, faça V ( S Q ( 0 ) ) = 0 . 

2) - V£ e p k + l ' f o r m e V ( S ^ ( k + l ) ) a p a r t i r de VÍS^k)) da seguinte 

maneira: 

V(S_ £(k+l))= Max {V(S ( k ) ) + Z k + 1 ( r k + ,a.) } (2-4) 
ajGGF(q) J 

com i e P

k j^i onde P^ ^ G P^ é um subconjunto de Índices t a l 

que, para algum a de GF(q) tem-se 

S £(k+1) = 8±ik) © a h k + 1 

3) - Retenha somente aquele caminho para o qual a fórmula (2-4) forne 

ça o máximo. 

4) - Em k=n, a sequência de ot_.'s o b t i d a simplesmente ligando o ca­

minho do estado todo zero na profundidade k=0 até o estado to 

do zero na profundidade k=n, corresponde ã palavra código c 

que maximiza Z (c) . 

2.4 - DECISÃO SUAVE NA DECODIFICAÇÃO QUANDO A FONTE TEM DISTRIBUIÇÃO 

DE PROBABILIDADE DESCONHECIDA 

Será apresentado um procedimento que faz uso de c o e f i c i ­

entes probabilísticos co n d i c i o n a i s de confiança como medida de con -

f i a b i l i d a d e , resultando em uma regra de decodificação de máxima ve -

rossimilhança c o n d i c i o n a l . 

2.4.1 - Noções Preliminares 

Considere um sistema de comunicação no qual os símbolos1 

da fonte binária tem uma distribuição de pr o b a b i l i d a d e desconhecida' 

e são transmitidos em blocos de n dígitos através de um canal sem 
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memória, caracterizado por uma função de verossimilhança fíy^lj), ' 

onde j e { 0 , 1 } , y c R. 

Uma vez a palavra binária t r a n s m i t i d a e uma sequência 1 

Y_ = ( y i ' * * * ' Y n ^ recebida, o uso do método de Neymann-Pearson clás­

s i c o I 131 para cada y^ com um nível de c o n f i a b i l i d a d e p r e s c r i t o , 

r e s u l t a em um dígito binário x^. A decisão x^ não considera qua_l 

quer medida de conclusividade r e l a t i v a a uma observação p a r t i c u l a r ' 

y^; pois d i f e r e n t e s Y i ' s podem ser decodificados em um mesmo x^, 

com as mesmas probabilidades de e r r o t i p o I e t i p o I I , podendo cada 

uma das decisões possuir d i f e r e n t e s graus de concl u s i v i d a d e . 

A m a i o r i a dos procedimentos de decodificação que empre­

gam decisão suave, tratam de casos quando a distribuição da fonte é 

conhecida, de modo que é possível ser usada a p r o b a b i l i d a d e a poste 

r i o r i como medida de c o n f i a b i l i d a d e . Contudo, é conhecido que em 

vários problemas práticos esse não é o caso. Wolfenson e Rocha 139 | 

propuseram fazer uso de c o e f i c i e n t e s de confiança c o n d i c i o n a l de ' 

K i e f e r | 2l|» os quais têm interpretação f r e q u e n t i s t a , como uma med_i 

da de c o n f i a b i l i d a d e . 

2.4.2 - Decodificação usando Confiança Condicional 

O uso do lema fundamental de Neymann-Pearson permite de 

c o d i f i c a r com probabilidades de e r r o p r e s c r i t a s , cada componente da 

palavra recebida y_, resultando num v e t o r x. Como d i s c u t i d o , este 

procedimento não expressa nenhuma conclusividade levando em conta ' 

uma observação y^ p a r t i c u l a r . 

Denotando por a e 3 as p r o b a b i l i d a d e s de e r r o t i p o i 

e I I , a conclusão provida pelo método é simplesmente que cada y^ 

deve ser decodificado em x^ com probabilidades de e r r o a e 3 

K i e f e r |21| propôs um esquema de a t r i b u i r uma c o n f i a b i l i d a d e a cada 

decisão x- em termos de um c o e f i c i e n t e de confiança c o n d i c i o n a l . 
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Considere uma partição II do espaço de observações R, 

onde H = {PI > para j c { 0 , 1 } , s e S (S um conjunto de índices) 

É também d e f i n i d o Ü S através da relação I I S = I I Q U 1 ^ . 

Observando um dado c R, é procurado o elemento 1 

s -
II j c II no qual c a i u , e assim y_̂  e d e c o d i f i c a d o em j com 1 

* . s0 
confiança c o n d i c i o n a l dada por R = P{decj|n rj/« 

É assumido ainda que n é e s c o l h i d a de t a l maneira que 

P{dec 0|nS°,0} = P{dec l|nS°,l} (2-6) 

R sendo uma p r o b a b i l i d a d e , pode ser i n t e r p r e t a d a em termos de 

frequência r e l a t i v a . Repetindo o experimento independentemente um 

número muito grande de vezes de modo que se tenha um grande número' 

s0 de ocorrências de II , R n fornece aproximadamente a fração das 

sO 

vezes que II ocorreu e nas quais f o i tomada uma decisão c o r r e t a . 

I s t o fornece, p o r t a n t o , uma maneira o b j e t i v a de a t r i b u i r uma medida 

de c o n f i a b i l i d a d e a cada decisão NP. Assumindo que y_ = (y^« • #y ) 
s i 

f o i recebido e que seja v e r i f i c a d o y. e H para cada 1 

i = l,2,...,n, Segue-se que cada y. pode ser d e c o d i f i c a d o pelo ' 

procedimento convencional NP com a e $, e a medida de c o n f i a b i l i d a 

de da decisão é dada por R • - A questão agora é como combinar as 

c o n f i a b i l i d a d e s R ., i = 1,2,...,n de modo a a t r i b u i r uma medida' 
s i 

de c o n f i a b i l i d a d e a sequência decodificada x = (x-^/-..,xn)« Se x 

é a sequência d e c o d i f i c a d a , levando em consideração que o canal é 

sem memória, ê possível escrever PÍdec x 
. n n 

ín S 1i. , , x} = n PÍdec x. |JI , x.} 1 J i = l ' — . _ í 1 ' í 
i = l 

n 
= n R. = R(x) (2-7) 
i = l s 

* Veja l i s t a de símbolos e ab r e v i a t u r a s . 



Desta maneira ê associada uma c o n f i a b i l i d a d e dada por 
n 

R(x) = II R . à sequência i n t e i r a d e c o d i f i c a d a . 
i = l S 1 

2.4.3 - Exemplo: Aplicação a um Canal com Ruído Branco 

Gaussiano 

O método de decodificação apresentado ê uma solução de 

compromisso e n t r e minimizar a pr o b a b i l i d a d e de e r r o por dígito e es 

colher a palavra código mais provável. É possível visualizá-lo como 

um procedimento em dois passos, onde primeiramente o critério NP ê 

usado, com probab i l i d a d e s de e r r o p r e s c r i t a s , e então a e s t r u t u r a ' 

do código é empregada juntamente com a medida de c o n f i a b i l i d a d e / de 

modo a encontrar a palavra código mais provável, condicionada â 

observação. 

Nesta aplicação será considerado um canal perturbado 1 

por ruído branco gaussiano com média nula e variância unitária. A 

fonte bipolar t r a n s m i t e +1V ou -IV correspondendo aos símbolos 1 

e 0, respectivamente. 

Também é assumido i g u a i s p r o b a b i l i d a d e s de err o s a = 8 

a decisão NP é y. > 0 com a = 3 = Q(l) =0,16. 
1 0 

A partição I I ê escolhida de modo a p e r m i t i r a máxima 

va r i a b i l i d a d e nos c o e f i c i e n t e s de confiança. No exemplo, S é esco-

s 
l h i d o como o conjunto dos possíveis valores de R , i,e., I I será i n 

s 

dexado de modo que Rs = s. Portanto, 

R = s = Pídec j | y , j } = P ( d e c J ' V l J } (2-8) 
P í y I j } 

ou seja, 

R = s = l (2-9) 
1 + Pídec l - j , y | j ) 

PÍdec j , y | j ) 
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Assim, s = -r~ , e n S é escolhida como 
n

 +2y 
1 + e~ * 

n S = {* 1/2 In ( s _ 1 - l ) para s > 1/2}. (2-10) 

Suponha, por exemplo, que y_ = (-0 . 2 ,-0 . 7 ,-0 . 7, 0 . 2 ,1 .'1) 

de forma que o procedimento NP b i t a b i t r e s u l t a em x = (0 , 0 , 0 ,1,1) , 

com c o e f i c i e n t e s condicionais (0.6,0.8,0.8,0.6,0.9) e com confiabi. 

lidade R(x) = 0,207. 

Observe que devido a escolha de I I , +0. 2V pode ser de­

codificado em 1 ou 0 com medida de confiança 0.6 ou 0.4, r e s p e c t i v a 

mente. Supondo que o código (5,3,2) d e s c r i t o no exemplo 1.1 é usado 

no contexto acima, é possível fazer uso do diagrama de treliça asso 

ciado (veja exemplo 2.1, f i g u r a 2.11) para encontrar a palavra códi. 

go de maior c o n f i a b i l i d a d e . 

Os passos da decodificação estão esquematizados abaixo. 

(d) (e) 

Figura 2.12 - PASSOS NA DECODIFICAÇÃO DO CÕDIGO (5,3,2) 

USANDO MÉTODO DE WOLFENSON-ROCHA. 

Observe que um er r o f o i c o r r i g i d o no p r i m e i r o dígito ' 

(R -, = 0 . 6 ) , p o i s , uma decisão abrupta estima a palavra t r a n s m i t i d a 
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como (0,0,0,1,1) com R(x) = Q.2Q7, enquanto que a saída do decodi-

f i c a d o r estima (1,0,0,1,1) com R (x) = 0.138. Deve também ser obser 

vado que a posição a l t e r a d a f o i a de menor c o n f i a b i l i d a d e , e que 

uma mudança na quarta posição ( R

s4
 = 0.6) não é p e r m i t i d a pela es 

t r u t u r a do código. 

2.5 - DISTÂNCIA GENERALIZADA 

Será mostrado que distância generalizada c o n s t i t u i uma 

extensão da idéia de apagamento d i s c u t i d a a nteriormente, a qu a l per 

mite uma maior f l e x i b i l i d a d e no uso da informação de c o n f i a b i l i d a d e . 

0 emprego de distância generalizada permite que a l g o r i t m o s algébri­

cos de decodificação possam ser prontamente adaptados para fazerem 1 

uso da decisão suave. Desta forma, algumas características de deco-

dificação probabilística são i n t r o d u z i d a s sem s a c r i f i c a r a a t r a t i v i . 

dade dos procedimentos algébricos. 

Serão analisados dois algoritmos para d e c o d i f i c a r por 

distância mínima generalizada, sendo o segundo procedimento d e s c r i ­

t o , proposto pelo autor. Para o p r i m e i r o procedimento, i n t r o d u z i d o ' 

por Forney | l 4 | em 1966, foram também desenvolvidas cotas exponenci 

a i s para a p r o b a b i l i d a d e de não d e c o d i f i c a r corretamente. 

2.5.1 - Medidas de Distância 

Os alg o r i t m o s de decodificação são formulados, geralmen 

t e , em termos da escolha da palavra-cõdigo mais próxima da p a l a v r a ' 

recebida, onde a "proximidade" é d e f i n i d a por alguma medida de d i s ­

tância. Duas importantes medidas de distância são apresentadas nes­

t a seção. A distância de Hamming, já i n t r o d u z i d a na definição ' 

1.2.2b, será reapresentada de uma maneira mais f o r m a l . 
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Definição 2,5.1a - A distância de Hamming D H ( f , 3 ) entre duas pala 

vras f e 2 e simplesmente o número de posições em que elas diferem 
n 

iA, D H(f,g) = I d H ( f i / g i ) 

Onde 

V f i ' 9 i > 

0 se f± = g± 

1 se f± i- g± 

Suponha que o receptor decide, para cada amostra recebida, 

qual das q l e t r a s f o i a mais provavelmente enviada, uma escolha 1 

que corresponde a um elemento do GF(q) r o t u l a d o por r ^ . Esta esco -

lha ê então associada a uma classe de c o n f i a b i l i d a d e c_. de acordo 1 

com a certeza que se tem da mesma t e r sido c o r r e t a . A cada classe c.. 

são associados dois parâmetros 3 . e 3 . t a i s que 0<3 .<3 .<1 • 
CD eu CD- e j ~ 

Con tudo, será mostrado que somente a quantidade a. = 3 . - 3„ • f cha 
* * D eD CD -

mada de peso da classe c.., é s i g n i f i c a n t e . Vê-se claramente que 1 

(Vj) é v e r i f i c a d a a relação 0 < a_. < 1 . 

Definição 2.5 .1b - Distância generalizada D^E/f.) entre a palavra' 

recebida r e a palavra código f ê d e f i n i d a como sendo 
A n 

D ( r , f ) = Z d _ ( r . , f . ) 
i = l G 1 1 

Onde 

d G ( r . , f . ) = { 

3 - se r. = f . , r . e c . 
CD 1 1 1 D 

3 . se r . 7* f . , r . e c . 
eD 1 1 1 D 

Deve ser observado que esta distância não c o n s t i t u i uma 

métrica | 2 |, enquanto que D^ representa uma métrica. 

Em g e r a l , as classes para as quais a=l serão r e f e r i d a s 

como classes de plena confiança, e aquelas para as quais a=0 como' 

classes não confiáveis. Valores intermediários de correspondem' 

a níveis intermediários de c o n f i a b i l i d a d e . Também serão ordenados os 

números das classes em ordem decrescente com relação ao seu peso, de 
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maneira que se j < k, então oc_. > a^. 

2.5.2 - Decodificação por Distância Mínima Generalizada I 

Algumas das propriedades da distância generalizada se -

rão discutidas a seguir, as quais permitem o estabelecimento de um 

decodificador usando distância mínima generalizada. Cotas exponen -

c i a i s de erros para o algoritmo estabelecido serão também desenvol­

vidas . 

2.5.2.1 - Propriedades da Distância Generalizada 

I n i c i a l m e n t e suponha que durante a transmissão de uma 

palavra f de um código de bloco (n,k,d) , o numero de l e t r a s rece­

bidas corretamente ( r . = f . ) e postas na classe c. é n ., e o 
i i 3 c 3 

número das recebidas incorretamente ( r i ? f ^ ) e postas nesta classe 

c . é n .. 
J eu 

Teorema 2.1 - Se f é enviada e n . e n . são t a i s que se v e r i f i 
c j e j 

ca E J ( l - a . ) n . + ( l + a . ) n .1 < d, então D ( r , f ) < D (r,g) para 
j 1 ] c ] ] e ] J b - - G 

todas palavras código 3 / f. 

Prova - Pela definição de distância generalizada segue-se que 

D _ ( r , f ) = £ÍB . n . + 3 . n .1 (2-11) 

Para qualquer palavra código g ^ f_ serão considerados 

três conjuntos de índices, de acordo com 

s Q se f A = g 4 

i e ; s . se f . ¥ g. , r . = f . com r . e c . 
1 cj 1 3 i 1 1 1 3 

s . s e f . ^ g . , r . ^ f . com r . e c . e^ 1 7 * ± F 1 1 1 D 
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eD 

0 numero de l e t r a s s . e Is . 1 
CD 1 eD 1 

satisfazem as relações s . 
CD 

< n e 
CD eD 

CD 
< n . . Então: 
- eD 

d G ( r . , g . ) > 0 = dH(<3itf±) 

d G ( r i ^ i ) = & e j = W l * - 1 + 3 e j 

d G ( r i ' g i } > - 3 c j = W l * " 1 + 6 c j 

i c s o (2-12) 

i £ s . (2-13) 
CD 

(2-13) 

i e s . (2-14) 
eD 

(2-14) 

14) acima, obtém -

se: 

eD s 
CD 

• < i - e c j > s 
eD 

d - z (1-B .)n . + (1-6 .)n . 
j ] eD CD CD eD 

(2-15) 

U t i l i z a n d o a hipótese d > £(1-3 . + 3 . ) n .+(1 -3 -+3 . ) n J . 
* j eD CD CD CD eD ep 

para enfraquecer a desigualdade (2-15), tem-se 

D G ( r , f l ) > E { n c j 
; . + n 3 • 
CD eD e j } = D

G M 

C.Q.D 

É óbvio que se o critério de distância mínima g e n e r a l i ­

zada f o r u t i l i z a d o como critério de decodificação, não serão cometi 

dos erros nos casos onde n . e n são t a i s que a desigualdade do 
CD eD 

teorema 2.1 é s a t i s f e i t a . 

No caso e s p e c i a l em que hã somente uma classe a-̂  = 1, 

n , é o número t o t a l t de erros em r , de maneira que o teorema' 
e l — 

torna-se D _ ( r , f ) < D ( r , g) Vg ^ f se 2t < d. Se f o r p e r m i t i d a a 
G G 

inclusão de urna classe de apagamentos o.^ = 0, cujo número t o t a l é 

s = n ~ + n _ , o teorema pode ser r e e s c r i t o como 
c2 e2 

Dr (I'í } < Dr (£'2) VS + í s e 2t + s < d 

I 
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Estas sao condições f a m i l i a r e s que asseguram a nao ocor 

rência de erros quando f o r u t i l i z a d a a decodificação por distância' 

mínima. 

Definição 2.5.2a - É d i t o que a palavra código está "dentro da d i s ­

tância mínima da palavra recebida" quando a desigualdade do teorema 

2.1 é aparentemente s a t i s f e i t a . 

O teorema mostra que há no máximo uma palavra código 1 

dentro da distância mínima de qualquer palavra recebida. Assim, se 

o decodificador encontra alguma p a l a v r a código dentro da distância 

mínima da palavra recebida, e l e pode imediatamente anunciar que es­

ta e a palavra d e c o d i f i c a d a . 

2.5.2.2 - O Algoritmo de Forney 

I 

Forney Jr.|14| propôs um a l g o r i t m o prático que usa d i s ­

tância minima generalizada como critério de decodificação, e que 

funciona se há uma palavra dentro da distância mínima da p a l a v r a re 

cebida. Aqui é assumida a existência de algoritmos de decodificação 

que são capazes de manipular com apagamentos e e r r o s , e que operam' 

se o número s de apagamentos e o número t de erros são t a i s que 

2t + s < d. 

Suponha, para este propósito, que as l e t r a s recebidas 1 

em algumas classes são consideradas como apagamentos, e as r e s t a n -

tes como completamente confiáveis. Denotando por 

E = { j l c . é não confiável}, e R = E = { j c. e de plena ' 

confiança} 

é tentado d e c o d i f i c a r a palavra recebida pelo a l g o r i t m o de e r r o s - e -

apagamentos, o qual estará apto para d e c o d i f i c a r se 

! 
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2 l n . + I (n . + n .) < d. (2-16) 
jeR e=» j e E °^ e:> 

Se i s t o acontece, v e r i f i c a - s e , então, se a pala v r a cõd_i 

go o b t i d a está dentro da distância mínima da palavra recebida. Caso 

e l a e s t e j a , então f o i determinada a única pala v r a dentro da distân­

c i a mínima. 

Não há uma única atribuição provisória de apagamentos ' 

para a qual este método tem sucesso. Contudo, o teorema a seguir e 

seu corolário mostram que um pequeno número de t a i s t e n t a t i v a s apre 

sentam êxito em encontrar a única palavra código dentro da distân -

c i a mínima, se e x i s t e uma. Como anteriormente, as classes são consi 

deradas ordenadas de acordo com ordem decrescente de c o n f i a b i l i d a d e . 

Seja J o número t o t a l de classes, e um vetor de J d i 

mensões a d e f i n i d o como a = ( a ^ , ' • • • * a j J • São também d e f i n i d o s 

os conjuntos R b = íj|j < b} e E b = { j | j > b+1} com 0 < b < J. 

É considerado que a L , um v e t o r J-dimensional com l ' s 
—b 

nas primeiras b posições e zeros nas demais, representa uma a t r i ­

buição provisória correspondente a R = e E = E^. A idéia do teo 

rema 2.2 abaixo é que ot está dentro de uma envoltõria convexa, cujos 

pontos extremos são ^ k ' s ' enquanto a expressão f (ct) a ser defin_i 

da é uma função l i n e a r de ot, que deve assumir valores mínimos em 

algum ponto extremo, ie., para uma das atribuições provisórias ct^. 
J 

Teorema 2.2 - Sè l ] ( l - a . i ) n . + ( l + a . ) n . 1 < d e a. a para 
j = l l J cj j e j j j K 

j < k, e x i s t e algum i n t e i r o b t a l que a desigualdade ' 

b J 
21 n . + l (n . + n .) < d é s a t i s f e i t a . 
j = l e D j = b + l c= ) e J 

Prova - I n i c i a l m e n t e e d e f i n i d a uma função do ve t o r ot. 

f ( a ) = z^íl-a.)^. + U + C ^ n ^ } < (2-17) 
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a qual s a t i s f a z as seguintes propriedades: 

i - f é uma função l i n e a r do v e t o r J-dimensional a 
b J 

i i - note que f (a, ) = 21 n . + Z (n . + n .) . 
- b j = l e 3 j = b + 1 c D e 3 

O teorema é provado supondo que (Vb) f ( a ^ ) > d, 

0 < b < J, e e x i b i n d o uma contradição. 

Para isto,sejam Xg = 1 -

Ab = a b - a b + i - 1 £ b < J - i 

X J
 = a j 

É f a c i l m e n t e v e r i f i c a d o que 0 < X 1 para 1 

J b 

b = 0,1,...,J e que E X = 1. 
b=0 b 

J 
Ora, a = Z X a , de modo que é possível escre -

b=0 b b 

ver 
k J J J 
1 f (a) = f ( Z X, a. ) = E X̂  f (a. ) d l X̂  = d 
\ ~ b=0 b ~ b b=0 b " b " b=0 b 

CONTRADIÇÃO 2 

Portanto, conclui-se que f (ot^) < d para pelo me -

nos um v a l o r d e b , 0 < b < J . C.Q.D. 

Este teorema prova que se há alguma p a l a v r a código" 

dentro da distância mínima da palavra recebida, então deve haver al 

guma atribuição provisória, a qual permite que o d e c o d i f i c a d o r de 

erros-e-apagamentos tenha sucesso em d e c o d i f i c a r de acordo com o ' 

critério de distância mínima generalizada. Mas um d e c o d i f i c a d o r de 

erros-e-apagamentos tem êxito se e somente se existem aparentemente 

Nenhum e r r o e d - 1 apagamentos 

Um e r r o e d - 3 apagamentos 

d-1 - t Q erros e d - 2 t Q - l apagamentos, onde t Q = 

Corolário - Bastam t ^ + 1 < —í- t e n t a t i v a s de possíveis a t r i b u i 

ções provisórias para que se tenha sucesso em d e c o d i f i c a r qualquer' 

palavra recebida que está dentro da distância mínima pelo critério' 

\ 
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de distância mínima generalizada, nao importando quantas classes de 

c o n f i a b i l i d a d e existam. 

Segue-se, p o r t a n t o , que o número máximo de t a i s proces­

sos é somente p r o p o r c i o n a l a d. Ademais, muitos dos processos ( t a j . 

vez todos) podem t e r êxito, de modo que o número médio de proces -

sos pode ser apreciavelmente menor que o máximo. 

2.5.2.3 - Cotas (exponenciais) de Erros para o Algoritmo de 

Forney 

Para o a l g o r i t m o proposto por Forney |l4 | existem desen 

v o l v i d a s cotas "apertadas" para a probabilidade de não d e c o d i f i c a r ' 

corretamente, onde "não d e c o d i f i c a r corretamente" s i g n i f i c a decodi-

ficação i n c o r r e t a ou incapacidade de d e c o d i f i c a r . Este último even­

to ocorre quando não há palavra código dentro da distância mínima ' 

da palavra recebida. 

Considere uma variável aleatória y^, a qual para cada 

l e t r a t r a n s m i t i d a assume v a l o r e s : 

y± - 1 

l-a_. se a l e t r a é recebida corretamente e posta em c_. 

1+a. se a l e t r a é recebida incorretamente e posta em c. 
D J 

Assumindo um canal sem memória, estas variáveis aleató-
n 

r i a s {y±^± resultam i i d . 

Sejam p .=pr{y.=(1-a .) }e p • =pr{y =(1+a.) } (2-18) c j 1 J t=J í j 

A função geradora de momentos |s g(s) para a variá­

v e l aleatória y^ é dada por 

s . s(l-cx.) s ( l + a . ) 
g(s) = E{e y 1 } = Z p c j e •> + p e . e J (2-19) 
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e a função geradora semi-invariante | 8 | correspondente, expressa 1 

por u(s) = £ng(s). 

Ja e sabido que nao haverá erros na decodificaçao se 

n . e n sao t a i s que a desigualdade do teorema 2.1 é s a t i s f e i t a . 
CD p H

 n 

o que é o mesmo que requerer que I y. < d. Deste f a t o segue-se ' 
i = l 1 

que 
n 

pr(ndc) = p r { Z y. d} (2-20). 
i = l 1 

A cota de Chernoff | 8 | ê uma cota exponencialmente • 

apertada para a pr o b a b i l i d a d e de que a soma de variáveis aleatórias 

i i d exceda um c e r t o número; no caso, a cota r e s u l t a em 

pr(ndc) < exp - n |s6 - u(s) | (2-21) 

válida Vs >' 0, onde 6 = d/n. 

É possível t o r n a r a cota mais apertada maximizando o ex 

poente pela escolha de s e dos ou's: 

E(ô) = max |s6 - u(s) | (2-22) 
S,Cij 

P r i m e i r o , a maximização serã f e i t a sobre ct_.; e desde 1 

que y(s) = £ng(s), i s t o e r e a l i z a d o minimizando g ( s ) . 

^ s ( l - a . ) s ( l + a - ) 
g(s) =-s p -e 3 + s p -e J = 0 (2-23) 

Os et 's ótimos são então determinados a p a r t i r de 
j 

(2-23) acima, lembrando da restrição Q < < 1, o que r e s u l t a em 

0 se L. 0 

a . = 
3 

Lj/2s se 0 < Lj < 2s (2-24) 

1 se L. 2s 
D -
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p • prír. c o r r e t a ] r. E c } 
onde L. = In • J = In - - j— 

^ p e j pr { r ^ i n c o r r e t a | r i e c'.} 

Assim, a atribuição ótima dos pesos envolve apagamento' 

de qualquer recepção para a qual a pr o b a b i l i d a d e da escolha c o r r e t a 

p seja menor que 1/2 ; considera plenamente confiável qualquer r e ­

cepção para a qual p seja maior que um l i m i a r (que depende de S), 

e para valores intermediários assume um v a l o r p r o p o r c i o n a l ao £og 

da razão de verossimilhança In p / ( l - p ) . Portanto, exceto pelas l i ­

mitações nos extremos, a decodificação por distância mínima genera­

l i z a d a é um método que u t i l i z a o £og da razão de verossimilhança em 

esquemas de decodificação algébrica. 

Suponha d e f i n i d a s as classes jeR se L_. > 2s 

jeE se L. < 0 

jeG noutros cas|)s 

Segue-se, então, que 

9 o p t ( s ) = e p e ( s ) + e S P x <
s > + e S P g <

s > + P c<
s> < 2- 2 5> 

onde, 

p (s) = £ p . , p (s) - Z p c j 
j e R Q l C jeR 

P * ( S ) = j e E ^ + ^ 

(2-26) 

(2-27) 

P a ( s ) = 1 2 / p e i P c i ( 2 " 2 8 ) 
g jeG e j C J 

Finalmente, assumindo ^ o p t ( s ) = In g Q p t ( s ) e tendo em 

v i s t a a equação (2-22), tem-se que 

E(ô) = max |sô - y Q p t ( s ) | (2-29) 

Agora otimizando pela escolha de s, observa-se que 
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para o s õtimo v e r i f i c a - s e a relação 

g' . (s) 

6 = Y ° P T Í S ) = ~ % ^ ( 2 " 3 0 ) 

Como ^Qpt^
s^ 6 monotonicamente crescente com s, p o i s , 

MÍs) é convexa | 8 |, a equação (2-30) acima admite solução com 

s > 0 se e somente se 6 > ^C0)« É c o n c l u i d o , p o r t a n t o , que a 

menor distância mínima (de Hamming) para a qual a decodificação por 

distância mínima generalizada pode operar é dada por n^òpt^^* 

2.5.3 - Decodificação por Distância Mínima Generalizada II 

Neste seção são f e i t a s algumas considerações a d i c i o n a i s 

sobre distância generalizada, apresentando um a l g o r i t m o de d e c o d i f i 

cação por distância mínima para códigos de b l o c o , o qual faz uso da 

treliça associada ao código. ^ 

O a l g o r i t m o aqui apresentado estabelece um procedimento 

e q u i v a l e n t e ao proposto na seção a n t e r i o r no s e n t i d o de que também' 

escolhe a p a l a v r a código mais próxima da palavra recebida, quando é 

u t i l i z a d a como medida de proximidade a distância generalizada. Deve 

ser mencionado, e n t r e t a n t o , que existem algumas d i f i c u l d a d e s p r a t i ­

cas na implementação do de c o d i f i c a d o r d e s c r i t o pelo teorema 2.2 da 

seção a n t e r i o r . As + 1 t e n t a t i v a s de decodificação do corolário1 

deste teorema podem r e s u l t a r em até t'^+ 1 palavras código diferentes 1. 

A classe de a l g o r i t m o s apresentados por Forney sugere o uso de téc­

nicas algébricas para gerar um c e r t o numero de palavras código pró­

ximas em algum s e n t i d o da palavra recebida. O problema c r u c i a l é 

encontrar uma técnica e f i c i e n t e de gerar o conjunto de palavras có­

digo, o qual tenha a l t a p r o b a b i l i d a d e de conter a palavra código ' 

mais provável, dado a palavra recebida. Será mostrado que o procedi 

mento d e s c r i t o a seguir se apresenta mais simples em termos de com-
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plexidade do d e c o d i f i c a d o r . 

2 . 5 . 3 . 1 - Considerações Introdutórias 

Em princípio, uma mudança na notação será r e a l i z a d a por 

conveniência, de modo a tornã-la adequada ao problema. Considere R 

~ ~ s 
o espaço de observações e uma partição de R denotada por { I K } / 

s s s 

j c { 0 , 1 } e s c Sr onde S ê um conjunto de índices. H =ITQ U 11̂  1 

denota uma classe de c o n f i a b i l i d a d e , a qual são associados dois pa­

râmetros B e 3 , 0 < R R < 1; e a quantidade a =$ - 3 
s s s s s s 

s - -

é d i t a ser o peso da classe n . Também sera considerado um v e t o r ' 

a = (a ,a ,...,a ) d e f i n i d o pelo peso das classes nas 

quais as componentes da palavra recebida r = (r-^, r^ / • . • ,r ) se en-
contram; ou s e j a , se r. e II então a = a Assim, a nota-

1 S 0 

ção ( i ) i n d i c a que se faz referência a classe de c o n f i a b i l i d a d e a 

qual r. pertence. 

Uma das perguntas importantes que surgem quando é dada 

uma partição { I I j } do espaço de observação R, ê como a t r i b u i r v a l o ­

res aos parâmetros B e e B para cada classe de c o n f i a b i l i d a d e ' 
s c s 

s ~ 
II . E claro que o emprego da t e o r i a da decisão s e r i a oportuno a q u i , 
usando apropriadamente o conceito de função u t i l i d a d e | l 3 | . Contudo, 
será proposta uma maneira de se a t r i b u i r valores para os pesos ' 

s ~ 

de cada classe II da partição, de forma a representarem um 

grau de c o n f i a b i l i d a d e associado â c l a s s e . 

2 . 5 . 3 . 2 - Sobre Atribuição de Pesos a Classes de 

Confiabi 1idade 

s — 
Dada uma partição qualquer {n }, é proposto associar a 

s ~ _ 
cada elemento n da partição os seguintes parâmetros: 

*Z.•"' * \ 
-s 
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classe de c o n f i a b i l i d a d e P 

3 = pídec c o r r e t o | r . eu }e 3 =p{dec com e r r o | r . e I I } 
e s 1 c s 1 

Deve ser observado que 0 <3^ < 3 1/ e que esta 1 

c — e 
s s 

atribuição i m p l i c a em 3 + 3 = 1 . 
e s c s 

De acordo com a definição 2.5.1b, a distância g e n e r a l i z a 

da de Forney e n t r e a palavra recebida r e uma palavra código £ 1 

será expressa por 

onde, 

d G < r i ' f i ' = < 

n 
D _ ( r , f ) = Z d _ ( r ,f ) 
G - - i = 1 G i i 

s s 
3 = p{dec c o r r e t o | r . e I I } r . ^ f . / r . e l l 

e s 1 1 1 1 

s s 3 = p{dec com errolr.eü } r . ? f . r r . e l l 
c 1 1 1 1 1 

(2-31) 

(2-32) 

I n i c i a l m e n t e será analisado o caso binário, onde é assu-

mido que a partição é simétrica, ou s e j a , {II } é escolhida de t a l 1 

maneira que 

p{dec 0|n S,0} = p{dec l | n S , l } (2-33) 

sO 
Para uma classe II , o c o e f i c i e n t e de confiança condici o 

i - sO n a l de K i e f e r | 2 l | é dado por R S Q = p{dec j | n , j ) . 

Neste caso p a r t i c u l a r , (2-32) pode ser r e e s c r i t a na f o r ­

ma 

d G ( r i , f . ) H 

• I sO .. „sO 
5e = p{dec • I n ,j} r ± ^ f i #

 r

±zn 
s 

• I sO ., r „s0 
\ = l-p{dec •|n , j ) r i = f i , r en 
c s 

rs0 

(2-34) 

Então para a classe II , o peso associado a GQ e dado 1 

por a g 0 = 2.p{dec j|n
S°,j} - 1 = 2 R Q 0 - 1 (2-35) 
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Notando que 0.5 < R _ < 1, tem-se que 0 < a n < 1. 
s0 - s0 -

Por o u t r o lado, 

s0 
R Q = p{dec j|n

S°,j}= P { d e C J ' n l j } (2-36) 
s0 , 

p { j i s 0 | j } 

ou seja, 

s 0 p{dec j , I l S 0 | j } 
p{dec j | n , j } = (2-37) 

s0 s0 
p{dec j , n | j } + pídec l - j , n | j } 

Desta forma, deve ser assumido que 

6e = : . = ^ 
s p{dec i-i,n B»h} p í n T J j } 

1 + —-
pídec j , n s 0 | j } pín^° | j ) 

\ 
Definindo ^£|j' a r a z a o ^e verossimilhança na classe' 

sO 

A Pín|
u|j} 

9B\4 = i õ — (2-39) 
1 1 3 Pín^lj) 

e observando que para partição simétrica 11 = ^1 10 = ^' a e < ^ u a ~ 

ção (2-38) pode ser e s c r i t a como 

3 = — — - a• ; consequentemente, 3 = 1 - % — - ^ = -=—2—^ 
e g 1 - Çf c g i - j i 1 - y 

sO 
de modo que o peso associado a classe IT será dado por 

a . = 3^ - B = ] ^ 5 = P (2-40) sO e g c g 1 + Çf 

É i n t e r e s s a n t e observar que o a l g o r i t m o de Hartmann -

Rudolph, d e s c r i t o no capítulo I I I , u t i l i z a esta quantidade p no 

processo de decodificação. 

A generalização deste procedimento para o caso m u i t i n i 
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v e l e para casos onde a partição do espaço de observações não é s i ­

métrica será r e a l i z a d a a seguir. Aqui são supostas conhecidas as 

probabilidades a p r i o r i dos símbolos da f o n t e , denotadas por 1 

q-1 
{ P j } 0 • 

A equação (2-39) r e s u l t a em 

q-1 
s . 3 e =.| 0 p. pídec j |n , j} 

s J J 

d G < r i ' f i > = q-1 

(2-41) 

3„ =* 1 -.£ n p. p{dec j | n , j } r , = f . , r . e l l 
3=0 r j l i í 

sO 
e o peso da classe II será agora determinado de acordo com 

q-1 sO . 
a s 0 =

 2 - j I 0

 P j P { d e c J|n r j } - 1 (2-42) 

q - i s 0 q - i 
j £ o p . 2 p{dec j | n S , j } - j f = o P j 

(2-43) 

q _ 1 r c-0 
E p. [2 p{dec j | n , j } - 1] 

j=0 3 

(2-44) 

No caso multinível,a equação correspondente a (2-36) é 

r , sO •, 
pídec j III , j } 

P i n f l j > 

£ í 0 P í n f | j ) 

(2-45) 

q-1 ptt?° |j> 

1 = 0 p { n ^ 0 | j } 

(2-46) 

Relembrando da definição de ^£ | j d a d a pela equação ' 

(2-39), tem-se que 

sO 
pídec j |n , j } = —y 

C2-47) 

Z " / l i £=0 * U 

i 
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Desta forma, o termo e n t r e colchetes na equação (2-44) 1 

é 

sO 1 
2'.p{dec j | n , j ) - l = 2. = 1 (2-48) 

q-1 

1=0 1 1 3 

q-1 

£=0 z n 

3 |D 

q-1 
E 

£=0 

, (2-49) pode 

q-1 
1 ~ l 

1=0 * m 

q-1 
1 + l ?o 1 • 

1=0 l \ 3 

(2-49) 

2.p{dec 3 In r j > " 1 - f Wl (2-50) 

Esta expressão serã d e f i n i d a como p_. multinível, 

q - i 
1 -^0 h\3 

p. 4 *IÜ (2-51) 
3 q-1 

1=0 

sO 
Então, de acordo com (2-44) o peso da classe II será' 

calculado pela fórmula 

q-1 

a n = l P.P. (4-52) 
s 0 j=0 J 3 

1 - í i l o 1 - * o | i 
No caso binário, Pn - —;—7—^— L— e p , - — x — — ^ , 

o 1 + É T I | O 1 1 + p o | i 

de modo que quando a partição é não simétrica, tem-se pQ ^ , 
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como exemplificado na f i g u r a 2.13 a título de ilustração. No caso 1 

(a) p 0 

JR 

Figura 2.13 - PARTIÇÃO NÃO SIMÉTRICA. 

Dada uma partição II = {n } , o procedimento aqui estabe 

l e c i d o i n d i c a como r e a l i z a r uma atribuição para os pesos a das 
s 

classes de c o n f i a b i l i d a d e , sem i n d i c a r contudo como proceder para 

r e a l i z a r uma "boa" escolha da partição. 

2.5.3.3 - O Algoritmo de Decodificação 

O d e c o d i f i c a d o r proposto deve operar sobre a palavra re 

cebida r, escolhendo a palavra código f mais próxima segundo o 

critério da distância generalizada, i.e./ deve escolher uma palavra 1 

código f e C t a l que (Vf 1 e C) D G ( r , f ) < D ( r , f ' ) (2-53; 

Para a t i n g i r este f a t o , é proposta uma regra de decodi-

ficação que consiste em estimar a palavra t r a n s m i t i d a como sendo a 

palavra código f e C a qual minimiza a expressão A ( r , f ) = { r (+) f}•£ 
( ) 



I s t o pode ser facilmente demonstrado através do seguinte lema: 

Lema 1: Dado a palavra recebida r , a palavra código f mais próxi 

ma segundo o critério de distância generalizada é aquela que minimi 

za A ( r , f ) . 

Prova - Dada a palavra recebida r e uma pala v r a código f , a d i s ­

tância genralizada entre elas é dada por 

n 
D ( r , f ) m z d (r ,f ) (2-54) 
o — — 1 — 1 la 1 1 

Se ê observado que d _ ( r . , f . ) = d ( r . , f ) a ^ ' + , 
^ G i i H i i c ' 

então, é possível reescrever a equação (2-54) como 

D G ( r , f ) = J X d H ( r . , f i ) a

( Í ) + (2-55) 

Por o u t r o lado, o segundo termo do somatório independe' 

da escolha da palavra código, de modo que 

n ... 
Min D„(r,f) => Min Z d„(.r. , f . ) a u ; (2-56) 

f G ~ - f i = l H l 1 

Finalmente, observando-se que 

/ » n .. . 
[ r ( + ) f ] . c t =i£i d H ^ r i ' f i ^ a 1 ' a P r o v a ^ completada. 

C.Q.D 

É i n t e r e s s a n t e notar que se e x i s t e somente uma classe ' 

de c o n f i a b i l i d a d e , então 

Min D„(r,f) => Min D ( r , f ) . 
• Cj — — ri — 

f f 

Pode ser observado que o d e c o d i f i c a d o r primeiramente • 

efetua uma decisão abrupta determinando uma p a l a v r a recebida r, a 

qual pode ou não ser uma palavra código. Em seguida, e l e determina 
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um vetor de c o n f i a b i l i d a d e ^ , associado a esta palavra recebida. 

É f a c i l m e n t e v e r i f i c a d o pelo lema 2 abaixo que se a pa­

la v r a recebida r r e s u l t a n t e do uso de decisão abrupta f o r uma pa­

lavr a código, e l a própria e a palavra código mais próxima da pala -

vra recebida no sentido de distância generalizada. Segue-se, portan 

t o , que neste caso, o a l g o r i t m o r e s u l t a em assumir que esta f o i a 

palavra t r a n s m i t i d a , o que equivale a desprezar as informações de 

c o n f i a b i l i d a d e . No caso c o n t r a r i o , estas informações são realmente' 

u t i l i z a d a s no processo de decodificação, p o s s i b i l i t a n d o a correção' 

de erros. 

Lema 2: Se a palavra recebida r é uma palavra código, então a pa­

lavra código mais próxima de r no sentido de distância generaliza 

da é a própria palavra recebida. 

Prova - Foi provado anteriormente (Lema 1) que minimizar D ( r , f ) é 
G — 

o mesmo que minimizar A ( r , f ) , através da escolha de uma palavra cõ 

digo, ou s e j a , 

Min D ^ ( r , f ) <=> Min A ( r , f ) (2-57) 
f G ~ ~ f 

É c l a r o que 

n , . . 
(Vfec) A ( r , f ) = I d u C r . , f . ) a

1 X 1 > 0 (2-58) 
- - i = 1 H i i 

pois, 0 < a ( l ) < 1 i = l , 2 , 3 . . . , n . 

A conclusão da demonstração decorre do f a t o que se r 

ê palavra código, então 

Min A ( r , f ) = A ( r , r ) = 0 (2T59) 
f 

C.Q.D 

O lema 2 permite uma simplificação no procedimento de 

decodificação. I n i c i a l m e n t e uma decisão abrupta ê r e a l i z a d a , r e s u l -



tando em uma palavra recebida r, e a síndrome correspondente a es­

ta palavra recebida ê calculada. 

1 - Se esta síndrome e nula, o d e c o d i f i c a d o r l i b e r a a p a l a v r a , adnú 

t i n d o que não ocorreu nenhum e r r o . 

2 - No caso c o n t r a r i o , um vetor de c o n f i a b i l i d a d e ê calculado e o 

algoritmo atua da maneira já d i s c u t i d a . 

2.5.3.4 - Exemplo: 

Será apresentada uma aplicação do a l g o r i t m o de decodif i_ 

cação d e s c r i t o , u t i l i z a n d o a treliça associada ao código de bloco 1 

binário considerado. Admitindo que a escolha dos pesos das classes' 

de c o n f i a b i l i d a d e u t i l i z a d a s e s t e j a de acordo com o que f o i propos­

t o (2.5.3.2), e que a partição simétrica f o i e s c o l h i d a de modo a 

r e s u l t a r em uma máxima v a r i a b i l i d a d e dos pesos das classes; a regra 

de decodificação pode ser anunciada como: "Estime a palavra transmi 
n 

t i d a como a palavra código para a qual . E d ( r . , f . ) p ê mínimo, 
1 — 1 ri 1 1 

onde, = 1 - Çf^^/l + JJf e 0 ̂  ê a razão de verossimi 

lhança". 

Este procedimento pode ser f a c i l m e n t e implementado com 

o auxílio de uma treliça. No exemplo, novamente é assumido que o 

código (5,3,2) é empregado, e que o canal é perturbado por um ruído 

com distribuição de probabilidade / M 0 , 1 ) . É admitido ainda que a ' 

f o n t e b i p o l a r transmite +1V ou -IV correspondendo aos símbolos ' 

0 e 1. 

Suponha que as amostras recebidas foram ' 

(-0.7,-0.2,-0.3,+0.7,+1.1),de modo que p ( ) = (0.6,0.2,0.3,0.6,0.8) 

A palavra recebida ê aquela que s e r i a decodificada por 

decisão abrupta, ou s e j a , r = (0,0,0,1,1). 

Usando a treliça, são o b t i d o s os seguintes passos no 

processo de decodificação: 
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• 0.0 «s~ \ " » 0 . 0 • % r * ^ • 0.0 

\ » 0 . 8 >v 0.3 

^ • 0 . 6 N^- » 0 . 6 ^ * 0.5 

(a) (b) ( c) 

MÍNIMA GENERALIZADA. 

A pa l a v r a código ( 1 , 0 , 0 , 1 , 1 ) está mais próxima da pal a -

vra recebida ( 0 , 0 , 0 , 1 , 1 ) no sentido de distância de Hamming; e n t r e ­

tanto, a palavra decodificada f o i ( 0 , 1 , 1 , 1 , 1 ) , mais próxima no s e n t i 

do de distância generalizada. Os dígitos c o r r i g i d o s foram exatamen­

t e as posições de mais baixa c o n f i a b i l i d a d e . Também deve ser obser­

vado que a escolha da palavra código ( 1 , 0 , 0 , 1 , 1 ) i m p l i c a r i a em i n -

v e r t e r um dígito com c o n f i a b i l i d a d e r e l a t i v a m e n t e a l t a . Finalmente, 

este procedimento apresenta uma vantagem computacional, p o i s nem 

sempre é necessário e f e t u a r cálculos, v i s t o que quando ^ J J ^ r j _ j _ ) = 0 , 

nada se adiciona ao somatório. 

2.6 - DECODIFICAÇÃO POR DECISÃO SUAVE EMPREGANDO SUBTRELIÇAS 

Cl 

Matis e Modestino |25| i n t r o d u z i r a m técnicas que permitem 

uma redução na complexidade da decodificação de códigos de bloco l i ­

neares para a l g o r i t m o s que empregam a treliça gerada pela m a t r i z 1 

[ H ] . Uma das formas proposta para r e a l i z a r i s t o ê através do uso de 
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subtreliças bem mais simples que a treliça associada ao código. Se 

a palavra recebida r tem vários c o e f i c i e n t e s de c o n f i a b i l i d a d e 1 

com valores grandes, as saldas de decisão abrupta correspondentes 1 

podem ser consideradas c o r r e t a s . A subtreliça é gerada aceitando co 

mo c o r r e t a s estas saídas de decisão abrupta para os símbolos nas 1 

k-p posições mais confiáveis, e permitindo todas as possíveis com­

binações nas posições restantes. É i n t e r e s s a n t e observar que a esco 

l ha p=k corresponde ao emprego t o t a l da treliça, enquanto que o 

extremo oposto p=0 corresponde a r e a l i z a r uma decisão abrupta sem 

uso da treliça. Valores intermediários de p fornecem as s u b t r e l i -

ças desejadas. A aplicação deste procedimento ê melhor i l u s t r a d a 1 

considerando o exemplo apresentado na sec. 2.5.3.4, onde 

r = (0,0,0,1,1) e a 
( ) 

= (,6,.2,.3, .6,.8) . 

As subtreliças geradas para este caso sao mostradas na 

f i g u r a 2.15 (a) e ( c ) . 

(a) P=2 

( b ) p = l ( c ) p = l 

Figura 2.15 EXEMPLO DE SUBTRELIÇAS PARA UM 

CÓDIGO DE BLOCO. 
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O desempenho da decodificação por máxima v e r o s s i m i l h a n ­

ça ( d e s c r i t o na sec. 2.3) empregando subtreliças é analisado para 

alguns códigos, na referência | 25 | / através de simulação em computa­

dor. 



CAPÍTULO I I I 

DECODIFICAÇÃO ÕTIMA DE CÓDIGOS LINEARES 

Serão apresentadas duas técnicas ótimas de decodificação 

de códigos l i n e a r e s em canais d i s c r e t o s no tempo e sem memória, quan 

do as palavras código são equiprovãveis. Ambas fazem uso de decisão' 

suave e são ótimas no sentido que minimizam a p r o b a b i l i d a d e de e r r o 

por símbolo e por bloco, respectivamente. A p r i m e i r a d e l a s , o algo -

r i t m o de Hartmann e Rudolph |18], faz uso das propriedades de l i n e a ­

ridade d o código, sendo p o r t a n t o , aplicável somente para códigos l i ­

neares. Ela é p a r t i c u l a r m e n t e a t r a t i v a para códigos c o r r e t o r e s de ' 

erros com a l t a eficiência, conforme será v i s t o . A segunda técnica 1 

d e s c r i t a é um a l g o r i t m o para maximização da p r o b a b i l i d a d e a p o s t e r i o 

r i das palavras código | 29I^ aplicável a códigos não l i n e a r e s tão 

bem quanto para códigos l i n e a r e s . Quando estes são considerados, o 

uso da treliça associada na decodificação t o r n a prático seu emprego 1 

por s i m p l i f i c a r o processo de decodificação, preservando ao mesmo ' 

tempo sua oti m a l i d a d e . O desempenho deste a l g o r i t m o é i n f e r i o r ao 

desempenho da regra de decodificação de Hartmann-Rudolph com relação 

a taxa de erros por símbolo, e vice-versa com relação a taxa de er -

ros por palavra. Para ambos os algoritmos será analisado o desempenho 

assintótico da pr o b a b i l i d a d e de e r r o , por b i t e por p a l a v r a , respec­

tivamente, quando são u t i l i z a d o s códigos de bloco binários e o canal 

é perturbado por ruído branco gaussiano. 
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3.1 - O ALGORÍTMO DE HARTMANN E RUDOLPH 

3 .*1.1 - Introdução 

A regra de decodificação apresentada pelo a l g o r i t m o de 1 

Hartmann-Rudolph é ótima, no sentido de que minimiza a probabilidade 

de e r r o por símbolo sobre um canal d i s c r e t o no tempo e sem memória , 

para qualquer código l i n e a r c o r r e t o r de erros,quando as palavras có­

digo são equiprováveis. 

A maio r i a das técnicas de decodificação de códigos c o r r e t o ­

res de erros são exaustivas no sentido de que toda palavra código é 

u t i l i z a d a no processo de decodificação. Estas técnicas não fazem 1 

qualquer uso essencial da l i n e a r i d a d e do código. O a l g o r i t m o aqui ' 

apresentado ê também exaustivo, mas no sentido de que toda palavra ' 

do código dual é u t i l i z a d a no processo de decodificação; por i s t o , 

na prática, esta regra é usada somente para códigos cujo código dual 

tem um pequeno número de palavras, i£„ e l a é p a r t i c u l a r m e n t e a t r a t i ­

va para códigos de a l t a eficiência. Por exemplo, para o código de 

Hamming binário C(15,11,3) existem 2^ palavras código, enquanto 
4 

que o código dual C'(15,4,3) possui apenas 2 palavras código. É 

concluido, p o r t a n t o , que a complexidade da regra de decodificação de 

verá v a r i a r inversamente com a eficiência do código. Este a l g o r i t m o ' 

é de natureza essencialmente estatística e, é aplicável t a n t o a códi 

gos de bloco quanto a códigos convolucionais. No apêndice A é apre -

sentado um programa em Fortran IV u t i l i z a d o na investigação do desem 

penho deste a l g o r i t m o para códigos de bloco binários em canais com 

ruído branco a d i t i v o gaussiano. Os resultados destas simulações se -

rão d i s c u t i d o s no capítulo a seguir. 

* Uma maneira de u t i l i z a r a l i n e a r i d a d e é considerar o uso da t r e l i -

ça associada ao código, d e s c r i t a na sec.2.3. 

! 
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A regra de decodificaçao i apresentada para códigos de 

bloco l i n e a r e s , e posteriormente uma extensão para códigos convolu-

cionais será f e i t a . 

Seja c = Cc-QfC-f • • • f c ^) uma palavra de um código de 

bloco l i n e a r C(n,k,d) sobre GF(p), e c! = ( c • Q , c • ^ , . . . , c j n - 1 )
 a 

j-ésima palavra do código dual c' (n,n-k,d'). A palavra c é 1 

t r a n s m i t i d a através de um canal d i s c r e t o no tempo e sem memória cu­

jos símbolos r ^ são números r e a i s , de modo que a palavra recebida 

é da forma r = ( r ^ , r ^ , . . . , r

n _ ^ ) / c o m r ^ e R. A questão que o algo 

r i t m o se propõe a re s o l v e r ê : dado r , c a l c u l a r uma e s t i m a t i v a c^ 1 

do m-ésimo dígito da palavra t r a n s m i t i d a c, de maneira que 

a probabilidade de se t e r c m i g u a l a seja maximizada. De ou­

t r a maneira, a e s t i m a t i v a c é t a l que 
m 

Pr(c = c Ir) > P r(c = s Ir) , Vs e GF(p). (3-1) m m - m — 

A regra de decodificação pode ser assim d e s c r i t a : E s t i ­

me o dígito t r a n s m i t i d o como sendo o v a l o r de s c GF(p) que 

maximiza a expressão 

n-k 
P-1- _ s t I 

(s)=Z 0 S t : 7 
m 

p-1 . p 
A_(s)=Z 0 Z 

t=0 j = l 

n n _ 1 P Ê X - ' i l c â * - t ^ ) 

l=Q i=0 

1 0 J*- m Pr ( r ^ | i ) (3-2) 

ou sena, a e s t i m a t i v a c deve ser t a l que A (c ) = Max A (s) . m ^ m m . . m seGF(p) 

I s t o pode ser provado mostrando que P r ( c m = s |r)=X A^ís), 

onde X é uma constante p o s i t i v a . 

I n i c i a l m e n t e , é possível escrever que 

pr (c = s Ir) = 
m — 

P(c I r ) (3-3) 
C G C, 
cm= s 
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ou 

P r ( c = s | r ) =1 P(r|c) [p (c) /P (r) 1 (3-4) 
ceC, L J 

c =s 
m 

Considerando que os símbolos de C são elementos de 

GF(p) e que as palavras código são equiprovãveis, tem-se que 1 

P(c) - l/P , e (3-4) pode ser r e e s c r i t a como 

P"k 

P(c = s r) = - r r r r * P (r c)ô . . . (3-5) 

Onde é o d e l t a de Kronecker, 

[ 1 , se l = j A 

ô D . = { e e = (5 ,6 , / • . . ,6 -. ) . 
Zl „ - . —m mO ml m n-1 10, em caso c o n t r a r i o 

Em termos de transformada f i n i t a de F o u r i e r , pode ser 1 

mostrado que |18| 

p-1 

6 0 x = P 1 Z ( 3" 6> 
u x t=0 

u.c 
P(r |c) - V l F(r,u) 0 (3-7) 

uev 
— n 

-u.y 
onde F(r,u) = l P (r |v) 0 (3-8) 

e 0 = expt/^T 21 /p) representa a p-ésima r a i z complexa da unida­

de f e vn o espaço n-dimensional sobre GF(P) . 

Su b s t i t u i n d o (3-6) e (3-7) em (3-5) e levando em conta 

que devido as propriedades de ortogonalidade de caracteres de grupo 

f p , se v c C1 

l °" -\ ^ (3-9) 
£ £C em caso contrário 
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É o b t i d a a expressão 

P (c =s r ) = 
IR — 

-n-1 

P(r) 

P _ 1 - s t P 
E 0 S t E 

t=0 j = l 

n-k 

F ( r , c ! - t e ) — í —m (3-10) 

Para canais sem memória, (3-8) pode ser r e e s c r i t a como 

- i u 
n-1 n-1 D-l 

F(r,u) = E n P(r |v )0 = n E P ( r J i ) 0 * , de 
veV 1=0 *- *- 1=0 i=0 — n 

modo que se obtém a expressão 

-n-1 P"1 , 
P(c = s I r ) = P , , E 0 s t . 

P(r) t = 0 

n-k 
P 
E 

j = l 

n-1 P-1 • / I . r. x 

H E 9 a i ml P(r» í 
1=0 i=0 

(3-11) 

Definindo A = p n "̂/p ( r ) , e observando a definição de 

A ( S ) , segue-se que P(c = s l r ) = X A (s) m m — m 
C.Q.D. 

É in t e r e s s a n t e fazer uma aplicação deste a l g o r i t m o no 

caso de códigos l i n e a r e s binários, onde a regra de decodificação se 

apresenta de uma forma comparativamente mais simples. Neste caso, 

p = 2, e o procedimento para decodificação c o n s i s t e em escolher a 

e s t i m a t i v a 

0, se A m(0) > A U ) 

m 

1. 

(3-12) 

em caso contrário 

*C1 

Esta forma comparativa da regra de decisão pode ser a 

presentada de maneira mais conveniente, quando estabelecida em t e r ­

mos da razão de verossimilhança Çfm = Pr ( r m 11) /Pr ( r ^ | 0) . 
m 
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s u l t a 

Para o caso em questão, a desigualdade A (0) > A (1) re 
m m — 

1 2 n _ k n - l 1 - i ( c ! - tô ) 
, E l n E (-1) 1*- mJi pr(r„|i) > 
t=0 j = l 1=0 i=0 iL 

1 . 2 n k n - l 1 - i ( c ! , - tó 
Z (-1) Z n Z (-1) 1L m 

t=0 j = l £=0 i=0 
Pr ( r ^ | i ) (3-13) 

ou seja 

0n-k , 2 n-1 
z n 
j = l 1=0 

P r ( r ^ | 0 ) + (-1; ml P r ( r £ | l ) > 0 (3-14) 

n-1 
D i v i d i n d o ambos os membros de (3-14) pela quantidade po­

s i t i v a IT Pr(r„|0) e usando a definição de razão de verossimilhan 
1=0 

ça, a desigualdade pode ser e s c r i t a como 

2 n ' k n-1 
z n 
j = l l=o L 

1 + çf0 ( - i " ) C ^ 6 m l > o (3-15) 

Agora d i v i d i n d o (3-15) pela quantidade p o s i t i v a 
n-1 
II (1 + Çf p) , e u t i l i z a n d o a identidade 

1=0 L 

1 + P^í-U 

1 + Çf 

1 - 9i 

1 + 91. 
, segue-se que 

a r e g r a de decodificação no caso binário pode ser estabelecida con­

forme enunciada abaixo: 

„n-k 
2 n-1/1 - Çf Escolha c = 0 se Z m II > 0, caso 

j = l 1=0 \1 + 

contrário faça c = 1. 
• m 

Algumas observações devem ser f e i t a s . Em p r i m e i r o l u g a r 1 

deve ser notado que quando esta regra de decodificação símbolo-por-

símbolo é usada, a palavra estimada c na saída do decodificador 1 
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não é" necessariamente uma palavra código. Em segundo l u g a r , se cód: 

gos de bloco cíclicos são considerados,a regra de decodificação de­

ve ser determinada para o símbolo recebido r^, e então, os símbo • 

los restantes r i ' " * " ' r n - l P o c^ e m s e r decodificados simplesmente 

permutando c i c l i c a m e n t e a palavra r no r e g i s t r o a deslocamento 

(acumulador) , como i l u s t r a d o no exemplo a s e g u i r . 

3.1.3 - Exemplos 

Será u t i l i z a d o o código de Hamming (7,4,3) para exempl: 

f i c a r a regra de decodificação b i n a r i a a p l i c a d a a códigos de bloco 

que neste caso torna-se: 

8 6 1 - Çf 
Escolha CQ = Q se 

j = l 1=0 \ l + # 

e CQ = 1 em caso contrário. 

A m a t r i z de verificação de paridade deste código é 

[ H ] = 0 1 1 1 

0 o 

0 1 0 

e consequentemente o espaço l i n h a C será dado por 
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0 0 0 0 0 0 

c 1 

1 0 0 1 

0 0 1 1 

o o 

1 o 

o 

o 

0 Q 

0 o 

1 1 

0 0 1 

Figura 3.1 - ESPAÇO LINHA DO CÓDIGO DUAL DO CÓDIGO DE 

HAMMING (7,4,3). 

Tomando = (1 - Çf^/d + Çf^) , a regra de d e c o d i f i c a -

ção consiste em escolher 6Q = 0 somente se 

p 0 + P 1 P 2 P 4 + P 2 P 5 P 6 + p l p 3 p 6 + P 3 P 4 P 5 + P 0 P 1 P 2 P 3 P 5 + P 0 P 2 P 3 P 4 P 6 

+ P 0 P 1 P 4 P 5 P 6 " °-

O d e c o d i f i c a d o r correspondente está esquematizado na 

f i g u r a 3.2 e x i b i d a abaixo 

1 - (H 
1 + <K 

T(x) = 
0 se x > 0 

Pe P3 P2 P i Po 

j_ 1 caso contrário 

Figura 3.2 - DECODIFICADOR ÓTIMO PARA O CÓDIGO DE BLOCO(7,4,3) 
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Para i l u s t r a r a aplicação desta regra de decodificação1 

para códigos convolucionais será usado um código convolucional 1 

(4,3,3)., A regra de decodificação para o símbolo recebido r^ usan 

do um código convolucional (n^ ,k.Q ,N) será, no caso binário, enuncia 

da como: 

Escolha cn = O se e somente se I n 
U j = l 1=0 

de o u t r a forma assuma CQ = 1. 

1 - V 

\1 + çft 

ml 

> O, 

Naturalmente, e x i s t e somente um número f i n i t o de termos 

não nulos na equação acima, dependendo do comprimento da sequência' 

t r a n s m i t i d a . 

Agora, para e x e m p l i f i c a r , as porções i n i c i a i s da m a t r i z 

de verificação de paridade d e s c r i t a no exemplo 1.5 e do espaço l i -

nha C' sao mostradas abaixo. 

1 1 

1 O 

1 1 O o 

1 1 1 1 

1 0 1 0 

1 1 0 0 

1 1 1 1 

1 0 1 0 

4-

1 1 1 1 

0 o 

1 1 1 1 o 

1 0 1 0 1 1 1 1 o 
c 1 

0 1 0 1 1 1 1 1 o 

1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 

oo CO 

Figura 3.3 - ESPAÇO LINHA DO CÓDIGO DUAL DO CÓDIGO 

CONVOLUCIONAL (4,3,3). 
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= (1 - &)_/(! + Çf A , de modo que a re -

gra de decodificação será expressa por: 

c 0 = 0 se e somente se p Q + P j LP 2P 3 +
 P 2 P 4 P 5 P 6 P 7 + P 0 P 1 P 3 P 4 P 5 P 6 P 7 + 

+ ... > 0, em caso c o n t r a r i o faça C Q — 1 . 

O diagrama do dec o d i f i c a d o r é então mostrado na f i g u r a ' 

3.4, tomando forma de diagrama de treliça para o código dual ' 

c' (4,1,3) com as posições C _ ! Q nos rótulos das malhas complementa-

das . (Em g e r a l , para d e c o d i f i c a r r ^ , as posições c j n devem ser 

complementadas). 

P 0 + P 1 P 2 P 3 ( p 2 + p 0 p l p 3 } P 4 P 5 P 6 P 7 + ( p 0 + p l p 2 p 3 ) 1 

( p 0 p l p 2 + p 3 ) p 4 p 5 p 7 + ( p l + P 0 p 2 P 3 ) P 4 P 

( p 2 + P 0 P 1 P 3 ) P 6 P 7 + ( P Q + P 1 P 2 P 3 ) P 4 P 5 

( p 0 p l p 2 + p 3 ) p 4 p 7 + ( p l + p 0 p 2 p 3 ) p 5 p 6 

0001 1001 
p 0 p l p 2 + p 3 

p 0 ' p l ' p 2 ' p 3 p 4 , p 5 ' p 6 , p 7 

Figura 3.4 - DECODIFICADOR ÕTIMO PARA O CÓDIGO CONVOLUCIONAL 

(4,3,3) . 

Desde que d i f e r e n t e s unidades de memória devem ser em -

pregadas para cada símbolo a ser d e c o d i f i c a d o , a quantidade de memó 

r i a requerida por este t i p o de d e c o d i f i c a d o r cresce linearmente com 

o comprimento da sequência t r a n s m i t i d a . O mesmo também é verdade pa 

ra o algoritmo de V i t e r b i aplicado para decodificação de códigos ' 

convolucionais. 

Veja f i g u r a 1.4, diagrama de treliça para o código c o n v o l u c i o n a l ' 

(4,1,3) . 
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3.1.4 - Desempenho Assintõtico do Algoritmo 

Expressões assintóticas para a pr o b a b i l i d a d e de e r r o por 

b i t na decodificação de códigos de bloco binários l i n e a r e s em canal' 

com ruído branco a d i t i v o gaussiano foram demonstradas |19 |. 

A regra de decodificação õtima b i t - a - b i t para o m-ésimo1 

dígito de um código C(n,k,d) l i n e a r e binário consi s t e em escolher 

c = s, onde s e GF(2) e maximiza p(c = s l r ) . Desta forma a pro-
m m — 

ba b i l i d a d e de e r r o por b i t ê dada por 

P. = Pfpíó = c |r> < p(c f c | r ) l (3-16) b i t [_ m m— — m m — 

Não há perda de generalidade em assumir que a p a l a v r a 1 

t r a n s m i t i d a f o i a ênupla toda nula, desde que o código é l i n e a r e o 

ruído apresenta s i m e t r i a . Para f a c i l i t a r a dedução, é considerado 1 

que a palavra toda nula f o i t r a n s m i t i d a . Quando £ = 0. é t r a n s m i t i ­

da, a m-ésima componente da palavra recebida r ê r = /Ê~ + e , 
— m m 

onde E e a energia do s i n a l por b i t e e uma amostra de ruído de 
J m 

um processo gaussiano com densidade e s p e c t r a l de potência u n i l a t e r a l 

DQ w a t t s / h e r t z . A SNR para este canal ê y = E/HQ, OU em termos dos 

b i t s de informação t r a n s m i t i d o s , Y b =
 E

b / ^ 0

 = Y n / ' k = Y / / R ' A m " ^ s i m a 

componente da palavra recebida r será decodificada incorretamente' 

se e somente se 

P(c = 0|r) < P(c - l | r ) (3-17) m '— - m ' — 

onde r = (»/Ê~~+ e Q , ,/Ê~+ e n_ 1) . 

Em outras p a l a v r a s , 

C3-18) P b i t = P T, P(c|r) < Z P (ç|r)l 
c e s 0 " c e S l 
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A B Y b - 0 ( P b i t ) = P (1 - r.c 4/RYb/n0) < 

£ e s 0 

(1 - r.c 4/RYb/n0) 
£ e s l 

(3-22) 

Então, como s 
0 = s i r 

M Y b - 0 ( P b i t > = P 

c c s 0 Ç _ E S I 

r.c 4/RYb/nQ 
3-23) 

Desde que SQ e um código l i n e a r binário ( n , k - l ) , se -

gue que se os vetores de SQ são arranjados como l i n h a s de uma ma­

t r i z M~ , então cada coluna serã toda nula ou conterá 2 k-2 
'0 zeros 

.k-2 
e 2" l ' s . Arranjando o conjunto de vetores de s-̂  como l i n h a s 1 

de uma m a t r i z M̂ , as colunas de que correspondam a colunas to 

da nula em MQ serão toda um, enquanto que as demais colunas terão 

k-2 .k-2 , 
2 zeros e 2 l ' s . 

Usando este f a t o , é possível escrever 

AB , A(P, • . ) ~ P Yb->-0 b i t Z r , 0" 

« 1 

(3-24) 

onde 3 1 ' J 2 

, . . . , j sao colunas nulas de M . 
9 U 

Desde que r ^ ~ X"(*l2,n /2) para l = j ^ . 

Z r < 0 

+00 

/2ÏÏ 
exp(-x /2)dx 3-25) 

/2GRYi 

De (3-24) e (3-25) segue-se a expressão assintõtica de-

sejada, A B ^ (P f a i t ) = Q ( /2TOY^> . 

Se o código dual de C tem distância mínima maior que 

2, então 6 = 1, e o comportamento assintótico pode ser d e s c r i t o pe 
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AB , JP, . J ~ P Yb+O b i t " l (1 - r.c 4/RYb/n ) < 

H e s0 

I (1 - r.c 4/RYb/nQ) 
£ e s l 

(3-22) 

Então, como = s 1 ' 

" W W 8 * 
£ e s o 

- r.c 4/RY b/n 0f 
£ e s 1 

r.c 4/RYb/nQ 
3-23) 

Desde que SQ é um código l i n e a r binário ( n , k - l ) , se -

gue que se os vetores de s^ são arranjados como l i n h a s de uma ma­

t r i z Mn, então cada coluna será toda nula ou conterá 2 k-2 
'0 zeros 

.k-2 e 2" ~ l ' s . Arranjando o conjunto de vetores de s-̂  como l i n h a s 1 

de uma matriz , as colunas de que correspondam a colunas to 

da nula em MQ serão toda um, enquanto que as demais colunas terão 

k-2 k-2 . , 
2 zeros e 2 l ' s . 

Usando este f a t o , ë possível escrever 

AB , n(P, . . ) yb+0 b i t l Tf 0" 3-24) 

onde Ji'32'***'^e c o l u n a s n u l a s d e M g • 

Desde que r ^ ~ ,x\Q/2) para l = J 1 # . . . , j 

l r < 0 

+00 

/2ÏÏ 
exp(-x /2)dx 

/20RY b 

(3-25) 

De (3-24) e (3-25) segue-se a expressão assintótica de-

sejada, A B ^ ( P F A I T ) = Q ( /7TOY^) . 

Se o código dual de C tem distância mínima maior que 

2, então 0 = 1 , e o comportamento assintótico pode ser d e s c r i t o pe 
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AB , (P, N(W ) Q (/2R W yT"). i s t o porque para valores s u f i c i e n -Yb-«» b i t m m b ' r F 

2 

temente grandes de xf Q(x)= 1/x/TH exp(-x /2) , de maneira que so -

mente as'palavras código de peso contribuem de forma s i g n i f i -

cante no somatório. Deve ser também observado que se o código é cí­

c l i c o e tem distância mínima d, então W = d e 
' m 

AB , CP. . . ) ~ N(d) Q(/2Rd y ) 
yh"*

 0 0 b i t 'b 

3.2 - ALGORÍTMO PARA MAXIMIZAÇÃO DA PROBABILIDADE A POSTERIORI 

3.2.1 - Introdução 

Uma o u t r a regra de decodificação serã a seguir apresen­

tada a qual é também ótima, mas no sentido de que para qualquer có­

digo c o r r e t o r de e r r o s minimiza a p r o b a b i l i d a d e Ae e r r o por palavra 
I 

sobre qualquer canal d i s c r e t o no tempo e sem memória, quando as pa­

la v r a s código são equiprovãveis. Esta regra i m p l i c a em maximizar a 

probabilidade a p o s t e r i o r i das palavras código. É sabido que exceto 

para poucos canais clássicos não ê normalmente muito c l a r o como de­

ve ser processada a p a l a v r a recebida de modo a maximizar a probabi­

l i d a d e a p o s t e r i o r i . No que segue é estabelecido um procedimento pa 

r a r e a l i z a r t a l maximização. Deve ser observado que ao contrário do 

alg o r i t m o de Hartmann-Rudolph, a decodificação r e s u l t a sempre em 

uma palavra código quando este procedimento é empregado. Será tam -

bém mostrado que a regra de decodificação para o caso binário pode 

ser enunciada como: 

Escolher a palavra código c que maximiza a expressão1 

n-1 
1=0 L 

Se dado a palavra recebida r = ( r n , r . , . . . , r n ) f o r 
— u 1 n - l 

* 
d e f i n i d o um v e t o r r calculado a p a r t i r de r; 

r*= (£og ÇfQ,log Çf1,...llog fln_x) 1 onde Çf . =Pr ( r . 11) /Pr ( r | 0) , o 

I 
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d e codificador deve escolher a palavra código c que maximiza 1 

c.r , ie., c.r = Max c.r . I s t o torna possível uma interpretação i n 
c 

teressantfe, observando que este procedimento g e n e r a l i z a a d e c o d i f i -

cação por correlação para códigos de bloco sobre canais com ruído 1 

a d i t i v o gaussiano, uma das técnicas ótimas conhecidas no sentido ' 

de que minimiza a p r o b a b i l i d a d e de e r r o por bloco quando as pala 

vras código são equiprováveis. Deste modo, é plausível i n t e r p r e t a r * 

esta decodificação como sendo uma forma de "correlação generalizada 

Quando códigos l i n e a r e s são usados, o emprego da decodif 

ficação usando treliça faz este receptor i n t e r e s s a n t e por s i m p l i f i ­

car as operações de decodificação, retendo e n t r e t a n t o , a o t i m a l i d a -

de. É importante observar que este a l g o r i t m o de decodificação é 

a t r a t i v o t a n t o para códigos com a l t a eficiência, quanto para os de 

baixa eficiência. Se o código u t i l i z a d o é de baixa eficiência, en -

tão a decodif icação pode ser f e i t a exaustivamente, i.e./ u t i l i z a n d o 1 

todas palavras código no processo de decodificação. Ele também é 

de p a r t i c u l a r u t i l i d a d e na decodificação de códigos com a l t a s taxas 

v i s t o que a complexidade da treliça é função do número de dígitos 1 

de paridade. 

Se ao invés de empregado como na forma d e s c r i t a acima 1 

0 algoritmo f o r u t i l i z a d o quantizando em 2^ regiões as amostras 1 

recebidas, o r e s u l t a d o é uma pequena degradação no desempenho, po -

rém, f a c i l i t a n d o sobremaneira a implementação do d e c o d i f i c a d o r , co­

mo mostrado a seguir. A decodificação agora ê f e i t a através do se -

guinte procedimento: 

1 - v e t o r recebido r = ( r Q , , . . . , r n - 1 ) com r^ e R 

2 - v e t o r quantizado r'= ( r ^ , r | , . . . , r ^ _ ^ ) com r£ e 

3 - v e t o r £og razão de verossimilhança 

£ * = ( r 0 ' r ] L r n - l ' C O m r i £ Rff 
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R = {espaço das possíveis saldas do canal ruidoso} 

RQ= {espaço das possíveis regiões de quantização} 

R̂ ,= {espaço dos v a l o r e s do Zog razão de verossimilhança} 

É então u t i l i z a d a a treliça associada ao código para ma 
* n-1 * 

ximizar a "correlação" c.r = I c. r 
1=0 L K-

O a l g o r i t m o será deduzido para códigos de bloco com a l ­

fabeto de símbolos p-ãrios,supondo palavras código equiprováveis 1 

t r a n s m i t i d a s em um canal d i s c r e t o no tempo e sem memória, e poste -

riormente uma extensão para códigos convolucionais serã f e i t a . 

3.2.2 - A Regra de Decodificação 

Seja c = CCQrC.i•••,c uma palavra código de um có 

digo de bloco C(n,k,d) com símbolos em GF(p). Ao receber a pala -

vra r = ( r Q , r ^ , . . . , r

n _ ^ ) / ° receptor deve d e c i d i r pela palavra có­

digo c que maximiza a expressão 

n-1 p-1 p-1 j (c„-i) 
n I P(r | i ) 1 0 ^ (3-31) 

1=0 1=0 L j=0 

onde 0 = e x p ^ n / ^ T / p l representa a p-esima r a i z complexa da unidade. 

Será provado que a palavra código que maximiza (3-31) 1 

também maximiza a p r o b a b i l i d a d e a p o s t e r i o r i P ( c | r ) . A p r o b a b i l i d a 

de P(çjr) pode ser determinada por 

P(c|r) = P(c) P(.r|c)/P(r) (3-32) 

- - -k 
e como por hipótese as palavras são equiprováveis, P(c) = p , de 

maneira que 

P(c|r) = P k p ( r | c l / P ( r ) (3-33) 
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Em termos de transformada f i n i t a de F o u r i e r , a probabi­

l i d a d e P(r|c) pode ser e s c r i t a como 

P(r|c) = p" n Z F(r,u)e£'- (3-34) 
ueV — n 

onde F(r,u) = Z P(r|v)_©~-'- (3-35) 
veV — n 

Como são considerados apenas canais sem memória, 

n-1 -u„.v„ 
F(r,u) - Z n P(.r, | v j 0 

v£V n 1=0
 L L 

n-1 p-1 ~ i u / 
= n Z P ( r , | i ) 0 (3-36) 
1=0 i=0 

Su b s t i t u i n d o as expressões (3-36) e (3-34) em (3-33) re 

s u l t a 

_ k _ n n-1 p-1 u £ ( c r i ) 
P(c|r) = [p / P ( r ) ] Z n l P ( r J i ) 0 

ueV n 1=0 i=0 

n-1 p-1 p-1 

• X. n Z P(r« l i ) Z 0 (3-37) 
L L J i=o i=o * j=o 

De modo que maximizar (3-31) pela escolha de uma pala -

vra código ê o mesmo que maximizar a pr o b a b i l i d a d e a p o s t e r i o r i das 

palavras código. 

C.Q.D. 

Será f e i t a a seguir uma aplicação deste a l g o r i t m o para 

o caso binário, i.e, quando p=2. 

n-1 
- °l ( c | r ) = [XjJ P ( r £ | 0 ) (1+0 ri + P ( r £ | l ) (1-0) (3-38) 
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Mais uma vez e conveniente e x p r i m i r os resultados em 1 

termos da razão verossimilhança Çf^ = Pr ( r ^ 11)/Pr ( r ^ | 0) 

= (1 -» Çí^)/(1 + $ç) • I s t o r e s u l t a em 

e de 

n-1 
P(c|r) = [2 k n / P ( r ) l 

" 1=0 

c c 
(1 + 0 l) + Çft(l - 0

 l) P ( r J O ) 

T -k- - | n - l 
Tomando X = [_2~ ~n/P(£)J II P ( r . | 0 ) , tem-se que 

1=0 

n - l cp 

p ( c | r ) = x n [d + jpr.) + e - pr.)! 
£=0 *• *-

n - l 
X i h 1 + Pl 0 

2n 

(3-39) 

Contudo, 0 = exp ^ • c „ = 

1, se c^ = 0 

-1, se c„ = 1 

ou s e j a , 0 = (-1) , de forma que (3-39) pode ser r e e s c r i t a como 

n - l 
P(c|r) = X n 

1=0 L 

1 + p . ( - l ) (1 + Çfz) (3-40) 

c l 2 * t 
Usando a i d e n t i d a d e 1 + P ^ ( - l ) = , obtém-se* 

i+gr 

n - l c^ 
P(c|r) = 2À n Çfp ,e À independe de c. 

1=0 L 

Como o lo g a r i t m o é uma função monotônica crescente, a 

maximização de P(c|r) no caso binário pode ser r e a l i z a d a escolhen­

do a p a l a v r a código c = ( c ^ , . . . , c

n _ ^ ) <3ue maximiza a expressão 1 

n - l 

1=0 
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3.2.3 - Aplicações para Códigos Lineares 

É fãcil v e r i f i c a r que no caso da transmissão de s i n a i s ' 

polares em um canal com ruído a d i t i v o gaussiano, a regra de decodi-
n-1 

ficação c o n s i s t e em maximizar a quantidade cr = I c p r» pela 
1=0 L L 

escolha de uma palavra código c = ( c ^ , C ^ , . . . , c

n _ ^ ) • Se os s i n a i s 1 

t r a n s m i t i d o s são pulsos l i g a - d e s l i g a de amplitude /Ê v o l t s ou 0 
n-1 

v o l t s , então Z c»(r» - /Ê/2) deve ser maximizada pela escolha de 
£=0 JL 

c. 

Numa aplicação p a r t i c u l a r serã o b t i d a a regra õtima de 

decodificação quando são empregados d e t e t o r e s de envoltõria. Consi­

dere que o s i n a l ê t r a n s m i t i d o através de pulsos de RF l i g a - d e s l i g a 

(ASK) em um canal com ruído a d i t i v o branco gaussiano. É assumido ' 

que a envoltõria da forma de onda recebida é amostrada em i n t e r v a -

l o s bastante d i s t a n t e s de modo que se j a razoável supor que as amos­

t r a s são e s t a t i s t i c a m e n t e independentes. O s i n a l recebido é 

Z ( t ) = A^ cosWgt + x Ctl cos(jOQt - x g ( t ) sen ojg t (3-41) 

onde AQ = 0 e A^ = constante, e o ruído estã e s c r i t o na forma de 

banda e s t r e i t a 133| de modo que x ( t ) e x ( t ) são variáveis alea-
c s 

tõrias i i d gaussianas. 

A saída r ( t ) do d e t e t o r de envoltõria é dada por 

r ( t ) = {J"A. + x ( t f l 2 + x 2 ( t ) } 1 / 2 i e {0,1} (3-42) 
|_ 1 c s 

A densidade de pro b a b i l i d a d e da envoltõria em um i n s t a n 

te de tempo t 133 | tem a distribuição de Rayleigh na ausência de 

s i n a l , e uma distribuição de Rice quando o s i n a l está presente, ou 

s e j a , 
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P ( r £ | 0 ) = 

I e x p ( - r ^ / 2 a 2 ) , > O 

(3-43) 

o 
"2 e x P 

2 2 
r l + A l 

2o 2 

/ A 1 r £ 

P ( r £ | l ) 
V 

r £ < 0 

, r £ > 0 

(3-44) 

2 2 2 
onde o = EÍn ( t ) } = E{n ( t ) } é a potência do ruído, e I (x) e 

O S (J 

a função de Bessel modificada de p r i m e i r a espécie e de ordem zero . 

Figura 3.5 - DENSIDADES DE PROBABILIDADE DA ENVOLTÕRIA. 

A razão de verossimilhança é dada pela expressão 

Pír^ll) 

P( r £ | 0 ) 
2 2 2 

= exp(-A 1/2a ) I Q ( r ^ A 1 / a ) 3-45) 

Definindo a relação sinal/ruído como y = A^/2a , o va 

l o r do l i m i a r b pode ser encontrado resolvendo a equação 1 

e x p ( - y ) I Q ( b g / Z y ) = 1, cuja solução pode ser o b t i d a através da exce­

l e n t e aproximação |34| 
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(3-46) 

Uma a n a l i s e do comportamento assintõtico da regra de de 

codificação para baixa e a l t a relação sinal/ruído será r e a l i z a d a a 

seguir. 

3.2.3.1 - Baixa Relação Sinal/Ruído: y « 1 

Neste caso é quase sempre verdade que | 291 

2 2 2 2 
I Q ( r ^ A j / a 1 w e x p ( r ^ A-^a ) 3-47) 

portanto 

2a' 
- 1 

2a' 
(3-48) 

e a regra de decodificação consiste em escolher a p a l a v r a código 

c = (CQ / .. . , c

n _ 2 ^
 ( 3 u e maximiza a expressão 

n-1 
2 

r l 
Z cp 

1=0 JL 

2 
r l 

Z cp 

1=0 JL 2o2 

- 1 (3-49) 

Para i l u s t r a r a aplicação desta regra de decodificaçao, 

será considerado o código de bloco binário (3,2,2) cuja treliça as­

sociada está apresentada abaixo 

Figura 3.6 - TRELIÇA ASSOCIADA AO CÕDIGO LINEAR (3,2,2) 
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É assumido que a ênupla recebida é r = (1.7,.1,.5), e 

que o ruído tem media zero e variância unitária. Os passos no pro­

cesso de„decodificação estão mostrados na f i g u r a 3.7, resultando na 

palavra código (0,0,0). 

Figura 3.7 - PASSOS NA DECODIFICAÇÃO PARA O CÕDIGO (3,2,2). 

Deve ser observado que o emprego de decisão abrupta r e ­

s u l t a r i a na palav r a (1,0,0), uma vez que os símbolos r ^ são compa 

rados com o l i m i a r b = a/2 + y/2 = a/2". O e r r o c o r r i g i d o f o i exata 

mente na amostra mais próxima ao l i m i a r ( r = 1.7), ou s e j a , a 

amostra de menor c o n f i a b i l i d a d e . 

3.2.3.2 - A l t a Relação Sinal/Ruído 

Neste caso a distribuição de Rice pode ser aproximada ' 

por uma distribuição gaussiana |6 

l r p ~ A - i ~ | 2 

P ( r J l ) ~ • exp - — U . (3-50) 

De modo que o £og da razão de verossimilhança pode ser 

dado aproximadamente por 
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•) - Unrz-lno0 (3-51) 

onde = a//2~n. 

Portanto, a palavra código escolhida deve maximizar a 

expressão (3-52) abaixo 

n-1 
E cp 

1=0 L 

( r ^ - A i / 2 ) - -4^u^i - ln°0) (3-52) 

A extensão para aplicação desta regra na decodificaçao1 

de códigos convolucionais (nQ,kg,N) c o n s i s t e , no caso binário, em 

escolher o caminho da treliça que maximiza a expressão Z cpZnÇfp , 
1=0 L L 

onde novamente o número de termos não nulos depende do comprimento 

da sequência t r a n s m i t i d a . 

O a l g o r i t m o de V i t e r b i para decodificação de códigos 1 

convolucionais pode ser facilmente modificado para fazer uso desta 

regra de decodificação, e a melhoria p r o v i d a pelo uso desta técnica 

de decisão suave encontra-se analisada na referência | 1 | . 

3.2.4 — Análise do Comportamento Assintótico 

Será deduzida uma expressão assintótica para a probabi­

lid a d e de e r r o por palavra na decodificação ótima de códigos de b i o 

co l i n e a r e s binários, usando decisão suave , para canal com ruído 1 

branco a d i t i v o gaussiano, quando a relação sinal/ruído é elevada. A 

expressão o b t i d a ê função da distribuição de pesos das palavras có­

digo e da relação sinal/ruído. 

o Aqui a atenção será r e s t r i t a aos códigos de bloco l i n e a 

res binários com palavras código equiprováveis t r a n s m i t i d a s sobre 1 

um canal com ruído branco a d i t i v o gaussiano através de pulsos l i g a -
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d e s l i g a . É assumido que o código C(n,k,d) considerado tem palavras 

k 
código denotadas por c^, i = 0,1,»,.,2-1, onde c^= (C^Q , c^ , . . . , 

c. , ) . , i n - 1 

A regra ótima de decodificação é escolher c — c ^ Ê C 1 

que maximiza P (c = C^"|r) , onde c ê a e s t i m a t i v a da palavra código 

t r a n s m i t i d a e r é a palavra recebida. Como v i s t o , i s t o pode ser 1 

n-1 

r e a l i z a d o maximizando Z l n Çf^, onde #£=p(r^|1)/P(r^|0) é a 

razão de verossimilhança. Novamente a dedução dos resultados é sim -

plifiçada assumindo que a palav r a toda nula f o i t r a n s m i t i d a . 

Conhecida a densidade e s p e c t r a l de potência u n i l a t e r a l 1 

do ruído T\^/2, as componentes v e t o r de ruído n são v a r i a 

v e i s aleatórias i i d gaussianas, n^ ~ K(0,T1Q/2) . Novamente serã u t i l i 

zada a relação sinal/ruído do canal y = B/Hgf e a relação sinal/ruí­

do por b i t de informação t r a n s m i t i d o Y b

 = Eb / / f l0 = Y y / R* 

Das considerações acima segue-se que a probabilidade de 

e r r o por bloco é 

bloco 
= P [e |- c=0] (3-53) 

Dado que a ënupla toda zero c = 0_ f o i t r a n s m i t i d a , ha-
n-1 

verá e r r o na decodif icação se e somente se I c. p l n Ç(„ > 0 para 
1=0 1 Z L 

k 

alguma palavra código c^, i = 1,2,...,2-1. 

Como os s i n a i s t r a n s m i t i d o s são pulsos de amplitude /Ë 

v o l t s ou 0 v o l t s , e o canal é gaussiano, segue-se que 

P ( r , l i ) = 
/ni 

exp i = 0,1 (3-54) 

e p o r t a n t o , 

n-1 n-1 
£ c l c.p InÇt. = 

1=0 " n 0/2 l=o 
(3-55) 
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Como é suposto que a pala v r a toda zero f o i a palavra 1 

t r a n s m i t i d a , o v e t o r recebido r - c + n = ( r _ / r r .) tem 1 

— — — U 1 n-1 
sua £-êsima componente dada por r^ = n^. 

~ k 
Se são d e f i n i d o s eventos ; i = 1,2,...,2-1, 

A = { Z c *F>-^- 2 c } (3-56) 

então ê possível reescrever (3-5 3) como 

2 k 

Pbloco - P f i Í V < 3" 5 7> 

U t i l i z a n d o o "union bound", obtêm-se a expressão: 

v 
2-1 

P,, Z P(A.) (3-58) 
bloco - i = 1 í 

n-1 
Por o u t r o lado, £ c.» = W(c.), onde W(c.) represen­

t o l £ 

A n _ 1 

ta o peso da palavra c.. A variável aleatória X.= l c.„n é 
-í 1 l = 0 1Z £ 

uma combinação l i n e a r de variáveis aleatórias gaussianas independen 

t e s , o que a c a r r e t a em X. também ser uma variável gaussiana | 9 \, 

com distribuição de p r o b a b i l i d a d e Xi~ }f(0, W(e.) — — ) • Portanto , 

2-f-W(c.)) = — - — \ e x / n 0 W ( - i } d 

4 - w (5i» 

ou s e j a , 

P(A ±) = Q(/E W(çi)/2ri0) 

= Q ( /RY^~~W7CTT72) (3-60) 

A cota (3-58) é apertada para a l t a relação sinal/ruído' 

19 I , de modo que é possível escrever 
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2^1 
AB . (P, , ) P l P(A.) (3-61) 

Yb-*00 bloco . , 1 
1 1=1 

* Contudo, somente palavras código com peso d c o n t r i b u ­

em substancialmente no somatório em (3-61), v i s t o que para v a l o r e s 1 

1 2 
suficientemente grandes de x, Q(x)= exp(-x / 2 ) . Logo, o com -

x/2n 

portamento assintótico para a probabilidade de se d e c o d i f i c a r i n c o r 

retamente uma palavra quando a regra ótima é u t i l i z a d a em um c a n a l 1 

gaussiano com a l t a relação s i n a l / r u l d o é expresso por 

AB , ( P U 1 Is N(d) Q(/Rdy, /2) 
yb-»-00 bloco b 

Considerando pulsos polares de amplitude +JÊ v o l t s e 

-/Ê v o l t s , o r e s u l t a d o o b t i d o coincide exatamente com o comportamen 

to assintótico determinado para o a l g o r i t m o de Hartmann-Rudolph na 

seção 3.1.4. 



CAPÍTULO IV 

SIMULAÇÃO EM COMPUTADOR 

Neste capítulo são apresentados os resultados de simu 

lações rea l i z a d a s em computador d i g i t a l (DEC-10 SYSTEM) para análise 

do desempenho dos dois algoritmos d e s c r i t o s no capítulo a n t e r i o r . A 

necessidade desta simulação advém da complexidade* do procedimento 1 

j 

analítico da variação da probabilidade de e r r o (por símbolo ou bloco) 

em função da relação sinal/ruído, e da degradação que íesulta quando 

decisão suave é u t i l i z a d a quantizando em Q regiões os símbolos r e ­

cebidos do canal. O desempenho de vários códigos é analisado, e em 

p a r t i c u l a r , os códigos de Hamming (7,4,3), (15,11,3) e (31,26,3) são 

considerados. O i n t u i t o i fazer um levantamento das curvas de proba­

b i l i d a d e de e r r o versus relação simal/ruído para cada código de b l o ­

co analisado, em um dado canal sem memória. I s t o torna possível, por 

exemplo, que seja f e i t a uma visualização da melhoria provida pelo 1 

uso de decisão suave com relação a decisão abrupta e com relação ao 

número de regiões de quantização u t i l i z a d o . 

Os programas foram e s c r i t o s na linguagem FORTRAN 10 ' 

e se encontram l i s t a d o s no apêndice A. 

*Veja apêndice B. 

1 
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4.1 - ANALISE DO DESEMPENHO DO ALGQRÍTMO DE HARTMANN-RUDOLPH 

4.1.1 - Considerações Gerais 

O desempenho do a l g o r i t m o de Hartmann-Rudolph será ana­

l i s a d o para vários códigos de bloco l i n e a r e s , quando os s i n a i s ' 

tr a n s m i t i d o s são pulsos l i g a - d e s l i g a s u j e i t o s a ação de um ruído 1 

a d i t i v o gaussiano. Em p a r t i c u l a r , r e s u l t a d o s para os códigos de 

Hamming são apresentados. 

Na simulação, p r i m e i r o é esp e c i f i c a d o o código l i n e a r 1 

binário C(n,k,d) fornecendo sua m a t r i z de verificação de paridade 

[ H ] , ou o polinómio gerador g(x] no caso de códigos cíclicos. A 

seguir é f i x a d o o número de regiões de quantização a ser u t i l i z a d o 1 

na simulação, usualmente uma potência de d o i s . A análise é r e a l i z a ­

da considerando 2,4,8 ou até 16 regiões de quantização. 

A simulação ê f e i t a t ransmitindo-se a palavra toda zero 

em um canal com ruído a d i t i v o gaussiano, gerado de acordo com o mé­

todo polar 122 I • Não há nenhuma perda de generalidade em se assumir 

que a palavra t r a n s m i t i d a f o i a palavra toda nula | l 9 | . 

Para os códigos de Hamming analisados, a opção de u t i l i . 

zar a palavra t r a n s m i t i d a como sendo a palav r a toda um, forneceu 1 

praticamente os mesmos resultados obtidos quando a palavra t r a n s m i ­

t i d a f o i a toda n u l a , mostrando que o ruído gerado apresenta sime -

t r i a . Os resultados para o código (7,4,3) também foram v e r i f i c a d o s ' 

considerando os b i t s do bloco de mensagem gerados de acordo com uma 

sequência pseudo—aleatória |n |. 

As probabilidades de e r r o por símbolo e por bloco são 

então estimadas para cada v a l o r de relação sinal/ruído (em decibe-

i s ) transmitindo um número suficientemente grande de palavras códi­

go através do canal e u t i l i z a n d o a regra ótima de decodificação no 

receptor. A e s t i m a t i v a é f e i t a u t i l i z a n d o a frequência r e l a t i v a de 
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o c o r r i n c i a de e r r o s na salda do d e c o d i f i c a d o r . 

A utilização da versão f r a c a da l e i dos grandes números 

de acordo com o teorema de BERNOULLI 9| assegura que os r e s u l t a -
-

dos obtidos convergem para os valores r e a i s das p r o b a b i l i d a d e s , p o i s 

se n £ / n é a frequência r e l a t i v a da ocorrência de e r r o s , então 

n l . 1 1 
- p| > e < — ± 7 — P a r a todo e > 0 . (4-1) n J 4nc 

Deve ser notado que o número de palavras a serem t r a n s ­

m i t i d a s pela fonte deve ser aumentado â medida que a relação s i n a l / 

ruído cresce. Tal aumento de relação sinal/ruído acar r e t a uma d i m i ­

nuição no número de e r r o s provocados pelo canal e consequentemente 

a interpretação f r e q u e n t i s t a u t i l i z a d a para o c a l c u l o das p r o b a b i l i 

dades de e r r o poderá não mais ser válida. Pode ser fa c i l m e n t e de 

monstrado 133 | que» para uma variável aleatória com distribuição b i -

nominal OJ (n,p)> um estimador não enviezado para p 5a frequên -

c i a r e l a t i v a p = k/n, o qual r e s u l t a em um espalhamento r e l a t i v o 1 

em torno do v a l o r esperado da e s t i m a t i v a dado por 

E{p} /£ 
(4-2) 

Se p representa a p r o b a b i l i d a d e de e r r o por b i t na 

saída do d e c o d i f i c a d o r , e q a p r o b a b i l i d a d e do evento complemen -

t a r , então para p<< 1 segue-se q s l , de modo que 

n p l _ (.4-3). 

pia/Eíg)r 

Por exemplo, se a p r o b a b i l i d a d e de e r r o ê da ordem de 

10 ^ e ê desejado um espalhamento r e l a t i v o de 10%, então a simula -

ção deve ser r e a l i z a d a para n da ordem de 10^ b i t s t r a n s m i t i d o s , 

Desta forma, para SNR = 4dB ê s u f i c i e n t e que o número de b i t s 



t r a n s m i t i d o s seja da ordem de m i l b i t s , enquanto que para SNR = 12 

dB é necessário que este número seja cerca de 100 m i l b i t s , para as 

segurar a validade dos resultados encontrados. 

Como a palav r a decodificada pelo a l g o r i t m o não é neces­

sariamente uma palavra código, s u r g i u a i d e i a de escolher como e s t i 

mativa da palavra t r a n s m i t i d a a pala v r a código mais próxima em t e r ­

mos de distância de Hamming da palavra decodificada. Contudo, os re 

sultados obtidos como o emprego de t a l procedimento degradaram sen^ 

sivelmente a p r o b a b i l i d a d e de e r r o por símbolo, enquanto que a me -

l h o r i a na p r o b a b i l i d a d e de e r r o por bloco f o i praticamente nula. 

O tempo de CPU requerido para realização das simulações 

é razoavelmente grande, como s e r i a de se esperar, não chegando con­

tudo, a tornar-se p r o i b i t i v o , exceto para SNR's muito elevadas. Con 

tudo, para a l t a s relações sinal/ruído, o comportamento assintõtico 1 

do algoritmo é conhecido. 

De posse dos resultados o b t i d o s , foram traçadas as cur­

vas de probabilidade de e r r o versus relação sinal/ruído mostradas a 

seguir, nas páginas 108 a 124 . 

4.1.2 - Curvas de Desempenho 

As curvas de desempenho para o a l g o r i t m o de Hartmann -

Rudolph obtidas através de simulação em computador d i g i t a l estão 1 

apresentadas nesta seção. É admitido um canal perturbado por um ruí 

do branco gaussiano a d i t i v o em todos os casos. O número de regiões' 

de quantização é abreviado por NQ e PBIT denota a p r o b a b i l i d a d e 

de e r r o por símbolo, enquanto que PBLOCO denota a p r o b a b i l i d a d e de 

e r r o por palavra. 
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Figura 4.1 -
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SIMULAÇÃO PARA O 000100(7,4,3) 

Curvas PBIT x SNR 

Decisão abrupta NQ = 2 

Decisão suave NQ = °° 
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- SIMULAÇÃO PARA O CÓDIGO 

(7,4,3) 

Curvas PBLOCO x SNR 

- NQ = 2 

- NQ = 4 

- NQ = 4 

- NQ = 16 
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h-| Fi-gura 4.5 - SIMULAÇÃO PARA O CÓDIGO (15,11,3) 
T-l 

Curvas PBIT x SNR 

1 - NQ = 4 

2 - NQ = 8 

3 - NQ = 16 

" . GNR 

o o o o o o o o o o o o ? o o o o o ' o o j 









Figura 4.9 -

1 -

2 -

3 -

SIMULAÇÃO PARA NQ 

Curvas PBIT x SNR 

Código (7,4,3) 

Código (15,11,3) 

Código (31,26,3) 
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Figura 4.11 - SIMULAÇÃO PARA NQ = 2 -118-

Curvas PBLOCO x SNR 

1 - Código (7,4,3) 

2 - Código (15,11,3) 

3 - Código (31,26,3) 
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Figura 4.12 - SIMULAÇÃO PARA NQ = 4 

Curvas PBIT x SNR 

1 - Código (7,4,3) 

2 - Código (15,11,3) 

3 - Código (31,26,3) 

\ 3 

i i 
7 3 
GNR 

10 11 • 7 

O O O O O O O O O O Q~ Q a Q iQ 
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Figura 4.13 - SIMULAÇÃO PARA NQ = 4 

Curvas PBLOCO x SNR 

1 - Código (7,4,3) 
2 - Código (15,11,3) 

3 - Código (31,26,3) 

o o o o o o o o ü o o :> o o o o o o 



Figura 4.14 - SIMULAÇÃO PARA NQ 

Curvas PBIT x SNR 

Código (7,4,3) 

Código (15,11,3) 

Código (31,26,3) 

= 8 -121-
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Figura 4.15 - SIMULAÇÃO PARA NQ = 8 -122-

Curvas PBLOCO x SNR 

1 - Código (7,4,3) 

2 - Código (15,11,3) 

3 - Código (31,26,3) 
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Figura 4.17 - SIMULAÇÃO PARA NQ = 16 

Curvas PBLOCO x SNR 

Código (7,4,3) 

Código (15,11,3) 

Código (31,26,3) 
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4.2- DESEMPENHO DA DECQDIFICAÇÃO UTILIZANDO MÁXIMA PROBABILIDADE A 

POSTERIORI 

4.2.1 - Considerações Gerais 

Uma avaliação será apresentada do desempenho do segundo 

algoritmo ótimo d e s c r i t o no capítulo a n t e r i o r ( s e c . 3 . 2 ) p a r a vários ' 

códigos de bloco l i n e a r e s , supondo s i n a i s t r a n s m i t i d o s em pulsos de 

RF l i g a - d e s l i g a através de um canal ruidoso. 

O a l g o r i t m o fará uso da treliça associada ao código pa­

r a s i m p l i f i c a r as operações de decodificação. I n i c i a l m e n t e um códi­

go de bloco l i n e a r em GF(q) ê espec i f i c a d o através de (n,k,d) e da 

sua matriz de verificação de paridade. A treliça associada ao códi­

go ê então gerada de acordo com um procedimento melhor e s c l a r e c i d o ' 

na seção 4.2.2. 

As palavras código t r a n s m i t i d a s pela f o n t e são geradas 

aleatoriamente e de t a l forma que possuam uma distribuição de proba 

b i l i d a d e uniforme. Deste modo, a hipótese requerida para o t i m a l i d a -

de do algoritmo é obedecida. 0 ruído na representação de banda es -

t r e i t a é novamente simulado u t i l i z a n d o o método p o l a r 122 | • Serão 

abordados apenas códigos l i n e a r e s binários, muito embora a treliça' 

possa também ser gerada para códigos de bloco l i n e a r e s multiníveis, 

As probabilidades de e r r o por palavra e por b i t quando este a l g o r i t 

mo de decodificação é u t i l i z a d o na recepção são determinadas para 1 

cada v a l o r de relação sinal/ruído (em dB), t r a n s m i t i n d o um numero ' 

suficientemente grande de palavras código através do canal ruidoso. 

A e s t i m a t i v a u t i l i z a d a para determinação destas p r o b a b i l i d a d e s ê 

novamente a frequência r e l a t i v a da ocorrência de e r r o s , de modo que 

as considerações sobre convergência dos re s u l t a d o s d i s c u t i d a s na se 

cão a n t e r i o r ainda permanecem válidas. Com relação ao tempo de CPU 

requerido, considerações s i m i l a r e s as enunciadas na seção a n t e r i o r ' 

também são aplicáveis. 
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4.2.2 - Implementação Computacional da Treliça 

Será agora d e f i n i d a uma m a t r i z associada â treliça gera 

da por um código de bloco l i n e a r em GF(q), com o i n t u i t o de permi -

t i r uma implementação da treliça sob o ponto de v i s t a computacional 

I 7 |. 

Seja [M] uma m a t r i z com q ^ n k^ l i n h a s e n colunas, 

onde cada elemento desta matriz é um v e t o r de q posições, i.e.r 

com 

[ M ] = 

» 1 , 2 

2 2 , 1 - 2 , 2 

m. . 

m , m i — n-k _ — n-k _ q ,1 q ,2 

( u o ' u i V 1 

m, 
- l , n 
m0 

-2 ,n 

m n-k 
q 

n-k 

1 < í < q 

1 < k < n 

n 

(4-4) 

ri o n-k, u^ e {1,2,...,q } . 

P o r t a nto, o numero de posições de memoria necessário pa 

r a d e f i n i r uma treliça de um código l i n e a r (n,k,d) em GF Cq) serã 

de 

n-k n-k+1 . ~ 
n q .q = n q posições. (.4-5) 

Cada v e t o r coluna de [M] está associado a uma p r o f u n d i ­

dade k > 0 da treliça, e cada elemento nu. deste v e t o r coluna 1 

esta associado a um nó da mesma. Cada elemento n u k por sua vez f 

possui sua coordenada u^ i g u a l a numeração correspondente ao nó 

k da profundidade a n t e r i o r t a l que s^Ck) = s_.(k-l).0£ h k . Deste 
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modo, cada v e t o r m^ da profundidade k i n d i c a quais os nós e ele 

mentos et^ e GF(q) que deram origem ao nó ao q u a l o v e t o r nu^. es 

tá associado. Fixados um dado nó NO e uma profundidade PROF, 1 

MATRIX (NO, PROF, ALFA), ALFA = Cl, 1 , % . . , , q-1 d e f i n e uma q-upla cor 

respondente a ™NO PROF* A p r i m e i r a posição da q-upla s i g n i f i c a 1 

que deve ser considerado que o nó em questão f o i a t i n g i d o através 1 

de a = 0, enquanto a segunda posição s i g n i f i c a que o ramo considera 

do se d i r i g e para o nó em questão através de a = 1 , e assim por d i ­

ante. Os valores indicados na q-upla fornecem os nós na p r o f u n d i ­

dade a n t e r i o r que se ligam com o nó em questão. É assumido que o 

va l o r zero i n d i c a que nenhuma ligação deve ser considerada. Como 1 

exemplo, o v a l o r de MATRIX (.3,2,0) fornece qual o nó na profundidade 

1, o qual através de a = 0 a t i n g e o nó 3 na profundidade 2. 

O procedimento u t i l i z a d o para expurgar a treliça asso -

ciada ao código de bloco considera i n i c i a l m e n t e a construção de du­

as treliças a u x i l i a r e s . A p r i m e i r a de-Ias, TRELLI 1 , ê gerada a par­

t i r da profundidade k = Q até a profundidade k = n; enquanto que 

a segunda, TRELLI 2, ê gerada i n i c i a n d o na profundidade k = n até 

a profundidade k = 0. Os caminhos que c o i n c i d i r e m nas duas t r e l i -

ças fazem p a r t e da treliça expurgada, em caso contrário o caminho ê 

apagado. Este procedimento ê melhor compreendido quando apresentado 

nos exemplos mostrados a seguir. 

Exemplo 4.1 - Caso binário. 

Dado o código de bloco ( 5 , 3 , 2 ) com m a t r i z de v e r i f i c a -

çao de paridade [H] 

[ H ] -
d l 1 2 1 Q 

1 Q í ! Q í 

A m a t r i z [M] que representa a treliça associada ao có­

digo é construída de acordo com os passos mostrados abaixo. 

Tem-se n=5, k=3, n-k=2, d = 2 f q=2 e q
n"~ k = 4, 
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Profundidade 
Estados 

K=0 K=l K=2 K=3 K=4 K=5 TRELLI 1 

[l.Ql [l,Õ) [1,4] [1,3] [1,2) 

[0,1] [2,0] [2,3] [2,4] [2,g 

[0,0] [0,| [3,2] [3,1] [3,4] 

[0,0] [0,| [4,1] [4,2] [4,| 

i= (o°) 

2= (?) 

3= CJ) 

4= Cl) 

K=0 K=l K=2 K=3 K=4 K=5 TRELLI 2 

[1,2] [ 1 , | [1,4] [1,3] [1,1 

[2,j [2,4] [2,| [2,4] [0,3 

[3,4] [3,3 [3,2] [0,0] [0,(5 

M [4,g [0,0] [0,^ 

Finalmente a treliça expurgada associada ao código binã 

r i o (5,3,2) é encontrada usando TRELLI 1 e TRELLI 2, 

i= (8) 

2= ( ? ) 

3= (è) 

K=0 K=l K=2 K=3 K=4 K=5 TRELLI 

[1,0] [1,0] [1,4] [1,1 [1,2] 

[0,1] [2,0] [2,3] [2,4] [0,0] 

[0,0] [0,1] [3,2] [0,0] [0,0] 

[0,0] [0,2] [4,5 [0,Õ| [0,0] 

I 
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Exemplo 4.2 - Caso multinível. 

Como um segundo exemplo serã considerado um código de 1 

bloco (4,2,3) d e f i n i d o em GF(3), com m a t r i z de verificação de p a r i ­

dade dada por 

1 2 : 1 0 

2 2.*0 1 

Os parâmetros são: 

n-k 
n=4, k=2, n-k=2, d=3, q=3 e q =9, 

A treliça associada a este código l i n e a r 

representando a treliça são mostradas: 

[H] = 

e a m a t r i z [M] 
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A geração da treliça permite a implementação de d i v e r -

sos algoritmos para decodificação de códigos de bloco l i n e a r e s , a l ­

guns apresentados nesta tese. 

4.2.3 - Curvas de Desempenho 

As curvas de desempenho para o a l g o r i t m o de maximização 

da probabilidade a p o s t e r i o r i das palavras código obtidas através 1 

de simulação em computador d i g i t a l estão apresentadas nesta seção .. 

As considerações d e s c r i t a s na página 107 sobre a notação u t i l i z a d a ' 

novamente se aplicam. Estas curvas permitem uma visualização da me­

l h o r i a obtida com uso de decisão suave. O caso onde decisão suave é 

u t i l i z a d a quantizando em Q regiões as amostras recebidas do canal 

é também considerado. 





Figura 4.19 - SIMULAÇÃO PARA O CÕDIGO (7,4,3; 

Curvas PBLOCO x SNR 

- Decisão abrupta NQ = 2 

- Decisão suave NQ = 00 
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F i g u r a 4.20 - SIMULAÇÃO PARA O CÓDIGO (7,4,3) 

Curvas PBIT x SNR (Deteção por envoltória) 

1 - Decisão abrupta NQ = 2 

2 - Decisão suave NQ = « 
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Figura 4.21 - SIMULAÇÃO PARA O CÕDIGO (7,4,3) 

Curvas PBLOCO x SNR (Deteção por e n v o l t o r i a ) 

. 1 - Decisão abrupta NQ = 2 

2 - Decisão suave NQ = °° 

<- 0 1 ' 2 3 ' 4 S 6 . 7 8 9 10 11 '12 
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C A P I T U L O V 

CONCLUSÕES 

5.1 - ANALISE DOS RESULTADOS 

O i n t u i t o p r i n c i p a l deste t r a b a l h o é o de apresentar 

e a n a l i s a r procedimentos de decodificação de códigos c o r r e t o r e s de 

e r r o s , em função da melhoria proporcionada no desempenho de sistemas 

c o d i f i c a d o s . Como v i s t o , t a l melhoria ê o b t i d a através do uso da i n ­

formação probabilística associada as amostras recebidas, e em g e r a l ' 

é conseguida as custas de um aumento na complexidade do sistema. 

No capítulo I I , após a revisão sobre códigos l i n e a -

r e s , foram i n t r o d u z i d o s procedimentos subótimos que empregam têcni -

cas de decisão suave (sec.2.2), os quais proporcionam uma melhoria 1 

considerável no desempenho do sistema, como mostrado nas curvas cor­

respondentes as f i g u r a s 2.4, 2.6 e 2.8. Eles são muito a t r a t i v o s l e ­

vando-se em consideração que o uso de regiões de quantização é ade -

quado por f a c i l i t a r a implementação u t i l i z a n d o técnicas d i g i t a i s . O 

procedimento proposto por Wolfenson-Rocha é de grande importância , 

v i s t o que é um dos poucos esquemas de decodif icação que assume ser 

desconhecida a distribuição de pr o b a b i l i d a d e da f o n t e . A melhoria ' 

provida pelo uso desta técnica encontra-se analisada com detalhes na 

referência |7|. O desempenho do a l g o r i t m o de decodificação por d i s -
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tância generalizada II f o i analisado através de simulação em compu­

tador, e comparado com o desempenho do sistema empregando decisão 1 

abrupta, resultando nas curvas das f i g u r a s 5.1 e 5.2 mostradas a se 

g u i r . 

Para os procedimentos ótimos d e s c r i t o s no capítulo 

I I I , o estabelecimento da regra de decodificação p e r m i t i u a determi 

nação do comportamento assintótico para a l t a relação sinal/ruído.As 

simulações r e a l i z a d a s para estes algoritmos estão apresentadas nas 

seções 4.1.2 e 4.2.3 e a obtenção destas curvas são de importância' 

fundamental neste t r a b a l h o . A p a r t i r de cerca de 12dB, a aproxima -

ção u t i l i z a n d o a expressão assintõtica fornece excelentes r e s u l t a -

dos, e é acima deste v a l o r que a simulação se torna praticamente i n 

viável. Deve ser observado que já e x i s t i r a m problemas na convergên­

c i a da estimação da pr o b a b i l i d a d e de e r r o quando u t i l i z a n d o o códi­

go (31,26,3) , i s t o porque a regra de decodificação d e s c r i t a pela ' 

equação (3-2) torna-se excessivamente complexa* aumentando de modo 

sensível o tempo necessário para d e c o d i f i c a r um b i t . Este f a t o está 

r e f l e t i d o em algumas curvas da seção 4.1.2 para os maiores v a l o r e s ' 

da relação sinal/ruído. 

Quando o número de níveis de quantização ê aumenta 

do, obtém-se informação probabilística mais detalhada para ser u t i ­

l i z a d a pelo d e c o d i f i c a d o r . E n t r e t a n t o , um aumento no número de ní -

ve i s de quantização s i g n i f i c a um crescimento na complexidade dos 

c i r c u i t o s d e t e t o r e s . Em todos os procedimentos d e s c r i t o s , observa -

se que a medida que o v a l o r de NQ aumenta, o ganho incremental na 

relação sinal/ruído para se obter uma dada p r o b a b i l i d a d e de e r r o é 

cada vez menor, de modo que grande p a r t e da degradação que ocorre 1 

quando NQ = 2 pode ser superada sem que a complexidade do sistema 

se torne p r o i b i t i v a . A informação a d i c i o n a l o b t i d a por q u a n t i z a r as 

amostras recebidas em mais que 16 níveis acrescenta muito pouco ' 

aquela obtida para 8 níveis. 

* Compare este caso com o d e s c r i t o no exemplo da página 83. 



Figura 5.1 - SIMULAÇÃO PARA O CÓDIGO (7,4,3) -139-

Curvas PBIT x SNR 

1 - Decisão abrupta NQ = 2 

2 - Decodificação por distância generalizada II 
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Curvas PBLOCO x SNR 

Decisão abrupta NQ = 2 

Decodificação por distância generalizada I I 
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As curvas c i t a d a s na página 105, usadas para v e r i ­

f i c a r a s i m e t r i a do ruído Gaussiano gerado são apresentadas a se 

g u i r . 

5.2 - COMENTÁRIOS 

Estas técnicas d e s c r i t a s são de p a r t i c u l a r i n t e r e s 

se para sistemas de comunicação v i a satélite, em comunicação m i l i -

t a r e em comunicação espacial de um modo g e r a l . Uma importante e 

a t r a t i v a aplicação está no emprego da decodificaçao probabilística* 

em sistemas de comunicação u t i l i z a d o s para transmissão de dados em 

canais de HF, de modo a assegurar uma boa c o n f i a b i l i d a d e ã* transmis 

são. 

Neste aspecto, ê sugerida uma continuação deste 1 

t r a b a l h o , propondo-se análise e implementação dos algoritmos estuda 

dos, aplicados para canais de HF. 

Com relação ao procedimento proposto por J.Wolf ' 

d e s c r i t o no capítulo I I , deve ser mencionado que ê um procedimento' 

ótimo, equivalente ao a l g o r i t m o de maximização da p r o b a b i l i d a d e a 

p o s t e r i o r i d e s c r i t o no capítulo I I I . Contudo, a formulação matemãtji 

ca no u l t i m o caso, além de maior r i g o r , permite a interpretação de 

"correlação generalizada" e o estabelecimento de cota para a proba­

b i l i d a d e de e r r o por bloco. O mais importante é que permite o uso 

de decisão suave usando NQ = 2^ regiões de quantização, o que de 

acordo com a simulação r e s u l t a em considerável melhoria com relação 

a decisão abrupta e uma simplificação enorme no d e c o d i f i c a d o r . Ade­

mais, comparando-se as expressões u t i l i z a d a s na decodificação, vê -

se que a segunda apresenta uma vantagem computacional. 

No caso de códigos de bloco, f i c a c l a r o que o algo 

rítmo de Hartmann-Rudolph pode ser implementado u t i l i z a n d o a t r e l i -

ça associada ao código dual. A implementação computacional da t r e l i ^ 
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ça na forma d e s c r i t a na seção 4.2.2 e nas su b r o t i n a s das l i s t a g e n s do 

apêndice A, permite a simulação de diversos t i p o s de decodificadores 

de códigos de bloco. 

Algumas versões dos programas estão apresentadas 

nas l i s t a g e n s do apêndice A. E n t r e t a n t o , devido ao tempo de CPU re -

querido, os programas não podem ser c o d i f i c a d o s para um caso g e r a l , 

de modo que devem ser processadas algumas pequenas alterações para 

cada caso específico. 

Ainda como sugestões para pesquisas f u t u r a s , de­

ver-se-ia considerar o uso de microprocessadores para implementação' 

dos decodificadores ótimos propostos no c a p i t u l o I I I , p e r m itindo i n ­

c l u s i v e o emprego de subtreliças. Com relação ao a l g o r i t m o de decodi 

ficação por distância generalizada I I , s e r i a i n t e r e s s a n t e t e n t a r de­

senvolver uma cota para a p r o b a b i l i d a d e de e r r o . 

Ê i n t e r e s s a n t e observar que a decodificação por 

distância generalizada I I r e s u l t a em uma pala v r a onde a medida dos 

c o e f i c i e n t e s de c o n f i a b i l i d a d e s c o n d i c i o n a i s dos dígitos é máxima 

Este f a t o encontra-se demonstrado no apêndice C. 

A medida de c o n f i a b i l i d a d e associada a uma c l a s ­

se pode ser determinada mesmo no caso onde a partição do espaço de 

observações r e s u l t a em classes de c o n f i a b i l i d a d e não simétricas, e 

pode ser calculada no caso multinível. É possível c o n j e c t u r a r que 

e x i s t a uma maneira ótima de combinar os c o e f i c i e n t e s de c o n f i a b i l i d a 

de p ^ de modo a obter um a l g o r i t m o que minimize a p r o b a b i l i d a d e ' 

de e r r o por símbolo ( s i m i l a r ao d e s c r i t o no capítulo I I I ) que possa' 

ser aplicável a códigos de baixa eficiência e que s e j a simples no 

caso multinível. Uma p o s t e r i o r extensão para decodificação de códi­

gos convolucionais s e r i a bastante ütil, pois neste caso os códigos ' 

u t i l i z a d o s geralmente são de taxa l / n . 

As técnicas de decodificação apresentadas nesta' 

tese se mostram muito poderosas e práticas em canais que tenham com-



portamento aproximadamente semelhantes a canais sem memória. Com o 

custo do hardware d i g i t a l diminuindo rapidamente, o uso destas téc­

nicas crescerá largamente em aplicações práticas em situações de 

c o n t r o l e de e r r o s . 
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B2 = Z* i s*g*K J / i NQ*&U2 J 
P l ( K ) = Ü . 5 * l t K F ( B l ) - t : f < f e ( 6 2 > ) ' 

PÜÍNO-IW 1 ) = P 1 I M 

3 0 C U N U N Ü L 
C C A L C O L U ÜÜS K U ' Ò 

ÜU bO 1 = 1 , N U 
K ( l ) s c i # - F l ( l J / P f H l ) J / C 1 . 4 P 1 1 1 J / P U l l ) ) 

«O CUMINUL 
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JBh=u. 

íHt=u. 

C« 

b l l = ( 1 0 * * 4 ) » N C 

ò J I J - U . 

C 51«ÜLACAU ÜU A L G Ü K 1 T M U 

Du 4u KD1G=1 , BX1>NC 

M 2 = U 

D ü l u ]=1,NC 

C GKKAivUü KUiüÜ GAUSS1AMJ. 

1 b Vl=/*«AlvlbUJ-l 

S=V 1 »Vl-frV2* 

lt- (Ò.Gt.l) bü 1U lb 

V = vl*Sünl A L Ü G C S I / s ; 

K=S1G«A*V 

C FÜSSlblLlDrtutò: 

l i - U . G E . A / 2 . } f t * 2 = Nlí^+l 

C I f r U . L E . - A / 2 . ) N Í 2 = N 1 2 * 1 

c I N J E K V A L O ONDE C A I U A AMÜSXKA =NK 

NX = ( AbL*A-»y j * N Ü / A t I 

C rKOtí y DlvlSitíLE aí A/NU. IS ZEkÜ 

I K U i . L T . l J . \ i = l 

lt- (M ,b'J ,.NUl JNYsftÜ 

KÜll)=KlN)fJ 

lü CÜNJji.ut. 

f* * 1 = M 1 + u i 2 
lb l N l 2 . L E . X j Gü TU 4 0 

DU Jb 1=1,MC 

SP = Ü. 

DO 2b J = l,w 

HK0D=1 . ^ 

DO 20 L = 1,WC 

D E L T I L = 1 

IV t J . N E . L ) D E L I 1 L = U . 

I F I D I J , L ) . N E . D E L T I l.)PROD = PkOD*kU( L ) 
2 0 CONTINUE 

2b SP=PkOD*SP 

C DECISÃO : S P > 0 . ESTIMAR C~ = 0, S P < 0 . ES11MAK C ~ = l 

C P O S S I B I L I D A D E S : 

l F l S P . L f c . O ) T B E = T b F * J 

C Í F ( S P . G T . O ) f b t = l B E " f l 

3 b C O I . T I N U F 

I F ( T b E . G T . S T O ) T P E = T P f c + J 

STO='JBE 

4 0 CONTINUE 

C CALCULANDO PKÜHAblí.) DADtS DF E k k O . 

PEB=TòE/BlX 

PEP= J PMrJC/ftJ 1 

C SAÍDA DOS DMDOS 

H k l T E ( 3 f 2 ) S r J K , T B E , P E B , T P E , kr.P,r. > 1 

2 FORMAI(1 H O , • S K B = ' , L 1 4 . b , 4 X , , l b t = " , E 1 4 . 8 , 4 X , 'PEB= ' ,El4.tí,4X, • X 

-PE* f,£14.fc,4X, " P E P s * , f c l 4 . h , / ' , • 0 * f 3 7 X ,
, N Y l = *,161 

bO CONTIMüfc 

STOP 

END 
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S l H R G T l f c A P/ CfclirUlifi l>E Éfcf - AFKfiX. POLINO h T A L 
Fi í«ÇAO D I S T R I B U I CAO KQXV.hh DE PROf A M M DADE _ 

ÜnP.Ü / E C X ) / > 7.5 E - 0 8 

i«ê.£ã - DEFMhTAl-t.siíi r-'i- GtwHAkl A t L L T KGfc ICA. £ SI STF.;-AS 

F Ü Í . C T I O A LHrr(7) 
X*sAdS(SôRT(2. ) * Z ) 

;= 5 C R T ( l / ( 2 * 3 . 1 4 1 5 9 3 ) ) 
r = ,23Í&419 

òl = .3193bl5 
b 2 - - . 3b65b3B 
6 3 = 1 , 7 8 1 4 7 « 
p 4 = - l . 8 2 1 2 5 6 

É b s l , 3 3 0 2 7 4 0 

1 = 1 / ( 1 + P * X ) 

E R F C = 0 * E X P ( f - X * * 2 ) / 2 ) 

£,ãFC = E R P C * T * ( R l Í T * ( f c 2 4 T * ( B 3 + T * ( & 4 + l * 6 5 ) ) ) ) 

Ei<FC«2.*EftFC 

R T Li H i -

r.í.D 

S U 6 R 0 U T I N E SV.0D2 ( X . G ) 

I % T E G E R X ( 3 2 ) , G ( 3 2 ) 

LO 1 1=1,32 

1 X C I ) = I A B S ( X ( I ) - G ( I ) ) 

P £ T U £ £ 
L i , ü 

SüèROüTIivE S K I F T ( G ) 
11 '7 cIGER G C 3> ") , sTnl , S T ü 2 
STClsÇCl) 
Lü 1 1=3,31 
S i u 2 = G ( I + l ) 
G ( I - H ) = S T U 1 I 
£TÜ1=ST02 

1 CüãXltfUE 
G(1)=STÜ1 
RcTUKr. 
EjjD 

SüBKfjüTIlvE 
S ü B R D U T I N E SCRAH 
IUTEGEP. D 

DX^EtíSlUM 0(32.31 ) 
CO:'f.Üí- D,NC,K,J»J 
DO 1 L=1,;<C 

3 D ( K , L ) =ÀbS ( D f 1 . L ) - D ( J , L ) ) 

R E T UP K 

NÚCLEO DE PROCESSAMENTO DE D A D O S DA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO-
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C ü F P E / D E S - Cnry :F 

C O c C ü D l F l C A C A O DE C Ó D I G O S L I K E A R E S 

C A..Gú?lT.-iO DL D F C O D I r 1 C A C A ü ROR HAXIHA PROb A B l LI DADL A P O S T E R I O R I 

CO ri- OU GF . ri . tf PS . J 

1M11 ó V. H C ( 7 l , r . f . GFQ , h A T ( 7 ) , H ( 3 , 7 ) 

ül.- » SIÜ . J I-ÍAJ RI x ( 3 , 7 , 0: J ) ,MATRIZ(8 , 7 , 0: 1 ) , p E T R I X ( R ,7 , 0: 1 ) 
DIriEf.SIÜt, Kf 7) , S T A R ( 7 ) ,P1 ( 1 r>) ,PO(lt>) , A L O G F j ( 1 6 ) 

cRr U ) = l . - L R F C ( X ) 
ÓQ2 = Ò 0 K T ( 2 . 1 

NQsSo;NQlsftO~1 * ̂  

G F f 1 

GFO=GF+1 

p,« 7; ri=4 

J = : . - ! N 

í«P5=GF0**J 

* R I T £ ( 5 , 3 3 ) N . K ,GFQ 
v R I T £ ( b , 1 1 ) 

ü ? c f ' ( U M 7 = 20,FlT.E.= ' H.C AT ' ) 

DO 1 J J = i . J 

K.EADC20,*) CH(Jü.iVW),fvNrl , N) 

1 AR1.T£(5« 1 0 ) f Hf ü J , ) , NN=1 |N) 
C A L L T H F I . L l f h.í-ATRlX, V A T K I Z ) 

CALL E X P U R ( K A T R T X , M A T R I Z ) 

i. h 1 Ts. í 5 , 2? ) 
DO 2 K 1 = J . UpS 

2 .vRÍT£(S,10üH f : : a T R J X ( K l , K 2 , K J ) ,K3=0,GF) ,K2=1 ,N) 

DC b S'ÍK=0.,l2.,lj 

jT£ = 0. 
C 

Z=10.**CSfoR/?ú.) 

Ps7*?í01/(NO*S02) 

PI ( i ) = 0 . 5 * R P r C ( B ) 

B s Z / ( N O * S Ü ? ) 

P O ( l ) s 0 . 5 * f l . + F R F ( e ) ) 
P l ( N O ) s p o ( 1 ) 

Pü(ivO)=Pl ( 1 ) 

l f (i\O.L£.2')STüP 

DD 17 I R E G = 2 . N Q l 

6 1 = Z * ( N Q - I R Ê G * 1 ) / ( N Q * S 0 2 ) 

6 z = Z * ( N O - I $ £ G ) / ( H Ô * S 0 2 ) 

P I f I R E G ) s O » 5 * ( F R F ( & 1 ) - E R F ( B 2 ) ) 

P u ( . \ Q - I K E G + l ) s p l MRc.G) 

17 CUI-'TInU£ 

Dü 231 I P t G = 1 , N.0 

231 A L P G F I ( I R E G ) s A l . O G ( P l ( I R E G ) / P ü ( I R E G ) ) 

C 
UO 4 Kü-'• = 1 . N'*ORDS 

C A L L >;0Rr;5(MATRTX,C) • 

XS:vR = S..R 

CALL NUl£>E(XS»3R,J> ,K,C,STAP) 

L>0 24 *X=! , M 

24 S T M P Í K A ) = A L n G F l ( l F J X ( S ' i A R ( K X ) ) ) 

CALI C ü R R E L f • A T R 1 X , P c T R I X , S T A R ) 
C A L L S U R V l V f r a X R I X , P ^ T h l A , h A T ) 

IERRüRsO 

ÚC 3 K X = 1 . X 

3 IP r . H } R = l L R r r W l A r S ( C ( K X ) - H A T ( K X ) ) 
T&£ s1 n t + I ERPÜP 

, ' j NÚCLEO DE PROCESSAMENTO DE D A D O S DA U N I V E R S I D A D E FEDERAL DE PERNAMBUCO 



- 1 5 1 -

5 
C 
10 
Í C H 

11 

22 

33 

44 

I F ( T L R K O K . N F . O ) T P ^ S T P E - * 1 
CO . T l ? ü E 
PEô=lBt/( M* rjv.rm p g ) 

p E r = T P t / ü V O R D S 
. F.lTt.(5,<iOS1.W,Pr.fc ,Pr P 
C i - . T i n u E 

t Gr : 

F ORí 

r On.v 

r f i n : 

A ti ES 

.12, l 

r l"'h' 

S T Ü P 

RX A T ( IH 

ÁT(1 HO 

A T d r i O 

AT ( 1n0 
A T ( l t t l 

- À L G O K I T M O 

10 ( 1 1 # 1X ) ) 

• . ' , 2 X , 1 ü ( ' . [ ' , 1 1 . ' , l , I 1 , 1 J ' , 2 X ) ) 

BX.'MATKIZ DE V t R l F l C A C A O DL F A R l ü A D E H"• ) 

//. bX , 1 t> A'í R J Z A í j S U C I A D A A 1 H E L 1 CA * * * * • ) 

4 4X; • U F I V b R S l D A D F F E D E R A L üt PERNAMBUCO' #/» 47X # 1 MESTRA 

E L É T R I C A » . / , 3 0 X , • * * D E C C D I F I C A C A ü D E C Ó D I G O S L I N E 

uF. ROCHA JH * * ' # / / / , 9 X # ' C Ó D I G O D£ D L Ü C O C ' , I 2 , ' , ' 

) , , 3 x . » 8 0 r R F G F C ' , l i , ' ) ' , / / / ) 

A TCJH0.5X. 'S.vH=' ,F4.1 , 5X, ' PF.b=' . L H . f c . b X , ' PhlP-• , E í 4 . 8 ) 

; NÚCLEO DE PROCESSAMENTO DE DADOS DA U N I V E R S I D A D E FEDERAL DE PERNAMBUCO" 



C SUfc»küTlf»A H / CALCULO [ I f c . t H I - AHkfiX. P U L J M M J A L " 1 5 2 

C KU;«CAU D J M K j n J l C A O NüktiAL L'h PKUbABl LJ D.AlJh 

C f r K l / r ( A j / > 7.b K-UÓ 

C üttà - OfcPAklAwfchliJ r u G b M i A k l A KL tT küí» IC A b M S l L - . A o 
H U N C T J U Í Í E f t F C ( Z ) 

A=AbS ( S Q K'J ( 2 * )*Z) 
y = S ^ k l l 1 / ( 2 * 3 * 1 4 1 5 9 3 ) J 

Bl = » 3 1 9 3 « 1 5 
B 2 = - . 3 5 b b b 3 ò 

0 3 = ) . 7 0 1 4 7 « 
B 4 = - l . 8 2 1 2 5 6 

o b = l . Í 3 0 2 7 4 U 

C 

í = 1 / ( 1 -t P * X ) 

E K F C s 0 * t X P l ( - A * * 2 ) / 2 ) 

r.hr C= tkFC*T» ( B I 4 1 * ( H 2 * T* ( B 3 * ! • ( b4«r 3 • « b ) > 1 ) 

t h F C = 2.*bhfr C 
K b 1 Ü K 
bNO 

CtllKEbLli2NOCALiiTkAfts»ü>41kAkOB#bkXPUki6«kUPüSf7Ai012>E*dCOKitfc,bft9&Uf(Vl V 

C 

CHI GERANDO /* I h t L i C A M A Ü - E X P U H G A D A 

C 

SübHüUTlhib íkbLbJ l H , * Al kl X , *SA 1 k 1 Z ) 

CU*- r [i,N Gè , '.* , NPÔ , J 

lw i bGfcK ML.* A , Gr , ri ( J , A ) , KATfC JA ( fcPS , , Ü : Gr ) ,MATfcl >.( NPS , hj, 0: GF J 

C GbkAftDü A IKfc.LblS 1 IKfr N A T k l X J 

CALL MIC A L ( 1 » J , 1 * -•' ATk 1A , M J 

DO 1 K X = 2 , • , l ' 

bi) 1 NAT=] , Í;FS > 

"'NÍ l— i<- A I 
1SU'^ = 0 

DU 13 ALr;v = ü,Gr 

13 15UyslSUH4SA.T»*] X {* \A'J , ( • ) ' , .°.Lr A J 

l b d S ü y . K O . Ü l G U Tu ) 

C * LL ISfÜCAL( 1 # fckX, AT, «Al k J X , H ) 

1 CLMJINUb 

C GLfcAfcfrO A I K L L L 1 6 2 ( f c * r v A T K l Z J 

CALL N Ü C A L 1 2 , N , 1 , M A T R I Z , H ) 

L»U i KX~N - 1 , 1 , - 1 

KKA2KA 

kY=KX4 1 

DO 2 r.Ml=l , r»PS 

KXAT-NA1 

DU ALFA=Ü r Gr 

1F l H A1 h l Z ( « u A T , k i , A LI- A ) . r.u • U1 (*Ü l u 2 

CALL >«üCAL( 2 * r:kA v » ATtf 1 Z l * í* AT # k i , A Lr A) # HA1 k l Z , h ) 

2 CüKJlnÜb 

ht. IL.hr. 
c 

C<2 C A L C U L A k D ü US .OS - Pktè üCHlKhitlU UÁ- " A T r i l Z DA T K Ê L J C A 

C 

2> U B £ O Ü1 1 r. NüCÂl ( i l ,M , A j , ̂  A J k , h ) 

Cü'-."ü,\ Gr , vi, l>Pò, J 

1u 11 Gbh M 1 , A LF A , r. I ( b ), Cl l 5) , Gr , GFO, r. ATKÍ WPS, N , Ü: G F ) , H (J , u ) 

1 5 1 G = 1 - 1 J ( T - J ) 

NÚCLEO OE PROCESSAMENTO DE DADOS DA UNIVERSIDADE F E D E R A L DE PERNAMBUCO 
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&FU=GF-»J 1 5 3 

ÇALL rkAï.ObtGFW, J, AI , h I ) 

DU i Mbt* M = U # G* 

í»Ú 1 J l = 1 , J 

LL = h ï ( J l ) • 1 5 J G* A LF A * H I J J , K A ) 
C I ( J l ) = r U D ( L L , G F U ) 

l F / C T C J J ) . L 1 . O J C K J J ) = C T ( J 1 M Gif t 

1 CONTINUE 

CALb TftANBDlGFO* J , N O ,C I ) 
J F ( &T . tu . 1 ) MATH ( NU, KA , Al.f- A ) = A'J ^ 

IF (NT vEO«2 )MATK( Al rfcX, ALP A )=i»ü 
2 CÜMlNUfc 

frei URN 
F. •* D 

C 

C t J 1 n ANSF Uh ACA» » H ft 

C 

SUBROUTlNE l h Aw o u ( G r ft r J , O U , o f t ) 

l i . T c G F F DÜ,bft(b) ,GF ft 

OU-0 
D O I K S l , J 
i)D=l)D4bß( J<t 1 »N J * G F ' j * * I M-i ) 

l CONTINUE 

UU=UD<1 

f. r. I UH 

E.ND 

C 
C*1 TRANSFORMA C A U D P 

1 SubROUl J NL i H AH í/H ( Gfft , J / i'U , no ) 

1 Mt.Gfc.rt DD,ofe(bJ ,GFU,ft 

0 = l>ü-l 
ÜÚ 1 *1=1,J ^ 

Bb( J + l -«•' } = ~Ul>(u,GF 0) 
U=Q/GFQ 

1 CONTINUE 

RETURN 

c U 0 

C 

C«S GEMANDO A IRfcLJLCA EXPURGADA 

C 

SUBROUTINE bA P U k(VA 1 h J X,K A 1 H 1Z J 
Cü.M vu.\ G F ,'.,'«^,J 

li< l EGEN ALF A , Gr , •- A1 R J A ( K PS , hi , O : Gr ) ,*iA IR 1 Z ( N PS » N *0:Gf J 
DU 1 NA ' J S J , N P 2 > 

Í)U 1 KX=1,H 

UÙ 1 A L f * = 0,GF 
1 FC *A TK J A t KA 1 , r A , ALF A ) . i . t . NAÏ K J 2, ( NAT , K A , ALK A ) ) 

: f A i n ) A ( a A T , KA , A L F * ) = 0 

« A Ï R i Z O A X , * A,ALFA)=0 

1 CONflNUE 
K F J U r N 

RNU 

C 

C»t GERANDO PALA VKA'S-CUDIGÜ A L E A I UP J AGENTE 
C 

SUhROUl 1 -.c. AUHI-5( - ATHJ X,C) 

Cü* v Ü.. GF , ;> , r»PS , J 

1 u 1 EGEN Aur A # C ( w ) , G F , KAIN I A l uPö , f*, 0 :Gr ) 
Gn, = F LÜA1 C G F * 1 ) 

NÚCLEO CE PROCESSAMENTO DE DADOS DA UMVERSlDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO— 
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M>=1 

U J 1 KX=N,J 

10 ALrA = f - A n l b l ' b H J 

I F l A L t A .Ku.Gf ,j Jòl uP 

1* l*AlhlAí NU, KX , ALFA ) . KO. O Jtílí J ü 10 

C l K x ) = A L F A 

rç,Ü=rtA 1 hl A l MJ , KA , ALI 1 1 

1 C Ü « ) 1 NU K 

C 

C»7 S I - M I L M M J U C A I A L - H.IDUSO - F i*CüM h A f. uü VtTUH KKCtHJLDU 

C 

SMHKUUTJrife ftüiSK l SwR, -v , »', C, SI À> H J 
l u J t G r K C l f« J 

:»y=lo;.\ul=Ny-i 

- = i o . 

Z = l O. •* (S vH/z-O. J 

S I GrA = A/Z 
v A H s S J 6 K A * * 2 « 

ü í i 2 1=1,^ 

1 X = 2 . * K A N ( b O l - l . 

*=?.*RAN(34 

S = A* A-i** » 
1 F í S . G K . 1 . I G U IÜ 1 

v =b 1G * A * 6 OK 1 ( - z . * r i,OG ( S ) / S 1 
À = » V 

i = Í * v k 
h ( I ) = C ( 1 ) • A 4 A , 

N l = h ( l l * . v . J / A f 1 

lf (.'.*. LI .11,1 = 1 

1 i U J f . G l . 101 l - i ) = vü 

S T A k ( l } = Ni 

2 C O N T I N U E 
KETUKN 

t N Ü 

c 
CtU OKI KP.M1H A>üü A C Ü K K K L A C A U G£ -\ Kh A L J ZAüA 
C 

S U ü R O U T J M E C U K K f c L ( * A T R I X , P t T k I X , V f c . C l u K l 

COP.aOft' G t , N , u p S , J 

1N1K G K h ALFA,Gf 

Dl«£NSlÜ h " A l kl A (r. P S ,'<, O :Gh 1 , K K l K l A( * P S , ' , o : G F l , V £ C ' l U k ( f t ) 

K P S L 0 N = 1 , f c > 3 b 

J J = 0 

üü b J 2 = l , l. 

ó ü b J l = l , J P S 

00 2 03 = 0,Gi­

l l - 1 * A 1 R 1 X ( J 1 , J 2 , J 3 ) . K O . 0 1 G Ü J u 2 

lt lJ2«»f .1 )tiü i Ü 1 

P t j h l A ( J l , J i , 0 3 ) = 0 i * t f F C T O R ( 0 2 } + fe.P&LUN 

Gü l ü 2 

1 L»u 10 ALFA=0,Gt 

1F ( PE1 Kl At kA i » 1 X ( Jl , JZ , J3 ) , J / - 1 , <*Lr A 1 . 1 . 0.0 ) 0 O = A L F A 
10 COf.ljNÜt 

PKTKlAÍ J l , J z , J3l=Pfcl«lX(*AiRlA(Jl , J 2 , J 3 J , J 2 - 1 , J J l 

: 4 J 3» vr.Cl U K ( J 2 )+r PSL0-\ 

^ CONTINUE 

P*AA=PfcTh1 A t J l , J 2 , 0 1 
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APÊNDICE B 

Seja um código de bloco l i n e a r binário C(n,k,d) 

k 

com m = 2 palavras códigos, denotadas c^ i = 0,1,2,...,m-1. As 

palavras são t r a n s m i t i d a s pela fonte equiprovavelmente através de 

um canal perturbado com ruído a d i t i v o branco gaussiano com densida­

de e s p e c t r a l de potência u n i l a t e r a l N Q / 2 . Então 

P„, = P Bloco 
(B-l) 

Como é considerado que a énupla t r a n s m i t i d a f o i * 

C , a palavra toda zero, a decodificação por máximo de verossimi 

lhança será c o r r e t a se e somente se 

n-1 
Z c.p £n (J)„< 0 para cada i = l , 2 , 3, . . . ,m-l .(B-2) 

1=0 ^ L 

Se os s i n a i s são t r a n s m i t i d o s através de pulsos 1 

l i g a - d e s l i g a com amplitude +/Ë V o l t s ou 0 V o l t s , então 

n-1 
Z c.p ( r , - / E V 2 ) < 0 V c. e C, c. ^ c . 

l = 0

 l £ 1 - i - i . -o 
(B-3) 

Definindo eventos A^, para i = 1,2,...,m-1, 

n-1 n-1 
(B-4) 

tem-se que (B-l) pode ser r e e s c r i t a como (B-5) usando (B-2), 

P - = 1 - P 
Bloco 

m-1 
(B-5) 
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n-1 
a Por o u t r o lado, W(c.) = l c. p é" o peso da p a i 

1 1=0 

vra • c e Y = R Y, = E/N é a relação sinal/ruído do canal. 
—í b o 

Sejam variáveis aleatórias ÍN.}, , com d i s t r i -
1 1 

buição normal 

n-1 

N . = — — => N. - K (Q,D - (B-6) 
\ 1/2 

E c.,N /2| 

os eventos A^ podem ser agora expressos sob a forma 

A. = {N.< /R Y W(c.)/2} i = l,2,...,m-l (B-7) 
1 1 D — 1 

m-1 
As variáveis aleatórias {N.} são conjuntamen 

( 1 1 

t e gaussianias, com matr i z de correlação X=LX^) , onde X^j =E{N i. N_. }f 

p o r t a n t o a correlação X^^ será 

n-1 n-1 

X « . 1 0 K - ° (B-8) 
1 3 /WTõp ./w(c,j - N

Q /
2 

n-1 
Usando o f a t o que { n p } sao variáveis aleató-

L a 

r i a s com variância n^ = N Q/2, tem-se que 

X. . = L ü - 3 — (B-9) 
13 iW(c. ) . /W(c .) . N /2 /W(c.) ./W(c.) 

- i -j o -í -D 

Notando q u e l l ^ H = (Ç_±.c±)
1/2 = (W(c±))

1/2, se­

gue-se que 
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c . «c . 
X. = —í ^ = cos c. ,c. (B-LQ) 

1 3 l l c . H l l c . l l 1 ^ 

Deve ser observado que Q < < 1, e ^ = 0 

:=> c. c., ademais X.. = 1. 
—í -1 -n 

Desta maneira (B-5) pode ser r e e s c r i t a como sen­

do 

Bloco NiN . . . N , b — 1 b —m-1 
1 2 m-i 

é a função distribuição correspondente a 

m-1 variáveis aleatórias conjuntamente Gaussianas com matriz de co-

variância X = ( ^ - j j ) * 

No cálculo da pr o b a b i l i d a d e de e r r o por bloco pa 

- I 

ra o código (15,11,3), por exemplo, é necessário a avaliação da f u n ­

ção distribuição conjunta de 2047 variáveis aleatórias dependentes. 

http://llc.ll


APÊNDICE C 

LEMA: O a l g o r i t m o de decodificação por distância mínima generalizada 

escolhe a palavra código que maximiza a c o n f i a b i l i d a d e media dos sim 

bolos. 

PROVA: A p a r t i r das amostras recebidas do canal, dois vetores são de 

terminados, 

r = ( r l f . . . , r n ) R<- } = (R^ 1 1,...,P^ n )) 

palav r a recebida v e t o r de c o n f i a b i l i d a d e s 

Aqui § o c o e f i c i e n t e de confiança c o n d i c i o n a l 1 

de K i e f e r associado à decisão r . . 
í 

Se uma palavra código f é assumida com tendo sido ' 

t r a n s m i t i d a , a c o n f i a b i l i d a d e associada aos seus dígitos é expressa' 

por 

1-R'1» se d H ( r . , f . ) - 1 

Deste modo, a c o n f i a b i l i d a d e média dos símbolos da pa­

l a v r a , admitindo que a palavra t r a n s m i t i d a f o i f, é 

Ri = .L d f f ( r . f f . ) { l - R ^ i ) } + {1-d (r ,f ) } R < i } 

S n 1=1 H i i S H i i S 

Um a l g o r i t m o de decodificação que maximize a c o n f i a b i ­

l i d a d e média das decisões deve escolher uma palav r a f de acordo com 

R C

U ) - l d u ( r . , f . ) { 2 R c

C i ) - l } 
fcC i = l S i = l H 1 1 S 



-160-

Lembrando que p^"^ = 2R~ - l f obtém-se 
n ( i ) 

Max - I d ( r . , f . ) p l i i 

fec i = l H 1 1 

n ( i ) 
o que equivale a Min I d u ( r . , f . ) p 

fec i = l H 1 1 

A seguir são apresentados dois exemplos i l u s t r a t i v o s . 

A f o n t e , o canal e código são admitidos os mesmos do exemplo da pãgi^ 

na 73. 

Exemplo 1 - Admitindo que as amostras foram(-0 . 7,-0.2,-0.3,+0.7,+1.1) 

tem-se que 

r= (0,0,0,1,1) e Rg l } =(.80,.60,.65,.80,.90). 

Daí pode ser encontrado p / = (.6,.2,.3,.6,.8). 

A palavra recebida r não é uma palavra código. Com 

relação a duas palavras código f^ = (1,0,0,1,1) e fj ~ (0/1/1/1,1), 

como exemplo, qual delas s e r i a preferível? Aplicando-se o a l g o r i t m o , 

a palavra f^ s e r i a escolhida: 

Aír,^) = p ( 1 ) = .6 

A ( r , f 2 ) = p ( 2 ) + p ( 3 ) = . 2 + . 3 = . 5 

Com relação aos c o e f i c i e n t e s de confiança co n d i c i o -

n a l 

- 1 = > R l } = C- 2 0/- 6 0" 6 5'- 8 0'- 9 0) Média R } 1 ^ 3.15/5 = .63 

f2 => R^ ) = (.80,.40,. 35,.80,.90) Media R£ Í )= 3.25/5 = .65 

Exemplo 2 - Considerando um segundo caso onde as amostras recebidas' 

são (-0.7,-0.3,-0.3,+0.7,+1.1}, tem-se 

r = (0,0,0,1,1) e Rg } = C.80,.65,.65,.80,.90) , 

portanto p^ ^ = (.6,.3,.3,.6,.8) 
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A ( r , f ) = p ( 1 ) = .6 
não há preferência 

A ( r , f 2 ) = p ( 2 ) + p ( 3 ) = .3 + .3 = .6 

Com relação aos c o e f i c i e n t e s de K i e f e r , 

-1 = > R 1 } = C20,.65,.65,.80,.90) Média R| i ) = 3.2/5 = .64 

-2 ^ R 2 ) = í- 8 0'- 3 5/- 3 5 ' - 8 0 ' - 9 0 ) Média R^ = 3.2/5 = .64 

É realmente i n d i f e r e n t e para o v a l o r da c o n f i a b i l i d a 

de media dos símbolos se o alg o r i t m o escolhe f - ou f ^ como sendo a 

palavra d e c o d i f i c a d a . 
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