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RESLMD

Nesta tese sao apresentados e analisados alguns recen-
tes resultados obtidos na drea de codigos corretores de erros, re-
| aci onados com decodificacao utilizando deci sdo suave. Tal procedi
mento é usado como fi mde evitar a degradacdo no desenpenho de
sistemas codificados que resulta quando na recepcdo uma quantiza -
cdo abrupta precede a decodificacdo.

No capitulo | & apresentado umtratamento introdutorio
sobre cédigos lineares, estudando codigos de bloco e cdédigos convc
lucionais. Bmseguida, no capitulo | |, & abordado o conceito de de
cisdo suave e € apresentada uma maneira de utiliza-la, adaptando'
t écni cas al gébricas de decodificacdo por distancia mnim a uma ne
dida de distancia que permte o uso de informagcdo de verossimilhan
¢ca. Alguns procedi mentos subdtims que utilizam deci sdo suave s&o
tanbém apresentados. No capitulo | | | sdo estudados dois algoritmos
o0ti nbs que fazemuso de tais técnicas na decodificacdao de cddi gos®
lineares em canai s sem nmendria. O desenpenho destes algoritmos e
anal i sado através de simulacao em conmputador digital, no capitul o'
|V, para varios codigos. Os resultados obtidos sdo comparados com
procedi ment os que enpregam deci sdo abrupta. Final mente, no capitu-
| o V, conmentéarios gerais sdo feitos discutindo vantagens e restri-
¢cOes decorrentes do uso destas técnicas, assimconp sugestdes para

i nvestigacbes futuras.



ABSTRACT

I n this thesis, some recent results obtained i n the area
of error correcting codes, related to soft decision decoding techn_i
ques, are presented and analyzed. Such procedure is used in order to
avoid the degradation in the performance of encoded systens whi ch
results when i nthe reception a hard decisionproceedest he decoding.

In chapter | an introductory treatment of linear codes
is presented, studying block codes and convol utional codes. Then,in.
chapter Il ,the concept of soft decision is approached, and a way of
using i t i s presented, adapting al gebraic techniques of mnimumdis-
tance decoding t o a distance neasure which permts the use of l|ike -
l'ihood information. Some suboptimal procedures which use soft deci -
sion are also presented.

I'n chapter I I | two algorithms with opti mal properties
ar e studied, which nake use of such techniques i n t he decoding of
| inear codes in memoryless channels. The performance of these algo
rithms i s analyzed vi a digital computer simulation, i n chapter I'V
for several codes. The results obtained are conpared with procedures
which use hard decision. Finally, i n chapter V, general coments ar e
made di scussing t he advantages and restrictions implied by t he use
of these techniques, as well as suggestions for further investiga

tions.
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CAPI TULO |

| NTRODUCAO ACB CODI GOS LI NEARES

1.1 - | NTRODUCAO

Si stemas de conunicacdo sdo essenci al mente usados para’
transm ssdo de infornmacdo, e emgeral s&o constituidos por umtrans
m ssor, ummeio de transm ssdo atraves do qual a infornacdo € envi a
da e umreceptor. Ao bloco transmi ssor esta conectada a fonte de i n
formagdo a ser transmitida - sinais de voz, sinais de TV, dados de
sai da de computadores, dados de telemetria de naves de exploracgdo *
espacial ou dados de telemetria transmtidos de uma instalacdo ope-
rada automaticamente para una estacdo central de controle.

A medida que os sinais atravessamo neio de transnisséo
(canal), eles sé@o distorcidos; ruidos e interferéncias a eles se so
nam e se torna um tarefa importante interpretar os sinais quando °
final mente recebidos no extremo receptor.

O problema basico em um si stema de conunicacdo se resu-
nme emtransmtir a informagcdo através do canal ruidoso, de uma nma -
neira confiavel

O probl ema da transm ssdo confiavel de informacdo tem
representado um desafio constante para engenheiros e pesqui sadores’
em comuni cagdbes. Aqui, a confiabilidade di z respeito a imunidade da

transm ssdo a acdo do ruido e outras interferéncias, e ndo a indec_i



frabilidade de mensagens (criptografia).

Nas ultinmas décadas temhavi do umgrande cresci mento na
utilizacdo de sistemas de conuni cacédo digital, i.e, sistemas onde a
nmensagem ja esta na forma digital ou é convertida para este formato,
cono no caso dos sistemas PQMTDM ] 33] . Unsistema de conuni cagcao *
digital pode ser descrito cono sendo constituido pelos seguintes
el ementos: Fonte «* Codificador «* Canal «* Decodificador «* Destinata-
rio.

A fonte consiste da fonte original de informacdo e de um
codificador fonte, enquanto que o canal consiste de um modul ador
un meio de transm ssdo e um demodul ador. As razdes para O cresci -
mento do enprego de sistemas de conmunicacédo digital sdo bastante co
nhecidas | | | | . Paraestes sistemas, una abordagemeficaz para o pro
bl ema da confiabilidade envolve o uso de cdOdi gos corretores de er -
ros. Sera mostrado que a introducdo de sinbolos adicionais (redun -
dantes) ao fluxo de sinbolos produzidos pela fonte (digitos de i n -
formacdo) permitird que se execute a detecdo e correcdo de erros as
custas, evidentemente, de um aumento na complexi dade do sistema e
de unma reducdo na taxa de transm ssdo de dados (ou de um aumento na
banda passante exigida). A potencialidade maxi ma dos coédi gos corre-
tores de erros f oi estabelecidasem 1948 por C E. Shannon j 35] atra -
vées do teoremn de codificacdo para um canal ruidoso. Este teorema °
estabel ece que todo canal tem uma capaci dade maximn C e para qual
quer taxa de transmssdo R < C, existem codigos de taxa R, 0S
quai s, com decodificacdo de maxi ma verossimlhanca, tem una probabi.
|idade de decodificacdo errbnea arbitrariamente pequena. O teorema
de Shannon demonstrou a existéncia de codigos os quais resultam
numa probabilidade de erro na decodificacédo arbitrariamente peque -

na, mas nao indicou cono construir tais codi gos.

Devido a presenca de sinais ruidosos no canal, conmo ante
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riormente mencionado, podem ocorrer erros durante a transm ssdo. Es
tes erros podem ser esporadicos e independentes, neste caso sdo cha
mados erros al eatoérios, ou podemocorrer em "burst" de varios erros
de cada vez, e entdo diz-se que o canal temnmendria. Oultimo caso’
ndo sera objeto de estudo neste trabal ho.

Para conmbater o0s possiveis erros que possam ocorrer du-
rante uma transm ssdo de dados digitais emum canal de conuni cacao’
ruidoso, sdo enpregados codigos corretores de erros, 0s quais podem
ser classificados cono cédigos |ineares ou ndo |ineares. Cbddigos Li
neares témos seus digitos redundantes cal cul ados cono soma mddul o'
g 1361 dos digitos de informacdo, enquanto que cdédi gos ndo |inea -
res enpregaml ogica ndo |inear (tais cono portas e, ou, ndo, etc
no caso binario). No que segue serdo abordados os codigos lineares,
por sua inporténcia pratica e por seremestudados na quase totalida

de das publicacbes sobre codi gos.

Entre os codigos lineares existem basicamente duas téc-
nicas distintas de controle de erros para realizacdo de una trans -
m ssdo confiavel de dados digitais emcanais ruidosos: G codigos '
de bl oco e os codigos de arvore. Dependendo da maneira conb a redun
dancia € adi ci onada aos digitos de informacdo (mensagem), umdestes
dois tipos de codigo € gerado. Codigos para os quais a redundanci a'
emum bloco de digitos verifica a ocorréncia ou ndo de erros, ape -
nas naquele bloco particular, sdo chamados cdédi gos de bloco. J& os
c6di gos onde a redundancia em um bloco verifica a existéncia ou néao
de erros emmis de umbloco sdo chanmados de coOdigos de arvore. A
subcl asse mais i mportante destes codigos € a dos cddigos convol ucio
nai s, 0S quais sdo mais simples e de facil inplenentacdo comrela -

cdo a outros tipos de codigos de arvore.

Os codigos de bloco e convolucionais sd competitivos
em mui tas situagbes. A escolha final de um deles depende de fatores

cono o formato dos dados, o retardo na decodificacdo, a complexida-
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de do sistema necessario para alcangcar uma determ nada taxa de er -
ros, etc. E dada énfase neste trabal ho aos codigos de bl oco, muito'
embora os algoritmos considerados sejam na sua maioria tanmbém apli-

caveis acodigosconvol ucionai s.

Nos anos recentes tem havido um grande interesse em es-
guemas de decodificacdo utilizando deci sdo suave, aplicaveis a estes
dois tipos de codigos, coma finalidade de evitar a degradacao no
desenpenho que resulta quando uma quantizacdo abrupta sinbol o-por -
sinbolo precede o decodi ficador. Emsistemas de conmunicagdo vi a sa-
tél te, por exenplo, uma di mnuicdo de 1 dB na relacdo sinal/ruido'
proprociona uma econom a de m | hdes de dol ares.

0O intuito desta tese é de apresentar, sugerir e anali -
sar alguns importantes algoritmos de decodificacdo de cddigos linea
res que facamuso de tais técnicas. Neste capitulo sdo estudados de
forma introdutéria os codigos lineares, de nobdo que seja possivel
a conpreensdo das técnicas de decodificacao probabilisticas aborda-

das em capitul os posteriores.

1.2 - 0D QCS DE BLOO

1.2.1 - cbdigos de Bloco Lineares

G cbdigos de bloco lineares representam sem duvi da a
parte mais bemdesenvolvida da teoria dos codigos corretores de er -
ros, fato que se deve a sua forte estrutura algébrica, que permite’
o0 enprego de ferramentas matenmaticas cono a teoria das matrizes, e
a teoria dos canpos de Galois, por exemploo.

0 processo de codificacdo consiste em segmentar uma men
sagem em bl ocos de k digitos e acrescentar a cada bloco n-k di-
gitos redundantes. Estes n-k digitos sdo determ nados a partir '

dos k digitos de nmensageme destinam se a detecdo e/ou corre

cdo de erros que possamvir a ocorrer durante a transm ssao. Des-



t e nodo, o codificador opera de nodo independente com cada bloco ,
e a redundancia acrescentada serve apenas para detetar e/ou corri-
gir erros sonente no bloco considerado.

Un fato importante a ser considerado no estudo de codi
gos de bloco, €é que para um comprimento de bloco n e uma taxa
k/n fixadas, o melhor cédigo de bloco linear tem desenmpenho quase
tdo bom quanto o mel hor cd6digo de bloco comos nesnos paranetros *
| 51. Autilizacdo de codigos lineares resulta emsinplificacédo na
i mpl enent acdo e na andalise do desenpenho, por isso sdo os estuda -

dos quase na totalidade das pesqui sas na area.

Al guns co6digos de bloco simples e bastante utilizados,
tais cono codi gos de repeticao, codigos de peso constante, coédigos
de arranjos, codigos de unico digito de paridade e codigos de Ham
m ng estdo descritos nas referéncias | 5|, [.11] .

Definicdo 1.2.1 - Un cdodigo de bloco linear C(n,Kk,d) € um conjun
k

to de q énupl as com el ementos em GF(q), chamadas de pal avras *
cbédigo, as quais diferementre si empelo nenos d posicdes e for
nmam um subespaco do espaco vetorial V', de todas as énuplas defi-
nido sobre GF(q).

Deve ser notado conforme definido acima, que o codifi-

cador se torna proibitivamente conplexo para valores grandes de Kk,
k

desde que devem ser armazenadas as ( pal avras cédigo de n di-
gitos cada, emuna nenmdria. |sto pode ser evitado | embrando que o

codi go € um subespaco vetorial, cono serd visto a seguir.
1.2.2 - Capaci dade de Correcdo

Dado um codigo de bl oco C(n,k,d), é i mportante deternd
nar qual a sua capacidade de correcdo, i.e., quantos erros ele é ca-
paz de detetar/corrigir, em cada bloco transmtido. Sera mostrado'

que esta capaci dade de correcdo esta rel acionada como paréametro d.



Portanto, uma importante figura de mérito de umcdédigo € a sua di s
tancia minimae d entre duas pal avras codigo, medida emtermos de

di stancia de Hamm ng abaixo definida.

Definicdo 1.2.2a - O peso de Hamming de uma énupla u, denotado

por Wu) i é definido cono sendo o nunmero de conponentes néo nul as

de u.
Assim, por exemplo, se u=¢(1,0,2,0,0,5,0,1), entédo'
Wu) = 4.

Definicdo 1.2.2b - A disténcia de Hamming entre duas énuplas u e

v denotada por °,(u,v), & definida conb o nunmero de conponentes’
nas quais estas énuplas diferem.

Assim se u = (1,0,2,0,1,2) ev = (1,0,1,0,2,2), a
distancia de Hamming entre elas é D,(u,v) = 2.

f
Se 0s vetores considerados sao binarios, da definicéo

de soma nbdulo 2 é féacil verificar que D (u,v) = Wu(+)v), i.e, '
H

gque a distancia entre u e v € exatamente igual ao peso do vetor'
sona.

Dado um codigo linear C(n,k,d), calculando as distan-
cias entre todos os possiveis pares de pal avras codigo, a menor '
distancia obti da € chanmada de distancia ninim do cddi go, denotada

por d. Portanto,
d = Mn Dn(u_,\Q uv ¢ C (1-1)

ulv

Se u e v sao palavras codigo de umcddigo linear, en
tdo u (¥ v tanbémo é, visto que o cbdigo é um subespaco vetorial.
Segue-se deste fato que a distancia mininma para um coédigo linear *
bindrio & igual ao peso mininmo dentre as palavras codigo ndo nul as,

Agora, comrelacdo & capaci dade de detecdo de um cédi -

go de bloco C(n,k,d), torna-setrivial verificar que a ocorréncia



de uma quantidade de erros menor ou igual a d-1 resulta em una
n kK

das 2 -2 énuplas que ndo séo palavras cédigo, o que possibilita
a detecdo de erros. Portanto, um cdédigo comdistancia ninima d ¢é
capaz de detetar atée  (d-1) erros.

Pode ser facil mente mostrado 136] que na decodificacéo
por maxino de verossimlhanca com canal BSC, o decodificador esti-
na a palavra transmtida cono sendo a palavra codigo mais proxi m*
da pal avra recebida no sentido de distancia de Hamming. Se o codi-
go de bloco é usado para correcdo de erros aleatérios e tem distan
ciamnnmtal que 2t+2 > d > 2t+l, entdo este decodificador pode

ra corrigir todas as configuracdes de erros contendo t ou nmenos®

erros que possamter ocorrido 136]. _ _
Assim, um codigo comdistancia minima d temuma capa

cidade corretora de t = d-1 erros

2
Desta forma o problema de encontrar um cdédigo com una'
dada capaci dade de correcdo, consiste basicamente emgarantir una
dada distancia ninima. A teoria da infornmacdo proporciona o estabe
| eci mento de cotas superiores e inferiores para d, quando sd f i -

xados umcomprimento n e uma taxa k/n, contudo ndo indica cono'

construir tais cédigos |I5]e

1.2.3 - Matriz Geradora de um Cddigo Linear

Para um subespaco C de V', constituindo um cddigo
linear, é possivel encontrar um conjunto de k énuplas linearmen-
te independentes, as quais constituemuma base para C. Entdo, ca-

da énupla u E C pode ser expressa conb conbi nacdo |inear dos ve-

tores {v”, Y, ...,y,} da base, IA
ueC=>u=mV(+, ny,2 M ©. . . © m (i -,)
ou seja,
k

z C=u=1 mWw , (VW) me G(Qq) (1-3)
- =i



Un codigo linear C(n,k,d) constitui um subespaco de
V  comdinensdo k, de nmbdo que é possivel representa-lo através'
dos k vetores que constituema base. Estes vetores ( X"i podem
ser arranjados cono |inhas de uma matriz kxn, denom nada de na-

triz geratriz, conb mostrado abaixo.

1 Ve
[G] = = 91 1 >
' (1-4
\2 .o kn
Se é assum do um bl oco de informagdo m= (m,...,n),
entdo a pal avra codigo correspondente é dada por u =m[ G] ;
21 k
u = (m” = Z (1-5
n2 1=1
Nk

ou seja, a palavra coédigo correspondente & nmensagem m € unma com
bi nacdo linear de linhas de [ G] .

Assim as linhas da matriz geradora [G] geramum cddi-
go linear C(n,k,d), onde cada bloco de informacdo é codificado
em una pal avra com n digitos para transm ssdo. A razao R = k/n
é chamada de taxa (ou eficiéncia) do cddigo.

Desde que um codigo linear € conpletamente especifica-
do pela matriz [G], o tamanho da nmendria requerida no codificador'
¢ reduzido enormemente. O codificador pode armazenar somente as Kk
linhas de [ G], ao invés das q palavras codigo, se el e possuir '

el emento | 6gico capaz de fazer as conbi nacdes l|ineares das linhas'



armazenadas.

Exemplo 1.1 - Seja um codigo de bloco linear (5,3,2) commatriz:*
0

geratriz dada por

9] 1 0 0 1 1
[G] = - 0 1 0 1 O
V, O 0 1 0 1

A pal avra coédigo correspondente a mensagem m = (1,0,1),
por exemplo, é encontrada facilmente por

¥
u = (1,0,1) = A~O©(M~O0i1 V™ (1,0,1,1,0).

"3

E possivel codificar cada bloco de informacdo em pal a
vras coédigo de t al maneira que os Kk primeiros digitos da pala -
vra coédigo sejamexatamente os mesnos do bloco de informacao, e
os ultinos n-k digitos sejamos digitos redundantes que sdo fun
cdo dos digitos de informacdo. Unm codigo nesta forma é dito siste
matico. A redundancia é adici onada de maneira a proporcionar capa-
cidade de protecdo & nensagem e o problema do codificador se re-
duz a determinar estes digitos.

Un codi go sistematico pode ser descrito por uma na

triz geradora [G] na forma

[6] = (1-6)
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Onde p.. £ GF(q).

Isto pode ser representado na forma [G] = R
de I. é uma matriz identidade kxk e [P] uma matriz kx(n-k)
com elementos em GF(q).

Se é considerado umbloco de informacdo m = (m
m) , e um matriz geradora na forma acima, a palavra cddigo corres

pondent e sera dada por

us= = (m,. .., 110, [ G] (1-7)

Ef etuando a nultiplicacdo, sdo obti das as equagclGes de

verificacdo de pari dade do cddigo:

(1-8)

Os k primeiros digitos da pal avra codigo sdo exata -
mente os digitos de informacdo a seremtransmitidos, enquanto que
os ultinbs n-k digitos sdo redundantes (ou de verificacdo de pa-

ridade) , calculados cono funcdes |ineares dos digitos de informa -

¢ao.
1.2.4 - AMatriz de Verificacdo de Pari dade
Para cada matriz [G] kxn, existe um matriz (n-k)xk *
[H] de t al forma que o espaco linha de [G] é ortogonal a [H], ije |,

o produto interno de vetores do espaco linha de [G] com as linhas'
de [H] € nulo. Esta matriz é denomnada de matriz de verificacédo '
de paridade e pode ser escrita sob a forma

T
[ Hl =jh~h,...})._.j , onde (Vi) h é uma énupla (1-9)
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Desta forma, se [H € o espa¢co nulo de [G], entdo se

verifica a relacao

[G.[H =0 (1-10)

Se 0 codigo esta na forma sistematica [@ = [1"P], en
tdo o espaco linha de [G ¢é o espaco nulo da matriz [H] dada *

por [H = [-PjI, _.]T. (1-11)

Definicdo 1.2.4 - Se [H] é usada conmo matriz geratriz de umcadi-

go de bloco, este cédigo é dito ser o dual do codigo gerado pel a
matriz [Q .

Seja u = (u,,...,u ) umvetor qualquer do espago |i -
T

nha de [G@ . Entdo u [H = 0_, pois desde que [H e o espaco nu-
lo de [G, uhlL =0 wpara i=l,2,...,n-k.
Entdo o codigo linear gerado por [G pode tanbém ser

descrito de outra maneira:
"u e palavra codigo se e sonente se u[H] L 0%, onde[ H]

€ a matriz de verificacdo de paridade do codigo linear gerado por

[ Gp.
Exemplo 1.2 - A matriz |[H] para o codigo de bloco (5,3,2) introdu

zido no exenplo 1.1 pode ser determ nada pela equacao (1-11) resul-

tando em

110 1 O

A énupla u = (1,0,1,1,0) resulta em u[H] = 0.
Conclui-se, portanto,que um codigo linear € unicamente’
especificado pela matriz geradora ou pela matriz de verificacdo de

paridade.
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Na construcdo de um codigo linear, a matriz [P] deve'
ser escolhida de nodo que o cddigo tenha as propriedades de corre -
¢cdo de erros desejadas.

Para umcoddigo commatriz geradora [§ = [1"- P], as

equacdes de verificacdo de paridade podem tanbém ser obtidas direta

mente da matriz [H = [-PT-' ln—k’ ] , conmb mostrado abaixo. Seja '
u=fU]...fU) uma pal avra coédigo correspondente a nensagem '
m= (m...,m), oaque implicaem - =m ,i=l,2,...,Kk.
T
Desde que u[H] = 0_, segue-se que

k+j 1 jcl @ ©kj ke
K rijrle---OPkjtk ottt 3ttt (1. 12)

que sdo as equacles ja encontradas em (1-8).

1.2.5 - Sindrone

Suponha que unma palavra codigo u de um codigo de blo-
co linear C(n,k,d) com matriz geradora [Q e matriz de verifica
cado de paridade [H] é transmitida através de umcanal ruidoso. No
receptor, uma énupla r é recebida, a qual pode diferir de u de-
vido ao ruido adicionado durante a transm ssdo. A tarefa do decodi-
ficador é recuperar u a partir de r.

T
Definicdo 1.2.5 - Ovetor de n-k conmponentes S =£[H e chamado

de sindrone da énupla r.

Gono visto na secdo anterior, u € unma palavra codigo ®
se e somente se sua sindrome é nul a.

Portanto, a sindrome de umvetor recebido na saida do*
canal pode ser usada para detecdo/correcdo de erros.

O processo de decodificagdo envol ve una decisdo sobre *

qual foi a palavra cédigo transmtida. Oarranjo padrdo 124 | suge-
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re uma maneira de cono fazer isto. No espaco V , as 2" énuplas:
sdo distribuidas em 2k conjuntos distintos, de nodo que cada um:®
del es contenha apenas una pal avra codigo. Todos os el ementos de um
dado conjunto possuem a nesna sindrome, e dois conjuntos distintos
sdo associados a sindrones diferentes. Desta forma & estabelecida '
uma correspondéncia um a um entre uma configuracdo de erros (coset
| eader) e uma sindrone. Neste caso, o decodificador corrige erros’
quando a configuracdo de erros do canal €é um "coset |eader". Estes
fatos implicam em um procedi mento geral para decodificacdo de codi-

gos de bloco lineares, denom nado de busca sistematica 130] ¢

1. 2. 6- Cbdigos Ciclicos Binarios

Uma consideravel parte das pesquisas em cédi gos de blo-
co estdo concentradas nuna subcl asse conheci da cono codigos cicli -
cos, introduzidos por Prange 126 | em1957.

Estes codigos sdo tanbém os mais i mportantes do ponto
de vista de aplicacdes em engenharia. Tudo isto é devido a sua for-
te estrutura matematica que perm te uma consideravel sinplificacéao®
na inplenentacdo dos sistemas. Os procedi mentos de decodificacdo de
codi gos de blocos lineares sao também aplicaveis a codigos ciclicos,
todavia, propriedades al gébricas decorrentes da estrutura ciclica*
permtem sinplificacbes i mportantes, visto que a codificacdo e 0
calculo da sindrone podemser facil mente realizados enpregando re -
gistros a deslocamento com conec¢bes de realinmentacdo. Sua estrutu-
ra inerentemente algébrica tanbém t orna possivel encontrar vari os
met odos de decodificacdo simples e eficientes. Entre os procedi men-
t os de decodificacdo mais i mportantes para este tipo de codigo, sao
conheci dos DECODI FI CACAO DE MEGA TT ] 36| , DECODI FI CACAO PCR LG CA'
MAJORI TARIA 1281 e o método conhecido comb "ERRCR TRAPPING' J24 |

0s quais sao de inplenentacdo simples e bastante atrativos.



Definicdo 1.2.6 - Um cdédigo de bloco € ciclico quando uma permuta -

¢ado ciclica, aplicada a qualquer de suas palavras, resulta ainda em

una pal avra codi go, ije, se v = (VQ,v”, .. . ' ]" 6 uma palavra co-

digo, entdo v' = (v , V~, Vv, ,Vv . ,) tanbémo é, consi -

b — n-i+l 01 n-i-1 '
derando os indices reduzidos midulo n.
E possivel tratar as componentes do vetor v como coefi
cientes de um polinoém o de grau senpre menor ou igual a n-1, atra-

vés de una correspondéncia um a um

v= (v, .. .IV_)<=>/(x) =v, ,+tv x+...+v, _ x"' (1-13)

Fazendo uso de propriedades de canpos finitos, prova-se’
136 I<3"i* todas as palavras de umcédigo ciclico (n,k,d) sé&o milti -
pias de umpolinémo g(X), de grau n-k, bemdefinido; e reciproca
mente que todo polindém o de grau igual ou nenor que n-1, e que se-
ja divisivel por gCX), € uma pal avra cadigo.

O polinobmo g(X) € chanmado polinom o gerador do codi go

ciclicoe é fator de X'+1, ie.,
g(X)h(X) = X+1, ou g(X)h(X) =0 nod X+1.

A representacdo de um codigo ciclico pode ser feita atra
vés do seu polinom o gerador g(X), da nesna forma que a matriz [(
representa um codigo de bloco linear.

Conforme menci onado, as palavras cédigo sdo miltiplas do
polinémo g(X). Desta forma, os polinémos ¢g(X), Xg(X),...,X g (X
sdo pal avras codigo e cono sdo |linearmente independentes, podem '
ser usadas cono base para formar a matriz geradora do cédigo cicli-

co, cono mostrado a seguir.
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X" g(x)

(el = x"g(x)

9(x)

Para fins de codificacdo, a propriedade do deslocamento
ciclico permte uma inplenentacdo sequencial da matriz [({F .

Representando a nensagema ser codificada por um polind
mo mX) de grau menor ou igual a k-1, umcodificador na forma*

sistematica gera a palavra codigo de acordo com

V(X) = C(X) + X" mX) (1-14)
n-k
onde C(X) € o resto da divisao de X m X) por g(X),
C(X) = rem X  mX)/g(X)}. (1-15)

A inplenmentacdo docodificador pode ser feita através de
registro a deslocamento com n-k estagios, pois nmultiplicacfes e
di vi sdes de poliném os comcoeficientes em GF(2) podem ser efetua
das facilmente como auxilio de registradores a deslocamento |11].

Un codificador com k estagios ao invés de n-k esta -
gi 0s pode também ser i mplementado ] 30| * | evando emconsideracdo o
polindém o de verificacdo de pari dade h( X).

A sindrome pode ser facil mente determ nada, conforme se
rd mostrado a seguir. De umnodo geral, a palavra recebida pode ser
representada pel a expressdo r(X) = V(X) + e(X), onde e(X) é um
poliném o correspondente a configuragcdo de erros introduzida no ca-
nal. A sindrome pode ser determi nada cono o resto da divisdo entre

o polinénio recebido e o polinémo gerador, IE,

S(X) = rem{r(X)/g(X)} =rem{"| + ~1*1} (1-16)
g(X) 9(Xx)
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GCono V(X) =mX) g(X), segue-se que

S(X) = rem {e(X)/g(X)> (1-17)

Caso  S(X) seja zero, o decodificador aceita a palavra
recebi da como pertencent e ao codigo. No caso contrario, i,e., S(X)"O,
considera que ocorreramerros durante a transmssdao. Desta maneira’
é féacil perceber a simplicidade de umcircuito decodificador para*

detecdo de erros quando sdo enpregados codigos ciclicos.

1.2.7 - Cbdigos de Hamm ng e Codigos BCH

Os cddigos de Hanmming, i ntroduzidos em 1950 |16, foram
0S primeiros cédigos nao trivais propostos para corrigir erros. Sao
codigos lineares que corrigemumerro por bloco e tém distancia m -
nima igual a 3. Para cada inteiro c¢>l, existe um codigo de Hamm ng

com 0S seguintes paréametros:
n = 2°-1 k = 2°-1-c e d = 3.

A condi¢cdo n = 2°.1 e escolhida de nodo a assegurar '
di sponibilidade de redundancia suficiente para verificar a ocorrén-
ciade umerro por palavra, pois o nunero de sindrones ndo nulas
2°.1 resulta exatamente igual ao n'umero de posicBes n em que 0
erro pode estar localizado. Isto significa que os cdédi gos de Hanm ng

sdo codigos perfeitos conforme a definicdo abaixo.

Definicdo 1.2.7 - Un cdodigo de bloco (n,k,d) corretor de t er -

ros e definido em GF(q) ¢ perfeito se e somente se

Lyl s gk



-17-

Gom excessado dos codi gos de Hamming, o cdodigo de Gol ay'
(23,12,7) com t=3 e o cédigo ternario (11,6,7) com t=3, ndo exis
temoutros cédigos perfeitos ndo triviais.

E interessante observar que os cédigos de Harming séo

t anmbém co6digos ciclicos e que a taxa (eficiéncia) é dada por '

R=1- -__, consequentemente sdo codigos cuja eficiéncia tende'
2°- 1

a 1 assintoticanente. Os codigos (7,4,3), (15,11,3) e (31,26,3) se-
rao utilizados nas andalises realizadas nos capitulos seguintes.
Gomrel acdo aos coédigos BCH estes codigos foramcria -
dos i ndependentemente por Hocquenghen (1959) e por Bose-Chandhuri '
(1960); sao codigos ciclicos, e representama classe mais i mportan-
te de codigos de bl oco comal goritmosalgeébricos de decodificacao
Para quaisquer inteiros positivos m e t (t<2'-1) existe um codi”?

go BCH com os segui ntes paranetros:

n=2"-1 n-k <nt e d >2t + 1.

O teorema fundamental dos codigos BH é aseguir enun -

ci ado.

Teorema 1.1 - O cdédigo B(H cuj o poliném o gerador tem d-1 raizes®
2a ,3a

n _~ i ,/\.
consecutivas a, - .,-eq_fl temdistancia minima pel o nenos d.
Para um tratamento completo destes cédigos o leitor de-

ve consul tar as referéncias | 3! e 126l -

1.3 - CODI GOS CONVALUQ ONAL S

1.3.1 - Consideracdes Gerais

Na cl asse de cddigos denom nada de codigos convolucio -

nai s, a redundancia adicionada a cada bloco € funcdo de mais de um

bl oco de i nformacdo, de nodo que estes ndo sao tratados de forma i n
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dependente cono nos codigos de bloco. Estes codigos foramprimeira-
mente introduzidos |26 | por P.Elias (1955), e podemser classifica -
dos cono fixos ou variantes no tenpo. Entretanto, a grande maioria’
dos codigos convol ucionai s enpregados € invariante no tenpo, de for
ma que apenas estes serdo abordados aqui .

Na decodi ficacdo de codigos convol uci onai s, varios sub-
bl ocos sucessivos recebidos sdo processados. |deal mente, toda se -
quéncia transmitida deveria ser enpregada na decodificacdo, o que
nado € feito devido a limtacBes praticas e por introduzir umretar-
do muito grande na decodificacdo. Todavia, a degradacdo resultante’
desta sinplificacdo € inteiramente aceitével.

Num sentido restrito, cédigos convolucionais podem ser
vistos como uma classe especi al de cddigos de bloco lineares, por -
rém una observacdo mais cuidadosa revela que a estrutura convolu -
cional proporciona a um codigo linear propriedades superiores que
mel horam o desenpenho.

A estrutura de umcéddigo convolucional pode ser exibida
por meio de diversas representacbes, visto que umcodificador convo
lucional fixo pode ser considerado conb uma maqui na sequenci al de

estados finitos, invariante no tenpo.

1.3.2 - 0 Codificador Convolucional

Na entrada do codificador é alimentado um bloco com k
simbol os de informacdo (el ementos de GF(qg)), e umbloco com n>k
sinbol os cdédigo € gerado e aparece na saida do referido codificador.
Gs sinbol os de saida sdo conbi nagcdes |ineares em GF(q) dos sinbol os
de entrada dos N-I blocos precedentes. Deste nodo, os n digitos
de saida dependem ndo sonmente dos k digitos de nensagem de um nes
no sub-bloco , mas tanbém dos N-1| sub-blocos de nensagem anterio-

res.
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Um codi go assim gerado € dito ser um codigo convol ucio-
nal (n,k,N), comcomprimento de restrig¢do no codificador de N *
bl ocos. A -taxa assintotica para este cédigo € R = k/n, e emgeral,
k e n sd0 inteiros pequenos.

A formul acdo matricial para estes codigos € descrita a
sequir:

Inicialmente é considerado um conjunto de k.(n-k) ve-

tores com N digitos binarios cada, denom nados SUBEERADCRES:
(7)) =(g.(itd) > ghii/J} (1-18)

Para i =1,2,...,Kk e j=1,2,...,n-Kk.

A partir deste conjunto, forma-se um matriz com k i

= ]I, p, OpP OwP...0pP,_, 0N |*] (1-19)

g (k)

Onde 17 temdinmensao kxk
0 temdi nensdao kxk

P~ temdinensdo kx(n-k), O<£<N-1

[Pp] = (1-20)
gh(k, 1) g(k,2)...g(k, n-k)

Assim cada linha g (i) €é umvetor semi-infinito com
©

conponentes ndo nul as confinadas aos primeiros nN digitos.

O vetor g(i) contendo somente as primeiras nN posi-
coes do vetor gnii) é dito um GERADR

Un codi go convolucional fixo [inear pode ser representa

do por uma matriz geradora sob a forma:
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i P, o P, 0....0 P, ,Zeros
Zer os
0 Py (1-21)

zeros
0 PN-I

Al guns exenpl os apresentados esclarecem cono determi nar

a matriz G a partir dos subgeradores.

Exenplo 1.3 - Considere umcodigo convol uci onal sistematico (2,1, 4)
o qual é gerado de acordo como subgerador g(l,l) = (1 1 0 1).

O gerador ¢ g(l) =(1101000 1) ea matriz gera-

dora i determ nada conp sendo

11 01 00 01
G = 11 01 00 01
11 01 00 01

©

Portanto, para uma nensagem a ser codificada

m= (1 £ & 1 |....),asequéncia codificada é encontrada por
£E=m@@& , i,ee, C= (11 01 00 10 10 .. .) .
Exenplo 1.4 - Considere agora o codigo convolucional (4,3,3) com os

segui ntes subgeradores:

Os geradores sdo determ nados conmo sendo:
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g(1) = (100 1 Qo0 o0 1 000 1)

9(2)

1]
—_
o
[
o
=
o
o
o
o
o
o
o
=
-

g(3)

1
—
o
o
=
[
o
o
o
[
o
o
o
o
-

e amatriz geradora sera dada por

| oo0n 000 I 000 |
] _ Zeros
oil o:i 0O 0 0.0 000O0: i
0O 0 0.0
G 0 0o 11 o0o00:Ii
10011 000 i 0 0 0:i
' : Zeros
oOi o:i 00 00 00O: I
001:1 000 I 000: O

Deve ser observado que Paz (111), FJ‘ =(101) e
P, = (110) .
Um cdédigo convol ucional (n,k,N) pode tanhémser especi

ficado pela sua matriz de verificacdo de paridade H', tal conb um

T
codi go de bloco. Novamente e verificada a relagcdo 0711 = 0, donde

, . L T
segue-se que ¢ & uma sequencia codigo se e sonente se ¢ = 0.

Para um codigo convolucional sistematico, ou seja, com
matriz geradora da forma descrita em (1-21), a matriz de verifica -

cdo de pari dade é dada por

-
n
»5 °
T 0 0 T
p. . 0 'n-Kk
H = (1-22)
T T
N 1 PT S 0 V k
T

"N-1 - PN- 2 n-k
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Exenmplo 1.5 - Gono um exenmplo, a matriz de verificacdo de paridade

para o codigo (4,3,3) descrito no exenplo 1.4 é determ nada abai xo.

1111
10 10 1111
110 O 10 10 1111

H =
110 O 10 10 1111
110 O 1Q10 1111
00
1.3.3 - Outra Representacdo da Matriz Geradora
E possivel tanbémrepresentar a matriz G, numa outra
forma que facilita o projeto dos circuitos codificadores, conb sera

mostrado adi ante.

Para um codigo convolucional (n,k,N), a matriz G po-

de ser escrita sob a form:

g9, 9. 0.
0" "N-1
G = . (1-23)
9, ° "N
4
00
Onde gj/ J ~0,1,... N-1I sdo matrizes kxn.

Se 0 codigo é sistematico, conparando (1-21) e (1-23)

é possivel observar que existem relacbes da forma

9, Tl g Ro v op - op rep el N e N

A matriz de verificacdo de pari dade também pode ser es-
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crita na forma abaixo.

" l'o
H h. h (1-24)
N-1V
4
00
Onde h,=p£ | , _, , 0, h=FP,0 " =i "N-I °-
& k geradores podem ser facilmente obtidos a partir'
da rel acéo

AQe | *x xoN- | (1'25)

g(k)
Os exenpl os apresentados abai xo nostram conb esta repre
sentacdo € refletida na inplenentacdo do circuito codificador.

Exemplo 1.6 - Uncircuito codificador para o cédigo convolucional'

(2,1,3) especificado através de N2 Q] € mostrado na
figura 1.1

9. = (Li)

g. = (1,0) => gerador g(l) =(11 10 11)

(1.1)

«Q
1



-24-

Figura 1.1 - CCODI FI CADOR PARA O CODI GO CONVCALUO ONAL

(2,1,3).
Exemplo 1.7 - Umcircuito codificador para o cdédigo convolucional
ndo sistematico (3,2,2) especificado através das matrizes e gM

abai xo, esta apresentado na figura 1. 2.

9,
0 10 g(l) =(111101)
=> geradores
10 1 g(2) =(010110)
110
o1 S——
-
*J
1
A1

Figura 1.2 - OODI FI CADCR PARA O CODI GO CONVOLUO ONAL
(3,2,2).

Portanto, para inplenmentacdo do codificador de um cadi-
go convolucional (n, k, N) sdo necessarios k. (N-1) estagios de re

gistro a deslocamento com |igacbes determ nadas pel os geradores.
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1.3.4 - Diagrama em Arvore, Trelica e Diagrama de Estado

Uba das maneiras de representar a sequéncia de saida re
sultante da codificacdo de una dada sequéncia de entrada para umcd
digo convolucional fixo, € por meio de una representacdo da arvore'
associ ada ao codi ficador.

Os bits de entrada do codificador sdo indicados pelo ca
m nho seguido na arvore, enquanto que os bhits de saida sao indica -
dos nos ramps. Um zero de entrada é representado pelo ranb superior
de uma bi furcacédo, enquanto que o umé representado pelo ranp infe -
rior.

O diagrama em arvore para um codigo convol ucional nao

sistematico (4,1,3) é apresentado na figura 1.3 abaixo.

0000

a 11100
0000
1010
1100 {(; ke
110
0000 b ==
1111

1010 [
o _&{QQLl :
0

0110 [ 2101
, emctd

[ 1100

~ 1010 o

1010
0011 [_'Ol'—

— b10110

| 1100
T 1111
0101 [

1
—
0
10110 c120Ll
- 0101
1001

d 1 1001

Figura.1.3 - D AGRAMA EM ARVCRE PARA O CODI GO
OONVCLUO ONAL (4,1, 3).
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Deste nodo, a sequéncia 110 10 ... aplicada na en -
trada do codificador produz uma sequéncia de saida '

1100 0110 0101 0O0OO11 0110

Observando-se o diagrama de arvore, nota-se que sua es-
trutura torna-se repetitiva apébs umcerto nunero de ramos, O que
estd relacionado como fato do codificador convolucional ser uma nma
quina comestados finitos. Isto torna possivel fazer unma modifica -
cao que consiste emjuntar os nos indicados por uma nesnma letra, f a
zendo comque o diagrama em arvore evolua para umdiagrama de treli?
ca.

A trelica para o cédigo (4,1,3) representado na figura

1.3 é facilmente obtida, resultando no diagrama mostrado abaixo.

0000 0000 0000 0000
00 - . A
\{/ 4 ‘f/ \\, i \ \ //"f
\r>. \" 4 / \
e, / \ ///.\\/ _ A
-“‘/ g N~ \ & 4 A
N )4 { X
\'\ \ /\ /\ ’./'\.
Y, \ A / \
01 « " \ _‘ \ ‘\ \\ / .\ \ P #
O\ \ /7 O\ /7 \// \. \.//
'fz/ . A .-'/ /// /.}., /r o Y \\ \ /
iy \.'. ) {; \) P /‘Il N/ } \\'_ &:
o/ Y\ A Y\ " A NI
\(_\\ / \‘_“.\. \(: 7 !f \\\‘ // / / / N \\
\_/ / \ /
10 . f w / i / L / »
/ s O/ A o // N
S/ o & b / \
(5‘ g / \ /
/ / ¥ 4
El . —— — — %
1001 1001 1001 1001

Figura 1.4 - DI AGRAMA DE TRELI CA PARA CODI GO
CONVOLUG ONAL (4, 1, 3).

Pode ainda ser observado que é possivel fazer uma repre
sentacdo emdi agrama de estado de umcodificador convolucional. A
partir da trelica é possivel construir este diagrama, que represen-
ta perfeitamente o codificador. O diagrama para o exenplo em ques -

tdo é mostrado na figura 1.5
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'\.\_\\. f" \ R b 8 v 4" "I
A v f:. \\‘ \- e
[ Vi
[ 1111 \ o1
1 - » (v 1_'
|

\\ -

1001

Figura 1.5 - DI AGRAVA CE ESTADO PARA O CODI GO
OONVALU ONAL (4, 1, 3) .

Utilizando este diagrama €& possivel a determ nacao do
conjunto de pesos dos cam nhos do codigo de uma forma rel ativamente
simples 1371.

A determ nacdo da distancia livre para um codigo convo-
lucional, a qual é& obtida a partir do conjunto de distéancias entre*
0 cami nho todo zero e os demais cam nhos que dele divergem, tanbént

pode ser feita através do diagrama de estado 130 I -

1 . 4 - DECODI FI CACAODE CODI GOS CONVOLUCI ONAI S

Varios procedi mentos sdo usuai s na decodificacdo de co-
di gos convolucionais. Entre as técnicas mais comunmente utilizadas "
podemser citadas a DECODI FI CACAO SEQUENCI AL | 40|, (algoritmo de
FANO WIZENCRAFT) e o ALGORI TMO DE VITERBI J37|, entre outras.

Para al guns codi gos, a decodificacdo tanbém pode ser
realizada utilizando LOG CA MAJORITARIA | 36].

O leitor interessado nestes procedi mentos deve se diri-
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gir & literatura apropriada | i |, |28], |40] .

Ai nda com relacdo a decodificacdo de codigos convolucio
nai s, serao apresentados no capitulo Il1l, duas maneiras de utilizar
t écni cas de decisdo suave. Inicialmente, umdecodificador sera apre
sentado, o qual utiliza decisdo suave e é Otinbp no sentido de que
m nimza a probabilidade de erro por bit transmitido. E tanbémco -
nheci do que o algoritmo de Viterbi para decodificacdo de codigos
convolucionais maxim za a probabilidade a posteriori das sequéncias

codigo emcanai s sem nenori a.



CAPi TULOI |
DECODI FI CACAO USANDO DECI SAO SUAVE

2.1 - | NTRODUCAO

Cono ja discutido no capitulo anterior, sabe-se que na
pratica, enpregamse |argamente al goritmos de decodificagdo basea -
dos empropriedades estruturai s de codi gos al gébricos, o que permi -
te frequentemente uma inplenentacdo rel ativamente simples em terms
de circuitos digitais. Deve ser observado, entretanto, que estes
procedi ment os apresentamuma séria deficiéncia, uma vez que assunmem
um nmodel o de canal no qual em cada periodo de tempo um dos q pos-

siveis sinais do alfabeto & transmitido e umdeles & recebido.

Este modelo implica em um receptor que efetua uma deci -
sdo abrupta, baseada no sinal recebido, escolhendo das ¢ letras
do alfabeto do transmi ssor aquela que foi a mis provavel mente '
transmitida. Tal receptor descarta,portanto,toda infornacdo acerca'
da confiabilidade desta escol ha, bem conbo acerca das probabilidades
das outras |l etras que ndo a escol hida. Este fato torna bastante cia
ro que o desenpenho dos sistemas codi ficados pode ser mel horado pe-

| o uso da informagdo probabilistica associada & palavra recebi da.

Nunma recepcdo que utiliza decisdo abrupta, esta informa
cdo é perdida na quantizacdo que precede a decodificacdo. Um recep-
tor que enprega deci sdo suave € aquele que tenta reter toda (°u par

te) da informacdo probabilistica para uso apropriado pelo decodifi-

cador.
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Em geral, os cédigos corretores de erros enpregados em
receptores praticos sdo cédigos |ineares binarios. A grande parte*®
dos procedimentos existentes para decodificacdo deste tipo de codi-
go assunem a exi sténcia de canais com saida binaria, ou seja, enpre
gam um quanti zador antes da decodificacdo para extrair a informcéo
na forma digital. A maioria dos detetores existentes constam béasica
mente de umdemodul ador anal 6gi co, segui do por umdecodificador di -
gital que opera sobre os digitos binarios produzidos pelo demodul a-
dor. O bloco demodul ador atua comb um quantizador que apresenta um
|'imar de decisao, resultando emduas saidas distintas. Isto signi-
fica que de acordo como valor da amostra que € col hida (acim ou
abai xo do limiar de referéncia),umdigito binario correspondente (1
ou 0) é entregue ao decodificador. E desta forma que a informagdo °
probabilistica, potencial mente Gtil, entregue ao demodul ador é in -
teiramente destruida, fato que reduz substancial mente a eficiéncia'
do sistema de conunicagdo. Um processo de detecdo (denodul acado e
decodi f i cacdo) com deci sdo suave utiliza a infornacdo de natureza '
probabilistica associada a nensagemrecebi da, de nodo a obter una '
mel hor estimativa da mesna. A idéia € fornecer ao decodificador in-
formacdo sobre a confiabilidade dos digitos recebidos, evitando as-
si ma degradacdo que resulta quando se utiliza antes da decodifica-

cado una quanti zacdo de apenas duas regi 0es.

A mai oria da perda de informacdo pode ser recuperada se
a saida do demodul ador é quantizada em 2" regifes, 2" » em cada
| ado do limiar de referéncia. Entéo, para cada digito de entrada nodu
| ado, 0 circuito demodul ador fornece umdigito de decisdo (indicando
se a saida estd acim ou abaixo do limiar),e Q1 digitos de confia-
bilidade (indicando qudo distante a saida esta do |imiar de decisdao).
G Qdigitos de decisdo suave constituementdo a saida total,ao in-

vés de somente um digito,conbo no caso de decisdo abrupta.

Na figura 2.1 é mostrado um exenplo para Q2.
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i 1 0 1 0 -« Digito de decisao 1 —
E : 0 0 1l =— Digito de confiancal Sald:
- cal
| [\
- f \..\ R
Limiar de . / \ ~\
I . ‘ 4// 4 N § ,//' - { = [Limiar de d 0
confiabilidade ) .o [~ —7 - RS 3
Vd r
\[ V/ - -!a - —— - . _‘\/_;/r.' -
Instantes de
anost ragem

Figura 2.1 - DECI SAO SUAVE - QUANTI ZACAO EM 4
REG OES DE CONFI ABI LI DADE.

A mais simples forma de decisdo suave é o0 apagamento, ou
detecdo por zona nul a. Para umestudo mais detal hado, as referénci-
as | 41 e I5 1 sd apropriadas. Neste nmétodo, a regido proxima (ime
diatamente acima e imedi atamente abaixo) do |imiar de deciséao é
chamada de zona nul a. Saidas caindo dentro desta regido sdo entre -
gues ao decodificador rotuladas cono apaganmento E, conb observado '

no exenplo da figura 22

‘ 1 I I 0 } 11da
/ AN ‘
Li m ar de — —t o —t— A |Zona nula
deci séo / \f”\—\/ \ ;
v
| - ——

Figura 2.2 - DETEGAO PR ZONA NULA
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Quando o decodificador utiliza decisdo abrupta, é assu
m do um nodel o de canal BSC enquanto que o uso de apagamento re -
sulta emum canal BEC G algoritmos al gébricos de decodificacao *
podem ser modi fi cados para mani pul aremeficientemente os apaganmen-
tos.

O decodificador utilizando detecdo por zona nula tem
agora al gum conheci mento de onde os erros provavel mente ocorreram,
e pode decodificar de acordo comeste fato, ou seja, os d-1 er -
ros detetados sdo localizados através da infornacdo de confiabili-
dade.

Desta maneira, a poténcia de correcdo de erros de um
cédi go pode ser aproxi mdamente dobrada, desde que um cdédigo com

distancia nminima d pode corrigir d-1 apagamentos, mas sonmente’
d-1

—2 — erros.

A utilizacdo de mai s de duas regi des de quantizacao €
una tentativa de dimnuir a perda de informacdo que resulta quando
uma deci sao abrupta é realizada.

Portanto, o detetor 6tino, i,e., aquele que no processo’
de decisdo retémtoda a informacdo contida no sinal recebido, se -
ri a aquele que entregaria ao decodificador o valor exato das anos-
tras colhidas. Mais tarde, no capitulo |11, estes detetores serao'
abordados.

Ua maneira de se utilizar os digitos de confiabilida-
de no processo de decodificacdo é através do conceito de distancia

suave.

A distancia suave d entre duas pal avras codigo pode
s

ser calculada de acordo com o procedimento descrito abaixo:
1) - invertendo os digitos de confianca da pal avra se seu digito*
de informacdo correspondente é zero.

2) - Somando modulo 2 as duas pal avras modi fi cadas de acordo com o
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passo 1.

3) - Dividindo a sequéncia resultante em n subsequéncias de Q *
digitos cada.

4) - Interpretando cada ana das subsequéncias de Qdigitos como um
nunero binario e convertendo para deci mal .

5) - Sonmando os nuneros obtidos em4, resultando emumdecimal to -
tal.

entre 000 111 e 011 011 é obti

Assim d

da por

©

O uso de distancia suave no processo de decodificacao
sera ilustrado a seguir.

No exempl o abaixo é assumdo Q = 3 e um cddigo com
exatamente duas pal avras, 0 ou 1, para o qual d=I e R=I.
A figura 2.3 mostra as possiveis saidas obtidas apdés o

demodul ador.

b1 limiar de confiabilidade
1 10
s |
1 00
tl limar de deciséo
0] 00
0 oo JA
0 10 1
0] 11
di gitos di gitos
de deci _ de confianca

sao )
Figura 2.3 - SAl DAS DO DEMIDUADOR BEMPREGANDO
DECI SAO SUAVE.
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E admtido que a palavra 1 é transmitida, e que devido*
ao ruido do canal, 0 O O ¢é a saida do demodul ador. As duas possib_i
i dades de plena confianca para a saida do demodul ador sdo 0 1 1 e
1 1 1, de maneira que a distancia de decisdao suave d,/ para cada

caso é

d (000, 01 1)

1
w

d (000, 111)
S

I
B

Desta maneira, 0 sera selecionado incorretamente cono
tendo sido a palavra transmitida, quando é enpregado um decodifica-
dor por distéancia suave minina.

Agora, sera considerado umnovo exenplo no qual se assu
ne as palavras cédigo cono sendo O O e 1 1, resultando em um cdédi -
go com d=2 e R=0,5. E admitido que a palavra 11 é transmitida |,
mas O 0 0 111 é recebida na saida do demodul ador, ou seja, o]
ruido afetou o primeiro digito da pal avra cddigo.

As duas saidas de plena confiangca sdo agora '
011 011 e 111 111, de nodo que

d 0 00111, 011011) =10

g (
ds( 000111, 111111) =4.

Portanto, 1 1 serd selecionada corretamente, e umuni-
co erro foi corrigido, embora o codigo possua d=2.

Este tipo de detecdo com deci sdo suave é particularmen-
te aplicavel & decodificacdo por distéancia mnim (maxino de veros-
simlhanca) para codigos de bl oco, e tanbém para codigos convol uci o

nais utilizando o algoritmo de Viterbi ou decodificacdo sequenci al
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ALGINS PROCED MENTCS SUBOTI MOS

Nesta secdo sao descritos algoritmos de decodificacao®

de codigos de bl oco que enpregam deci sdo suave e que sdo subétinos,

no sentido que o ganho tedrico maxino possivel ndo é atingido."Em®

al guns casos isto se deve ao fato do uso de umnunero finito de r e-

gi des de quanti zacdo, de maneira a viabilizar a inplenmentacao prati

ca.

Tai s procedi mentos, embora subOtinmps, representam una

mel hori a consi deravel no desenpenho comrel acdo a sistemas que uti -

l'izam decisdo abrupta.

2.2.1 - Decisao Suave na Decodificacao de Codi gos de umOni co
Di gito de Paridade

O procedimento descrito a seguir é devido a Farrell e

Kalligeros |12 |# onde se utilizou combo exenplo umcddigo de bloco'

(8,7,2) e umdetetor com decisdo suave quantizado em 8 regi des, cu-

jos niveis sdo +0,25V , +0,5V, +0,75V para sinais de +IV.

O decodificador deve operar de acordo com a seguinte

sequenci a:

1) -

2) -

avaliar os digitos de decisao k-"k".. .k*k-yC e seus correspon

dentes "bytes" deconfiabilidade.

Recal cular o digito de paridade c-~ a partir dos digitos de

i nformagdo e conpara-lo como valor recebido c”.

a) Se ¢ estiver correto, & assum do que ndoocorreramerros,
e a palavra é liberada.

b) BEmcaso contrario, inverter o digito de mais baixa confiabi
|idade, de nodo a corrigir o erro isolado mais provavel, e
liberar entdo a pal avra.

A curva de desenmpenho, obtida por sinulacdo em conputa



i

10

dor, é mostrada a seguir na figura 24 abaixo.
Para relagdes sinal/ruido mai ores que -2,5dB observa-se
um ganho em relacdo ao sistema sem codificacdo, o qual €& superior

aquel e obtido por umcédi go de Hanm ng de nmesno comprimento e/ ou *

efici énci a.

-5 -4 3 2 -] 0 1
; i &y L E—
; . SNR(db)
DECISEO
ABRUPTA
1SAQ \
SUAVE

Figura 2.4 - OURVAS CE DESEMPENHO DO ALGORI TMO DE FARRELL
E KALLI GERCS.
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2.2.2 - Decodificacdo por Distancia Suave M nim

Decodi fi cacdo por distancia ninim usando deci sdo suave
f oi enpregada em um sistema estudado por Farrell e Munday (1976)
112 1. E basicamente um si stema de comuni cacdo em HF sem canal de
retorno. As caracteristicas do sistema sé@o:
1) - baixa taxa de dados, aproximadamente 50 bits/seg.
2) - Umcodigo produto | 361 é enpregado, com n = 15x15 = 225 e
d =3x3 = 9 codificado e decodificado em cascata.

3) - Intercalamento de bits para combater a mistura de erros aleaté

rios e "burst" do canal de H-

4) - "Sequence inversion keying" |Il| de aproxi madamente 100 bits /
seg, para espalhar o espectro num canal de HF com 3kHz. Par a
t al , uma sequéncia- mde 15digitosf oi enpregada.

5) - Mdulacdo ASK, com detecdo coerente enpregando PLL.

6) - Correlacdo dos digitos da sequéncia m para determi nar se a
sequéncia estad invertida ou ndo (digito de decisdo) e o grau
de correlacdo na presenca de erros do canal (digitos de confi-
anca) ; 0 que é equivalente a um esquenma de denodul agdo por de-
cisdo suave com Q4.

7) - Decodificacdo por distancia de decisdo suave minima das linhas
e colunas conmponentes do codigo produto, por selecdo alternada
adaptativa das |inhas e colunas.

O codigo enmpregado é um codigo produto, conm mostrado °®

na figura 2.5
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i X11 Dgitos de
O gitos de infornacdo 11x4 Ve”f' cacao
de linhas
4 x 11 4x4 o ~
_ o " Verifi cacao
Dgitos de verificacdo de sobre
col unas verificacao

Figura 2.5 - CODI GO PRCDUTQ

O desenmpenho do sistema foi muito bomemtestes de rui-

do
Gom sinmul acdo digital de erros, uma taxa de erros de
2x10 ™ nos digitos da sequéncia- m f oi reduzida para 4xyL0O * nos
|
digitos de decisdo na saida do correl ador, e ainda reduzida para

cerca de 4x10 ™ depois da decodi ficacdo por decisdo sl ave.
A figura 2.6 mostra as curvas para testes com ruido '

branco.
-4 -

O ganho do coédigo em P, = 10 e aproxi mdamente '
12.3dB, enquanto que o ganho teoérico maxino &€ cerca de 14.7dB. A di
ferenca ndo é grande tendo emvista que esta degradacdo possibilita

a realizacdo préatica.
2.2.3 - O Algoritmo de Harrison

Pode ser mostrado 140 | que o processo de decisdo abrup-
t a num canal gaussiano resulta nunma degradacdo no desenpenho de
aproxi mdamente 2dB conparado como receptor Otinp. Segue-se que
para este canal, o maxinmo de mel horia a ser esperada por introduzir

deci sdo suave no sistema, é equivalente a esta degradagdo. Harrison
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| 1' 7] propbs umal goritmo de decodificacdo enpregando deci sdo suave'
que permte um ganho de aproxi madamente |dB, o que € um bom resulta
do tendo emvista a relativa simplicidade de inplenentacdo do nesno.
Neste esquema, a palavra recebida consiste da informacdo basica da
deci sdo abrupta com "marcas" de confiabilidade (indicando quais as
provaveis fontes de erro). Esta informacdo de confiabilidade dispo-
nivel ao decodificador indica simplesmente quais os bhits na palavra
c6di go que sdo os mais provaveis de teremsido afetados por erros.
Utilizou-se um cédigo de Hanming (7,4,3) cono exenmplo
para aplicacdo desta técnica. Desde que a compl exi dade do decodifi -
cador cresce rapidamente com o aumento do numero de niveis de quan-

ti zacdo, umesquema com 4 niveis €& descrito

A
A2
H
I DR H > Alta confia-
is bilidade
L «* Baixa confia
L bilidade
S
H
-A2

Figura 2.7 - REGCES DE CONFI ABI LI DADE.

A posicdo dos |limiares relativos a confiabilidade é mui
t o importante nas consi deracbes de informacdo de confiabilidade. Se
a tensdo J €& muito pequena, poucos bits recebidos serdo de baixa
confiabilidade, transportando pouca informacdo ao decodificador. BEm
contrapartida, se J €& una tensdo elevada, praticamente todos 0S
bits recebidos serdo de igual (baixa) confiabilidade, o que é equi-

val ent e a decisdo abrupta.

Existe una posicdo 6tima, para cada cédigo corretor, a

qual maxim za a informacdo de confiabilidade entregue ao decodifica
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dor. As curvas de desenmpenho obtidas para 3 |imiares de deciséo di -

ferentes sdo apresentadas na figura 2.8 onde é observada a exis

téncia deste val or 6tino para J entre 40% e 50% da amplitude dos
pul sos binarios transmitidos.
O procedimento proposto consiste basicamente dos seguin

t es passos:

1) - Se apalavra recebida possui 0,1 ou mais que 2 digitos com bal
xa confiabilidade, o decodificador atua desprezando a informa-
cdo probabilistica, ie., enmpregando decisdo abrupta.

2) - Se apalavra recebida tem?2 digitos combaixa confiabilidade ,
entdo a sindrome s_ é cal cul ada:

a) Se s =0, entdo a palavra é suposta correta e € |iberada.
b) S& s indica umerro emuna posicdo de baixa confiabilida-
de, entdo a mesna é corrigida, e a palavra |iberada.
C) S s indicaumerro emuna posicao de alta confiabilidade,
entdo dois digitos de baixa confiabilidade sdo invertidos e
a sindrone é recalculada. Se o novo valor € s = 0, é consi
derado que dois erros foramcorrigidos, e emcaso contrari o,
ocorreu umerro nunma posicao de alta confiabilidade e o de-
codificador deve operar normalnmente.
Desta maneira o desenpenho do decodificador com decisdao
suave deve ser pel o nenos tdo bom quanto o receptor equivalente em
pregando deci sdo abrupta, para todos os valores de relacao sinal /

rui do.

2. 3- DECDD FlI CACAO PCR DECI SAO SUAVE PARA CODI GOS DE BLOOO
LBANDD UMA TREL I CA

Sera descrito umalgoritmo introduzido em 1978 por *

Jack Wolf 1381 o qual faz uso de decisdo suave na decodificacdo por
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maxi ma verossi m | hanca de qual quer codigo de bloco linear (n,k,d)so
bre G-(q) , e que pode ser inmplementado usando una trelica tendo néo

. n- k o
mai s que estados.

2.3.1 - Consideracbes Gerais

O al goritmo apresentado faz uso da técnica de decisao*
suave, 0 que estd associado ao fato de que enpreganuneros reais(eg,
a saida anal 6gica de filtros casados para os sinais) relacionados *
com cada sinbolo correspondente da pal avra cdadigo.

Sera mostrado que a decodificacdo de codigos de bl oco*
usando una trelica é de grande i nteresse na decodificagdo de codi -
gos comalta eficiéncia, visto que a conplexidade da trelica é |imi
tada superiormente por uma funcdo do ndmero de sinbolos de paridade.
Tanbém al gumas sinplificacdes resultamquando sdo consi derados co0-
di gos lineares particulares, tais conb codigos ciclicos ou codi gos'

produto 1381

2.3.2 - Trelica Associada a um Cdédigo de Bloco Linear

Seja a matriz de verificacdo de paridade [ Hl de um co-

digo de bloco Iinear (n,k,d) em GF(q) considerada sob a forma
IHI = ii’—zh—"ihll’ onde cada vetor coluna L possui (n-k) co-
ordenadas em GF(q), ou seja, = "iU“Zi *rxin- ko i i :TI [2,...,n.
Considere umdi agrama de arvore cono uma col ecado de
nés (estados) interligados entre si por ranmps unidirecionais. Cada
estado a uma dada "profundidade" k é indicado por uma (n-k)-upla
S (k) comelementos em GF(q). As linhas sdo tracadas da profundida
de k para a profundidade k+1, considerando os nés {S"(k)} a uma

dada profundi dade gerados cono indicado no diagrama da figura 2.9.
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So CQ - o 0\ - O -—
- N\ S0~ | So —~
\ o S \ ! - "'\
D ~ : ~—
& .
o+hl a8 ~So+q h2
: i ~—
" =
g=q-1 \ -

Figura 2.9 - D AGRAVA CE ARVORE PARA UM CODI GO
DE BLODQO

Deste nodo é possivel verificar que a unma dada profundi”

dade k existem o0os seguintes nos:

80
s,©°j , h, i <i <k
a,o'ji "iojf iif *s* *r zZ *

etc

De uma maneira resum da, € possivel escrever que a um

dada profundi dade k existem 0sS nos:

k
SM(k) = S (0) ©z h,, com a* e GF(Q) (2-1)

Cada estado é identificado por uma (n-k)-upla emGF(q) ,

de modo que o nunero de estados emqual quer profundi dade ndo pode*
n-k
exceder q , O nunero de (n-k)-uplas distintas comelementos em
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GF(q). Deste fato segue-se que é possivel fazer unma nodificacdo na
figura 2.9, que consiste emjuntar os nos indicados pela nesna '

(n-k)-upla, resultando em um diagrama de trelica.

Definicdo 2.3.2 - Uma trelica associada a um cdédigo de bl oco em

GF(q) € una colecdo particular de nés (ou estados) interligados °*
por ranps unidirecionais, e agrupados em conjuntos indexados por
umparanetros k, k =0,1,2,...,n.

Un ndé indexado por um dado valor de k é dito estar
a uma profundidade k. As l|linhas serdo tracadas entre certos pares’
de n6s a uma profundidade k e a uma profundidade k+1, para *
k =0,1,2,...,n-1; coma direcdo do ramo da profundi dade k para a

profundi dade k+1. Para qual quer profundi dade k existirdo no ndxL

n- k
n q nés, os quais serdo identificados por (n-k)-uplas, S*(k)
n-k
com el ementos em G-(q) para certos valores de i. Todas as ( '
n- k
(n-k)-uplas sao ordenadas de 0 a q -1, com 0 referindo-se a
(n-k)-upla toda zero. S*"(k) é interpretada cono a i-ésinma *

(n-k)-upla desta lista ordenada. Desde que nem todas as (n-kj-uplas

podem corresponder aos nos a uma profundi dade k, deve ser considera
n- k

do um conjunto P, subconjunto dos inteiros {0,1,2,...,q -1}
correspondendo a essas (n-k)-uplas que estdo relacionadas a nds a

una profundi dade k.
2.3.3 - Construcédo da Trelica

A trelica associada a um codigo possui n+l profun-

n- k
di dades, desde k=0 a k=n, e possui a cada profundidade q esta
dos possiveis. Cada n6 é caracterizado pela profundidade k e pelo
n—k
estado i=0,1,2,...,q -1; de nodo que cada né origina q ou-

tros. Cada né em qual quer profundi dade k €é obtido cono combi nagédo

| inear dos vetores h- correspondentes a profundi dades menores que



k, de acordo coma equacdo (2-1). E importante notar que S”(k) néo
€ univocamente definido, pois diferentes cam nhos (no maxinmo ) po-
dem | evar a um mesno estado.
O nunero de nos que sdo definidos a uma profundi dade k
é dado por qLI, onde LI é o nunmero de vetores coluna {h’\}K‘ i ~
nearmente independentes.
A construcdo da trelica associada a umcodigo de bl oco'
¢ feita de acordo como procedimento descrito a seguir :
1) - Na profundi dade k=0, a trelica contémsomente umno, chanmado’
SQ(0), a (n-k)-upla toda nula.
2) - Para cada k =o0,1,..., n-1, a colecdo de nos na profundi dade '
k+1 é obtida a partir da colecdo de nés na profundi dade k pe

| a formul a:

S (k+1) = S.(k) 0Oa, h,., ieP,, a"eG(Qq) (2-2)

Para cada i ~v"' ** |i-""" de conexdo sdo tracadas entre o no

(k) e os g no6s na profundidade k+I, gerados enpregando a
equacao (2-2) acima. Cada linha é determi nada pelo valor part_i
cul ar de que gerou S”(k+l) apartir de S*Ck),

3) - Expurgar quaisquer n6s que ndo tenham um cam nho para o estado
todo zero na profundidade k=n, e retirar todas as linhas tra-
cadas para estes nos expurgados.

Ha wuma correspondéncia biunlvoca entre cada palavra co-
digo e a sequéncia de °j.' " sobre qualquer cam nho, do né todo ze

ro na profundi dade 0 para o todo zero na profundi dade n. Existem'’
k

q cam nhos distintos através da trelica, e cada umdeles corres -
ponde a una pal avra codigo. Assim a trelica fornece um método com
pacto de catalogar todas as palavras coédigo; cada palavra cddigo '

distinta € representada por um cam nho distinto na trelica.

Exenplo 2.1 - O procedimento descrito é melhor ilustrado neste exem

pi o, onde é considerado o cédigo binario (5,3,2) introduzido no
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exemplo 1.1, cuja matriz de verificagdo de paridade foi determ nada

no exenplo 1.2 cono sendo

Neste caso, n=5, k=3 e =2, de nodo que q =4
P. C{0,1,2,3}.

s n6és sao associ ados aos nuneros inteiros na forma i n -

di cada:
[ 0] [ 0] || ik
+0 s ] * 2 e
o] 1 10 1
A trelica para este co6digo é apresentada na figura 2.11,
, Prof
Estado K=0 g K=2 K=3 K=4 K=5
0
(U) 'QT’”* ’*\\ e ‘\\\'_V/ e /-“\'f’ /'/"
(U) N\ \"\\ iy \\\‘-\ // ,/'/,\‘\.
l L \ . \ C— — B
(6) . \\\ . — - __>‘. e —
. / S g / e
d - N ./jf\/- *\ Pst
Figura 2.10 - TRELI CA NAO EXPURGADA PARA O
oD (5,3,2).
Prof.
F.sLa(b K=0 K=1 K=2 K=3 K=4 K=5
Q)
: :
(.1) - \
1Y i
(o) : N
1.
(1) o

Figura 2.11 - TRELI CA PARA O CODI GO CE BLOOO (5, 3, 2)
( EXPURGADA) .



A referéncia |25| apresenta alguns algoritmos, oS quais
perm tem uma reducdo na conmpl exi dade da busca em una trelica asso -
ciada a um codigo de bloco. Entretanto, € evidente que deve existir'
um conprom sso entre a compl exi dade e eficiéncia dos sistemas que
enpregamtais algoritmos, o qual € analisado através de sinmulacédo ,
na referéncia citada. Alguns destes procedi mentos serdo apresenta -

dos na secao 2. 6.

2.3.4 - Decodificador de Viterbi usando a Trelica

A decodificacdo é executada baseada na énupla recebi da’
r, comconponentes reais. E assum do que ndo ha interferéncia inter
sinbélica, de nodo que a j-ésima conponente de r depende sonmente
da j-ésina conponente da palavra transmitida c.

Tanbém é assum do que a contribuicdo do ruido em cada*
una destas conponentes € descrita por variaveis aleatorias estatis-
ticamente independentes N, comfdp f ( ) i =1,2,...,n. Entao

: i Ni

0 logaritmo da funcdo de verossimlhanca, dado a pal avra cédigo

transmitida, & da forma

Z (r.,c.) = Z(c) (2-3)

Para unma dada sequéncia recebida r, é Obvio que unma
decodi fi cagcdo com méaxi ma probabilidade a posteriori é aquela que
encontra a pal avra coédigo ¢ que maximza Z(c). Seria enprego da
forca bruta verificar por exaustédo, i.e, tentando todas as (q pos
siveis pal avras cadigo.

A seqguir é descrito umalgoritmo recursivo pelo qual

mui t as pal avras cddigo podemser descartadas no processo de decod”
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ficacdo quando na determ nacdo da pal avra cédigo que maximza Z(c) .
A cada n6 SMik) na profundi dade k, deve ser associado
umnunero real V(S*"(k)) de acordo comas seguintes regras:
1) - Para a profundi dade k=0, faca V(S,(0)) =0.
2) - VE e’k+l' " " V(Sr(k+l)) a partir de ViS*k)) da seguinte
maneira:

V(S_.(k+l))= M V(S (Kk))+Z...(r,. ,a)} (2-4)
aj GGF(q) J

com'°", j*i onde P» ~AGP* é umsubconjunto de indices t al

que, para algum a de GF(g) temse
S.(k+1) = sk © a h,. .

3) - Retenha somente aquel e cam nho para o qual aférmula (2-4) forne
ca o maxi no.

4) - Em k=n, a sequéncia de ot .'s obtida simplesmente |igando o ca-
mnho do estado todo zero na profundidade k=0 até o estado to
do zero na profundidade k=n, corresponde & palavra codigo c

que maxi m za Z(c) .

2.4 - DEQ SAO SUAVE NA DECODI FI CACAO QUANDD A FONTE TEM DI STRI BUI CAO
CE PRCBABI LI DADE DESCONHEQ DA

Ser& apresentado umprocedi mento que faz uso de coefici-
entes probabilisticos condicionais de confianca cono medi da de con -
fiabilidade, resultando emuna regra de decodificacdo de naxima ve -

rossiml hanca condicional.

2.4.1 - NogGes Preli mi nares

Consi dere um sistema de conunicacdo no qual os sinbol os®
da fonte binaria temuna distribui ¢cdo de probabilidade desconhecida’

e sdao transmi tidos emblocos de n digitos atravées de umcanal sem
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menoria, caracterizado por uma funcdo de verossimlhanca fiy™lj),
onde j e {0,1}, y ¢ R

Ua vez a palavra binaria transmtida e uma sequéncia
Y- (yi'***'Y"r recebida, o uso do nmétodo de Neymann-Pearson cl as-
sico 1131 para cada y~ comumnivel de confiabilidade prescrito |,
resulta emumdigito binario x”. A decisdao x” nao considera qua_l
quer medida de conclusividade relativa a una observacédo particular'
y~; pois diferentes Yi ' *® podemser decodificados emumnesno x*,
com as nesnmas probabilidades de erro tipo | e tipo Il, podendo cada

una das deci sfes possuir diferentes graus de conclusividade.

A mai ori a dos procedi mentos de decodificacdo que enpre-
gam deci sdo suave, tratamde casos quando a distribuicdo da fonte é
conheci da, de nbdo que é possivel ser usada a probabilidade a poste
riori como medida de confiabilidade. Contudo, €é conhecido que em
varios problemas praticos esse ndo € o caso. Wbl fenson e Rocha 139 |
propuseramfazer uso de coeficientes de confiancga condicional de

Kiefer | 21|» os quais téminterpretacdo frequentista, cono uma ned_i

da de confiahilidade.

2.4.2 - Decodificacdo usando Confianca Condicional

O uso do lemn fundamental de Neymann-Pearson permite de
codificar com probabilidades de erro prescritas, cada conponente da
pal avra recebida y, resultando numvetor x. Cono discutido, este
procedi mento ndo expressa nenhuma conclusividade |evando emconta '
una observacdo y”~ particular.

Denotando por a e 3 as probabilidades de erro tipo i
el | , aconclusdo provi da pel o método é si mpl esment e que cada yA
deve ser decodificado em x* com probabilidades de erro a e 3

Kiefer |21] propbés umesquenma de atribuir uma confiabilidade a cada

decisdo x- emtermos de umcoeficiente de confianga condicional.
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Consi dere uma particao Il do espaco de observacbes R

onde H={RA > para j c¢c {0,1}, s e S (S umconjunto de indices)

e tanbém definido 0° através da relacdo 11°=11Q u 1~

Observando um dado c R é procurado o elemento '
I?j c Il noqual caiu, e assim y* e decodificado em j com®
confiangca condicional i dada por R = P{decj| nso,j/«

E assumido ainda que n ¢é escolhida de t al maneira que

P{dec 0| n*,0} = P{dec ||n*,I} (2-6)

R sendo uma probabilidade, pode ser interpretada emterms de
frequéncia relativa. Repetindo o experimento independentemente um
namero muito grande de vezes de nodo que se tenha um grande numero'

de ocorréncias de Il %0 fornece aproxi mdamente a fracdo das
sO

vezes que 11 ocorreu e nas quais foi tomada uma deci sdo correta.

Isto fornece, portanto, uma maneira objetiva de atribuir uma medi da

de confiabilidade a cada decisdo NP. Assum ndo que y = (y*« =« #y )
Si

foi recebido e que seja verificado y. e H para cada '

i =1,2,...,n, Segue-se que cada y. pode ser decodificado pelo '

procedi mnto convencional NP com a e $ e a medida de confiabilida

de da decisdo é dada por R ¢ - A questdo agora é conpo combi nar as

confiabilidades R ., 1 =1,2,...,n de nodo a atribuir uma medida'
S|

de confiabilidade a sequéncia decodificada x = (x-*-..,x)« Se X

¢ a sequéncia decodificada, |evando em consideracdo que o canal é

. A ' . n .
sem nenm'a’PledeQ:O%'Yq{“ﬁﬁ,r .e,V% = n Pldec x.l,jJI Y Xi'}

=_rr]1 R = R(X) (2-7)
i=1"-

* Veja lista de sinbolos e abreviaturas.



Desta maneira & associada uma confiabilidade dada por

n
R(x) = Il R . a sequéncia inteira decodificada.

=1

2.4.3 - Exenplo: Aplicagcdo a um Canal com Ruido Branco
Gaussi ano

O método de decodificacdo apresentado & uma solucdo de
conprom sso entre mnimzar a probabilidade de erro por digito e es
col her a palavra codigo mais provavel. E possivel visualiza-lo como
um procedi mento emdoi s passos, onde primeiramente o critério NP é
usado, comprobabilidades de erro prescritas, e entdo a estrutura '
do codigo € enmpregada juntamente coma medida de confiabilidade/ de
nodo a encontrar a palavra coédigo mais provavel, condicionada a
observacao.

Nesta aplicacdo sera consi derado um canal perturbado
por ruido branco gaussiano commédia nula e variancia unitaria. A
fonte bipolar transmte +1V ou -1V correspondendo aos sinbolos 1
e 0, respectivamente.

Também é assum do iguais probabilidades de erros a = 8
a decisédio NP é y. >0 <com a=3=0Q(Il) =0,16.

=0
A particadao Il & escolhida de nodo a permitir a maxim

variabilidade nos coeficientes de confianca. No exemplo, S € esco-
S

| hido conb o conjunto dos possiveis valores de R 'S e, Il serai n
dexado de nodo que R = s. Portanto,
R = s = Pidec j|y,j} = 7%= J"VIJ (2-8)
piy 1]}
ou seja,
R =s = I (2-9)

, . Pidec 1-],yl])
Pidec . .yl|j)
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Assim s = -~ , € n® é escolhida cono
1+ &Y

n = {* Y2 In (s-*-1) para s > 1/2}. (2-10)

Suponha, por exenmplo, que y = (-0.2,-0.7,-0.7,0.2,1."])
de forma que o procedimento NP bit a bit resulta emx(0,0,0,1,1),
com coeficientes condicionais (0.6,0.8,0.8,0.6,0.9) e com confiabi.
[idade R(x) = 0,207.

Observe que devido a escol ha de 11, +0.2V pode ser de-
codificado em1 ou 0 commedida de confianga 0.6 ou 0.4, respectiva
ment e. Supondo que o codigo (5,3,2) descrito no exenplo 1.1 €& usado
no contexto acima, é possivel fazer uso do diagrama de trelica asso
ciado (veja exenplo 2.1, figura 2.11) para encontrar a palavra codi.

go de maior confiabilidade.

Os passos da decodificacdo estdo esquemati zados abai xo.

00 0.6 & . ©0.48 *0.384
01 0.08 \ \0.096
10 0.12 0.096
11 A 0.32 v -

(a) (b) (c)

0.057 0.138
0.153 \—/
(e)

(d)

+0.256

Figura 2. 12 - PASSCS NA DECODI FI CACAO DO ¢CDl GO (5, 3, 2)
USANDO METODO DE WILFENSON- ROCHA

Observe que umerro f oi corrigido no primeiro digito '

(R- =0.6), pois, uma decisao abrupta estima a palavra transmtida
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como (0,0,0,1,1) com R(x) = Q2Q7, enquanto que a saida do decodi -
ficador estima (1,0,0,1,1) com R(x) = 0.138. Deve tanbém ser obser
vado que a posicdo alterada foi a de menor confiabilidade, e que
una nudanca na quarta posicdo ("4 ~ 0.6) ndo € permitida pela es

trutura do codi go.

2.5 - DI STANCI A GENERALI ZADA

Sera mostrado que distancia generalizada constitui uma
extensdo da idéia de apagamento discutida anteriormente, a qual per
mte unma maior flexibilidade no uso da informacdo de confiabilidade.
0 enprego de distancia generalizada perm te que al goritmos algébri-
cos de decodificagdo possam ser prontamente adaptados para fazerem
uso da decisdo suave. Desta forma, algumas caracteristicas de deco-
di fi cacdo probabilistica sdo introduzidas semsacrificar a atrativi.
dade dos procedi ment os al gébricos.

Ser&o analisados dois algoritmos para decodificar por
distancia nminima generalizada, sendo o segundo procedi mento descri -
to, proposto pelo autor. Para o primeiro procedi mento, introduzido'
por Forney || 4] em 1966, foramtanmbém desenvol vidas cotas exponenci

ais para a probabilidade de ndo decodificar corretamente.

2.5.1 - Medi das de Distéancia

Os al goritmos de decodificacdo sdo formulados, geral men
te, emtermos da escol ha da palavra-cddigo mais proxinma da pal avra'
recebida, onde a "proximdade" € definida por alguma medi da de dis-
tancia. Duas i mportantes medi das de distancia sdo apresentadas nes-

t a secdo. A distancia de Hamring, ja introduzida na definicdao

1.2.2b, serd reapresentada de uma maneira mais formal .
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Definicdo 2,5.1a - A distéancia de Hamming D,(f,3) entre duas pala

vras f 2 e sinplesmente o nimero de posicdes em que elas diferem

iA, D(f,g) = I d.(f..g.)

Onde
0 se f. = q.

Suponha que o receptor decide, para cada amostra recebida,
qual das g letras foi a mis provavelmente enviada, uma escolha °
que corresponde a um elemento do GF(q) rotulado por r”. Esta esco -
| ha &€ entdo associada a uma classe de confiabilidade c¢. de acordo’

coma certeza que se temda nesna ter sido correta. A cada classe c.

sdo associados dois paranetros 3 . e 3 . tais que 0<3 .<3 .<1 -
@ eu D ej ~

Contudo, sera mostrado que sonente a quantidade a. = 3 . - 3,¢, cha

* * D eD @ -

mada de peso da classe c.., é significante. Vé-se claramente que °*

(Vj) é verificada a relagdo 0 < a. < 1.

Definicdo 2.5.1b - Distancia generalizada D'‘E/f.) entre a palavra’

recebida r e a palavra codigo f & definida conb sendo

A
D (r,f) = Z d_(r.,f.)
=1 G 1 1
Onde
3- se r. =f , . ec
CD 1 1 1 D
do(r., f.) ={
3eDse r l7‘*f1,rlecD
Deve ser observado que esta distancia nao constitui uma
metrica | 2 |, enquanto que D' representa uma netrica.

Em geral, as classes para as quais a=l serdo referidas
cono classes de plena confianca, e aquelas para as quais a=0 cono'
cl asses ndo confiéaveis. Valores intermediarios de correspondem
a niveis intermedi arios de confiabilidade. Tanmbém ser&o ordenados os

nuameros das cl asses emordem decrescente comrelacdo ao seu peso, de
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maneira que se j < k, entdo «. > a’.

2.5.2 - Decodificacdo por Distancia Mnima General i zada |

Al gumas das propriedades da distancia generalizada se -
rdo discutidas a seguir, as quais permtemo estabeleci mento de um
decodi ficador usando distancia minina generalizada. Cotas exponen -

ciais de erros para o algoritmo estabelecido serdo também desenvol -

vidas.

2.5.2.1 - Propriedades da Distancia Generali zada

Inicial mente suponha que durante a transm ssao de una

palavra f de um cdédigo de bloco (n,k,d) , o numero de letras rece-

bi das corretamente (r. = f.) e postas na classe c¢. €& n ., e 0
[ [ 3 c3

ndmero das recebidas incorretamente (r, ? f”) e postas nesta classe
Cy € ng-

Teorema 2.1 - Se f é enviada e n . en . sdo tais que se verifi

Cj ej
ca E J(l-a)n .. + (Il+a)n .1.<d, entdo D (r,f < D_(r, ara
El-apn o+ (Irapn o1 S ) <b(r.g) p

todas pal avras cédigo 3/ f.

Prova - Pela definicdo de distancia generalizada segue-se que

D (r,f) = £IB . n . +3 . n 1 (2-11)

Para qual quer pal avra cédigo g *~ f_ serdoconsiderados

trés conjuntos de indices, de acordo com

o se f.=09.
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O nunero de letras s .|l els.1
@ 1eD1 @
sati sfazem as rel acoes S .| <n e <n ... Entao:
eD ¢ ‘(D‘ @ ‘eD - eb
d.o(r.,qg.) > 0 = d(<3,f) i C ‘0 (2-12)
P i £ s . (2-13)
G Mi e] Wi * - ej D
P sai s o e i e s . 2-14
G it >- 'C Wi C| eD ( )
14) acima, obtém -
se:
S ] <i-em> S
eb (€3] eD
d - zJ (]1-B.ee)n (D+(1-6(D)neD (2-15)

Utilizando a hipotese d > £(1-3 .+3 .)n .+(1-3 -+3 .)nJ.
* j eD O O @D eD ep
para enfraquecer a desigual dade (2-15), temse

CQD

E 6bvio que se o critério de distancia mininma generali-
zada for utilizado conmo critério de decodificacdo, ndo serdao cometi

dos erros nos casos onde n . e n sao tais que a desigual dade do
@ eD
teorema 2.1 é satisfeita.

No caso especial em que had somente uma cl asse a™ = 1,
No € o ndnero total t de erros em r, de maneira que o teorema'
torna-se D{gr,f) <DG(r,g) Vg ~ f se 2t < d. Se for permtida a
i ncl usédo de urna cl asse de apaganmentos o0.” = 0, cujo nunero total &

S = n=+n o teorema pode ser reescrito cono
c2 e’

rlt i Cr'gr2) 'S +i 0 2t + s < d
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Estas sao condicbes familiares que assegurama nao ocor
réncia de erros quando for utilizada a decodificacdo por distéancia'
m ni ma.

Definicdo 2.5.2a - E dito que a palavra codigo esta "dentro da dis-

tancia minima da pal avra recebi da" quando a desi gual dade do teorema
2.1 é aparentemente satisfeita.

O teorema mostra que ha no maxinmp uma pal avra codigo
dentro da distancia minima de qual quer palavra recebida. Assim se
o decodi ficador encontra alguma pal avra cdédigo dentro da distancia
mnima da pal avra recebida, el e pode i medi atamente anunci ar que es-

ta e a palavra decodificada.

2.5.2.2 - O Al goritmo de Forney

Forney Jr.| 14| prop6s um algoritmo prético que usa dis-
tancia mnima generali zada cono critério de decodificacao, e que
funciona se ha uma palavra dentro da distédncia minina da pal avra re
cebida. Aqui €é assum da a existéncia de al goritmos de decodificacédo
que sdo capazes de mani pul ar com apaganentos e erros, e que operam
se 0 nunero s de apaganentos e o nunero t de erros sao tais que
2t + s < d.

Suponha, para este proposito, que as letras recebidas *
em al gumas classes s&o consideradas conb apagamentos, e as restan -

t es como conmpl et ament e confiaveis. Denotando por

E={jlc. é ndo confidvel}, e R=E ={j c. e de plena '
confi anca}
¢ tentado decodificar a palavra recebida pelo algoritmo de erros-e-

apagamentos, o0 qual estar&a apto para decodificar se
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2 | n .+ | (n . +n .) <.d. (2-16)
j eR =» j e. on o>

Se isto acontece, verifica-se, entdo, se a palavra codi

go obtida estd dentro da distancia minima da pal avra recebida. Caso

el a esteja, entdo foi determ nada a Unica palavra dentro da di stéan-
cia nnina.

Nao ha una unica atribui ¢cdo provisoria de apagament os '

para a qual este nmtodo tem sucesso. Contudo, o0 teorema a seguir e

seu corolario nmostram que um pequeno nunero de tais tentativas apre

sentam éxito emencontrar a unica pal avra codigo dentro da distan -

ci amnim, seexiste uma. Cono anteriormente, as classes séo consi

deradas ordenadas de acordo com ordem decrescente de confiabilidade.

Seja J o nunero total de classes, e umvetor de J di

nmensbes a definido cono a = (a", ' *+e*¥*jJe SA0 tanbémdefinidos

os conjuntos R = ij|]j] <b} e E ={j | ] > btl} com 0 < b < J.
E considerado que a,, umvetor J-dimensional com |[|'s
b

nas primeiras b posicdes e zeros nas demais, representa uma atri-
bui cdo proviséria correspondente a R = e E=FE'". Aidéia do teo
rema 2.2 abaixo é que ot esta dentro de uma envoltdria convexa, cuj 0S
pontos extremos sao " k' *°' enquanto a expressdo f (ct) a ser defin.i
da é uma funcdo |inear de ot, que deve assumr valores m ninos em

al gumponto extremo, ie., para uma das atribuic¢des provisorias ct”.

J
Teorema 2.2 - Se i|:||](|'a'j)”cj' + (I+aj.)ne...1 <d e a. ! para
j < k, existe alghmintei ro b tal que a desigual dade '

21 n .+ | (n . +n ) <d é satisfeita.
j=1 = j=b+l = -

Prova - Inicialmente e definida uma funcdo do vetor ot.

f(a) = z%il-a.)". + U+CAn"} < (2-17)
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a qual satisfaz as seguintes propriedades:

i - f é una funcd@o linear do vetor J-dimensional a
i i - note que f (a, ) :b21 n.+Z‘J (n . +n .).

-b j =1 e, , . ,.. C, e,

O teorema € provado supondo que (Vb) f(a”) > d,
0 <b < J, e exibindo uma contradicéo.

Para isto,sejam Xg =1

‘bbb - bt - £ < -
E facilmente verificado que 0 < X 1 para :
J b
b =20,1,...,J e que E X = 1.
b=0 °
J
Ora, a= Z X a , de nodo que é possivel escre -
b=0 *° °
ver
. J J J
lf(a) =f(zZ X a ) = E Xxf(a.) dI x =d
\ ~ b=0 *°® ~° b=0 * "* * b=0 °
CONTRADI CAO 2
Portanto, conclui-se que f (ot") < d para pelo me -
nos umvalor deb, 0<b<J. cQD

Este teorema prova que se ha alguma pal avra cddigo"
dentro da distancia mnima da pal avra recebi da, entdo deve haver al
gunma atribuicdo proviséria, a qual permte que o decodificador de
erros-e-apagamentos tenha sucesso em decodificar de acordo como '
critério de distancia minima generalizada. Miss umdecodi ficador de

erros-e-apagamentos tem éxito se e somente se existem aparentemente

Nenhum erro e d - 1 apaganment os

Um erro e d - 3 apagament os

-t erros e d - 2t,-1 apagamentos, onde t , = d-1

Corol ario - Bastam t » + 1 < —- tentativas de possiveis atribui

cbes provisorias para que se tenha sucesso emdecodificar qual quer'

pal avra recebi da que esta dentro da distéancia mninma pelo critério



de distancia ninima generalizada, nao i mportando quantas cl asses de

confiabilidade existam

Segue-se, portanto, que o nunero nmaxinmo de tais proces-
sos e sonmente proporcional a d. Ademais, muitos dos processos (taj.

vez todos) podemt er éxito, de nodo que o numero nedio de proces -

sos pode ser apreciavel ment emenor que 0 maxi no.

2.5.2.3 - Cotas (exponenciais) de Erros para o Algoritmo de
For ney

Para o algoritmo proposto por Forney |14 | existem desen
vol vidas cotas "apertadas" para a probabilidade de ndo decodificar'
corretamente, onde "n&o decodificar corretamente” significa decodi-
ficacdo incorreta ou incapacidade de decodificar. Este daltinmo even-
to ocorre quando ndo ha pal avra codigo dentro da distancia nmninma '
da palavra recebida.

Considere uma variavel aleatdéria y”», a qual para cada

letra transmtida assune val ores:

|-a_. se aletra é recebida corretamente e posta em c.

l+a.Dse a letra é recebida incorretamente e posta em Cj

Assum ndo um canal sem nmendria, estas variaveis aleato-

n

rias {yt"t resultamiid.
Sejam p rpr{y.f(1-a.j}e pyz5=pr{y; =(1+a;) } (2-18)
A funcdo geradora de nmonentos |s g(s) para a varia-

vel aleatéria y”~ é dada por

s . s(l-cx.) s(l+a.)
g(s) = Ee''} = 2Z p., e *> +p,. e J (2-19)
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e a funcdo geradora semi-invariante | 8 | correspondente, expressa'’

por u(s) = £ng(s).

Ja e sabido que nao haverd erros na decodificacao se
n(D. eg sao tais que a desigualdﬂade do teorema 2.1 é satisfeita.
0 que € o nesno que requerer que | y. < d. Deste fato segue-se '
que i =1
n

y.  d} (2-20).

A cota de Chernoff | 8 | & uma cota exponencial mente .
apertada para a probabilidade de que a soma de vari avei s al eat6ri as

iidexceda umcerto ndnero; no caso, a cota resulta em
pr(ndc) < exp - n |s6 - u(s) | (2-21)
valida Vs > 0, onde 6 = d/n.

E possivel tornar a cota mais apertada maxi m zando o ex

poente pela escolha de s e dos ou's:

E(0) = max |s6 - u(s) | (2-22)
Saj
Primeiro, a maxim zacao sera feita sobre ct_.; e desde’
que VYy(s) = £ng(s), isto e realizado mnim zando ¢g(s).
A s(l-a.) s(I+a-)
g(s) =s p -e '+ s p -e =0 (2-23)
G & 's Otinps sdo entdo determ nados a partir de
J
(2-23) acim, lembrando da restricdo Q < <1, o0 que resulta em
0 se L 0
a3 = Lj/2s se 0 < Lj < 2s (2-24)
1 se 2s
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p e prir. correta] r. Ec }
onde L. =1In =« =1n = - j—
A e pr {r*incorretal|r, e .}

Assim, a atribuicdo otinma dos pesos envol ve apagamento
de qual quer recepcdo para a qual a probabilidade da escolha correta
p seja menor que 1/2 ; considera plenamente confiavel qual quer re-
cepcao para a qual p seja maior que um |limiar (que depende de S),
e para valores internmedi arios assume umvalor proporcional ao £og
da razédo de verossimlhangca In p/(l-p). Portanto, exceto pelas I|i-
m tacbes nos extremos, a decodificacdo por distancia ninim genera-
lizada € um método que utiliza o £0og da razdo de verossim | hangca em
esquemas de decodificacao al gébrica.

Suponha definidas as classes jeR se L. > 2s

jeE se L. <0
jeG noutros cas|)s

Segue-se, entao, que

90pt(51 = e pe(s) +eSPx<s>+eSPg<s>+ Pc<s> <z_25>
onde,
b 2-26
p(s) =£ p. ., p(s)-2c] (2-20)
j eR ° | ¢ ] eR
(2-27)
Pk (S) :JeE N + N
P@‘“:ljééeitciCJ cetee
Final mente, assumndo ", . (s) =1n g,,.(5S) e tendo em

vista a equacdo (2-22), temse que

E(6) = max |s6 - y,,.(S) | (2-29)

Agora otimi zando pela escolha de s, observa-se que
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para o s Otino verifica-se a relagéo

g . (s)

GZVOPT\S) = % N (zm 30)

Cono "Qp.~*N 6 monotonicamente crescente com s, pois,
Ms) é convexa | 8|, a equacdo (2-30) acima admite solugio com
s > 0 se e somente se 6 > A)« E concluido, portanto, que a
menor distancia mnima (de Hammng) para a qual a decodificacdo por

distancia minima generalizada pode operar é dada por ""optA"~*

2.5.3 - Decodificacdo por Distancia Mnim Generalizada ||

Neste secdo sao feitas algumas consideracdes adicionais
sobre distancia generalizada, apresentando um algoritmo de decodifi
cacao por distancia mnima para cédigos de bl oco, o qual faz uso da
trelica associ ada ao cadigo. A

O algoritmo aqui apresentado estabelece um procedi mento
equival ente ao proposto na secdo anterior no sentido de que tanbémn
escol he a palavra codigo mais proxima da palavra recebida, quando é
utilizada cono medi da de proxim dade a distancia generalizada. Deve
ser mencionado, entretanto, que existemalgumas dificul dades prati -
cas na inplenentacdo do decodificador descrito pelo teorema 2.2 da
secao anterior. As + 1 tentativas de decodificacdo do corol ari o’
deste teorema podem resultar ematé t'"+ 1 palavras codigo diferentes:.
A classe de algoritmos apresentados por Forney sugere o uso de téc-
nicas al gébricas para gerar umcerto numero de palavras cédigo pro-
Ximas em algum sentido da palavra recebida. O problema cruci al é
encontrar uma técnica eficiente de gerar o conjunto de palavras coO-
digo, o qual tenha alta probabilidade de conter a palavra cédigo
mai s provavel, dado a pal avra recebida. Serd mostrado que o procedi

mento descrito a seguir se apresenta mais simples em termos de com
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pl exi dade do decodificador.

2.5.3.1 - Consideracdes |ntrodutérias

Em principi o, una nmudanca na notacdo serd realizada por
conveni éncia, de nmobdo a tornd-la adequada ao problema. Considere R

0 espaco de observagﬁ?es e unma parti géo~de R denotada por { | KS} /
s s S

j ¢ {o,12y € s c S onde S €& umconjunto de indices. H=I1TQ U 11" "

denota uma classe de confiabilidade, a qual sdo associados dois pa-

rametros B e 3 , 0 <R R < 1; e a quantidade a =$ - 3
s s s s s s

S - -

€ dita ser o peso da classe n . Tanbém sera considerado umvetor '

a = (a , R | ) definido pelo peso das classes nas

quai s as conponentes da palavra recebida r = (r-*,r»/ ., ¢« r ) se en-

contram ou seja, se r. e Il entdo a = a Assim a nota-

' 0
c¢ao (i) indica que se faz referéncia a classe de confiabilidade a

qual r. pertence.
ha das perguntas i mportantes que surgemaquando € dada
uma particédo {Ilj} do espaco de observacdo R & cono atribuir valo-

res aos paranetros B, e B para cada classe de confiabilidade’
s °S
E claro que o enprego da teoria da decisdo seria oportuno aqui,
usando apropriadamente o conceito de funcdo utilidade |I3]. Contudo,
seréa proposta uma maneira de se atribuir valores para os pesos '
S ~

S
I

de cada cl asse 11 da particdo, de forma a representarem um

grau de confiabilidade associado & classe.

2.5.3.2 - Sobre Atribuicdo de Pesos a Classes de
Confi abi 1i dade

s
Dada una particdo qual quer {n }, é proposto associar a
cada el emento n° da parti cdo os segui nt es paranetros:

*\Z.'"' *

-S
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classe de confiabilidade P

3 = pidec correto|r.eu }e 3 =p{dec comerro|r.ell }
ES : CS 1
Deve ser observado que O <3"C < 3e 1/ e que esta °
S S
atribuicdo implica em 3 +3 =1.
°S °S

De acordo com a definicdo 2.5.1b, a distancia generaliza
da de Forney entre a palavra recebida r e uma palavra codigo £

sera expressa por

n
De(r. 1) = Z g (r f) (2-31)
onde,
3 = p{dec correto]|r.el S} N MIS
s B S R
Gt =< (2-32)
_ .S s
3C = p{dec con1errqlﬁ.eu }i'?&" &el

Inicial mente sera analisado o caso binario, onde é assu-
m do que a particdo € sinmetrica, ou seja, {Il } €& escolhidadetal:?®

maneira que

p{dec 0| n°, 0} = p{dec I|n* |} (2-33)

sO
Para uma classe Il , o coeficiente de confianga condicio
nal de Kiefer |2|'| é dado por R., = p{dec j|n S?)

Neste caso particular, (2-32) pode ser reescrita na for-

na
5, = p{dec +'1 8C 3y 1.t 2SO
d.(r ,f.)H S o 0 (2-34)
\ = 1l-p{dec |3 j) rizti, r el
‘S

Entdo para a classe 150 , 0 peso associado aQ e dado

por a,, = 2.p{dec j|n*,j} - 1 =2R, - 1 (2-35)



Not ando que 0.5 < R _ <1, temse que 0 < a, < 1.

sO - sO -
Por outro |[ado,
sO
R, = p{dec j|n®,j}= Pt J" " | j ' (2-36)
sO,
pliily
ou seja,
T p{dec j. 11"|]}
p{dec j[n ,j} = (2-37)
. sO . ] . sO .
p{decj , n°7j} +pidect -, n°7 ]}
Desta forma, deve ser assum do que
6e = L . = N
S p{dec i-i,n°»h} pinTJ]}
1 + —
pidec j ,n’[]} pin® )
\
Definindo NELG o e Ne wverossimlhanca na classe’
sO
A inl’lj}
9B\4 = i 0— (2-39)
Pin~lj)
e observando que para particdo sinétrica 11 2110 ° A" reenee ~
cdo (2-38) pode ser escrita cono
3eg =41 3- ; consequentemente, g =1 P S 1:72?
sO
de nodo que o peso associado a classe IT serd dado por
450 = ¥, - B, Tl P (2- 40)

Einteressante observar que o al goritmo de Hartmann
Rudol ph, descrito no capitulo IIl, utiliza esta quantidade p no

processo de decodificagéo.

A generalizacdo deste procedi mento para o0 caso muitini
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vel e para casos onde a particdo do espaco de observacbes ndo € si -

netrica serd realizada a seguir. Aqui sao supostas conhecidas as
probabilidades a priori dos sinbolos da fonte, denotadas por '
q-1
(P] 0 e
A equacdo (2-39) resulta em
g-1
3. =.].p. pidecj |nSj}
s ’ (2-41)
G T > = g- 1
w1 . . :
3, =1 3:£Up] p{dec j | n, ]} " f.i, r.l,ell
sO
e 0 peso da classe 11 sera agora determi nado de acordo com
-1
sO .
a,="-]1"j P <=Jn ]} -1 (2-42)
q-i s o g-1
P 2p{dec | nc, i} - ., (2-43)
r c0
E p. [2p{dec | [n, ]} 1] (2-44)
j=0"

No caso nultinivel,a equacdo correspondente a (2-36) &

) Pinflj>
pifdecj 11194 (2- 45)

JdPint )

(2-46)
g-1 ptt?°|j>

Ctop(nl)

Rel embrando da definicdo de 7~£]| ) “*°* pel a equacéo

(2-39), temse que

sO
pidecj|n ,j}=—y
£=0" IxIy

C2- 47)
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Desta forma, o termo entre colchetes na equacdo (2-44)°

2 pdec j[nS9) ) -1 =2 1 (2- 48)

(2-49)

, (2-49) pode

: 1=0 *m
2.p{dec 3In rj>" 1 - f W (2-50)

L s

Esta expressdo serda definida como p. nultinivel,

q-i
+-~0 h\3
p. 4 *10 (2-51)
3 q-1

1=0

sO
Ent 4o, de acordo com (2-44) o peso da classe |1 sera'

calculado pela férmila

P. P. (4-52)

- dilo - *oli
No caso binério, P, - ——-4+L—-— e p, - —X N
0 1 + ET,,, 1 1 + p.,,

de nodo que quando a particdo € ndo simétrica, temse p, °
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cono exemplificado na figura 2.13 a titulo de ilustracdo. No caso’

onde (2-33) se verifica, gOIl = gl[O = @ e consequentemente

Po = Py ¥ p; portanto, (2-52) se reduz a (2-40).
| i |
! |
|
| I
I |
I
nSo nSo
(a) p,
I |
I |
I I
| |
| I
1
I
= R
Figura 2.13 - PARTICAO NAO SI METRI CA.
Dada uma particdo Il = {n }, o procedi mento aqui estabe
lecido indica como realizar una atribuicdo para os pesos a das
S
classes de confiabilidade, sem indicar contudo cono proceder para

realizar una "boa" escol ha da particao.

2.5.3.3 - OAlgoritmo de Decodificacéo

O decodificador proposto deve operar sobre a palavra re
cebida r, escolhendo a palavra cédigo f mais proxima segundo o
critério da distancia generalizada, i.e./ deve escol her unma pal avra“
codigo f e C tal que (Vf*e Q DJ(r,f) <D (r,f") (2-53;
Para atingir este fato, é proposta uma regra de decodi-
ficacdo que consiste emestimar a palavra transmitida conmo sendo a

palavra codigo f e C a qual mnimza a expressao A(r,f)={r(+) f}-£( )



Isto pode ser facilmente demonstrado através do seguinte |ema:

Lema 1: Dado a palavra recebida r, a palavra codigo f mais proxi
ma segundo o critério de distancia generalizada é aquela que mi nimi

za A(r,f)

Prova - Dada a palavra recebida r e unma palavra cédigo f, a dis-

téancia genralizada entre elas é dada por

n
D(r,f) mz d (r ,f ) (2-54)
o —— 14 la 1 1
Se & observado que d_(r.,f.) =d (r.,f ) ar" + :
N

G i i H i [ c '
entdo, é possivel reescrever a equacdo (2-54) cono

Do(r,f) =J,.d,(r., f ), "'+ (2-55)

Por outro lado, o segundo termo do somatério independe'

da escol ha da palavra codi go, de nodo que

Mn D,(r,f) => Mn
f - f

_ N>

_d,,(l.r. CfL) ar (2-56)

H | 1

Final mente, observando-se que

[r(+)f].ct TEL CHM iAo Preve A oconpl et ada.
CQD
E interessante notar que se existe somente um classe

de confiabilidade, entéao

M n Db([Lt) = Mn Qiﬂbf)'
f f
Pode ser observado que o decodificador primeiramente -«
ef etua uma decisdo abrupta determ nando uma pal avra recebida r, a

qual pode ou ndo ser uma pal avra cddigo. Em seguida, ele determina
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um vetor de confiabilidade A, associado a esta palavra recebida.

E facilmente verificado pelo lem 2 abaixo que se a pa-
| avra recebida r resultante do uso de decisao abrupta f or uma pa-
lavra coédigo, el a propria e a palavra cédigo mais proxima da pala -
vra recebida no sentido de distancia generalizada. Segue-se, portan
to, que neste caso, o0 algoritmo resulta em assumr que esta foi a
palavra transmitida, o que equivale a desprezar as infornmagdes de
confiabilidade. No caso contrario, estas informacbes sao real mente'
utilizadas no processo de decodificacdo, possibilitando a correcéao’

de erros.

Lema 2: Se a palavra recebida r ¢é unma palavra cdédigo, entdo a pa-
lavra codigo mais proxima de r no sentido de distéancia generaliza

da € a propria palavra recebida.

Prova - Foi provado anteriormente (Lema 1) que minimizar D (r,f) &
G —

O nesno que minimzar A(r,f), através da escolha de uma palavra c®

digo, ou seja,

Mn DM(r,f) <= Mn A(r,f) (2-57)
f ¢~ ~ f
E claro que
n
(viec) A(r,f) =1 |-F"C|r"if')am > 0 (2-58)
pois, 0 <a'” <1 i=l,2,3...,n.
A conclusdo da denonstracdo decorre do fato que se r

€ pal avra cdédigo, entéo

Mn A(r,f) =A(r,r) =0 (2T59)

cQD
O lema 2 permite uma sinplificacdo no procedi mento de

decodi ficacdo. Inicialmente una deci sdo abrupta & realizada, resul-



tando em uma pal avra recebida r, e a sindrome correspondente a es-

ta palavra recebida é calcul ada.

1 - Se esta sindrone e nula, o decodificador |ibera a palavra, adnu
tindo que ndo ocorreu nenhumerro.

2 - No caso contrario, umvetor de confiabilidade é calculado e 0

algoritmo atua da maneira j& discutida.

2.5.3.4 - Exenpl o:

Ser4a apresentada uma aplicacdo do al goritmo de decodi fi _
cacao descrito, utilizando a trelica associada ao codigo de bloco*
binario considerado. Admitindo que a escol ha dos pesos das cl asses’
de confiabilidade utilizadas esteja de acordo como que foi propos-
to (2.5.3.2), e que a particdo simétrica foi escolhida de nodo a
resultar emuma maxinma variabilidade dos pesos das classes;, a regra

de decodificacdo pode ser anunci ada cono: "Estime a palavra transmi

n

tida cono a palavra coédigo para a qual . E d (r.,f.)p € ni ni no,
1— ri 1 1

onde, =1- ™M/ + X e 0" @& a razdo de verossimi

| hanca".

Este procedi mento pode ser facil mente implementado com
0 auxilio de uma trelica. No exenpl o, novamente é assum do que o]
codigo (5,3,2) é enpregado, e que o canal é perturbado por umruido
com distribuicdo de probabilidade /MO,1). E admitido ainda que a '

fonte bipolar transmte +1V ou -1V correspondendo aos sinbolos

Oel.
Suponha que as amostras recebidas foram '
(-0.7,-0.2,-0.3,+0.7,+1.1),de nodo que p‘'’ = (0.6,0.2,0.3,0.6,0.8)
A palavra recebida & aquela que seria decodificada por
deci sdo abrupta, ou seja, r = (0,0,0,1,1).

Usando a trelica, sd obti dos 0s seguintes passos no

processo de decodificacdo:
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. 0.0 «S~ \ »0. 0 . %r__« ~ .« o.0

\' » 0 . 8 >V 0.3

"eD.6 N - »0. 6 A+ 0.5
(a) (b) (.)

-

(e)

Figura 2.14 - PASSOS NA DECODIFICAGCAO POR DISTANCIA
M NI MA GENERALI ZADA.

A palavra cédigo (1,0,0,1,1) estd mais proxima da pala -
vra recebida (o,0.,0,1,1) no sentido de distancia de Hamm ng; entre-
tanto, a palavra decodificada foi (o,1,1,1,1), mai s proxim no senti
do de distancia generalizada. G digitos corrigidos foram exatamen-
t e as posicdes de mais baixa confiabilidade. Tanmbém deve ser obser-
vado que a escol ha da palavra cédigo (1,0,0,1,1) implicaria emi n -
verter umdigito comconfiabilidade relativamente alta. Final mente,
este procedimento apresenta uma vantagem computacional, pois nem
senpre € necessario efetuar célculos, visto que quando *JJ"'| |j_ ) 0,

nada se adi ci ona ao sonmmtorio.

2.6 - DECODI FI CACAO PR DECI SAO SUAVE EMPREGANDO SUBTRELI CAS

Matis e Modestino |25/ introduziramtécnicas que permtem
una reducdo na compl exi dade da decodi fi cacdo de cédigos de bl oco |l i -
neares para al goritmos que enpregam a trelica gerada pela matri z '

[H]. Wa das formas proposta para realizar isto & através do uso de
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subtrelicas bem mais simples que a trelica associ ada ao cdédigo. Se
a palavra recebida r temvarios coeficientes de confiabilidade*
com val ores grandes, as sal das de decisdo abrupta correspondentes
podem ser consi deradas corretas. A subtrelica €& gerada aceitando co
m corretas estas saidas de decisdo abrupta para os sinbolos nas
k-p posicdes mais confiéveis, e perm tindo todas as possiveis com
bi nacdes nas posicbes restantes. E interessante observar que a esco
| ha p=k corresponde ao enprego total da trelic¢a, enquanto que o0
extremo oposto p=0 corresponde a realizar una deci sdao abrupta sem
uso da treligca. Valores intermediarios de p fornecemas subtreli-

cas desejadas. A aplicacdo deste procedimento € melhor ilustrada

considerando o exenplo apresentado na sec. 2.5.3.4, onde

r = (0,0,0,1,1) eal)=¢(56.2.3 .6.8).

As subtrelicas geradas para este caso sao mostradas na

figura 215 (a) e (c).

L] /l ¢——Q
/"/ \\.

- \'\ °

@ \\. e

. \.

Figura 2.15 BX&EWLO DE SUBTRELI CAS PARA UM
cODl GO DE BLOM
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O desenpenho da decodi fi cacdo por méaxima verossi mi | han-
ca (descrito na sec. 2.3) enpregando subtrelicas é analisado para
al guns codigos, nareferéncia| 25| / através de simulacdo emconput a-

dor.



CAPITULO | | |

DECODI FI CACAO OTI MA DE CODI GOS LI NEARES

Serdo apresent adas duas técnicas Otims de decodificacao
de cédigos |ineares emcanais discretos no tenmpo e sem nmendria, quan
do as palavras codi go sdo equi provaveis. Anbas fazem uso de deci sao’
suave e sdo Otimas no sentido que mnimzama probabilidade de erro
por simbolo e por bloco, respectivamente. A primeira delas, o algo -
ritmo de Hartmann e Rudolph |18], faz uso das propriedades de linea-
ri dade do codi go, sendo portant o, aplicavel somente paracddigos | i -
neares. El a é particularmente atrativa para cédigos corretores de '
erros comalta eficiéncia, conforme sera visto. A segunda técnica
descrita € um algoritmo para maxi m zacdo da probabilidade a posterio
r i das palavras codigo | 291"~ aplicavel a codigos nédo |ineares t 4o
bem quanto para codigos lineares. Quando estes sdo considerados, 0
uso da trelica associ ada na decodificacdo torna pratico seu enmprego’
por simplificar o processo de decodificacdo, preservando ao nesno '
tempo sua otimalidade. O desenpenho deste algoritmo é inferior ao

desenpenho da regra de decodificacdo de Hartmann- Rudol ph com rel agéo

a taxa de erros por sinbolo, e vice-versa comrelacdo a taxa de er -

ros por palavra. Para anbos os algoritmos sera analisadoo desenpenho
assintotico da probabilidade de erro, por bit e por palavra, respec-
tivamente, quando sé&o utilizados codigos de bloco binarios e o canal

¢ perturbado por ruido branco gaussi ano.
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3.1 - OALGORI TMO DE HARTMANN E RUDQLPH

3.*1.1 - Introducéo
A regra de decodificacdo apresentada pelo algoritmo de '
Hart mann- Rudol ph é O6tima, no sentido de que mnim za a probabilidade
de erro por sinbolo sobre umcanal discreto no tenpo e semnendria ,
para qual quer cédigo linear corretor de erros,quando as palavras coO-
di go sdo equiprovaveis.
A mai oria das técnicas de decodificacdo de codigos correto-
res de erros sdo exaustivas no sentido de que toda palavra codigo &

1

utilizada no processo de decodificacdao. Estas técnicas nao fazem

qual quer uso essencial da linearidade do codigo. O algoritmo aqui

apresentado € tanbém exaustivo, mas no sentido de que toda palavra '
do cddigo dual € utilizada no processo de decodificacdo; por isto
na pratica, esta regra é usada somente para codigos cujo codigo dual
t emumpequeno narmero de palavras, i1 £, el a é particularmente atrati -

va para codigos de alta eficiéncia. Por exenplo, para o cédigo de

Hamm ng binario C(15,11,3) existem 2~ palavras cddigo, enquanto
4

que o codigo dual C (15,4,3) possui apenas 2 pal avras cédigo. E
concluido, portanto, que a complexidade da regra de decodificagdo de
vera variar inversamente coma eficiéncia do codigo. Este algoritmo’
€ de natureza essencial mente estatistica e, € aplicavel tanto a codi
gos de bloco quanto a codigos convolucionais. No apéndice A é apre -
sentado umprograma emFortran I Vutilizado na investigacdo do desem
penho deste al goritmo para cddigos de bloco binarios em canais com
ruido branco aditivo gaussiano. Os resultados destas sinmulacfes se -

rao discutidos no capitulo a seguir.

* Wa maneira de utilizar a linearidade & considerar o uso da treli-

ca associada ao codigo, descrita na sec. 2. 3.
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3.1.2 - A Regra de Decodificagao

A regra de decodificagcao i apresentada para codigos de
bloco |ineares, e posteriormente una extensdo para codigos convol u-
cionais sera feita.

Seja ¢ = G@-FG,»+¢c ") wuma palavra de um cddigo de
bloco Iinear C(n,k,d) sobre GF(p), ec! = (ce,,Ce",...,Cj],..)
j-ésima palavra do cédigo dual ¢ (n,n-k,d" ). A palavra c é '
transm tida através de um canal discreto no tenpo e semnendria cu-
j os sinbolos r ”~ s&o nuneros reais, de nodo que a palavra recebida
é da formm r = (r* 1 ..., MIl°" r~ e R A questdo que o algo
ritmo se propbe a resolver €: dador, calcular uma estimativa c”*

do mésino digito da palavra transmitida c¢, de maneira que
a probabilidade de se ter ¢, igual a seja mximzada. De ou-
tra maneira, a estimativa ¢ é tal que

m

Pr(c..=¢c

m mIr) > P(c.=s1lr), Vs e GF(p). (3-1)

m
A regra de decodificacdo pode ser assimdescrita: Esti-
ne o digito transmitido cono sendo o valor de s c GF(p) que

maxi m za a expressao

n-k
pl . P e .
A (§¥2Z " 72 'n- CBO- e gx PR r M) (3-2)
m t=0 j =I :
I=Qi =0
ou sena, a estimativa Ch deve ser t al JQue Am% ) = Max An(]s) :

seGF('p)
Isto pode ser provado mostrando que P, (c,=s |r)=X Atis),

onde X é uma constante positiva.

Inicialmente, é possivel escrever que

pr(c =sir) :CG QP(C”) (3-3)

‘e
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ou
Pr(c=s|r) =1 P(ric) [p(c)/P(r)1l (3-4)
ceC, ' ’
C_=S
m
Consi derando que os sinbolos de C séao el ementos de

GF(p) e que as pal avras codigo sdo equi provaveis, temse que '

P(c) - I /P, e (3-4) pode ser reescrita cono
Pllk
Pc = s r) = -rrrr ¢ P(r ¢b . . . (3-5)
Onde € o delta de Kronecker,
. g 1, se | =j R
OZI_ e e_m—(sn®6m/-..,6mn_-l).

10, em caso contrario

Em termos de transformada finita de Fourier, pode ser '

mostrado que |18|

p-1
=P 1 z (3"6>
00 t =0
u.c
P(r |c) V. I F(r,u) 0 (3-7)
uev
-u.y
onde F(r,u) =1 P(r|v) o0 (3-8)

e 0 = expt/~"T 21/p) representa a p-€ésim raiz conplexa da unida-
de,, v, o0 espaco n-dimensional sobre G(P) .
Substituindo (3-6) e (3-7) em (3-5) e levando em conta

que devido as propriedades de ortogonalidade de caracteres de grupo

fp, sevececC

-\ A (3-9)
£:°C em caso contrario

omn
I
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E obtida a expressdo

'n'l n'k
P(c=sr) = s sUP e - te) (3-10)
IR P(r) E O0°'E — "1 —n
o t=0 j =1
Para canais semnenoria, (3-8 pode ser reescrita cono
n-1 n-1 D- 1 -

F(r,u) =E n P(r |v )O0 =n E P(rJi)o0 L de

vev, 1=0 LERLE 1=0 i =0

nodo que se obtém a expresséao

-n-1 P ,
P(c =slr) =+, , E O0°".
P(r) ..,
P”'k n-1 P-1 ., L
H E 9 ai m  P(r» i (3-11)

Definindo A =p" ™p(r), e observando a definic¢do de

A ( S) , segue-se que P(n% =slr) :XAm(s)
cQhbh
E interessante fazer uma aplicacdo deste al goritmo no
caso de coédigos lineares binarios, onde a regra de decodificacdo se
apresenta de uma forma comparativamente mais simples. Neste caso,
p = 2, e o procedimento para decodificagdo consiste em escol her a

estimativa

0, se A.(0) > AU)
3-12
m ( )
1. em caso contrario
*Cl
Esta forma comparativa da regra de decisdo pode ser a

presentada de maneira mais conveniente, quando estabelecida emter-

nos da razéo de verossim |l hanca Cf ,=Pr( r 1) /Pr(r ~| 0).
m
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Para o caso emquestdo, a desigualdade A (0) > A (1) re

m m
sulta
1 2'-'n-1 1 -i(c! - td )
, E | n E (-1) 1*- "op(r, i) >
t=0j =1 1=0 i =0
1 A N i(c!, to
z (-1 z n z (-1) 1t P (1M (3-13)
t=0 j =1 £=0i =0
ou seja
AR
z n  Pr(r*0) + (-1 m P(r. 1) >0 (3-14)
j =1 1=0
Dividindo anbos os nenbros de (3-14) pela quantidade po-
n-1
sitiva IT Pr(r,|0) e usando a definicao de razao de verossimlhan
1=0

ca, a desigualdade pode ser escrita cono
'z n o+ ogf, (-0")°n >0 (3-15)

. Agora dividindo (3-15) pela quantidade positiva
n-

Il (1 + Cf), eutilizando a identidade
1=0 ;

1 + Pri-U Lo 9
1+ 1+ 9L

, segue-se que

a regra de decodificacdo no caso binario pode ser estabel ecida con-

forme enunciada abai xo:

Escolha ¢_=0 se 2 n-4/1- ¢ > 0, caso

contrario faca ¢ = 1.
. m

Al gumas observacdes devem ser feitas. Emprimeiro lugar'®

deve ser notado que quando esta regra de decodificacdo sinbolo-por-

1

simolo é usada, a palavra estimada ¢ na saida do decodificador
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ndo €" necessariamente uma pal avra coédigo. Em segundo | ugar, se cod:
gos de bloco ciclicos sd considerados,a regra de decodificagdo de-
ve ser determ nada para o sinbolo recebido r”, e entdo, os sinbo
| os restantes ‘i'""*"'"'n-| P~ decodificados sinmplesmente
permutando ciclicamente a palavra r noregistro a deslocamento

(acumul ador) , cono ilustrado no exenmplo a seguir.
3.1.3 - Exenpl os

Ser4d utilizado o cdédigo de Hamming (7,4,3) para exenpl:
ficar a regra de decodificacdo bhinaria aplicada a cédigos de bloco

que neste caso torna-se:

| "\ X
CJ ! (~+) ’ r-(

Escolha CQ = Q se

e CQ =1 emcaso contrario.

A matriz de verificacdo de paridade deste codigo é

1
o
[EE
[EE
=
o
[EE
o

[ H]

e consequentemente o espaco linha C sera dado por



- 84-

O o
1 0 O 1 1 o
Cl
O O 1 1 0
0 0O o

0 Q 1 1
0 0 1

Figura 3.1 - ESPACO LI NHA DD CODI GO DUAL DO CODI GO CE
HAW NG (7,4, 3).

Tomando =(1- Cf~r/d+ ", aregrade decodifica-

cdo consiste emescolher 6Q = 0 somente se

"0 "172°4 © °2°5°6 * "1 *3°6 ' "3"4"5 * "0"1°7273°5 1 70"2°3°4"6

+p0p1p4p5p6 n o _

O decodi ficador correspondente esta esquemati zado na

figura 3.2 exibida abaixo

%;(ZE ‘Pe‘ ‘ ‘PS‘PZ‘Pi‘Po‘

Osex>0
j_ 1 caso contrério

Figura 3.2 - DECCD FI CADCR OTI MO PARA O CODI GO CE BLOCO( 7, 4, 3)

T(x) =
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Para ilustrar a aplicacao desta regra de decodificacéo’
para codigos convolucionais sera usado umcodigo convol ucional '
(4,3,3)., Aregra de decodificagdo para o sinbolo recebido r” usan
do umcddigo convolucional (n”,kQ,N sera no caso binario, enunci a

da cono:

1-V,

Escolha ¢, = O se e sonente se | n
v j =1 1=0 \'1+cf,

de outra forma assuma CQ = 1.

Natural mente, existe sonmente umnunero finito de termos
ndo nul os na equacdo aci ma, dependendo do conprimento da sequéncia'
transmitida.

Agora, para exemplificar, as porgdes iniciais da matriz
de verificacdo de paridade descrita no exenplo 1.5 e do espaco | i -

nha C sao mostradas abai xo.

1 1
1 o 1111
1 1 o o 10 10 1111
110 O 10 10 1111

[
=
=
=
o

01 01 1 1 11 0. ... ..
11 0 0 1 01 01 1 1 1 O

oo co

Figura 3.3 - ESPACO LI NHA DO CODI GO DUAL DD CODI GO
QONVALUO ONAL (4, 3, 3).
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Cono antes, = (1- &/ + ¢ A, de nodo que are -

gra de decodificacdo sera expressa por:

c, = 0 se e sonente se p, + P PP, +7274°576°7°°071°374°5°6°7"
+ ... >0, emcaso contrariofagca CQ-—1.

O diagrama do decodificador € entdo mostrado na figura'
3.4, tomando forma de diagrama de trelica para o codigo dual '
c' (4,1,3) comas posicbes C_!Q nos rotulos das mal has conpl enment a-
das . (BEmgeral, paradecodificar r”, as posicbes c | , devem ser

conpl ement adas) .

1 07717273 +2°00°1°3'74°5°6°7 *1*0 | 203"

+u3)p4p597+ (p|+P0p2P3)P4P

(p0p|p2*p3)p4p7 + (P|+p0p2p3)9596

{11] {11
0001 1001
pOpl 92+v3
vO'p|'92'93 P4‘p5'n6,u7
Figura 3.4 - DECODI FI CADOR OTI MO PARA O CODI GO CONVOLUC ONAL
(4,3,3).

Desde que diferentes uni dades de nmendria devemser em -
pregadas para cada sinbolo a ser decodificado, a quantidade de nend
ria requerida por este tipo de decodificador cresce linearmente com
o comprimento da sequéncia transmtida. O nesno tanbém é verdade pa

ra o algoritmo de Viterbi aplicado para decodificacdo de codi gos

convolucionais.

Veja figura 1.4, diagrama de trelica para o cédigo convolucional'
(4,1,3).
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3.1.4 - Desenpenho Assintdtico do Al goritmo

Expressfes assintoticas para a probabilidade de erro por
bit na decodificacdo de codi gos de bloco binarios |lineares emcanal’
com ruido branco aditivo gaussiano foram demonstradas |19 |.

A regra de decodificacdo o6tima bit-a-bit para o m ési no’
digito de um cédigo C(n,k,d) linear e binario consiste em escol her
c =s, onde s e G(2) e maximza p(c r?]sl r) . Desta forma a pro-

m
babilidade de erro por bit & dada por

Pbit:prr'_é T |Fn>_<_p(cmfcn|1r_)l (3-16)

Ndo ha perda de generalidade em assumr que a palavra
transmitida foi a énupla toda nula, desde que o cédigo é |linear e o
ruido apresenta simetria. Para facilitar a deducdo, € considerado
que a palavra toda nulafoi transmitida. Quando £ Q €& transmiti-

N

da, a mésim conponente da palavra recebida r & r = /E~+ e ,
— m m
onde E e a energia do sinal por bit e e uma amostra de ruido de
? m

um processo gaussiano com densi dade espectral de poténcia unilateral
DQ watts/hertz. A SR para este canal & 'y = E/HQ OU em termos dos
bits de informacdo transmitidos, Y, =5 /A", ~'n/t oyt e Asma

componente da palavra recebida r sera decodificada incorretamente’

se e sonmente se

P(c,= Olr) < P(c, - 1lr) (3-17)

onde r = (B~ e,, JE~+e, ).

Em outras palavras,

it oz T, P(clr) < Z P(¢g|r)l C3-18)
B ces, "ce.,
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“Yph-0hit'= ° (1-r.c4/RY,/n,) <
£°0
(1-r.c4/RY,/n,) (3-22)
£l
Entdo, com s, = s,
"Wh-0"bit>=" r.c4/RY,/n, 3-23)
ccs, C el

Desde que SQ e um cédigo linear binario (n,k-1), se -

gue que se os vetores de SQ sao arranjados cono |inhas de uma na-

triz l\frd entdo cada coluna serd toda nula ou conteréa Zk'2

Zlk' 2

Zeros

e | *'s. Arranjando o conjunto de vetores de s” <cono |linhas'
de um matriz M, as colunas de que correspondam a colunas to
da nula em M serdo toda um enquanto que as demais colunas terdo
22 Jeros e 2K°2 v

Usando este fato, € possivel escrever

By LFp1t) ~P zr | 0} (3-24)
« 1
onde 3,'J, - - ‘g j sao colunas nulas de l\(lJ

Desde que r”* ~X"(*12,n /2) para | =)
+00

Z r <0 exp(-x /2)dx 3- 25)

/21

| 2QR1

De (3-24) e (3-25) segue-se a expressdo assintdtica de-
sejada, AB”™(P.,.) = Q(/21or> .
Se 0 coédigo dual de C temdistancia minima mai or que

2, entdo 6 = 1, e o comportamento assintoético pode ser descrito pe
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ABYb+€)FE)’i'tJ ~P"l (@-r.c4/RY/n) <
He°0
Il (1- r.c 4/ RY,/n) (3-22)
£°°l

Ent &o, cono = sq

W WS * - r.c 4/ RY,/ nf r.c4/RY,/n, 3-23)
£°°0 £°°1

Desde que SQ €é umcodigo linear binario (n, k-1), se -

gue que se o0s vetores de s sao arranjados cono |inhas de uma na-

triz Nh ent 3o cada coluna sera toda nula ou contera 2k'2

k-2

Z€eros

e 2 | *s. Arranjando o conjunto de vetores de s~ <cono linhas®

de uma matriz , as colunas de que correspondam a colunas to

da nula em M) serdo toda um enquanto que as demais colunas teréo
K2 Jeros e 2K°2% 10,

Usando este fato, & possivel escrever

Py b Y T o 3.24)
onde Ji'32'***'ANre colunas nu oo g
Desde que r " -~ x\J2) para | = J.....,]
+00
- r <20 exp(-x /2)dx (3-25)
/211
[20RY,

De (3-24) e (3-25) segue-se a expressdo assintética de-
sejada, A B A~ (P.,..) = Q(/7TOYN) .
Se o0 codigo dual de C temdistancia ninima maior que

2, entdo 0 = 1, e o conmportamento assintotico pode ser descrito pe
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l\(WF}1 Q(/2RmeB“'). i sto,porque .para valores suficien-
2

AB Yb-«»(Pb it

temente grandes de x, Q(x)= 1/x/TH exp(-x /2) , de maneira que SO
mente as'palavras cédigo de peso contribuem de forma signifi -
cante no somatério. Deve ser também observado que se o codigo é ci-

clicoe temdistancia mnima d, entdo W =d e

' m
AB ... P i) ~Nd) QU2Rdy)

3.2 - ALGORI TMO PARA MAXI M ZACAO DA PROBABI LI DADE A PCSTERI ORI

3.2.1 - Introducgéao

Ua outra regra de decodificacdo serda a seguir apresen-
tada a qual é tanbém 6tima, mas no sentido de que para qual quer co-

digo corretor de erros mnimza a probabilidade Ae erro por palavra
|

sobre qual quer canal discreto no tenpo e sem nendria, quando as pa-
| avras cOdigo sao equi provaveis. Esta regra implica em maxi m zar a
probabilidade a posteriori das palavras cddigo. E sabido que exceto
para poucos canais cl assicos ndo €& normal mente muito claro conmo de-
ve ser processada a palavra recebida de nodo a maxim zar a probabi-
|idade a posteriori. No que segue é estabelecido um procedi mento pa
rarealizar tal maxim zacdo. Deve ser observado que ao contréario do
algoritmo de Hartmann-Rudol ph, a decodificacdo resulta senpre em
uma pal avra coédigo quando este procedi mento é enpregado. Sera tam -
bém mostrado que a regra de decodificacdo para o caso binario pode
ser enunci ada cono:

Escol her a palavra cédigo ¢ que maxim za a expressao’

= S
1.
o

Se dado a palavra recebida r = (r ,r.,..., 1 ) for

*

definido umvetor r calculado a partir de r;

r*= (£og Cf,log Cf,...log fl_ ) Londe Cf.=Pr (r. 11)/Pr(r |0, o
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decodi ficador deve escol her a palavra cédigo ¢ que maxim za '

c.r , ie., c.r =Mwxc.r . Istotorna possivel una interpretacdo i n
c

teressantfe, observando que este procedimento generaliza a decodifi-
cacdo por correlacdo para codigos de bl oco sobre canais comruido *
aditivo gaussiano, uma das técnicas Otinmas conhecidas no sentido
de que mnimza a probabilidade de erro por bloco quando as pala
vras codi go sdo equi provaveis. Deste nodo, € plausivel interpretar*
est a decodificacdo cono sendo uma forma de "correlacdo generalizada

Quando codigos lineares sdo usados, o enprego da decodif
ficacdo usando trelica faz este receptor interessante por simplifi-
car as operacdes de decodificacao, retendo entretanto, a otimalida-
de. E importante observar que este algoritmo de decodificacdo é
atrativo tantopara cédigos com alta eficiéncia, quanto para os de
bai xa eficiéncia. Se o codigo utilizado é de baixa eficiéncia, en -
tdo a decodificacdo pode ser feita exaustivamente, i.e/ utilizando"
t odas pal avras cdédigo no processo de decodificacdo. Ele também é
de particular utilidade na decodificacdo de codigos com altas taxas
visto que a compl exi dade da trelica € funcdo do nunero de digitos
de paridade.

Se ao invés de enpregado conb na forma descrita acim*®
O algoritmo for utilizado quantizando em 2~ regifes as amostras '
recebidas, o resultado é uma pequena degradacdo no desenpenho, po -
rém facilitando sobremaneira a inplenmentacdo do decodificador, co-
no mostrado a seguir. A decodificacdo agora € feita através do se -

guinte procedi mento:

1 - vetor recebido r=(r e, o) com r* e R
2 - vetor quantizado r'= (r™,r|,...,r™»_ ") —com rf e

3 - vetor £og razdo de verossimlhanca

Ex-0 0" ] Lon-1"  com i cff
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R = {espaco das possiveis sal das do canal ruidoso}
RQ= {espaco das possiveis regi 6es de quantizacéo}

R,= {espaco dos val ores do Zog razao de verossi m | hanca}

E entdo utilizada a trelica associada ao cddigo para na
* n-1 *
Ximzar a "correlagdo” c.r =1 c. r
1=0 * ~

O al goritmo sera deduzido para codigos de bloco comal -
fabet o de sinbolos p-arios,supondo pal avras codi go equi provaveis
transmitidas em umcanal discreto no tenpo e sem mendria, e poste -

riormente una extensdo para coédigos convolucionais serda feita.

3.2.2 - A Regra de Decodificacéo

Seja ¢ = CCQrC.ieee,cC uma pal avra cdédigo de um co
digo de bloco C(n,k,d) com sinbolos em GF(p). Ao receber a pala -
vra r = (r,rr ..., "] ° receptor deve decidir pela palavra co-

digo ¢ que maxim za a expressao

n-1 p-1 p-1 j (c,-1)
n [ P(r i) 1 0 ~
1=0 1=0 - j=0

(3-31)

onde 0 = exp”™n/"T/pl representa a p-esima raiz complexa da unidade.
Sera provado que a palavra codigo que maxi mza (3-31) °
tanbém maxi m za a probabilidade a posteriori P(c|r). A probabilida

de P(¢jr) pode ser determi nada por

P(c|r)

P(c) P(.r|c)lP(r) (3-32)

- - -k
e conb por hipo6tese as pal avras sao equi provaveis, P(c) =p , de

maneira que

P(clr)

P p(r]cl/P(r) (3-33)
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Emtermos de transformada finita de Fourier,

a probabi -
|idade P(r|c) pode ser escrita cono
P(r|lc) =p"" Z F(r,u)ef' - (3-34)
ueV,
onde F(r,u) = Z P(r|v) _©-'- (3-35)
vev

Cono sdo considerados apenas canai s sem nmenori a,

n-1 -u, .V,
F(r,u) VA n P(.r,|vjO0
VEV, 1=0 Lot
n-1 p-1 ~'
= n Z P(r,]i)0 (3-36)
1=0 i =0

Substituindo as expressdes (3-36) e (3-34) em (3-33) re
sulta

o, n-1 p-1 u,(c,i)
P(clr) = [p [P(r)] Z n | P(rJi)o0
ueV, 1=0 i =0

n-1p-1 p-1
e X n Z P(r«li) Z

0 (3-37)
L-J i=oi=0 *  j=0

De nodo que maxim zar (3-31) pela escolha de unma pala -

vra codigo € o nmesnb que maxi m zar a probabilidade a posteriori das
pal avras codi go.

cQhbh
Serd feita a seguir uma aplicacdo deste algoritmo para
0 caso binario, i.e, quando p=2.
n-1 o
(clr)y = [XJ P(r.0) (140 ri + P(r 1) (1-0) (3-38)
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Mais uma vez e conveniente exprimr os resultados em °
t ermos da razéo verossimlhanca G~ =Pr (r~11)/Pr (r ~| 0) e de
= (1 -» G"N)/(1 + %) ¢« Isto resulta em
n-1 c c

Plelr) = [2""1P(r)l - (1 +0) + C(l - 0 P(rJo)

T-k- -l n-1
Tomando X = [ 2~ ~/P(£)J Il P(r.]0), temse que
1

=0
n-| c,
p(clr) = x n [d+ jr) + e pr.)!
£=0 *o *.
n-I
«ip L*+PRO (3-39)
1, se cM =0
2n
Contudo, O = exp A eC, =
1 se ¢, =1
ou seja, O = (-1) , de forma que (3-39) pode ser reescrita cono
n- |
P(cfr) =X n 1+ p(-1) (1+CF) (3-40)
1=0 *
I R |
Usando a i dentidade 1 + PA(-1) =, obtémse*
i+gr
n-1 ¢c» .
P(clr) = 2A n Cp ,e A independe de c.
1=0 -
Gono o logaritmo é una funcdo nonotdnica crescente, a

maxi m zacdo de P(c|r) no caso binéario pode ser realizada escol hen-
do a palavra cédigo ¢ = (c™, ..., ") <3 maxim za a expressao
n- |

1=0
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3.2.3 - Aplicacgbes para Coédigos Lineares

E facil verificar que no caso da transmi ssdo de sinais'

pol ares emumcanal comruido aditivo gaussiano, a regra de decodi-
n-1
ficacdo consiste em maxim zar a quantidade cr = | cC, » pel a
1=0 *
escol ha de uma palavra céodigo ¢ = (c¢c*,C",...,°, ")+ Se os sinais"*
transmitidos sd pulsos |iga-desliga de amplitude /E volts ou 0
n-1
volts, entdo Z c»(r» - /E/2) deve ser maxi m zada pel a escol ha de
£=0 *
C.

Nunma aplicacédo particular serd obtida a regra 6tima de
decodi fi cacdo quando sdo enpregados det et ores de envoltdria. Consi -
dere que o sinal & transmtido através de pulsos de RF |liga-desliga
(ASK) emum canal comruido aditivo branco gaussiano. E assum do
que a envoltodoria da forma de onda recebida € amostrada eminterva -
| os bastante distantes de nodo que seja razoavel supor que as anps-

tras sdo estatisticamente independentes. O sinal recebido é

Z(t) =AM cosWy, + x Ctl cos(jOQ - x,(t) sen ojg. (3-41)

onde AQ = 0 e A» = constante, e o ruido esta escrito na forma de

banda estreita 133 de nodo que x (t) e x (t) sao variaveis alea-
c s
torias i i d gaussianas.

Asaida r (t) do detetor de envoltdria € dada por
r(t) =fJ"lA + X (tf|f+éz(t)}“z ie {0, 1} (3-42)

A densi dade de probabilidade da envoltdria em um instan
te de tenpo t 133 | tema distribuicdo de Rayl ei gh na auséncia de
sinal, e uma distribuicdo de Rice quando o sinal estd presente, ou

sej a,
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| exp(-r~/2a?), >0
P(r.|0) = (3-43)
2 2
vy o . I 1£,r5>0
o 20°
Vv
P(r.l1)
r.<2o (3-44)

onde 02: Ei n ét ) }S:E{nz( t)} é apoténciado ruido, e I(J(x) e
a funcdo de Bessel modificada de pri meira espécie e de ordem zero

Plx, i)

!

Figura 3.5 - DENSI DADES [E PROBABI LI DADE DA ENVOLTORI A

A razdo de verossimlhanca é dada pel a expresséo

PirAll)

P(r.]0) exp(-A}Za )2 I (r™Al a2) 3-45)

Definindo a relacdo sinal/ruido cono y = A*2a , 0o va
| or do Iimar b pode ser encontrado resolvendo a equacéao !
exp(-y)!IQ(bg/Zy) = 1, cuja solucdo pode ser obtida através da exce-

| ent e aproxi magao | 34|
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b, =/2 +y/2 =Dbla (3-46)

Ua analise do conmportamento assintdtico da regra de de

codi ficacdo para baixa e alta relagdo sinal/ruido sera realizada a

sequir.

3.2.3.1 - Baixa Relagdo Sinal/Ruido: y « 1

Neste caso é quase senpre verdade que | 291

IQ(r"Aj/azlw exp(r2A /g-Aa 2) 3-47)

portanto

-1 (3-48)
2a' 2a'

e a regra de decodificacdo consiste em escol her a palavra cddigo

c = (CQ/.. ., 2" ‘3 maxim za" expressao

S 1 (3-49)

Para ilustrar a aplicacédo desta regra de decodificacao,
sera considerado o codigo de bl oco binario (3,2,2) cuja trelica as-

sociada estd apresentada abaixo

Figura 3.6 - TRELICA ASSOC ADA A0 CODI GO LI NEAR (3,2,2)
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E assumi do que a énupla recebida é r = (1.7,.1,.5), e
que 0 ruido tem media zero e variancia unitaria. Os passos no pro-
cesso de,decodi ficacdo estdo mostrados na figura 3.7, resultando na

pal avra codigo (0,0,0).

445 445

Figura 3.7 - PASSCS NA DECODI FI CACAO PARA O CCDI GO (3,2, 2).

Deve ser observado que o enprego de decisdo abrupta re-
sultaria na palavra (1,0,0), uma vez que os sinbolos r ~ sao conpa
rados como |limiar b = a2 + y/l2 = a2'. Oerro corrigido foi exata

mente na amostra mais proxima ao limar (r =1.7), ou seja, a

amostradenmenorconfiabilidade.

3.2.3.2 - Alta Relacdo Sinal/Ruido

Neste caso a distribuicdo de Rice pode ser aproxi mada

por uma distribuicdo gaussiana |6

P(rJl) ~ exp ——U (3-50)

De nodo que o £og da razao de verossim | hanca pode ser

dado aproxi madamente por
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) - Unr -1 no, (3-51)

onde = all2~n.
Portanto, a palavra cddigo escol hida deve maxi m zar a

expressao (3-52) abaixo

n-1
B0 an e (+-52)
A extensdo para aplicacdo desta regra na decodificacao

de cdédigos convolucionais (nQkg,N consiste, no caso binario, em

escol her o cam nho da trelica que maxi m za a expressao Z cZnCf
1=0 +

onde novamente o ndmero de termos ndo nul os depende do compri mento
da sequéncia transmitida.

O algoritmo de Viterbi para decodificacdo de cédigos °
convolucionais pode ser facilmente modificado para fazer uso desta

regra de decodificacdo, e a mel horia provida pelo uso desta técnica

de decisdo suave encontra-se analisada na referéncia | 1 |

3.2.4 —Anélise do Conportament o Assinto6tico

Sera deduzi da unma expressdo assintotica para a probabi -
| idade de erro por palavra na decodificacao 6ti ma de cdodigos de bi o
co lineares binéarios, usando decisdo suave , para canal comruido’
branco aditivo gaussiano, quando a relacao sinal/ruido é elevada. A
expressdo obti da é funcdo da distribuicdo de pesos das pal avras co-
digo e da relacdo sinal/ruido.
0 Aqui a atencdo serd restrita aos codigos de bloco linea
res binarios compal avras co6digo equiprovaveis transmiti das sobre*

um canal com ruido branco aditivo gaussiano através de pulsos liga-
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desliga. E assum do que o coédigo C(n,k,d) considerado tempalavras

k
cédi go denot adas por c¢”, i =0,1,»,.,2-1, onde c"=(CQ,c", .. .,

Cipot)
A regra o6tima de decodificacdo é escolher ¢ —c”E C
que maximza P(c = C¥|r), onde ¢ €& a estimativa da pal avra codigo

transmitida e r € a palavra recebida. Gono visto, isto pode ser *
n-1

realizado maxim zando Z | " Cf~, onde  #E£=p(r™| 1)/ P(r”|0) ¢ a
razdo de verossim|hanca. Novamente a deducdo dos resultados € sim -
plificada assum ndo que a palavra toda nula foi transmitida.

Conhecida a densi dade espectral de poténcia unilateral *
do ruido T\*/2, as conponentes vetor de ruido n s&o varia
veis aleatoérias i i d gaussianas, n™ ~K(0,T1Q 2) . Novanmente serd utili
zada a relacdo sinal/ruido do canal y = B/Hgf °* relacdo sinal/rui-
do por bit de informagdo transmitido Y, fb''"'Q-"'"*

Das consideracdes acima segue-se que a probabilidade de

erro por bloco é

bl oco Ple |- c=0] (3-53)
Dado que a énupla toda zero ¢ =0 foi transmitida, ha-
n-1
verd erro na decodificacdo se e somente se | c., I n¢, >0 para
1=O 1 z L
k

al guma pal avra cédigo ¢, i =1,2,...,2-1.
Cono oOs sinais transmtidos sd&o pulsos de amplitude /E

volts ou 0 volts, e o canal € gaussiano, sSegue-se que

P(r,li)= exp i =0,1 (3-54)

g portanto,

n-1 n-1
I c., InQt. = £ c (3-55)
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Gono € suposto que a palavra toda zero foi a palavra °

transmitida, o vetor recebido r - ¢c +n = ( r _ [ r 1 ) tem
—_ - - u 1 n-1

sua £-ésinma conponente dada por r”~ = n”.

Se sdo definidos eventos Cio= 1,2, 2%

A ={ Zc * >N 2 ¢} (3-56)
entdo é possivel reescrever (3-53) cono

2k
"bloco -""i |V <>

Utilizando o "union bound", obtémse a expressao:

v

2-1
Pl oco - P(A) (3-58)
n-1
Por outro | ado, £ c¢c» = Wc.), onde Wec.) represen-
t 0 [
An71
ta o peso da palavra <c¢.. A variavel aleatoria X.= | c.,n é
- 1 ., 1z £

uma conbi nagdo |inear de vari dveis aleatdrias gaussianas independen

tes, o que acarreta em X tanmbémser uma variavel gaussiana | 9\,

com distribuicdo de probabilidade X~ }f(0, We.)— — ) + Portanto
2-f-We.)) = —-— |\ e 0" -id
4- “5i>»
ou seja,
P(A) = Q/EWg)/2riy,)
= Q( [ RYM~~WICTTT72) (3-60)

A cota (3-58) é apertada para alta relacédo sinal/ruido

191, de nodo que é possivel escrever
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21

e Bioco ) P 1 P(A) (3-61)

AB

* Contudo, sonmente palavras codigo compeso d contribu-

em substanci al mente no somato6rio em (3-61), visto que para valores"®

1 2

suficientemente grandes de x, Q(x)= exp(-x /2). Logo, o com -

x/ 2n
portamento assintético para a probabilidade de se decodificar incor
retamente una palavra quando a regra oOtima é utilizada em um canal"

gaussiano com alta relacdo sinal/ruldo € expresso por

ABy ,-( Ryochs N(d) QU/Rdy,/2)

Consi derando pul sos polares de amplitude +JEvolts e
-/E volts, o resultado obtido coincide exatamente com o conportanen
to assintotico determ nado para o algoritmo de Hartmann-Rudolph na

secao 3.1.4.



CAPIi TULO | V

SI MULACAO EM QOMPUTADCR

Neste capitulo sdo apresentados os resultados de simu
| acbes realizadas em conmputador digital (DEG10 SYSTEM para analise
do desenpenho dos dois algoritmos descritos no capitulo anterior. A

necessi dade desta sinmulacdo advém da compl exi dade* do procedi mento *
j

anal itico da variacdo da probabilidade de erro (por sinbolo ou bloco)
em funcdo da relacdo sinal/ruido, e da degradacdo que iesulta quando
deci sdo suave € utilizada quantizando em Q regides os sinbolos r e-
cebidos do canal. O desenpenho de varios codigos é analisado, e em
particular, os cédigos de Hanmng (7,4,3), (15,11,3) e (31,26,3) sao
considerados. Ointuitoi fazer umlevantamento das curvas de proba-
bilidade de erro versus relacdo sinmal/ruido para cada cédigo de blo-
co analisado, emumdado canal semnendria. |Isto torna possivel, por
exempl o, que seja feita una visualizagdo da mel horia provida pelo *

uso de decisdo suave com relacdo a decisdo abrupta e comrelacdao ao
nunmero de regi 6es de quantizacdo utilizado.

Gs programas foramescritos na |inguagem FORTRAN 10

e se encontramlistados no apéndice A

*Vej a apéndice B.
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4.1 - ANALI SE DO DESEMPENHO DO ALGQRI TMO DE HARTVANN RUDOLPH

4.1.1 - Consideracdes Gerais

O desenmpenho do al goritmo de Hartmann- Rudol ph sera ana-
l'isado para varios codigos de bloco lineares, quando os sinais '
transmitidos sdo pulsos liga-desliga sujeitos a agcdo de umruido *
aditivo gaussiano. BEmparticular, resultados para os cdodigos de
Hamm ng s&o apresentados.

Na sinmul acdo, primeiro €& especificado o cédigo |inear®
bindrio C(n,k,d) fornecendo sua matriz de verificacdo de paridade
[ Hl , ou o poliném o gerador g(x] no caso de cédigos ciclicos. A
sequir & fixado o numero de regi 6es de quantizacdo a ser utilizado®
na simul acdo, usual mente unma poténcia de dois. A analise é realiza-

da considerando 2,4,8 ou até 16 regi 6es de quantizagéo.

A sinulagdo é feita transmtindo-se a palavra toda zero
em um canal comruido aditivo gaussiano, gerado de acordo como mé-
todo polar 122 1+ Niao h& nenhuma perda de generalidade em se assumr
que a palavra transmitida foi a palavra toda nula |19].

Para os codi gos de Hamm ng analisados, a opcao de utili.
zar a palavra transmitida cono sendo a palavra toda um forneceu *
praticamente os mesnos resultados obtidos quando a palavra transmi -
tida foi a toda nula, mostrando que o ruido gerado apresenta sime -
tria. Gs resultados para o cédigo (7,4,3) também foramverificados'
consi derando os bits do bloco de nensagem gerados de acordo comuna
sequénci a pseudo—al eatoria |n|.

As probabilidades de erro por sinbolo e por bloco séao
entdo estimadas para cada valor de relacdo sinal/ruido (emdecibe-
is) transmitindo umnunmero suficientemente grande de pal avras cadi -
go através do canal e utilizando a regra 6tima de decodi ficagdo no

receptor. A estimativa € feita utilizando a frequéncia relativa de
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ocorrincia de erros na salda do decodificador.

A utilizacdo da versao fraca da | ei dos grandes numeros

de acordo como teorema de BERNCULLI 9] assegura que os resulta -

dos obtidos convergem para os valores reais das probabilidades, pois

se "£/ " é a frequéncia relativa da ocorréncia de erros, entao

| . 1 1
n - Pl >8 4ne7— P* " todo e > o. (4-1)

Deve ser notado que o nunmero de palavras a seremtrans-
mtidas pela fonte deve ser aunmentado & medi da que a relacdo sinal/
ruido cresce. Tal aunento de relacdo sinal/ruido acarreta unma di mi -
nuicdo no nunero de erros provocados pelo canal e consequentenmente
a interpretacao frequentista utilizada para o calculo das probabili
dades de erro podera ndo mais ser valida. Pode ser facilmente de
monstrado 133 | que» para una variavel aleatéria comdistribuicdo bi -
nom nal QJ (n,p)> um estimador ndo enviezado para p b5a frequén -
cia relativa p = kin, o qual resulta em um espal hamento rel ativo '

em torno do valor esperado da estimativa dado por

(4-2)
E{p} /£
Se p representa a probabilidade de erro por bi't na
saida do decodificador, e q a probabilidade do evento conplenmen -

tar, entdo para p<< 1 segue-se gsl| , de nodo que

. P | (.43.
pial Eig)r

Por exemplo, se a probabilidade de erro & da ordem de
10 ~ e é desejado umespal hamento relativo de 10% ent&o a simula -
cdo deve ser realizada para n da ordemde 10” bits transmitidos ,

Desta forma, para SN\NR = 4dB & suficiente que o nanero de bits



transmitidos seja da ordemde mi | hits, enquanto que para SN\R = 12
dB é necesséario que este nuamero seja cerca de 100 mi | bhits, para as
segurar a validade dos resultados encontrados.

Conmo a palavra decodificada pelo algoritmo ndo é neces-
sariamente uma palavra codigo, surgiu a ideia de escolher conmo esti
mativa da palavra transmitida a palavra cédigo mais proxima emter-
nmos de distancia de Hammng da pal avra decodificada. Contudo, os re
sultados obtidos conmo o enprego de t al procedi mento degradaramsen”
sivelmente a probabilidade de erro por sinbolo, enquanto que a me -
| horia na probabilidade de erro por bloco foi praticamente nula.

O tenpo de CPU requerido para realizacdo das sinulacoes
€ razoavel mente grande, cono seria de se esperar, nao chegando con-
tudo, a tornar-se proibitivo, exceto para SNRs muito elevadas. Con
tudo, para altas relacdes sinal/ruido, o conportamento assintdtico*
do algoritmo é conhecido.

De posse dos resultados obtidos, foramtragadas as cur-
vas de probabilidade de erro versus relacdo sinal/ruido mostradas a

seguir, nas paginas 108 a 124 .

4.1.2 - Curvas de Desenpenho

As curvas de desenpenho para o algoritmo de Hartmann -
Rudol ph obtidas através de sinulacdo em conputador digital estdo *
apresentadas nesta secdo. E admitido um canal perturbado por um rui
do branco gaussiano aditivo emtodos os casos. O nunmero de regi 6es’
de quantizacdo € abreviado por NQ e PBIT denota a probabilidade
de erro por sinbol o, enquanto que PBLOOO denota a probabilidade de

erro por palavra.
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" Figura 4.2 - SIMULAGCAO PARA O cODIGO (7,4,3)
Curvas PBLOCO x SNR
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Figura 4.3 - SIMULAGAO PARA O cODIGO (7,4,3)

Curvas PBIT x SNR
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" Figura 4.6

SIMULAGCAO PARA O cODIGO (15,11,3)

Curvas PBLOCO x SNR
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Figura 4.7 - SIMULAGCAO PARA O CODIGO (31,26,3) -114-

Curvas PBIT x SNR
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Figura 4.9

SI MULACAO PARA NQ
Curvas PBIT x S\R
codigo (7,4, 3)

Cédigo (15, 11, 3)
Cédi go (31, 26, 3)
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1 - cddigo (7,4,3)
2 - cddigo (15,11,3)
3 - cédigo (31,26,3)
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Figura 4.10

SIMULACAO PARA NQ = o

Curvas PBLOCO x SNR
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Figura 4. 11 - SI MULACAO PARA NQ = 2 -118-
Curvas PBLAOO x SN\R
1 - Cédigo (7,4,3)
2 - Cbédigo (15,11,3)

3 - Codigo (31,26, 3)




Figura 4.12 - SIMJLLAGAO PARA NQ = 4
Curvas PBIT x S\R
1 - Codigo (7,4,3)
2 - Codigo (15,11, 3)
3 - Codigo (31,26, 3)
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Figura 4.14

SI MULACAO PARA NQ = 8
Curvas PBIT x S\R
Codigo (7,4,3)

Codigo (15,11, 3)

Codigo (31, 26, 3)
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Figura 4.15 - SIMILACAO PARA NQ = 8 -122-
Curvas PBLAOO x S\R
1 - Cddigo (7,4,3)
2 - Cbdigo (15, 11,3)

3 - Codigo (31,26, 3)
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&,W Figura 4.16 - SIMULAGEO PARA NQ = 16
h Curvas PBIT x SNR

1 - cédigo (7,4,3)

2 - Ccddigo (15,11,3)

3 - cddigo (31,26,3)
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Figura 4.17
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4. 2- DESEMPENHO DA DECQDI FI CACAO UTI LI ZANDO MAXI VA PROBABI LI DADE A
POSTERI ORI

4.2.1 - Consideracbes Gerais

Uha avaliacdo serd apresentada do desenmpenho do segundo
algoritmo O6tinmo descrito no capitulo anterior(sec.3.2)para varios '
codi gos de bloco Iineares, supondo sinais transmitidos em pulsos de
RF liga-desliga através de umcanal ruidoso.

O algoritmo fara uso da trelica associ ada ao codigo pa-
ra simplificar as operacfes de decodificacdo. Inicialmente um codi-
go de bloco linear em GF(q) € especificado através de (n,k,d) e da
sua matriz de verificagdo de paridade. A trelica associ ada ao codi-

go é entdo gerada de acordo comum procedi mento mel hor escl arecido’

na secao 4. 2. 2.

As palavras cédigo transmitidas pela fonte sdo geradas
al eatoriamente e de t al forma que possuam una distribuicdo de proba
bilidade uniforme. Deste nmodo, a hipdtese requerida para otimalida-
de do al goritmo é obedecida. O ruido na representacdo de banda es -
treita é novamente simulado utilizando o nmétodo polar 122 « Ser ao
abordados apenas codigos |lineares binarios, muito enbora a trelica'
possa também ser gerada para cédigos de bloco lineares nmultiniveis,
As probabilidades de erro por palavra e por bit quando este algorit
no de decodificacdo é utilizado na recepcdo sdo determ nadas para'*
cada val or de relacédo sinal/ruido (emdB), transmitindo umnumero '
suficientemente grande de pal avras cédigo através do canal ruidoso.
A estimativa utilizada para determ nacdo destas probabilidades é
novamente a frequéncia relativa da ocorréncia de erros, de nodo que
as consi deracdes sobre convergéncia dos resultados discutidas na se
cdo anterior ainda permanecem validas. Com relacdo ao tenpo de CPU

requerido, consideracdes similares as enunciadas na secao anterior

t anbém sdo apli caveis.
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4.2.2 - Inplementacdo Comput aci onal da Trelica

Seré agora definida unma matriz associada & trelica gera

da por um cédigo de bloco linear em GF(gq), como intuito de perm -

tir uma inplenmentacdo da trelica sob o ponto de vista computacional
| 7.
Seja [M uma matriz com q°"* linhas e n colunas,
onde cada elemento desta matriz € umvetor de q posicles, i.er
»1,2 1
-l,n
22,1 22,2 oM
-2,n
[M] = (4-4)
Mmook Mo m n- K
q 14- dﬁl '2 q n
n-k
com m . oty 1 <i <q
1 < k<n

ur e r{i1,2(,:’...,q nk}

Portanto, o nunero de posicdes de menoria necessario pa

ra definir una trelica de umcodigo |inear (n,k,d) em G Q) sera

de
n qn'k.q =n qn-k+1 posi ¢des. (.4-5)
Cada vetor coluna de [M est& associado a unma profundi-
dade k > 0 da treliga, e cada elemento nu. deste vetor coluna

esta associado a umno da mesnma. Cada elemento nu, por sua vez |,
possui sua coordenada u”™ igual a nunmerac&o correspondente ao noé

k da profundi dade anterior tal que s”"Ck) = s_.(k-1).0£ h,. Deste
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nodo, cada vetor m da profundidade k indica quais os no6s e el e
mentos et® e GF(Q) que deram origem ao n6 ao qual o vetor nu es
t & associado. Fixados umdado né NO e uma profundi dade PRCF, :
MATRI X(NOQ PRCF, ALFA), ALFA=d,1,.. ., ,9-1 defineunma g-uplacor

respondente a ™NO PROF* * primeira posicdo da q-upla significa °*

que deve ser considerado que o n6 emquestdo f oi atingido através*
de a = 0, enquanto a segunda posic¢édo significa que o ranmp considera
do se dirige para o né emquestao através de a = 1, e assimpor di -
ante. Os valores indicados na q-upla fornecem os nés na profundi-
dade anterior que se |ligamcomo né emquestdo. E assum do que o]
val or zero indica que nenhuna |igacédo deve ser considerada. Cono °*
exempl o, o valor de MATRI X(.3,2,0) fornece qual o n6é na profundi dade

1, o qual através de a = 0 atinge o n6 3 na profundidade 2.

O procedi mento utilizado para expurgar a trelica asso -
ciada ao cédigo de bloco considera inicialmente a construcdo de du-
as trelicas auxiliares. Aprimeira de-las, TRELLI 1, & gerada a par-
t i r da profundidade k = Q até a profundidade Kk = n; enquanto que
a segunda, TRELLI 2, é gerada iniciando na profundidade k = n até
a profundidade k = 0. G cam nhos que coincidiremnas duas treli -
cas fazemparte da trelica expurgada, em caso contrario o cam nho é
apagado. Este procedi mento & mel hor compreendi do quando apresentado
nos exenplos mostrados a seguir.

Exenplo 4. 1 - Caso binari o.

Dado o codigo de bloco (5,3,2) commatriz de verifica -

cao de paridade [H]

[ H] -

A matriz [M] que representa a trelica associada ao co-
digo é construida de acordo com os passos mostrados abai xo.

Temse n=5, k=3, n-k=2, d=2, q=2 e q""~" = 4,



Pr of undi dade

Est ados

K0 Kol K2 K3 KA K5 TRELLI 1
1= (§) o—>—2 « AT LA 1,0 (14 (13 [1,2)
2= (9) “ooTe [0 [20[23 [24[2, g
3= (3) “ec -2 00 [0.] [32 [31) (34
4= (D " S Se e 0,00 [0,] [40 [42 [4]

TRELLI 2
[1,2] [1,][L4] [13[1,1

[2,] [24 [2,] [24 [0,3

(3,4 [3,3[32 [0,0] [0,(5

M [4,9[0,0 [0,"
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Final mente a trelica expurgada associ ada ao cddi go bi nd

rio (5 3,2) é encontrada usando TRELLI 1 e TRELLI 2,

K=0 K=l K=2 K=3 K4 K5 TRELLI
i= (8) (1,00 [L0] [14 [1,1[L2
2=(72) * [0,1] [2,0] [2,3] [2,4] [0, O]
3=(é) . (0,01 [0,1] [32 [0,0][00]

. [0,0] [0,2] [4,5 [0Q]0,0]



Exempl o 4.2 - Caso nmultinivel.
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Cono um segundo exenpl o serd considerado um cédi go de *

bl oco (4,2,3) definido em GF(3)

dade dada por

Cs paranetros sao:

n=4,

A trelica associada a este codigo linear e a matriz

k

2,

n-k=2,

commatriz de verificacdo de pari-

d=3,

n- k
g=3 e @ =9,

representando a trelica sdo mostradas

Profundidade
Estados

1= (8)
2= ()

3= (9
4= (9)

5= (1)
6= (3)
7= (8
8= (%)

9=, (3)

TRELLI

[1,0,0] 1,0,9 [1,7,4 [1,3,2]
£.0.3 p.0.8 [.8.9 .09
[0,0,0] [0,6,0] [39,@ [0,0,0]
[0,0,9] [0,0,1] [0,0,0] [0,0,0
0.0.9 08,3 .0, [0.0.
[0,1,9) [6,0,0] [0,0,0] [0,0,0]
£.0.0 P19 0,3 [.0.3
p.0.0 [.0.0 .09 [0.0.0

[0,0,0 [0,0,6) [0,0,9 [0,0,0]

(M
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A geracdo da trelica permte a inplenentacdo de diver -
sos al goritmos para decodificacdo de codi gos de bloco lineares, al -

guns apresentados nesta tese.

4.2.3 - Curvas de Desenpenho

As curvas de desenpenho para o algoritmo de maxim zagéo
da probabilidade a posteriori das palavras codigo obtidas atraves ®

de sinmulacdo em computador digital est&do apresentadas nesta secao

As consi deracdes descritas na pagina 107 sobre a notacdo utilizada'
novamente se aplicam Estas curvas permtem una visualizacdo da ne-
| horia obtida comuso de deci sdo suave. O caso onde deci sdao suave é
utilizada quantizando em Q regides as amostras recebidas do canal

é tanbémconsi der ado.
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Figura 4.18 - SIMULAGAO PARA O CODIGO (7,4,3) -131-
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Figura 4.19 - SIMJLACAO PARA O 0Dl GO (7,4, 3; -132-
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Figura 4.20

T J J
SI MULACAO PARA O CODI GO (7, 4,3) 133-
Curvas PBIT x SNR (Detecdo por envoltéria)

Deci sdo abrupta NQ

2

Deci sdo suave NQ = «
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Figura 4.21 - SIMIULAGCAO PARA O CcODI GO (7, 4, 3)
Curvas PBLOOO x SN\R (Detecao por envoltoria)
1 - Decisdo abrupta NQ = 2

2 - Decisdo suave NQ = °°
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Figura 4.22

SIMULAGAO PARA O cODIGO (7,4,3)
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Figura 4.23 - SIMULACAO PARA O CODIGO (7,4,3)
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CAPI TULO V

CONCLUSCES

5.1 - ANALI SE D35 RESULTADCS

O intuito principal deste trabalho é o de apresentar
e analisar procedi mentos de decodificacdo de coédi gos corretores de
erros, emfuncdo da mel horia proporcionada no desenpenho de sistemas
codificados. Conmo visto, tal melhoria & obtida através do uso da i n-
formacdo probabilistica associada as amostras recebidas, e emgeral’
¢ conseguida as custas de um aumento na conmpl exi dade do sistema.

No capitulo |I, ap6s a revisdo sobre cédigos linea -
res, foramintroduzi dos procedi ment os sub6tinos que enpregamtécni -
cas de decisdo suave (sec.2.2), o0s quais proporcionam uma mel horia *
consi deravel no desenpenho do sistema, conmo mostrado nas curvas cor -
respondentes as figuras 2.4, 26 e 2.8. Eles sd nmuito atrativos | e-
vando- se em consi deracdo que o uso de regi 6es de quantizacdo é ade -
quado por facilitar a inplenmentacdo utilizando técnicas digitais. O
procedi mento proposto por Wl fenson-Rocha é de grande inportancia ,

7

visto que € umdos poucos esquemas de decodi ficagdo que assune ser
desconhecida a distribuicdo de probabilidade da fonte. A mel horia
provida pelo uso desta técnica encontra-se analisada com detal hes na

referéncia |7|. O desenpenho do al gorit mo de decodificacdo por dis -
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tancia generalizada ll f oi analisado através de sinmulagcdo emconpu-
tador, e conparado com o desenpenho do sistema enpregando deciséo *
abrupta, resultando nas curvas das figuras 5.1 e 52 mostradas a se
guir.

Para os procedi mentos Otinos descritos no capitulo
I'I'l, o estabelecimento da regra de decodificacdo permitiu a determi
nacdo do conportamento assintotico para alta relacédo sinal/ruido.As
sinulacbes realizadas para estes algoritmos estdo apresentadas nas
secdes 4.1.2 e 4.2.3 e a obtencdo destas curvas sdo de inportéancia’
fundamental neste trabalho. Apartir de cerca de 12dB, a aproxima -
cdo utilizando a expressao assintotica fornece excelentes resulta -
dos, e é acinma deste val or que a sinulacdo se torna praticamente i n
vi avel . Deve ser observado que ja existiramproblemas na conver gén-
ci a da estimacdo da probabilidade de erro quando utilizando o codi -
go (31,26,3), isto porque a regra de decodificacédo descrita pela
equacao (3-2) torna-se excessivamente conmplexa* aumentando de nodo
sensivel o tenpo necessario para decodificar umbit. Este fato estéa
refletido emal gumas curvas da secdo 4.1.2 para os maiores valores

da rel acdo sinal/ruido.

Quando o nunero de niveis de quantizacdo é aunmenta
do, obtémse informacado probabilistica mais detal hada para ser uti-
lizada pelo decodificador. Entretanto, umaunento no nuanmero de ni -
vei s de quantizacdo significa umcrescimento na complexi dade dos
circuitos detetores. Emtodos os procedi mentos descritos, observa -
se que a medida que o valor de NQ aumenta, o0 ganho incremental na
relacdo sinal/ruido para se obter una dada probabilidade de erro ¢é
cada vez nenor, de nodo que grande parte da degradacdo que ocorre*
quando NQ = 2 pode ser superada semque a compl exidade do sistema
se torne proibitiva. A informagdo adicional obtida por quantizar as

amostras recebidas em mais que 16 niveis acrescenta muito pouco

aquela obtida para 8 niveis.

* Conpare este caso como descrito no exenplo da pagi na 83.
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As curvas citadas na pagina 105, usadas para veri-
ficar a simetria do ruido Gaussiano gerado s&o apresentadas a se

guir.

5.2 - COMENTARI CS

Estas técnicas descritas sdo de particular interes
se para sistemas de conunicacdo vi a satélite, emconunicacdo mili -
t ar e emconuni cagcdo espacial de umnodo geral. W@ i mportante e
atrativa aplicacdo esta no enprego da decodificacao probabilistica*
em sistemas de conunicacao utilizados para transm ssdo de dados em
canai s de HF, de nodo a assegurar uma boa confiabilidade & transmis
séo.

Neste aspecto, € sugerida uma continuagcdo deste °
trabal ho, propondo-se analise e inplenentacdo dos al goritmos estuda
dos, aplicados para canais de H-

Com relacdo ao procedi mento proposto por J. Wl f
descrito no capitulo I |, deve ser nmencionado que & umprocedi mento'
O0timo, equivalente ao algoritmo de maximzacdo da probabilidade a
posteriori descrito no capitulo Il . Contudo, a fornulacdo natendtji
ca no ultimo caso, alémde maior rigor, permte a interpretacdo de
"correlacdo generalizada" e o estabelecimento de cota para a proba-
bilidade de erro por bloco. Omis importante é que permite o uso
de deciséo suave usando NQ = 2" regides de quantizacdo, o que de
acordo coma sinmulacédo resulta em consi deravel mel horia comrel acédo
a decisdo abrupta e uma sinplificacdo enorme no decodi ficador. Ade-
mai s, conparando-se as expressfes utilizadas na decodificacdo, vé -
se que a segunda apresenta uma vantagem computacional.

No caso de codigos de bloco, fica claro que o algo
ritno de Hartmann- Rudol ph pode ser implementado utilizando a treli-

ca associada ao coédigo dual. A inplenentacdo computacional da treli?®
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¢ca na forma descrita na secdo 4.2.2 e nassubrotinas das |istagens do
apéndice A permte a sinulacdo de diversos tipos de decodificadores
de codigos de bl oco.

Al gumas versbes dos programas estao apresentadas
nas |istagens do apéndice A Entretanto, devido ao tenpo de CPUre -
querido, os programas ndao podemser codificados para umcaso geral |,
de nodo que devem ser processadas al gumas pequenas alteracdes par a
cada caso especifico.

Ai nda conb sugest fes para pesquisas futuras, de-
ver-se-ia considerar o uso de m croprocessadores para inplenentagdo
dos decodificadores Otinos propostos no capitulo I, permtindo in-
clusive o enprego de subtrelicas. Gomrelacdo ao algoritmo de decodi
ficacdo por distancia generalizada Il, seria interessante tentar de-
senvolver uma cota para a probabilidade de erro.

E interessante observar que a decodificacdo por
di stancia generalizada | | resulta em uma palavra onde a nmedi da dos
coeficientes de confiabilidades condicionais dos digitos é maxi m

Este fato encontra-se demonstrado no apéndice C

A medida de confiabilidade associada a uma clas-
se pode ser determ nada nmesno no caso onde a particado do espaco de
observacdes resulta emclasses de confiabilidade ndo sinmétricas, e
pode ser cal cul ada no caso nultinivel. E possivel conjecturar que
exista uma maneira Otinma de combinar os coeficientes de confiabilida
de p 7 de nodo a obter umalgoritmo que mnimze a probabilidade’
de erro por sinmbolo (similar ao descrito no capitulo IIl) que possa'
ser aplicavel a cédigos de bai xa eficiéncia e que seja sinmples no
caso multinivel. Um posterior extensdo para decodificacdo de codi -
gos convolucionais seria bastante Gtil, pois neste caso os coOdigos

utilizados geralmente sd de taxa |/n.

As técnicas de decodificacdo apresentadas nesta’

tese se mostram muito poderosas e praticas em canai s que tenham com



portamento aproxi mdamente semelhantes a canais sem nendria. CQm o
custo do hardware digital dimnuindo rapidamente, 0o uso destas téc-
nicas crescerd | argamente em aplicagbes praticas em situacdes de

controle de erros.
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C obPh/ ubS" t"J"ir"'-h
C Ut COuUJFI CACAU DL CUUI GUS LJ Nc.Anfc.iJ
C Al »GUni ' I *U Uc HAKTHANK h KU i GLHH

J.i F@ih ALLi, bJJ, hUUfeU, CHr.C* U, (>ftIN, G H, *, £>K2, 1 ,A
Ul 5»Ki, SIUH HiUnl >(4, 4) ,0(i?,413,GiJ*J, h(4/J,P1(10),FU(16J,K(16),KuUld

-1), XC32J
Qikftuii U, NC, L, 1, J
DAj A ii/3240/.X/32%0/,yt.SI»itS*/ A

t-*r (A)=1.-h-hl- Cl XJ
6U2="«JK1(/,J

C LNl KMUA L-L 0O0AU0O0 i HLUCr cCuit
nt<ilr.lt), 1117

11 KUKKATri 1HO, et.l¢J fcK N K,I >=",/1J

UFKH CUU1J=%0, i-i Lt=*HAND. LM] "' j
KtAl) (M, *) M, r.C, OrtIN
NsNC-fcC

lh ( xL.GI . 32. UK. N. G1 . b) STUP
L, =2% ey

NCPI shC+1

[JCP)s. " «C+l
L =111

L1---1

rLl=e«—f

Arcllti S,i z] .
t UKMAJ | 1nl' ,'ClLbfc. OOL-r.? VKS gh flUS1
Kt.Ad( ,J33) rfc-Sir.

f c UKKAKA J
-7 1r.Mh.t.c.ir :>ie<s 10U 1000

IN
IN

c Kuiifw p/ culicuo cicLicos iPULjLfcOfeiO Gr.HAUUKJ
c (7,43 => 13,],, 0 = 1,0,1,1
C Ilb,11j => 14,1,0J = 1,0,0,1,1
C 131,2bJ => 1b,2,0J = 1,0,0,1,0
«KI Ttib, 44j
44 FUKV. ATl 1HO, = fclidfcK G(A) =",/
KbAL»(M * MGt 1J, 1=1,!-Fl)
AUL=1
AINCFI1=1

ad 200 K=I,i«Ci'"l
I K(Al?A1,LU.0)GO i U100
Hi K>s|
CALL SMUU21A, GJ
CALL SHJfr 1 I GI
G&Jd 1U 200
100 C ML SHfcJ (GJ

CUft 11 ivUb
you i)U4uu 1=1, 4/
ChhCK=QMc.LKs A( 11
400 | | CCHCClI K+ Nic . O) STUH
DU btiu 1=1, *b1l
uu 400J=1, ..C
400 DI I, NCPl-Jl=nlJJ

CALL SHI FTCtiJ
bOO Cuul 1. UK
Gu 10 2000

c HUH* A P/ CuUl GUS [)t fi.uCu Aii-LJCLJCUO.
1000 if&uahl'ﬁ’lb&J " howl CF
b3 - i ) »

UJ o00 1=1, *
NUCLEO DE PpQCES&TI Et yTPt PJ PAE*Of p A >J>IVEflfcipADJ >EDERAL DE PERNAMBUCO"
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t UK»*AL113*111, 1A))
CUtIlitUfc

Ur.KAfcilU FALAVr<A.S UU cUul G J

UU 700 1=1, ."bl
[ Pls)+I
UU 700 J=1I P1, iv

CALLJ 51'"hAn

cum NUc
Jt'1fe*bl*3)GU 11» 00O
OU e0O b=/, *bl

i Imb=fe N 1

150 000 1=1,1KNU

bUOF «U( L, J) =r\ +1
JU=bUGft DI b-1i1*1J

Jf =bUUNUI b" 1 , NLi J

OU bi<y J=Ju,JI-

CALI. SCKA*
CUfci liilr

i =(0- 371/

A=10,

ALL=W

MI-.thu Ut ht GJuKi ifct
Ui bO Ji, N=2, 4, | i

hhl JKI 3,)JUJ

KUHMATI | HI *49A ,«0ftJ Vbkil GADL
Ufc>tNGeKHA.KIA CL&TK1CA'
KbS - ALGURUKU UL HAKIWANN b hut-ULPh

MOl s NO- |
VAKI ANUU SI GUMb- | U- NUJ St
UU bo SNk=I1.,\Vi., 1.

NI l=o0

K=1  (Lute Nul SL)

t»=2* | i-ul )/INO*SOd)

FI 11J=0. b»t.Kh Clb)

b=Z/ 1 ir*i>i) 1
Fuilj-u.bUl.itKHh))
K> Ni»l IriJGH NUISfcl
PIlhw)=FUI 1J

PUI MIjsPI (1)

KK<*1r-1J

| Pl f «U»£U,2JGU JU 3U

UU 30 K=2,NO1

bl SE+I f «O* K+l ) /| wU* 6U2J
B2=7i sfgK J / i NQr&W2 J

PI(K)=U.5*I tKF(Bl)-t:f<fe (62>)"

PUINO-1W1)=P1 I M
CUNUNUL

CALCOLU ous KU' O
UU bO 1=1,NU

K(1)sci,-FI (1 J/PfHI) J/CLl.4P111 J/PUII))

CUMI NUL

UlUADb.

UUANTI ZACAU

f-fc. CtTAL
, .1 UA,

KAJ1U.

Pf ck»« AMBUCU* | /
Ut CUi JI KILCACAU DK COUI GUS LINEA
** e »/, bX, e KUse* ,14)
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JBh=u.
i Ht =u.

bl 1 =(10**4)»NC

0 J1J-U.
c 51«ULACAU UU ALGUK1TMU
Du 4u KD1G=1, BX1>NC
M2 = U
Di lu ]=1,NC
C GKKAi vUii  KUi U GAUSS1AMI.

1b VI =/*«AlvlIbUJ-I

S=V 1 »Vl - frv2*
lt- (O.Gt.l) bi 1U Ib

V=vl *Sinl ALUGCSI / s;
K=S1G«A* V
C FUSSI bl LI Drtut o:
li- U.GE.A/2.}ft*2 = Nir+l
C I frU LE.-A/2.)Ni2=N12*1
c | NJEKVALO ONDE CAl U A AMUSXKA =NK
NX=( AbL*A-»yj * NU/ At |
C rKxi y DIvISitiLE ai A/ NU. IS ZEkU

KU . LT.1 J3.\i=I
lt- (M, bJ,.NJ INYsftU
KUI ) =KI N) f J

g CUNJji.ut.
fx*1=ML+ui2

b I NI 2.LE.X]j Gi TU 40
DU Jb 1=1, MC

sp = U.

DO 2b J=I,w

HKOD=1 . n
DO 20 L=1,W

DELTIL=1

IVt J.NE.L)DELI1L=U.
| FIDIJ, L) . NE. DELTI | .) PROD=PkOD* kU( L)
20 CONTI NUE
2b SP=PkOD* SP

C DECI SAO : SP>0. ESTIMAR C~=0, SP<0. ESI11MAK C~=|
C POSSI Bl LI DADES:

| FISP.Lfc.0) TBE=ThF* J
C i F(SP.GT.O) f bt =IBE"|

3b COI. TINUF
| F(TbE. GT. STO) TPE=TPf c+J
STO=' JBE
40 CONTI NUE
C CALCULANDO PKUHAbIi.) DADtS DF EkkO.
PEB=TOE/ BI X
PEP=JPMrJC/ftJ1

C SAIi DA DOS DMDOS
Hkl TE(3,2)SrJK, TBE, PEB, TPE, kr.P,r. > 1
2 FORMAI (1HO, « SKB="', L14.b,4X, | bt=",E14.8,4X, "PEB="' ,El4.ti,4X, » X

PE*', £14.fc, 4X, "PEPs* ,fcld4.h, /", «0*, 37X, NYI =*,161
bO CONTI Mif c

STOP

END
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SI HRGTI fcA P/ CfclirUlifi 1>E Bcf - AFKfiX. POLI NOh TAL

Fi i«CAO DI STRI BUI CAO KQXV.hh DE PROf AMMDADE
UnP.U J/ECX)/ > 7.5 E-08

i«é. £4 - DEFMhTAl-t.siii r-'i- Gt wHAKI A tLLTKGc ICA.
FUi.cTioA LHrr(7)

X*sAdS(SORT(2.) * Z)

;= GSCRT(I1/(2*3.141593))

r= ,231&419

ol = .3193bl5

b2--. 3b65b3B

63=1, 78147«

p4d=-1.821256

Ebsl, 3302740

1=1/ (1+P*X)
ERFC= 0*EXP(f-X**2)/2)
£,8FC= ERPC*T*(RIITT*(fc24T*(B3+T*(&4+1*65))))
Ei <FC«2. *Eft FC
R Tl Hi-
r.i.D
SUBROUTI NE SV.0D2 ( X. G)
| WTEGER X (32), G(32)
LO 1 1=1,32

1 XCl )=1ABS(X(1)-G(I))
PETUEE
Li, 4
SUéROITIi VE SKIFT(G)
11'7cIGERGC3>") , sTnl , sTu2
STCl sCCl )
Lt 1 1=3,31
Siu2=G(I +1)
G(1-H)=STU1 |
£TU1=ST02

1 QuiaXtfUE
G 1) =STUl
Rc TUKTr .
EjjD
SUBKf j 4TI | VE
SUBRDUTI NE SCRAH
| UTEGEP. D
DX Etislum 0(32.31)
@'f.U- D NC K, J»J
DO 1 L=1,;<C

3 D(K,L)=AbS(Df1.L)-D(J,1L))
RET UPK
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o UFPE/ DES - Cnry :F
C Oc CiiDlI FI CACAO DE CODI GOS LI KEARES
C A .Q1?IT.-iO DL DFCODIr 1 CACAU ROR HAXI HA PROb ABI LI DADL A POSTERI ORI
COori- QU G- .ri . tfPS.J
IMII6V. H C( 71 ,r.f . GFQ, hAT(7) , H(3,7)
ul.-»S10.J I-iIAIRI x(3,7,0:J3),MATRI Z(8,7,0: 1), pETRI X(R,7,0: 1)
DiriEf.SI0t, Kf7), STAR(7),P1(1r>) ,PO(lt>), ALOGFj (16)
CRt U) =1.-LRFC(X)
0Q2=00KT(2. 1
NQs So; NQI sft O~1 * A
GFf 1
GFO=GF+1
p,«7; ri=4
J=:.-IN
i «P5=GF0**]

*RITE(5, 33)N.K , GFQ
VRITE(b, 11)
i?cf' (UM7=20, FIT.E. ="' H CAT"')

DO1 JJ=i.J
K. EADC20, *) CH(Ji.i VW, fvNrl , N)
1 ARL. TE(5«10) f Hf GJ, ), NN=1| N)

CALL THFI.LI f h.i-ATRI X, VATKI Z)
CALL EXPUR(KATRTX, MATRI Z)
i.h1Ts. i 5, 2?)
DD 2 Ki1=J. UpS
2 .VRI TE(S, 10UHf ::aTRIX(KI , K2, KJ) , K3=0, GF) , K2=1, N)
DC b SIK=0.,12.,1]j

jTE = 0.

Z=10.**CSfoR/ ?20.)
Ps7*?2i 01/ (NO*S02)
Pl (i)=0.5*RPrC(B)
BsZ/ ( NO* SU?)
PO(l)s0.5*fl.+FRF(e))
Pl (NO)spo(1)
Pi(ivO) =Pl (1)
I f (i\O. LE.2')STuP
DD 17 | REG=2.NQ
61=Z*(NQ-1 REG*1 )/ (NQ*S02)
6z=Z*( NO-1 $£G)/ (HO*S02)
Pl f1 REG)sO»5*( FRF(&1)-ERF(B2) )
Pu(.\Q-1 KEG+l ) spl MRc. Q)
17 CU -' TI nUE
Di 231 | Pt G=1, NO
231 ALPGFI (1 REG) sAl . OG(Pl (IREG)/Pu(lIREG))

UO 4 Kir's=1. N *ORDS
CALL >;ORr;5(MATRTX, C) =
XS:vR=S .R
CALL NU £>E(XS»3R,J> , K, C, STAP)
>0 24 *X=! , M

24 STMPI KA) =ALnGFIl ( I FIX(S'i AR(KX) ) )
CALI CURRELfe+«ATR1X, PcTRIX, STAR)
CALL SURVI VfraXRIlI X, PAThl A, hAT)
| ERRURs O
UC 3 KX=1.X

3 IPr.H}R=ILRrrW ArS(C(KX)-HAT(KX))

T&E®*1 nt +1 ERPUP
| NUCLEO DE PROCESSAMENTO DE DADOS DA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO




5 Ci-.TinuE

C

10 AT(IH RX 10(11#1X))

| CH t Gr: AT(1HO eot2X a0t L,y 2X)

11 FORi ATdri O BX.'MATKIZ DE VtRIFI CACAO DL FARI GADE He )

22 r n."AT(1n0 //. bX, 't>Ai RJZ AijSUCIADA A 1HELLICA ***=%.)

33 rfin: AT(Ittl 44X; « UFI VbRSI DADF FEDERAL Ut PERNAMBUCO #/» 47X #' MESTRA

ELETRI CA»./,30X,+** DECCDIFI CACAU DE CODI GOS

AtiES - ALGOKITMO uF. ROCHA JH **' [/ /], 9X#' CODI GO DE£ DLUCO C',12,"', "
12, 1), 3x.»80rRF GFC', i, " )" ,IIl1l)

44 ri"h ATCIJHO.5X. "S.vH=' , F4.1,5X, ' PF.b=" . LH.fc.bX, ' PhlP-« ,  Ei4.38)
STUP

IF(TLRKOK.NF.O)TPASTPE-* 1
CO .TI?UE

PE6=I Bt/ ( M rjv.rmpg)
pEr=TPt/ 0VORDS

F.ITt. (5 <iCS.WPr.fc,Pr P
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C SUFc»kiTl f»A H/ CALCULO [lfc. t HI - AHkfi X. PULJMMJAL
C KU; «<CAU DJMKj nJI CAO Nikti AL L'h PKUbABI LJ D AJh
C frKl /r(Aaj/ > 7.b K-UO
C itta - Of cPAkl AwfchliJd ruGbMi Akl A KLt Tkii»l CA b MSI L-. Ao
HUNCTJUII EftFC(2)
A=AbS(SQK'J (2* )2
y= SAkl |l 1/(2%*3*141593 )1
Bl = »3193«15
B2=-.35bbb30
03=).70147«
B4=-1.821256
ob=1.130274U
C
i=1/(14P*X)

EKFCs 0*t XPIl (-A**2)/2)
r.hr C= tkFC*T» (Bl 41* (H2* T* (B3* ! o ( bd«r 3 «b) >1)
thFC=2.*bhfr C
Kb1UK
bNO
Ctl| KEbLI i 2NOCALi i TkAft s»i>41k Ak OB#bk XPUki 6 «kUPUSf 7Ai 012>E*dCOKi t f ¢, bft 9&Uf (VI V
C
CHI GERANDO /* |htLi CA MAU- EXPUHGADA
C
SUbHUIUTI hib TkbLbJ | H, *Al kl X, *SA1k12)
ax- r [i,N G&, '*, NPO, J
Iwi bGGcK M.* A, G, ri (J, A), KATFCIA( fcPS, , U: G ), MATfcl >( NPS, hj, 0: GFJ
C GbkAftDi A IKfc.LblS 1 [IKr NATkI XJ
CALL MI CAL(1»J, 1* + ATK1A, MJ

DO 1 Kx=2, =, :

bi) 1 NAT=], I;FS >

"N | —< Al
1sUr=0
DU 13 ALr;v =10, Gr
13 15Uys| SUH4ASA. T»*] X{* \AJ (*)', .°.r AJ
| bdSiy. KO. Ul GU Tu )
C*LL ISfUCAL( 1 # fckX, AT, «Al kJ X, H)
1 CLMJI NUb
C GLfcAfcfrO A I KLLL16 2 (fc* rvATKI ZJ
CALL NUCAL12,N, 1, MATRI Z, H)
U i KX~-N-1,1,-1
KKA2 KA
kY=KX4 1
DO 2 r.M=l , r»PS
KXAT- NA1
DU ALFA=U Gr
1FI HA1h!| Z(«UAT, ki , ALI-A). r.usUL(*U lu 2
CALL >«UCAL( 2*r:kA» ATtf 1ZI *i* AT#ki , ALr A,HAL k!l Z, h)

2 CuKJIl nUb
ht. IL. hr.
) e nr
C<2 CALCULAKDU US .05 - Pkté iCHIKhitlU Uk “ATril Z DA TKELJCA
C
2>UBEOUL1 r. NGCAIl (i |, M, Aj, ~AJk, h)

ai-."o,\ @, vi, | >Po, J
1u11Gbh M1, ALFA, r. 1 (b), Cl I 5), Gr , GFO, r. ATKI WPS, N, U: GF) , H(J, u)
151G=1-1J( T-J)
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&FU=GF- »J

CALL rkAi.Obt GFW J, Al , hl )

DU i Mt* M=UG

i»XU1J 1 =1,

LL=h7 (JI )+ 15JG*ALFA*HI JJ,K A)

Cl (JI )=ruUD( LL, GFU)

| F/CTCJJ ). L1 .0JCKJJ )=CT(J1 MGift

1 CONTI NUE
CALb Tft ANBDI GFO* J, NO, CI )
JF(&T. tu. 1) MATH( NU, KA, Al.f- A) =AJ n
IF ( NT,EO«2 ) MATK( Al fcX, ALPA )=i»l
2 CUMI NUf ¢
frei  URN
F.+ D
C
CtJ 1nANSFUh ACA» » Hft
C

SUBROUTI NE | h Awou(Grft,J, OU,o0ft)
li.TcGFF DU, bft(b) ,GFft
QU0
DO | KSI,J
i)D=I)D4bB( J<t 1 »NJ *GF' j* * | Mi )
| CONTI NUE
UuU=uUD<1
for. I WUH
END

c*1 TRANSFORMACAU DP

1 SubROUI JNL i HAHI/H( Gfft , J/ i'U, no)
1M.Gc.rt DD, ofe(bJ ,GFU, ft
0=1>0-1
U 1 *1=1,3J A
Bb( J+I -« } =~Ul >(u, GF 0)
U=qQ/ GFQ
1 CONTI NUE
RETURN
cuo

C«S GEMANDO A [ RfcLJLCA EXPURGADA

SUBROUTI NE bAPUK(VA1hJ X, KA1H1ZJ
Qi.Mvu.\ GF,'.,"«*,J
i<l EGEN ALFA, G , - ALRJA(KPS, hi , O: &G ), *i AIR1Z( NPS»N*0: Gf J
DU 1 NA'JSJ ,NP2>
[)U 1 KX=1,H
Uu 1 ALf*=0,GF
1FC*ATKIAt KA1, rA, ALFA) .i.t. NAi KJ2 ( NAT, KA, ALKA) )
f Ain)A(aAT, KA, ALF *) =0
« Al Ri ZOAX, * A, ALFA) =0
1 CONf | NUE
KFJUrN

RNU
C»t GERANDO PALAVKA' S- CUDI GU ALEAI UPJ AGENTE

SUhROUI 1-.c. AUHI-5( - ATHJ X, C)

cu*U. GG, ;>, r»PS, J

1ulEGEN Aur AC(w) , GF, KAI NI Al uPs, f*, 0: Gr )
Gn, =FLUA1 CGF* 1)
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M>=1
UJ 1 KX=N,J

10 ALrA=f-Anl bl "' bHJ
I FI ALt A. Ku. Gf ,j Jol uP
1* | * Al hl Ai NU, KX, ALFA) . KO. OJili Ja 10

Cl Kx) =ALFA
rc, Usrt Alhl Al MJ, KA, ALI* 1

1 CU«) 1NUK

C

C»7 SI-MILMMJU CAIAL- H.I1DUSO - Fi*CuMhAf.ui VtTUH KKCtHJILDU
C

SVMHKUUTJrife ftiiSK | SwWR, -v, », C, SI A>HJ
luJt Gr K ClI f«J

»y=lo0o;.\ul =Ny-i
-=io.
Z=]1 O. «* (SvH z-0O. J
SI GrA=A/Z
vV AHsS SJ6KA* * 2«
aii - 2 1=1, "
1 X=2.*KAN(bOI -1.
*=?.*RAN( 34
S=A* A-i** »
1FiS.GK.1.1GU 10U 1
v=bi1G*A*6K1(-2.*ri,0G( S)/ S1
A=»V
i=i*v k
h(l')=C(1)A4A ,
Nl =h(lT*. v.J/Af1
If ('.*x Ll .11,1 =1
1i UJf.Gl . 1011 -i) =vi
STAK(Il} =Ni

2 CONTINUE
KETUKN
t NU
c
Ct U OKI KP. MIHA>Uii A CUKKKLACAU GE-\ KhA L JZAGA
C

SUGROUTIME CUKKfcL(*ATRIX, Pt Tkl X, Vfc. Cl ukl
COP. aOf t" Gt, N, upS,J
INLIKGKh ALFA, Gf

DI «<ENSI Uh " Al kI A(r. PS,'<, 0:Gh 1 ,KKI KI A( *PS, ', 0:GFl , VEC'IUKk(ft)
KPSLON=1, f c>3b

11=0

0o b J2=1, |

60 b JI=1,JPS

00 2 03=0,G-

I -1*A1R1X(J1,J2,J3).KO.01GUJu?2

It 1J2«»f .1)tid i U 1

Ptjhl A(JI,Ji,03)=0i*tfFCTOR(02} + fe.P&LUN

Gu I o 2
1 L»u 10 ALFA=0, Gt

1F ( PEL KI At KAi »1 X (JI ,JZ2,33) ,J3/-1, <r A1. 1.0.0)00=ALFA
10 COf . I j NUt

PKTKI Al JI , Jz, 31 =Pfcl«l X(*AiRIA(JI ,J2,333,J32-1,31J1

: 43 3» vr.Cl UK(J2 )+r PSLO-\

n CONTI NUE

P*AA=PfcThl A tJI ,J2,01
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APENDI CE B

Seja um cbédigo de bloco linear binario C(n,k,d)
k

com m= 2 palavras codi gos, denotadas ¢ i =0,1,2,...,ml. As
pal avras sao transmitidas pela fonte equiprovavel mente através de
um canal perturbado comruido aditivo branco gaussiano com densi da-

de espectral de poténcia unilateral N,/2. Entéo

PBloco = P (B-1)

Cono é considerado que a énupla transmitida foi *
C , a palavra toda zero, a decodificacdo por maxinmo de verossi mi

| hangca sera correta se e somente se

n-1
Z c.p En ()< O paracadai =1,2,3 ... ml .(B2)
1=0 N :

Se 0s sinais sao transmitidos através de pul sos '

liga-desliga comamplitude +/E Volts ou O Volts, enté&o

n-1
| - c.p (r,-/EV2)< 0 V c. ie C, ic. "Oc . (B-3)
Definindo eventos A para i =1,2,...,m1l,
n-1 n-1
(B-4)

temse que (B-1) pode ser reescrita cono (B-5) usando (B-2),

ml

PBloco = + P (B-5)
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n-1
Por outro lado, Wc.) = | c., é" o peso da pai g
! 1=0
vra e ¢ e Y:R\é, = BEEN ¢é a relacdo sinal/ruido do canal .
—+ o]
Sejamvari aveis aleatérias iN.}, , comdistri -
ol
bui ¢do nor mal
n-1
N. = — — = N - K(QD- (B-6)
\ 1/ 2
E c.,N /2|

0s eventos A" podem ser agora expressos sob a forma

A = {N</RY Wc.)/2} i =1,2, ..., ml (B-7)
1 1 D —1

m1
As variaveis aleatorias {N.} sdoconj untamen
ol

(

t e gaussianias, commatriz de correl acéo x=Lx*) , onde Xx*j =E{N.. N. },

portanto a correlacdo X" sera

X « . t° Koo (B-8)

n-1
Usando o fato que { n,} sao vari avei s al eat 6-
a

rias comvariancia n” = NJ/2, temse que

X .= " - 3 — (B-9)
" iW(c.)./W(c.).N/ 2 /Wc.)./Wc.)

- i - 0 -1 -D

Notando quel |l *H = (c.c)» = (Wc))", Sse-

gue-se que
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C. «C.
X. = —ji__N = cos c. ,C. (B-LQ
. [1c.H Ilc.II LA
Deve ser observado que Q < <1, e ~ =0
=> ¢, , €., ademis X. = 1.
=+ -'-Mn
Desta maneira (B-5) pode ser reescrita cono sen-
do

Bl oco N|1N2. . NH b 4 b 1

€ a funcdo distribuicdo correspondente a
ml variaveis aleatdérias conjuntamente Gaussianas com matri z de co-
variancia X = ("]])*
No célculo da probabilidade de erro por bloco pa
-
ra o coédigo (15,11,3), por exemplo, € necessario a avaliacao da fun-

cao distribuicdo conjunta de 2047 variaveis aleatérias dependentes.
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APENDICE C

LEMA O algoritmo de decodificacdo por distancia ninim generalizada
escol he a palavra cdédigo que maximza a confiabilidade media dos si m
bol os.

PROVA A partir das amostras recebidas do canal, dois vetores sdo de

term nados,

rr= (r.,...,r,) R’ = (R, ...,P ")
palavra recebida vetor de confiabilidades
Aqui 8 o coeficiente de confiancga condicional*®

de Kiefer associado a decisdo r . .
i
Se uma palavra cédigo f é assumda com tendo sido

transmitida, a confiabilidade associada aos seus digitos é expressa’

por

1-R *» se d.(r.,f.) - 1

Deste nodo, a confiabilidade média dos sinbol os da pa-

| avra, admtindo que a palavra transmtida foi f, €

RE = qLydfre B {T-RMY {1 (r f ) )R

Unalgoritmo de decodificacdo que maxim ze a confiabi-

| i dade médi a das deci sdes deve escol her uma palavra f de acordo com
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Lenbrando que pr"" = 2R~ - |, obtémse
Max - | d(r.,f.gpi“‘)
fec =1 "*"
n (i)
0 que equivale a Mn I d.(r.,f.)p
fec i=1 " * !

A seguir sao apresentados dois exemplos ilustrativos.

A fonte, o canal e codigo sdo admtidos os mesnos do exenpl o da pagi "

na 73.

Exemplo 1 - Admitindo que as amostras foram-0. 7,-0.2,-0.3,+0.7,+1.1)
temse que
r= (0,0,0,1,1) e Rg" =(.80,.60,.65,.80,.90).
Dai pode ser encontrado p/ = (.6,.2,.3,.6,.8).

A palavra recebida r ndo é uma pal avra codigo. Gm
relacdo a duas pal avras codigo f~- (1,0,0,1,1) e fj ~ (0/12/1/1,1),
cono exenplo, qual delas seria preferivel? Aplicando-se o algoritmo,

a palavra f" seria escolhida:

A(r, f) =p' ' 4p'i'= 24.3=.5

GComrel acdo aos coeficientes de confianca condicio -

nal

-1l G-l - e o) Media R} A 3.15/5 = .63
f, => R*> = (.80,.40,. 35,.80,.90) Media RE"= 3.25/5 = .65

Exenplo 2 - Considerando um segundo caso onde as amostras recebidas'

sdéo (-0.7,-0.3,-0.3,+40.7,+1.1}, temse

r = (0,00,1,1) e Ry’ = C80,.65,.65,.80,.90) ,

portanto p» "~ = (.6,.3,.3,.6,.8)
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ndo h& preferéncia
A(r,f.) = p +p = .3+ .3 = .6

Gm rel acdo aos coeficientes de Kiefer,

-1-°"1’° C20,.65,.65,.80,.90) Mdia R|"

3.2/5 = .64

-2 NT20 T ferenaefanEt et 00 Media R? 3.2/15 = .64
E realmente indiferente para o valor da confiabilida
de medi a dos sinbolos se o algoritmo escolhe f- ou f” conb sendo a

palavra decodificada.
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