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Resumo Coépulas sao fungoes que fazem uma ligacao entre funcoes de distri-
bui¢ao multivariada as suas respectivas distribui¢coes marginais unidimensionais.
As utilidades das funcoes de copulas sao varias. Elas sao muito eficientes para es-
tudar medidas de dependéncia livres de escalas. Sao também um ponto de partida
para construir familias de distribuicao bivariadas. Neste texto iremos explorar al-
gumas aplicagoes das copulas na andlise de sobrevivéncia e as fungoes relacionadas
as copulas disponiveis no software R.

Palavras chaves: Teoria de Cépulas, Cépulas de sobrevivéncia, Pacote Copula.

Abstract Copulas are functions that provide a link between multivariate distri-
bution functions and their univariate margins. Copulas can be used by staticians
in several ways. They are very efficient in the study of scale-free measures of
dependence. Also, it can be used as a starting point for constructing families of
bivariate distributions. In this paper, we will explore some of its applications re-
garding survival analysis and computational tools related to copulas available in
the software R.

Palavras chaves: Copulas Theory, Survival Copulas, Copula Package.
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1 Introducao a Coépulas

O estudo das cépulas e suas aplicacoes na estatistica é um acontecimento re-
lativamente moderno. Ainda exitem muitos problemas em aberto e trabalho a ser
feito adentro do tema das copulas.

A palavra copula vem do latim e significa “um elo, ligacao, vinculo”. A pala-
vra foi utilizada pela primeira vez num sentido ligado a estatistica por Abe Sklar
em seu teorema, que serd melhor explorado mais a frente. Neste teorema, Sklar des-
crevia fungoes que “uniam”funcoes de distribui¢oes unidimensionais para formar
funcoes de distribuigoes multivariadas. Porém, as fungoes precedem o termo que
as caracterizam, sendo citadas em trabalhos de Hoeffding(1941) e Fréchet(1951).
Desde entao, copulas tiveram um crescente interesse, principalmente em areas
como bioestatistica, atuaria e financas.

No presente trabalho, iremos explorar os principais resultados relativos as
cépulas, a definicao das copulas, suas principais familias, propriedades, pacotes de
programacao do software R e aplicagoes da teoria.

1.1 Revisao da literatura

Por mais que o tema da teoria de cépulas ja possua mais de 50 anos de vida, a
sua aplicacao e estudo cresceram com mais forca apenas na tultima década, devido
aos avancos dos softwares estatisticos. Diversos artigos foram publicados recente-
mente com aplicagoes em seguradoras no mercado americano, possuidor do maior
faturamento do mundo, mas poucos existem no Brasil. E interessante analisar
esta teoria também em nosso pais, visto que este possui o mercado segurador com
maior faturamento da América latina e um dos maiores crescimentos percentuais
anuais do mundo.

Em 1959, Sklar [14] mostrou que qualquer distribuigdo multivariada pode ser
escrita em uma representacao de copulas, mesmo este processo nao sendo sempre
conveniente. Neste artigo ele mostrou que, caso as distribui¢coes marginais sejam
continuas, existe uma representacao tnica com base em copulas.

Um dos maiores atuarios com atuacgao no estudo das cépulas é Edward W.
Frees. Em [3], Frees estuda um dos modelos de precificacao de seguros mais uti-
lizados nos estados unidos, atrelado a teoria de copulas. Ele mostra que existe
uma relacao direta entre o método de precificacao baseado em credibilidade e as
distribuicoes de perda. Neste texto, ele avalia a qualidade de suas previsoes em
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relacao as seguradoras de automoveis de Massachusetts e em comparagao a outras
previsoes existentes na literatura. Em [5] ele também sugere um modelo de cépulas
para precificagao de rendas vitalicias em seguradoras.

Além destes trabalhos, em [4] Frees explora algumas aplicagoes praticas das
copulas, como em modelos conjuntos de mortalidade. Também ¢é mostrado como
simular resultados multivariados a partir de distribuicoes expressadas nas suas for-
mas de copulas. Este procedimento é realizado com auxilio de algoritmos utilizando
copulas Arquimedianas ou compostas. O método que utiliza cépulas compostas
foi primeiramente sugerido por Marshall e Olkin [19] .

Em [15], Staudt introduz vérias consideragoes a serem tomadas quando da mo-
delagem utilizando copulas, mais especificamente em relacao ao comportamento
de distribuicoes com caudas pesadas, tanto em suas distribui¢oes marginais quanto
em suas distribuigoes conjuntas. Em seu artigo, Staudt sugere ao leitor considerar
mais medidas de associagao, visto que a correlacao mede apenas a dependéncia
linear. O Autor também aconselha a cautela quando da escolha das cépulas, visto
que o formato mais natural da curva deveria ser um produto de consideracoes
tedricas conhecidas e analisadas a priori.

Em [10] encontramos o provavel melhor livro para iniciar o estudo da teoria
de copulas. Neste texto, Nelsen apresenta os principais pontos do estudo e as prin-
cipais definicoes, de forma clara e didatica. O texto possui certa complexidade,
assim como tudo que tange o assunto das copulas, mas é apropriado o suficiente
para o estudo em nivel de graduacao. O intuito do livro é de ser utilizado por
qualquer pessoa com boa base matematica e probabilistica.

Alguns fatos e limitagdes do uso das cépulas para modelar distribuicées con-
juntas com marginais discretas sdo expostos em [20]. Parte destas limitagoes sao
consequencia direta da auséncia da propriedade de unicidade das cépulas para dis-
tribuigoes discretas. Neste texto também é explicado que a dependéncia entre as
distribui¢oes marginais nao ¢ funcao apenas da cépula.

Dadas distribuicoes marginais discretas, copulas podem ser utilizadas para
estudos de robustez incluindo anélises de simulacao. Porém, no texto é mostrado
que este campo de estudo ainda precisa de avangos cientificos para ser tao funcio-
nal como é o caso com marginais continuas.

Diversos textos na literatura mostram a eficicia do uso da teoria de cépulas
na modelagem de dados relacionados a seguradoras, principalmente no que se re-
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fere a andlise de sobrevivéencia. O uso das copulas aplicado as ciéncias atuariais ja
¢ executado de forma relativamente ampla fora do Brasil, porém poucos trabalhos
foram realizados no Brasil.

Associado ao software R, Jun Yan escreveu em [17] um dos textos de mais
facil interpretacao e uso computacional. O texto apresenta o uso das fungoes mais
importantes e basicas do pacote copula. Neste texto, o autor sugere em diversas
situagoes que uma boa abordagem para a decisao de qual copula utilizar deve ser
baseada na estimacgao por maxima verossimilhanca.

O pacote copula é provavelmente o mais avancado dos pacotes relativos as
cépulas implementado no R, porém ainda esta longe de ser perfeito e apenas possui
implementadas algumas familias de copulas.

1.2 Definicoes e propriedades basicas

Para iniciar este capitulo, vamos descrever uma definicao informal para as
copulas. Considere duas varidveis aleatorias X e Y com funcgoes de distribuicao
F(z) = P[X < z] e G(y) = P[Y < y], respectivamente, e distribuigdo conjunta
H(z,y) = P[X < z,Y < y], entdo a cépula é uma fungao C : [0,1]> — [0, 1] tal
que,

H(z,y) = C{F(2),G(y)}, (z,y) € R®

Formalmente, temos que: Uma cépula bidimensional é uma fungao C': [0,1]? —
[0, 1] tal que,

1. C(0,y) =C(z,0)=0,C(L,y) =yeC(x,1) =2z vV x,yel

2. C é 2 — crescente, ou seja, para a,b,c,d €l coma < bec<d,

Ve ([a,b] X [e,d]) = C(b,d) — C(a,d) — C(b,c) + C(a,c) > 0,

Em que a fungao V, é chamada de C-Volume do retangulo [a,b] x [c,d]. Isto
quer dizer que, caso H(x,y) possua segunda derivada, entao a derivada de F'(z) e
de G(y) é maior ou igual a zero, como é provado em [10]



1 INTRODUCAO A COPULAS 7

Note que, por definicao, uma cépula nao necessita que seus argumentos se-
jam funcgoes de distribuicao. Porém, quando estes argumentos sao fungoes de
distribuicoes univariadas, a cépula é uma funcao de distribuicao bivariada com
marginais iguais aos seus argumentos.

Para facilitar um pouco o entendimento, vamos citar algumas cépulas impor-
tantes e mostrar que elas seguem todas as propriedades acima.
1.2.1 A cépula do produto.

Vamos mostrar que a funcao bivariada H(u,v) = uv é uma cépula de u,v €

[0,1]
e Domifnio de H = S, x S, = I* = [0,1]?

H(0,v) = H(u,0) =0

H(l,v)=veH(u,1)=u

Seja B = [uq, ug] X [v1,v5] = Vy(B) >0 — H é 2-crescente

E f4cil provar que isso vale para todo uy, us, vy, ve € [0, 1] fazendo a substi-
tuicao us = u1 + Ay e vo = v1 + A, com A, A, > 0.
Apoés algumas manipulagoes algebricas chegamos no seguinte resultado:

Ve(B) =AA, >0

A copula do produto é comumente escrita como [[(u,v) = uv

1.2.2 Limites superior e inferior de Fréchet-Hoeffding

Antes de propriamente citar os limites superior e inferior de Fréchet-Hoeffding,
vamos enunciar algumas outras defini¢bes e um teorema.

Uma subcépula é uma fungdo mais ampla que as copulas (e o conjunto das
copulas estd contido no conjunto das subcépulas). Vamos citar uma defini¢ao antes
de partir para as subcépulas.

Definigdo. Sejam S, e S, subconjuntos de R, onde R representa a linha dos
nimeros reais estendida [—oo, +00] . Sejam s; e so 0s menores elementos de Sy e
S,, respectivamente. Seja H uma funcao definida de S; x Sy — R. Dizemos que
H é uma fungao grounded se H(z,ss) =0 = H(sy,y) para todo x,y € S1 X S
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A diferenca entre subcopulas e copulas é que subcopulas sao fungoes groun-
ded que nao precisam necessariamente estar definidas em I = [0,1] mas em um
subconjunto de I que contenha 0 e 1. Subcépulas estao melhor definidas, por
exemplo, em [1].

Sendo assim, toda propriedade de uma subcopula também ¢é propriedade da
coHpula.

O teorema a seguir discute os limites superior e inferior para uma subcépula
definida em um dominio contido em R2, o plano real estendido definido como
R2=RxR.

Teorema Seja C" uma subcépula. Entao para todo (u,v) € Dom(C’,

maz(u+v—1,0) < C'(u,v) < min(u,v)

Prova Seja (u,v) um ponto qualquer que pertenga a DomC’. Entao, C'(u,v) <
C'(u,1) = u e C'(u,v) < C'(v,1) = v, logo, C"(u,v) < min(u,v). Além disso,
temos que

Vor(lu, 1] x [v,1]) >0 =1 —u—v+C'(u,v) >0 = C'(u,v) >u+v—1

Combinando isto com o fato de C’(u,v) > 0, temos que C’(u,v) > maz(u +
v—1,0).

Como toda cépula é uma subcoépula, a inequagao acima vale para copulas. E
facil provar que os dois limites sao também cépulas, da mesma forma que foi feito
acima com a c6pula do produto [](u,v).

Estes tais limites sao denotados por M (u,v) = min(u,v) e W (u,v) = mazx(u+
v — 1,0) e sao conhecidos, respectivamente, como limites superior e inferior de
Fréchet-Hoeffding.

1.2.3 Teorema de Sklar

Agora que ja foi descrito acima algumas definicoes e propriedades importan-
tes das cépulas, iremos finalmente mostrar como existe a aplicacao da teoria das
cépulas no ambito da Estatistica. O teorema de Sklar é extremamente importante
e mostra a relagao que existe entre funcoes de distribuicoes multivariadas e suas
respectivas marginais univariadas.

Definicao. Uma funcao de distribuicao conjunta é uma funcao H com
dominio em R2 tal que:

o Hé2-,
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o H(z,—o0) = H(—00,y) =0e H(co,00) = 1.

Logo H é grounded e, como DomH = R2, H possui como marginais as funcoes
de distribuigbes F' e G dadas por F(z) = H(x,00) e G(y) = H(00,y).

Lemma 1. Seja H funcao de distribui¢cao conjunta com marginais F' e G,
entao existe uma unica subcopula tal que:

e DomC’" =ImgF xImgG
e Para todo z,y € R, H(x,y)=C"(F(z),G(y))
Lemma 2. Seja C’ uma subcépula. Entao existe uma cépula C tal que
C(u,v) = C'(u,v) Y(u,v) € DomC".
Ou seja, toda subcopula pode ser extendida para uma cépula.

As provas para os dois Lemmas citados acima sao encontradas em [14] ou em
[10].

Teorema de Sklar. Seja H fungao de distribui¢ao conjunta com marginais
F e G, entao existe uma cépula C tal que, para todo z,y € R,

H(z,y) = C(F(x),G(y)). (1)

Se F e (G sao continuas, entao C é unica. Caso contrario, C é unicamente
definida em ImgF xImgG. Reciprocamente, se C' é uma copula, F' e G sao fungoes
de distribuigao, entao a fungao H definida em (1) é uma funcao de distribuicao
conjunta com marginais F' e G.

A equagao (1) d& uma expressao que escreve uma funcao de distribui¢ao con-
junta em termos da copula e das funcoes de distribui¢des marginais univariadas.

Note que todas essas defini¢oes foram dadas ao contexto de funcoes de dis-
tribui¢do, mas nao foi indicado que, por exemplo, F(z) e G(y) eram fungoes de
distribuicao de uma respectiva variavel aleatéria. A partir de agora iremos comecar
a associar as fungoes de distribuicao a variaveis aleatorias e verificar a aplicagao
das teorias das copulas junto a fungoes de distribuicoes acumuladas.

Sendo assim, podemos reescrever o teorema de Sklar em termos de varidveis
aleatorias e suas distribuicoes.
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Teorema de Sklar. Sejam X e Y variaveis aleatérias com funcgoes de distri-
buicao F' e G respectivamente e distribuicao conjunta H. Entao existe uma copula
C' tal como foi definido em (1). Se F' e G sao continuas, C' é inica. Caso contréario,
C' é unicamente definida em ImgF xImgG. A copula definida acima é chamada de
cépula de X e Y e pode ser denotada como Cxy. A extensao da cépula bivariada
para a copula multivariada é simples.

1.2.4 Familias de Cépulas

Existem varias familias de cépulas importantes e com varias propriedades
diferentes. Utilizando a distribuicao normal multivariada é possivel construir a
familia de Cépulas Normais( ou Gaussianas). A matriz de correlagoes é
quem parametriza esta cépula. Caso a matriz de correlagao seja a matriz diago-
nal, a cépula Gaussiana ¢é reduzida a cépula do produto.

Uma das familias de cépulas mais importantes é a familia de cépulas Arqui-
medianas, que possui implementagao computacional relativamente facil devido as
suas propriedades matematicas.

Seja ¢(x) : [0,1] — [0, +00] uma funcao continua e estritamente descrescente,
tal que ¢(0) = +ooe p(l)=0e Z%f > 0, entao a cépula Arquimediana pode ser
escrita como

Clu,v) = ¢ (p(u) + ¢(v)),

onde p(x) é chamada de funcgao geradora da cépula e p~!(x) representa a inversa
da geradora.

Existem vérias fungoes ¢(z) que fornecem cépulas Arquimedianas importan-
tes. A Tabela 1 descreve algumas dessas copulas para diversas fungoes geradoras

®.

Tabela 1.
Nome Fungao geradora ¢(z) | Inversa da geradora ¢~ !(z) | Parametro 6 €
Ali-Mikhail- Haq | log(1=250) D [-1,1)
Clayton ”37;*1 (1 + 6z)~1/0 [—1,+00)\ 0
Frank 7109(%) — log(1+ea:p(7m0)(e:cp(fe)fl)) ( 00 +OO) \ 0
Gumbel-Hougaard | (—log(z))? exp(—z1/%) [1, +o0)
Joe 1—(1—exp(—z))7? | —log(1— (1 —x)%) [1,400)
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Nome Cépula Bivariada Cp(u, v)

A-Mikhail- Haa(1978) | rpr sy

Clayton(1978) (maz{u=?+v=% —1;0})~1/°

Frank(1979) —jlog(1 + LRI _Ca 1)
Gumbel-Hougaard(1960) | exp(—((—log(u))? + (—log(v))?)*/?)

Joe(1997) I—(1-w)?+(1—2v)? = (1—u)f(1—0))0

Alguns autores chamam a familia de cépulas de Gumbel-Hougaard apenas de
familia de Gumbel, visto que esta foi abordada pela primeira vez por Gumbel em
[6]. Porém, nao faremos o mesmo, pois existe uma outra familia de cépulas Ar-
quimedianas conhecida como familia de Gumbel. Esta outra familia sera descrita
com mais detalhes abaixo.

A copula de Frank possui uma propriedade interessante. Ela é a tinica familia
de cépulas Arquimedianas em que C (u,v) = C(u,v), ou seja, sua cépula de so-
brevivéncia tem forma igual a sua funcao de cépula. A fungao C' definida como
cépula de sobrevivéncia serda melhor detalhada no capitulo 2.

Além disso, se p(z) = exp(—x), obtemos uma cépula do produto.

Seguem, a titulo de exemplificagao, alguns diagramas de dispersao e suas res-
pectivas cépulas.

Clayton, param=-0.8 Clayton, param=5

Diagramas de dispersao da cépula de Clayton e seus respectivos parametros
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Frank, Param=-10 Frank, Param=10
' ; , b
1 . . ': |I 1 ' . '

'..|,. T .

H,ﬁ,,.gu"' R

Diagramas de dispersao da copula de Frank e seus respectivos parametros 6

Gumbel-Hougaard, Param=2 Gumbel-Hougaard, Param=10
' lI ' | ' Ilrl‘:l
vt bt o Iugu
. .I P ¥ Ill
' ' o '*I|!|"I ' .-

R L e

\ l ' RIS Py

ClE
: ,q,«'}m,},; W,

Diagramas de dispersao da cépula de Gumbel-Hougaard e seus respectivos
parametros 6

Joe, Param=2 Joe, Param=10
! v " “I..Il';n','l v

|| 'y, .\Fl ,
N e "\Iln'i ,':\"-'.' ﬁr
Cor 'a*m' '».

" wily | " ! '| . (il
'. '; u'n\‘nr,'l |n|| ’.'..Yf ! " ,.“.i .“ ‘ ) v ,.Ef.'“'F

Diagramas de dispersao da copula de Joe e seus respectivos parametros 6

Além do que foi definido neste trabalho, existem func¢oes com propriedades
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semelhantes as das copulas, porém nao cumprem todos os pré-requisitos para se-
rem caracterizadas como copulas. Estas funcoes sao chamadas de quasi-cépulas.
As propriedades e aplicacoes das quasi-cépulas nao estao indicadas neste texto,
porém podem ser encontrada, por exemplo, em [10].

1.2.5 Medidas de associacao

Uma das utilidades das cépulas esta presente no estudo de medidas de de-
pendéncia ou associagao entre variaveis aleatérias. Para este fim, as medidas de
associacao mais famosas sao o rho de Spearman e o tau de Kendall. Ambas medem
a probabilidade de concordéancia entre variaveis aleatérias com uma respectiva
coOpula.

A fim de explanar melhor essas medidas, vamos primeiro esclarecer a definicao
de “concordante”.

Definigao. Sejam (z;,y;) e (z;,y;) duas observacoes num vetor (X,Y') de
variaveis aleatérias. Dizemos que (x;,y;) e (2, y;) sdo concordantes se, caso z; < x;
ey; <y;ousex; >z;ey >y;. Casocontrario, dizemos que (x;,v;) e (z;,y;) sdo
disconcordantes. Ou seja,(x;, ;) e (x;,y;) sdo concordantes se (x; —x;)(y; —y;) > 0
e sao discordantes se (x; — z;)(y; — y;) <O.

Informalmente, dizemos que um par de variaveis aleatérias sao concordantes
caso valores altos de uma tendem a estar associados a valores altos da outra e
valores baixos de uma tendem a estar associados a valores baixos da outra.

Tau de Kendall

O tau de Kendall é um teste popular por sua simplicidade, seja na sua inter-
pretacao quanto na sua estrutura algébrica.
Seja {(z1,v1), (x2,92), - - -, (Tn, yn) } uma amostra aleatéria de n observagoes do ve-

tor aleatdrio (X,Y). Sendo assim, temos g > pares distintos (z;, ;) e (z;,y;) de

observagoes aleatérias na amostra, e cada um desses pares é concordante ou discor-
dante. Seja ¢ o numero de pares concordantes e d o nimero de pares discordantes,
entao o tau de Kendall para a amostra é definido como:

= =e-a/(y)

Se separarmos esta ultima razao em duas fragoes, t representa a probabilidade
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de concordancia menos a probabilidade de discordancia para um par (z;,y;) e
(x;,y;) retirado aleatériamente da amostra. E é de forma semelhante que ¢ definido
o tau de Kendall para a populacao.

A versao populacional do tau de Kendall é dada por:

Txy = Pl(X1 — X3)(Y1 — Ys) > 0] — P[(X; — X»2)(Y1 — Ys) < 0].

Em que (Xi,Y1) e (X1,Y3) sdo vetores aleatérios independentes e identica-
mente distribuidos, cada um com funcao de distribuicao conjunta H.

A utilidade das copulas nas aplicagoes relacionadas a medidas de associacao,
como por exemplo o tau de Kendall é demonstrada pelo seguinte:

Sejam (X1,Y1) e (Xa,Ys) varidveis aleatérias continuas, com fungoes de dis-
tribuicao conjuntas H; e Hy diferentes, mas marginais comuns F' e G. Podemos
calcular @ = P[(X; — Xo)(Y1 — Ys) > 0] — P[(X; — X5)(Y;) — Y3) < 0], onde Q é
definida como a func¢ao de concordancia. Esta funcao depende da distribuicao de
(X1,Y1) e (Xs,Ys) somente através de suas cépulas.

Teorema Sejam (X1, Y1) e (Xo, Ys) vetores independentes de varidveis aleatérias
continuas, com fungoes de distribuicao conjuntas H; e Hs, respectivamente, com
marginais comuns F para X; e X5 e G para Y] e Y,. Sejam C; e Cy as copulas
de (X1,Y1) e (Xo,Y3), respectivamente, tal que Hy(z,y) = C1(F(x),G(y)) e
Hy(z,y) = Co(F(x),G(y)). Seja @ a fungao de concordancia definida acima, dada
por:

Q = P[(X1 — X3)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X; — X3)(Y1 — Y2) < O]

Entao,

Q=Q(C1,(Cy) = 4/ Cs(u,v)dCy (u,v) — 1.

[2

A prova deste teorema pode ser vista em [10].

Algumas das propriedades importantes da funcao @), dados C; e Cy, sao as
seguintes.

1. @ é simétrica em relagao aos seus argumentos: Q(Cy,Cy) = Q(Cy, C)
2. @ é nao descrescente em cada um dos seus argumentos.

3. As copulas podem ser substituidas pelas copulas de sobrevivéncia:
Q(Cy,Cy) = Q(C, Cy). Tais cépulas serao definidas no capitulo 2



1 INTRODUCAO A COPULAS 15

Teorema. Sejam X e Y variaveis aleatorias continuas com cépula C'. Entao
o tau de Kendall populacional é dado por:

Txy =Tc = Q(C,C) = 4//12 C(u,v)dC(u,v) —1

Note que a integral dupla que aparece acima pode ser interpretada como o
valor esperado da fungao C(U, V) onde U e V s@o variaveis aleatérias com distri-
buigao uniforme (0,1) e C' é a sua fungao de distribui¢do conjunta. Ou seja:

7o =4E(C(U,V)) — 1

Rho de Spearman

Assim como o tau de Kendall, a versao populacional do rho de Spearman é
baseado nos conceitos de concordancia e discordancia. Sejam:

(Xla le)a (X27 YvQ)v <X37 YE'))?

trés vetores independentes de variaveis aleatérias com funcao de distribui¢ao con-
junta H comum e com marginais I’ e G. O rho de Spearman populacional px y
é proporcional a probabilidade de concordancia menos a probabilidade de dis-
cordancia entre os dois vetores (Xi,Y]) e (Xs,Y3), isto é, ambos os vetores pos-
suem as mesmas distribui¢oes marginais, mas um deles tem funcao de distribuicao
conjunta H e o outro tem componentes independentes.

pxy = 3(P[(X1 — Xo)(Y1 — ¥3) > 0] = P[(X1 — Xo)(Y1 — ¥3) < 0])

Poderiamos também ter utilizado o par (X3,Y5). Note que a fungao de distri-
buigao conjunta de (X1,Y]) é H(x,y), enquanto a funcao de distribuigao conjunta
de (X3, Y3) é dada por F(x)G(y), pois Xs e Y3 sdo independentes. Dessa forma, a
copula de X5 e Y3 é a cépula do produto [].

Teorema. Sejam X e Y variaveis aleatorias continuas com copula C', entao o rho
de Spearman populacional de X e Y é dado por:

pxy = pc = 3Q(C, H) = 12//12 uvdC(u,v)—3 = 12/ . C(u,v)dudv—3 (2)

Como pode ser visto em [10], o rho de Spearman para um par de varidveis
aleatorias X e Y é idéntico ao coeficiente de correlacao de Pearson para as variaveis
aleatérias U = F(X) e V = G(Y), com funcao de distribuigao conjunta C'. Uma
interpretagao dada para a integral em (2) é de que ela representa o volume abaixo
do grafico da cépula C e acima de I? = [0,1] x [0,1]. Dessa forma, o rho de
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Spearman é entao o volume abaixo do grafico da copula C, mas reescalado para
sempre resultar em um valor que esteja no intervalo [—1, 1].

Ambas as medidas (rho de Spearman e tau de Kendall) expressam a pro-
babilidade de concordancia entre variaveis aleatérias com uma respectiva copula,
porém, geralmente os valores de p e 7 sao diferentes. Porém o limite para o quao
diferentes essas medidas podem ser é definido pelas seguintes inequagoes:

_ 2
3T 1< <1+27 T

>0
9 SP> 9 y T Z

2 _
T —1—27' 1§p§1—0—37'

Abaixo seguem algumas das copulas mais importantes e o tau de Kendall e
rho de Spearman associado a cada uma delas.

, 7 <0
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Tabela 2.
Nome Tau de Kendall
Ali-Mikhail-Haq(1978) 392—52 — 20 10(1 - 6)
Clayton(1978) )
Frank(1979) 1401 — (L [ Stdt)]
Gumbel-Hougaard(1960) | “X
FGM(1960) %
Nome Rho de Spearman
Ali-Mikhail-Haq(1978) | 2020 (=0 24(9;;%(1 —0) - 36712)
Clayton(1978)! 12ff12 max O +0v7%—~1;0))7 dudv — 3
Frank(1979) 1 2L et Sdt) — (2 09 L dt)]
Gumbel-Hougaard(1960)" | 12 [ [}, (exp(—((—log(u))’ + (=log(v))*)'/?))dudv — 3
FGM(1960) g

'Esta é uma conta complicada e dificil de resolver. Em alguns casos nao existe forma explicita

2 Copulas de Sobrevivéncia

Agora que algumas propriedades e defini¢oes relacionadas as cépulas ja foram
dadas, podemos tomar o foco principal do nosso estudo: a aplicacao das cépulas
na analise de sobrevivéncia.

O estudo das cépulas na modelagem de dados de sobrevivéncia multivariada
foi abordado por varios estudiosos como Gumbel, Clayton, Oakes e outros.

Em varias aplicagoes, as varidveis aleatorias de interesse medem o tempo
até um respectivo evento, por exemplo, a probabilidade de um animal sobreviver
além de um tempo z. Essa probabilidade é dada pela funcao de sobrevivéncia
F(z) = P[X > ] =1— F(x), onde F representa a funcao de distribuicao de X.

Dado um par de varidveis aleatérias (X,Y) com funcao de distribui¢ao con-

junta H, a funcio de sobrevivéncia conjunta ¢ dada por H(z,y) = P[X > z,Y >

y]. As marginais de H sao as funcoes H(x, —00) e H(—00,y), que sdo as funcdes
de sobrevivéncia univariadas F e G, respectivamente.

Assim como existe uma cépula entre as funcoes de distribuicao conjuntas e
suas respectivas fungoes de distribuicao univariadas, existe uma relagao entre as
funcoes de sobrevivéncia conjuntas H e as respectivas fungoes de sobrevivéncia
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univariadas F' e GG, como é possivel ver em [10]. Temos que:

F(z)+G(y) — 1+ C(F( ). Gy)
F(z)+G(y) =1+ C(1 = F(z),1 - G(y)),

Dessa forma, podemos definir a funcao C' de I? em I como,

G
G

Clu,v) =u4v—14+C(1 —u,1—0),

e assim, temos

H(z,y) = C(F(z),G(y))

e nos referimos a C' como a copula de sobrevivéncia entre X e Y. Podemos provar
que C' é uma copula da mesma forma que fizemos acima com a copula do produto.

e C(z,l)=2+C(Q—2z0=xeC(ly) =y
e ' éuma funcao grounded:

Clk,0)=C0,k)=k—1+C(1,1—-k)=k—-1+1—-k=0

o C é 2-crescente, ou seja, Vi ([ur, v1] X [ug, vg]) =
C(]_—’Ul,]_—vg)—0(1—2}171—U2)—0(1—U171—U2)+C(1—U171—U2)
Assim, se a copula entre varidveis aleatérias é conhecida, entao a sua cépula
de sobrevivéncia pode ser obtida a partir desta. Em muitos casos é mais sim-
ples trabalhar com funcgoes de sobrevivéncia do que com funcoes de distribuicao,

da mesma forma que em alguns casos a copula de sobrevivéncia entre variaveis
aleatorias é mais simples que a funcao de cépula entre as varidveis aleatorias.

2.1 Algumas copulas importantes
2.1.1 Exponencial Bivariada de Gumbel

Consideremos a distribuicao exponencial Bivariada de Gumbel, com funcao
de distribui¢ao acumulada dada por:

Flr,y)=1—e®—e Ve @ g y>0, 0<6<1
Dessa forma, é possivel verificar que a copula é dada por

C@(U, 'U) = U + v _|_ (1 _ U)(l _ ,U>€*91n(17u)ln(17v)
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e aplicando C’(u, v) =u+v—1+C(1—u,1—0v), facilmente encontramos a cépula
de sobrevivéncia dada por

Cg(u, U) _ uve—@ln(u)ln(v)’
que ¢ uma funcao mais simples que a copula Cy. Porém, existem também des-
vantagens na utilizacao da exponencial bivariada, visto que nao é possivel obter
correlagoes fora do intervalo [—.25,.25] entre processos de sobrevivéncia, como é
demonstrado em [12].

2.1.2 Farlie-Gumbel-Morgenstern

Esta copula foi discutida por Morgenstern(1956), Gumbel(1958) e Farlie(1960).
A sua forma é dada por:

Co(u,v) =uwv(14+0(1 —u)(1 —v)),-1<6<1

Essa copula é uma variacao da cépula do produto [[. Note que se 6§ = 0,
obtemos exatamente a copula do produto, porém, as copulas da familia FGM sao
nao-Arquimedianas para todos os outros valores de 6.

Esta é uma copula muito utilizada na modelagem de dados e em testes de
associagao devido a simplicidade da sua forma analitica. Se fizermos Cy(u,v) =
ut+v—14+C(1 —u,1—v), temos que:

Cou,v) =u+v—14 (1 —u)(1—0)(1+ Ouw)

=u+v—1+1—u)(l—-v)+0uv(l—u)(l—0o)
=u+v—1+1—u—v+uv+Ouv(l —u)(l—ov)
= uv + Ouv(l — u)(1 — v) = Cy(u,v)

E concluimos que as cépulas da familia Farlie-Gumbel-Morgenstern possuem
simetria radial, ou seja, Cy = Cy. Estas cépulas também possuem a propriedade
de serem absolutamente continuas. As distribui¢oes do tipo FGM sao vastamente
utilizadas em modelagem, testes de associacao e no estudo da eficiéncia de proce-
dimentos nao paramétricos, devido a sua forma analitica simples, como podemos
ver em [10]. Por outro lado, as cépulas da familia Farlie-Gumbel-Morgenstern nao
sao apropriadas para modelar dados onde ha uma forte relacao de dependéncia,
vide [12].
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Além da familia de cépulas acima, alguns estudiosos como Kotz e John-
son(1977) e Lin(1987) criaram novas versoes da familia de copulas FGM utilizando
a funcao de sobrevivéncia conjunta,

Co=1—u—v+Cylu,v) = (1 —u)(1—v)(1+ uv)

e perceberam que Cy e Cy possuem em sua formulacao a funcao de distribuicao
conjunta uv e a func¢do de sobrevivéncia conjunta (1 —u)(1 — v).

Kotz e Johnson substitufram os termos (1 — u)(1 — v) por Cj, mas com um
novo parametro ¥ de forma a obter a FGM iterada de Kotz e Johnson:

Cop(u,v) = uv + Quv(l — u)(1 — v)[1 + YPuv]

De forma semelhante, Lin substituiu, em Cjy, o termo uv por Cy, mas com um novo
parametro ¢ de forma a obter a FGM iterada de Lin:

Cop(u,v) = uv + uv(l —u)(1 —v)[1 + (1 —u)(1 —v)]

Ao aplicar C(u,v) = u+v — 14 C(1 —u,1 —v) na FGM iterada de Kotz e
Johnson, temos que:

~

Clu,v) =u+v—14+(1—u)(l—v)+0uv(l —u)(1—v)[1+1—u)(l—0v)

=ut+v—1+1—u—v+uv+uv(l —u)(1—v)[1+¢(1—u)(l—0)
=uv + Ouv(l —u)(1 —v)[1 + (1 —u)(1l — v)]

Ou seja, a FGM iterada de Lin é a copula de sobrevivéncia da FGM iterada de
Kotz e Johnson.

2.1.3 Weibull Bivariada

Uma vantagem em relacao a exponencial bivariada de Gumbel, é que a Wei-
bull Bivariada nao possui um problema significativo em relacao ao parametro de
correlacao.

Sejam as fungoes de distribuicdo de Weibull univariadas dadas por F(x) =
1—e D" e Gy)=1— e G

Sejam agora duas fungoes de distribuicao Weibull bivariadas, dadas por:

()72 — (4L )Py (52 )P (4L )P

W@, YAz, Ay, Pas Dy, 0) = 1 — e~ e_(ﬁ)py +e
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ACRIS )\wpmpy’(g) =[1- e*(ﬁ)i’x][l B e—(%)py“1 n 96_(”) ()\y)py]

De acordo com C' = H[F~' G7'| onde " ¢ uma cépula e H(z,y) é uma
funcao de distribuicao bivariada, é possivel mostrar que as cépulas de X e Y entre
as funcoes acima sao dadas respectivamente por:

Colu,v) =u+v—1+[1 —u)[l —v]e tiniwin=0)
Cg(u,’l}) — [1 . e—ln(l—u)][l . e—ln(l—v)][l + ee—ln(l—u)—ln(l—v)}

Note também que a cépula de sobrevivéncia C (u,v) para a primeira fungao é
idéntica a copula de sobrevivéncia da exponencial bivariada de Gumbel, ou seja,
C’(u,v) = upe” W) F isto ndo é por acaso. Note que se p,=p, = 1, entdo
tanto W (z,y) quanto Z(x,y) sado de distribui¢ao exponencial bivariada de Gumbel.

O parametro 6, citado algumas vezes acima tem importante funcao na abor-
dagem das copulas, sendo a covariancia e algumas medidas de associagao fungao
deste 6.

Este parametro é essencial na estimacgao de distribuicoes bivariadas e geral-
mente define um limite para o intervalo onde pode estar a correlacao linear entre
as marginais univariadas. Dessa forma, a Weibull bivariada se mostra muito su-
perior a exponencial bivariada de Gumbel na analise de sobrevivéncia, visto que o
parametro de correlacao na exponencial bivariada ¢é fortemente limitado.

3 Aplicacao das cépulas no R

Existem diversos pacotes que fornecem aplicagoes das cépulas na modelagem
multivariada. Nestes pacotes estao implementadas, inclusive, diversas classes con-
tendo varias familias de cépulas citadas anteriormente.

3.1 Pacotes no R e algumas funcoes

O pacote “copula”possui diversas fungoes que auxiliam na modelagem e si-
mulagao. O artigo [17] proporciona, de forma simples, um entendimento das prin-
cipais funcoes do pacote “copula”, assim como alguns exemplos de suas aplicagoes.
O pacote possui uma boa implementacao da classe das cépulas Arquimedianas.

As linhas abaixo mostram como fazer isso no R:
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>library(copula)
>frankCop<-archmCopula(family="frank",dim=2,param=1)

Onde a familia é definida pelo argumento family. dim representa a dimensao
da cépula (no nosso caso é uma cépula bivariada), e param representa o nosso 6.
E possivel também construir distribui¢oes multivariadas a partir destas cépulas.

>biv<-mvdc(copula=frankCop,margins=c("norm","gamma")
+,paramMargins=1ist (list (mean=0,sd=1),list(shape=2,scale=1)))

Os comandos a seguir servem para gerar valores aleatérios da distribuicao
bivariada (ou multivariada) a partir da cépula e em seguida utilizamos esses valores
na funcao de distribuicao acumulada conjunta:

>x<-rMvdc (5,biv)
>X
[,1] [,2]
[1,] -0.2084895 1.5398263
[2,] -0.1552468 0.6294017
[3,] -0.5732844 3.1235366
[4,] -0.6690505 0.8293065
[5,] 0.7985776 2.4248667
>pMvdc (x,biv)
[1] 0.22001065 0.07177836 0.24601974 0.06649306 0.56707343

Existem também varios comandos que servem para realizar graficos a par-
tir das cépulas e das distribuicoes multivariadas construidas pelas copulas. Caso
tivéssemos uma distribuicao trivariada gerada por uma copula, poderiamos utili-
zar o pacote scatterplot3d para gerar, de forma simples, diagramas de dispersao.

Para as cépulas e para as distribui¢oes multivariadas podemos gerar graficos
de contorno e de perspectiva com os comandos contour e persp respectivamente:

>par (mfrow=c(1,2))
>persp(biv,dMvdc,xlim=c(-5,5) ,ylim=c(-1,5)
+,main="densidade da dist. bivariada")

>persp (frankCop,pCopula,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1)
+,main="fungdo de distribuigdo da cépula")
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densidade da dist. bivariada fungédo de distribuicdo da copula

>par (mfrow=c(1,2))

>contour (biv,dMvdc,x1im=c(-2.5,2.5),ylim=c(0,5),
+main="Densidade da dist. bivariada")

>contour (frankCop, pCopula,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),
+main="Funcdo de distribuigdo da copula")

Densidade da dist. bivariada Funcéo de distribuigédo da copula
0w - e \
<~ g %.

6\2

© - g %
9.5\

o - g ] O
%]

— g — O0z-
D1 -

o - 2 4

I I I I I I I I I I I
2 -1 0 1 2 0.0 0.2 04 06 08 1.0

Também existe a possibilidade de obter um ajuste para uma base de dados. A
fungao fitCopula,a partir de um conjunto de observagoes(ou pseudo-observagoes)
e um objeto da classe mvdc,nos retorna estimativas dos parametros, suas respec-
tivas variancias e a log-verossimilhanca calculadas a partir dos valores estimados.
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Note que o objeto da classe mvdc ja possui em sua forma uma copula com um
respectivo parametro 6, porém este valor sé serve de valor inicial para obter o 6.

O comando fitCopula pode utilizar varios argumentos para estimar os seus
parametros. O argumento method="ml" utiliza o0 método da méaxima verossimi-
lhanca, que tem pressuposto de que os dados vem de observacoes de uma copula

50 s
desconhecida. O método padrao, method="mpl"pressupoe que os dados sao com-

b
postos de pseudo-observacoes construidas, por exemplo, a partir das distribuicoes
marginais.

Caso escolhamos utilizar o método da maxima verossimilhanca, sao necessarios
alguns pressupostos em relagao as distribuicoes marginais. Se as marginais forem
especificadas corretamente, o estimador de maxima verossimilhanca possui as pro-
priedades 6timas usuais dos estimadores de méxima verossimilhanga

O comando fitMvdc funciona de forma semelhante. Ele utiliza um conjunto de
observagoes e um objeto da classe mvdc e nos retorna, além de outras informagoes,
estimativas dos parametros das distribui¢oes marginais e do parametro 6.

Os dois comandos aceitam varios métodos para realizar a otimizacao e o
método padrao é o Nelder-Mead.

As fungoes dCopula e pCopula calculam, respectivamente, a fungao densidade
e a funcao de distribuicao acumulada de uma cépula em um ponto especifico.

Além dessas e outras fungoes, o pacote copula também possui todas as fungoes
que haviam sido anteriormente implementadas no pacote nacopula . Estas funcoes
se referem a cépulas arquimedianas aninhadas, que sao cépulas que generalizam
as copulas arquimedianas, porém conseguem permitir um pouco de assimetria.

As copulas arquimedianas aninhadas sao construidas a partir de uma com-
binagao de outras cépulas arquimedianas. Para isso, deve-se substituir um dos
argumentos de uma cépula arquimediana por uma outra copula arquimediana.

Por exemplo:
C(Ul, U2, U3) = C’(ul, C(UQ, U3))

As fungoes mais importantes do pacote nacopula sao as seguintes:
e rnacopula(n,copula): geran vetores aleatdrios a partir da cépula em questao.

e prob(copula,l,u): calcula a probabilidade de um vetor aleatério, com dis-
tribuicao obtida a partir da cépula em questao, estar contido no cubo com
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ponto inferior 1 e superior u .

e copula@iTau(KendTau) a partir de uma copula de classe acopula ,como por
exemplo copClayton, obtemos o # necessario para que o nosso tau de kendall
seja igual a KendTau.

e rho(copula) retorna o rho de Spearman da respectiva cépula. O comando
tau(copula) funciona de modo semelhante.

O artigo [8] também proporciona um bom entendimento do pacote nacopula .

A funcao gofCopula serve para verificar a qualidade do ajuste entre os dados e
uma dada familia de cépulas. O artigo [18] possui diretrizes em relagao a este tema.

Além destes pacotes, existem varios outros pacotes no R que merecem atencao
e devem ser estudados, como por exemplo:

e CDvine: Anélise exploratoria de dados bivariados. Possui métodos de amos-
tragem e de geragao de graficos.

e copBasic: Possui implementadas as cépulas do produto, limite inferior e
superior de Fréchet-Hoeffding, copula de Plackett. Possui varias funcoes
semelhantes as encontradas no pacote copula .

e copulaedas, fgac, HAC, pencopula, etc.

3.2 Selecao de cépulas

Existem varios meios para selecionar qual familia de cépulas se ajusta melhor
aos dados. Além disso, é virtualmente possivel selecionar infinitas combinagoes de
copulas e distribuicoes marginais para escolher qual se ajusta melhor aos dados.
Isto torna a escolha muito mais dificil.

Teoricamente, o primeiro passo é estimar as distribui¢oes. Este processo pode
ser realizado de diversas formas e nao sera tema de discussao deste estudo, visto
que o nosso foco é o estudo das copulas.

Em nosso estudo de simulacao, utilizaremos o método da maxima verossi-
milhancga para a escolha das cépulas a partir de um conjunto de familias de um
parametro de cépulas arquimedianas. O método da méxima verossimilhanca con-
segue, a0 mesmo tempo, estimar os parametros da familia de cépulas selecionadas
e os parametros associados as distribuigoes marginais.
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Para além disso, a fun¢ao mlcbbsel do pacote mlCopulaSelection no R,
permite-nos calcular a méxima log-verossimilhanca para um conjunto de 40 familias
de cépulas Arquimedianas.

Além do método da maxima verossimilhanca, é possivel utilizar outros métodos
para a selecao das copulas. O método da maxima verossimilhancga as vezes requer
muito poder computacional e, em algumas situacoes nao se mostra muito eficiente.

Para estes casos, podemos utilizar outros métodos de escolha de copulas. Tais
métodos geralmente supoem que as distribui¢coes marginais ja foram estimadas. O
Critério de Informacao de Akaike também pode ser utilizado, em alguns casos,
para selecionar a cépula. Em [9] é possivel verificar uma forma de aplicar o teste
de Kolmogorov-Smirnov na selecao das copulas.

Em [29] é possivel entender o funcionamento e eficiéncia de alguns testes
paramétricos e nao-paramétricos. Em [22], Joe(1997) também sugere a aplica¢ao
de diferentes métodos de selecao de cépulas e suas vantagens computacionais.

4 Meétodos para geracao de dados

O objetivo deste capitulo é apresentar algoritmos para simular variaveis aleatorias
bivariadas a partir de cépulas.

Suponha novamente que H(z,y) = C(F(z),G(y)), onde F representa a dis-
tribuicao marginal de X, G representa a distribuicao marginal de Y. Caso C seja
uma cépula Arquimediana, entao existe um gerador ¢ tal que:

C(u,v) = ¢ (p(u) + (v))

Onde ¢! representa a funcao inversa da geradora.

4.1 Abordagem pela distribuicao condicional

Um dos algoritmos mais populares para simulacao de varidveis aleatorias ¢é
baseado na abordagem pela distribuicao condicional. Este método pode ser utili-
zado para varias copulas Arquimedianas bivariadas e seu algoritmo é baseado no
seguinte:

Considere duas variaveis aleatérias uniformes U e Uy com copula C' conhecida.
Assumindo condigoes de regularidade suficientes, que podem ser encontradas em
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[10], obtemos a fungao de distribuigao continua :

Copi (ug|ur) = P(Us < ug|Uy = uq) = %&;W)
O procedimento consequente é:
1. Simule duas varidveis aleatérias U(0, 1) independentes, (v, vq).
2. Faca u; = v;.

3. Faca uy = C’;'ll(vz\vl), onde Cill representa a pseudo-inversa de Cy;.

Logo, o par (u1, us) é constituido de variaveis aleatdrias uniformes com cépula

C.
4. Os valores simulados que querfamos gerar sao * = F~'(u1) e y = G (uy)
Dessa forma, para a copula de Clayton,

_0 L 1

uy = [u] (037 — 1) + 17

Para a cépula de Frank,

)
u2:—%ln(1+ va(1 —e?) )

vg(e70u — 1) — e=bm
Para a copula de Ali-Mikhail-Haq,

1. Primeiramente, faca a = 1 —vy; b =1 — 0(1 + 2avy) + 260%a?v,
ec=1+60(2—4a+ davy) + 6*(1 — davy + 4a’v,)

2. Faca u; = v
3. E entdo, faca uy = 2t(af — 1)?/(b+ /c)

No pacote copula, a fungao rCopula diz utilizar o método da abordagem
pela distribuicao condicional para gerar dados aleatorios a partir de cépulas com
dim=2, ou seja, cépulas bivariadas.

4.2 Algoritmo para copulas Arquimedianas em geral.

Para algumas cépulas, a distribuicao condicional nao é diretamente invertivel.
Esse é o caso das copulas de Gumbel-Hougaard e da cépula de Joe.
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Para essas copulas podemos utilizar um outro algoritimo popular para simu-
lar variaveis aleatérias a partir de uma copula Arquimediana. Este algoritimo é
baseado no seguinte teorema:

Teorema. Sejam U; e U, varidveis aleatérias uniformes (0,1) com distri-

buicao bivariada definida por uma cépula Arquimediana com funcao geradora .

Entao a fungao de distribuicao de C'(Uy, Us) é dada por K.(t) =t — %.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [10].

A partir disso, o algoritmo para geracao de valores aleatérios é o seguinte:
1. Simule duas varidveis aleatérias U (0, 1) independentes, (vq, vg)
2. Facat = K_'(vq), onde K.(t) =t — ;f%
3. Defina u; = ¢~ H(v1p(t)) e ua = 1 (1 — v1)e(t))

4. Os valores simulados que querfamos gerar sao x = F 1 (u;) e y = G (uy).

Dessa forma, para a copula de Gumbel-Hougaard,

uy = exp[vléln(w)]; ug = expl(1l — v%ln(w)],

w ¢é definido de forma a solucionar K.(w) = w (1 — l"(ew)> =v9,0 <w < 1.

Para a cépula de Joe,
1 1
w=1= 1= [ = =) P = 1= 1= 1= (=) ],

onde w é definido de forma a solucionar:

[In(1 = (1= w)))] [(1 = (1 - w)’]

Relw) = w= O(1 — w)f!

=1y,0 <w < 1.

4.3 Abordagem de Marshall e Olkin

Algumas copulas caem em uma classe conhecida como LT-Archimedean copu-
las e possuem uma representagao definida a partir de transformadas de Laplace.
Este é o caso das copulas de Joe, Frank, Clayton e Gumbel-Hougaard.

Para as LT-Archimedean copulas, a inversa da funcao geradora ¢ possui uma
representacao a partir de uma transformada de Laplace de uma funcao G, isto é,

¢ = L(G).
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Infelizmente, nao existe um método conhecido para encontrar esta funcao G ex-
plicitamente.

O algoritmo baseado na representacao a partir de transformadas de Laplace

é dado por:

1.

Crie uma varidvel V ~ G = L7!(p), com a transformada de Laplace de G

dada por ¢(t) = [;° e"dG(x),t >0

Simule duas varidveis aleatdrias U(0, 1) independentes, (v, vs)

. Faca u; = w(—l"(”i)),z’ =1,2

Entao o vetor (uj,us) possui distribuicao associada a cépula Arquimediana
com funcao geradora ¢ = =1

Para a copula de Clayton,

o V ~ Gamma(3,1).

o (1) = (1+1)7/7.

Para a cépula de Gumbel-Hougaard,

e V segue distribuicao estdvel dada por St(3, 1, (003(2”—9))9 ,0;1).
o 0(t) = cap(—t")
Para a cépula de Frank,
o V é discreta com P(V =k) = (1 — e 9)*/(k0).
o (t) = —5ln[l +e (e —1)].
Para a copula de Ali-Mikhail-Haq,
e V ¢ discreta com P(V =k) = (1 —60)(0)*".
o V() = 375

Para a copula de Joe,

e V é discreta com P(V = k) = (—1)k1(

).

=

o Y(t)=1—(1—e )/l

Este método funciona também para copulas de dimensao superior a 2 e é

o metodo utilizado pelo comando rCopula do pacote copula, de acordo com os
escritores do pacote.
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5 Estudo de simulacao

No presente capitulo iremos realizar algumas simulagoes para testar a eficiéncia
das estimativas dos parametros e da selecao de modelos baseados em cépulas.

Faremos varias simulagoes com dados gerados a partir de uma coépula e mar-
ginais previamente definidas.

A partir dai, iremos ajustar varios modelos baseados em cépulas a partir da
familia de cépulas de Clayton, Joe, Frank e Gumbel-Hougard e selecionaremos
o melhor modelo a partir do método da maxima verossimilhanca. Note que os
métodos implementados para estimacao de modelos baseados em copulas no pacote
copula utilizam métodos iterativos para estimar os parametros, e nem sempre
esses métodos sao convergentes. Isto faz com que, para alguns conjuntos de dados,
tenhamos falhas na estimacao dos modelos para algumas cépulas. Estas falhas
podem ser reduzidas com alguns procedimentos.

Alguns dos possiveis meios de reduzir estas falhas sdo os seguintes:

e Modificar o método de otimizacao em fitMvdc(...,method=c(),...) .

e Em fitMvdc(...,optim.control=1list(),...) , Modificar os argumentos
de controle do processo iterativo.

e Em fitMvdc(...,start=c(),...) fazer alguns célculos para estimar os va-
lores iniciais do processo iterativo.
Por exemplo, se uma das marginais segue uma distribuicao Normal de parametros
desconhecidos, calcular a média e a variancia da coluna de observacoes res-
pectiva desta marginal.

Estes e outros erros que podem ser encontrados no pacote copula sao tratados e
parcialmente esclarecidos no artigo [17].

Para as simulacoes abaixo, poderiamos ter utilizado uma maior quantidade de
familias de copulas e de marginais, mas por questao de praticidade, utilizaremos
apenas as copulas arquimedianas de Clayton, Joe, Frank e Gumbel.

Nas tabelas abaixo, o item “n° de selegoes” representa a quantidade de vezes
que a copula obteve a maior verossimilhanca dentro das 4 possibilidades.

O item “f € int. de conf de §” representa a quantidade de vezes em que o
nosso parametro 6 real estava dentro do intervalo de confianca estimado.
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Cento e cinquenta observagoes geradas por uma cépula de Frank de 6 =
5.736283, tau de Kendal=0.5 e marginais Normal(0,2) e Gama(1,1) em 500 si-

mulacoes. Intervalo de confianca gerado com a = 0.05.

Clayton | Joe | Frank | Gumbel
n° de selegoes 0 0 489 11
Percentagem de selecoes 0 0 97,8% | 2,2%
6 € int. de conf de 6 500
Percentagem de 6 € int. de conf de 6 100%

Uma das 500 simulacoes esta representada no gréafico abaixo.

150 observacgdes geradas por uma copula de Frank
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Duzentas observacoes geradas por uma cépula de Clayton de 6 = 4.667, tau
de Kendall=0.7 e marginais Normal(0,1) e Exponencial(1l) em 1000 simulagoes.
Intervalo de confianca gerado com a = 0.05

Clayton | Joe | Frank | Gumbel
n° de selegoes 1000 0 0 0
Percentagem de selegoes 100% 0 0 0
0 € int. de conf de 0 1000
Percentagem de 6 € int. de conf de 6 | 100%

Uma das 1000 simulagoes esta representada no gréafico abaixo.
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200 observacgdes geradas a partir da copula de Clayton
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Quinhentas observacoes gerados por uma copula da familia Ali-Mikhail-Haq
de 6§ = 0.8384794, tau de Kendall=0.25 e marginais Exponencial(2) e Exponencial(3)
em H00 simulacoes. Intervalo de confianca gerado com « = 0.05

Clayton | Joe | Frank | Gumbel | AMH
n° de selegoes 34 0 25 0 441
Percentagem de selegoes 6,8% 0 5% 0 88,2%
0 € int. de conf de 6 500
Percentagem de 6 € int. de conf de 6 100%

Uma das 500 simulacoes esta representada no gréafico abaixo.
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500 observacdes geradas por uma copula AMH
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Além destes tipos de simulagao, é possivel fazer o mesmo tipo de ajuste, mas
sem tomar em consideracao as distribuigoes marginais associadas a copula. Pode
ser omitida a distribuicao marginal na geracao de dados ou no ajuste, ou até em
ambos.

Neste estudo, omitiremos as distribuicoes marginais tanto na geragao de da-
dos quanto no ajuste. O estudo sera semelhante ao realizado anteriormente.

Assim como foi citado anteriormente quando foi falado do pacote copula, é
possivel realizar um ajuste de uma cépula a partir de observacoes ou de pseudo-
observagoes. Apenas 1 dos 4 métodos existentes na funcao fitCopula utiliza
observagoes verdadeiras, e nao pseudo-observacoes, o método da maxima verossi-
milhanga.

Cinco mil observacoes gerados por uma cépula da familia Joe de 6 = 2.219066,
tau de Kendall=0.4 em 5000 simulacoes. Intervalo de confianca gerado com o =
0.05. O método utilizado aqui foi o da maxima verossimilhanca
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Clayton | Joe Frank | Gumbel
n° de selegoes 0 4952 0 58
Percentagem de selegoes 0 98,84% | 0 1,16%
6 € int. de conf de 0 5000
Percentagem de 6 € int. de conf de ] 100%

Uma das 5000 simulagoes esté representada no grafico abaixo.

500 observagdes geradas por uma copula de Joe
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Quinhentas observagoes gerados por uma cépula da familia Gumbel-Hougard
de § = 1.25, tau de Kendall=0.2 em 5000 simulagoes. Intervalo de confianca gerado
com a = 0.05. O método utilizado aqui foi o da maxima pseudo-verossimilhanca.

Clayton | AMH | Frank | Gumbel
n° de selegoes 1 13 141 4845
Percentagem de selecoes 0,02% 0,26% | 2,82% | 96,9%
0 € int. de conf de 0 5000
Percentagem de 6 € int. de conf de ] 100%

Uma das 5000 simulagoes esté representada no grafico abaixo.
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500 obs. geradas por uma Cop. Gumbel-Hougard
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Note que em todas as simulagoes realizadas, as estimativas do R tiveram ”sucesso”
em indicar a qual familia de cépulas os dados melhor se adaptavam em mais de
85% dos casos. Além disso, e mais importantemente, em todas as simulacoes nos
obtivemos 100% dos parametros reais dentro do intervalo de confianca estimado
para cada uma das simulagoes

6 Conclusoes

As cépulas sao fungoes que conectam as distribuicoes marginais e as distri-
buigoes conjuntas. Elas sao ferramentas boas para construcao de distribuicoes
multivariadas e para estudar as relagoes de dependéncia das distribuigoes.

A utilizacao das funcoes de copulas estd sendo cada vez maior em topicos
como Financas, Ciéncias Atuariais e Econometria. Neste texto, disponibilizamos
informagoes basicas, porém suficientes para realizar estudos semelhantes.

Nosso estudo de simulacao atingiu bons resultados a partir da estimacao ba-
seada na verossimilhanca. Houve exceléncia na estimativa dos parametros. Como
verificado, 100% dos parametros reais estavam dentro do intervalo de confianca
estimado.

Todo esse estudo de simulagao também pode ser prolongado para o caso mul-
tivariado, porém, quanto maior a dimensao da cépula, maior sera a dificuldade de

estimar os parametros associados a esta.

As funcionalidades das copulas em softwares open-source esta cada vez mais
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desenvolvida, com um vasto acervo de pacotes livres para serem utilizados.

Em trabalhos futuros queremos introduzir a censura nos dados de analise
de sobrevivéncia e tratar da aplicacao da teoria de cépulas em dados relativos a
seguradoras e as ciéncias atuariais. Além disso, existem diversos problemas abertos
relacionados as cépulas que devem ser estudados e solucionados.
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A Um exemplo utilizado na simulacao.

No R:
library(copula)
###Copula de Clayton de marginais Normal e exponencial.

theta<-copClayton@iTau(0.7)
ClaytonCop<-archmCopula(family="clayton",dim=2,param=theta)
contagem<-c(0,0,0,0)

contagem2<-c(0)

bivClayton<-mvdc (copula=ClaytonCop,margins=c("norm","exp")
,paramMargins=1list (list (mean=0,sd=1),list(rate=1)))
bivJoe<-mvdc(copula=archmCopula(family="joe",dim=2,param=1),
margins=c("norm","exp")
,paramMargins=1ist (list (mean=0,sd=1),list(rate=1)))
bivFrank<-mvdc(copula=archmCopula(family="frank",dim=2,param=1),
margins=c("norm","exp")

,paramMargins=1ist (list(mean=0,sd=1),list(rate=1)))
bivGumbelHougard<-mvdc (copula=archmCopula(family="Gumbel" ,dim=2,
param=1) ,margins=c("norm","exp")
,paramMargins=1list (list (mean=0,sd=1),list(rate=1)))

bivAMH<-mvdc (copula=archmCopula(family="amh",dim=2,param=0.5),
margins=c("norm","exp")

,paramMargins=1list (list(mean=0,sd=1),list(rate=1)))

for(i in 1:500){

dados<-rMvdc(200,bivClayton)
fitClayton<-fitMvdc(dados,bivClayton,c(1,1,1,1))
fitJoe<-fitMvdc(dados,bivJoe,c(1,1,1,2))
fitFrank<-fitMvdc(dados,bivFrank,c(1,1,1,1))
fitGumbelHougard<-fitMvdc(dados,bivGumbelHougard,c(1,1,1,2))
#fitAMH<-fitMvdc(dados,bivAMH,c(1,1,1,0.1))

verossimi<-c(0,0,0,0)
verossimi[1]<-fitClayton@loglik
verossimi[2]<-fitJoe@loglik

verossimi [3]<-fitFrank@loglik
verossimi [4] <-fitGumbelHougard@loglik
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#verossimi [5]<-fitAMH@loglik

if (max(verossimi)==verossimi[1]) {contagem[l]<-contagem[1]+1}
if (max(verossimi)==verossimi[2]) {contagem[2]<-contagem[2]+1}
if (max(verossimi)==verossimi[3]) {contagem[3]<-contagem[3]+1}
if (max(verossimi)==verossimi[4]) {contagem[4]<-contagem[4]+1}
#if (max(verossimi)==verossimi[5]) {contagem[5]<-contagem[5]+1}
if ((fitClayton@estimate[4]<confint(fitClayton,"param") [2])&
(fitClayton@estimate [4]>confint (fitClayton, "param") [1]))
{contagem2<-contagem2+1}

¥
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