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RESUMO

Devido à crescente demanda por elevadas taxas em processamento de dados, a comunidade cien-

tífica vem dando atenção a metodologias que envolvam baixo custo computacional. Uma maneira

de reduzir o custo computacional em processamento de sinais é a utilização de transformadas que

tenham custo multiplicativo nulo. Neste trabalho, são propostas novas classes de transformadas que

possuem alto ganho de codificação. Essas transformadas são aproximações da transformada discreta

do cosseno (DCT) e possuem grande utilidade em compressão de imagem e vídeo, como nos padrões

JPEG, MPEG-1, MPEG-2, H.261, H.263, H.264 e, mais recentemente, o HEVC. Neste trabalho,

são propostas duas novas classes paramétricas de aproximações da DCT de comprimentos 8 e 16.

São também introduzidos algoritmos rápidos para estas novas aproximações. Essas duas novas clas-

ses foram obtidas como generalizações da série de aproximações da DCT propostas por Bouguezel,

Ahmed e Swamy (BAS). As transformadas BAS são coletivamente caracterizadas por elevados ga-

nhos de codificação e de eficiência de transformação. Para as novas classes multiparamétricas de

aproximações, foram considerados problemas de otimização multicritério para selecionar as trans-

formadas ótimas. O problema de otimização foi baseado em métricas como: erro quadrático médio,

erro de energia total, ganho de codificação unificado e eficiência. A fim de encontrar transformadas

de comprimentos maiores, úteis em padrões de vídeo atuais, essas novas classes foram escalonadas

para comprimentos 16 e 32. Todas as novas transformadas ótimas obtidas foram comparadas com

transformadas arquivadas na literatura. Também foram considerados experimentos de compressão

de imagem, considerando-se métricas como a relação sinal-ruído de pico e o índice de similaridade

estrutural. De acordo com os resultados obtidos, conclui-se que as novas transformadas possuem

bom desempenho em aplicações de compressão de imagem e requerem baixo custo de implemen-

tação. Em especial, destacam-se uma transformada de comprimento 8 que exige 20 adições para o

seu cômputo, transformadas de comprimento 16 que exigem 48, 52 e 56 adições para seu cômputo e

transformadas de comprimento 32 que exigem 128, 136 e 144 adições para seu cômputo.

Palavras-chave: Transformada discreta do cosseno. Série de aproximações BAS. Transformadas

aproximadas. Complexidade aritmética. Compressão de imagens.



ABSTRACT

Due to the increasing demand for high rates of data processing, the scientific community has been

looking for new methodologies that require low computational cost. One way to reduce the computa-

tional cost in signal processing is to use transforms that has null multiplicative cost. In this work, new

classes of transforms that have high coding gain are proposed. These transforms are approximations

of the discrete cosine transform (DCT) and have great utility in image and video compression, as in

the JPEG, MPEG-1, MPEG-2, H.261, H.263, H.264 standards and more recently, the HEVC. Two

new parametric classes of DCT approximations of lengths 8 and 16 are proposed. Fast algorithms

are also introduced for these new approximations. These two new classes were obtained as gener-

alizations of the series of DCT approximations proposed by Bouguezel, Ahmed and Swamy (BAS).

BAS transforms are collectively characterized by high coding gains and efficiency. For the new mul-

tiparametric classes of approximations, multicriteria optimization problems were considered to select

the optimal transforms. The optimization problem was based on metrics such as: mean square er-

ror, total energy error, unified coding gain, and efficiency. In order to find larger-length transforms

useful in current video standards, these new classes were scaled to lengths 16 and 32. All new opti-

mal transforms were compared with transforms archived in the literature. We also considered image

compression experiments, considering metrics such as the peak-to-noise ratio and the structural sim-

ilarity index. According to the results, we concluded that the new transforms perform well in image

compression applications and require a low implementation cost. In particular we highlight a length

8 transform requiring 20 additions for its computation, length 16 transforms requiring 48, 52 and 56

additions for their computation and length 32 transforms requiring 128, 136 and 144 additions for

their computation.

Keywords: Discrete cosine transform. BAS Approximation Series. Approximate transforms. Arith-

metic complexity. Image Compression.
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14

INTRODUÇÃO

1.1 Motivação

A S transformadas discretas são ferramentas centrais no contexto de processamento de si-

nais [1], séries temporais [2], codificação de imagem e vídeo [3], criptografia [4], análise

espectral [5], solução de equações diferenciais e equações diferenciais parciais [6], entre outros. Em

especial, no contexto de codificação de imagem e vídeo, a transformada discreta do cosseno (DCT)

vem se revelando como uma ferramenta fundamental [7–9]. Existem diversas versões da DCT, entre

elas as mais utilizadas são a DCT-I [10], a DCT-II [1], a DCT-III [1] e a DCT-IV [11]. A DCT-II é

uma transformada de grande aplicação no contexto de compressão de imagens [7–9]. Portanto, neste

trabalho, abordaremos somente a DCT-II, sendo a mesma simplesmente referenciada como DCT. A

DCT vem sendo amplamente utilizada, em padrões como JPEG [12], H.264 [13] e HEVC [14]. O

grande interesse pela DCT pode ser justificado por ela ser uma aproximação assintótica da trans-

formada de Karhunen-Loève (KLT) [7] que é uma transformada que possui propriedades ótimas de

compactação de energia [15].

Nos dias atuais, é notável a transmissão de grandes massas de dados, portanto, tal tipo de trans-

missão vem merecendo grande atenção. Logo, ao aplicar a DCT, uma mudança na etapa do processa-

mento pode afetar a velocidade e o consumo de energia do processo de forma significativa [16, 17].

Quando os dados seguem processo Markoviano de primeira ordem altamente correlacionado, como

no caso de imagens naturais, aplica-se a DCT em blocos do sinal de entrada para maior eficiência

computacional. Contudo, o cômputo da DCT pode se tornar mais eficiente com a utilização de al-

goritmos rápidos, os quais não podem ser aplicados na KLT devido a sua dependência do sinal de
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entrada [7]. Para o cálculo de algoritmos rápidos da DCT, existem diversas opções na literatura [18–

21].

Contudo, mesmo com a utilização de algoritmos rápidos e do sistema de blocos, ainda temos

a exigência de aritmética de ponto flutuante para o cálculo da DCT, devido a multiplicações não-

triviais que são exigidas em seu cômputo [7]. Desta forma, alternativamente, podem ser utilizadas

transformadas que são aproximações da DCT. Caso os valores de entrada de tais transformadas sejam

racionais diádicos, serão obtidas aproximações livres de multiplicações não-triviais, assim como, em

aproximações baseadas em lifting scheme [22]. Alternativamente, podem ser utilizados valores de

entrada restritos ao subconjunto {0,±1/2,±1,±2}, sendo, desta forma, livre de multiplicações não-

triviais [23–28]. Com isso, o cômputo dessas transformadas aproximadas envolverá apenas somas e

deslocamentos de bit. Na literatura, existem diversos trabalhos que abordam essas aproximações [16,

24, 25, 27–37]. De acordo com figuras de mérito relevantes ao problema, tais transformadas são

consideradas próximas a DCT. Essas transformadas não fornecem o cômputo exato da DCT, mas

sim, uma aproximação a um baixíssimo custo aritmético.

No âmbito de aproximações da DCT, separamos o grupo de transformadas de complexidade

multiplicativa nula introduzidas por Bouguezel-Ahmad-Swamy [27, 28, 34–37]. Neste trabalho, se-

rão denominadas de série de aproximações BAS. As transformadas BAS possuem alta eficiência de

transformação e alto ganho de codificação, apesar de não apresentarem tão boas medidas de proxi-

midade com a DCT [26]. Quanto maior o ganho de codificação de uma transformada maior será

sua capacidade de descorrelação do sinal [38], esperando-se melhor desempenho em compressão de

imagem.

1.2 Estado da arte

A mais tradicional transformada de complexidade multiplicativa nula da literatura para proces-

samento de imagem é a transformada de Walsh-Hadamard (WHT) [39], porém a mesma não foi

proposta como aproximação da DCT. A primeira aproximação proposta para a DCT foi a DCT si-

nalizada (SDCT) [23]. A SDCT é obtida a partir da aplicação da função sinal em cada elemento

da matriz da DCT exata. O cômputo da SDCT de comprimento 8 com algoritmo rápido exige 24

adições. A SDCT é uma transformada não-ortogonal, porém possui inversa simples e seu cômputo

com o algoritmo rápido proposto em [40] exige 20 adições e 4 deslocamentos de bit. Desta forma, a

SDCT, mesmo sendo não-ortogonal, possui inversa com baixa complexidade computacional.

Após a SDCT ser proposta, Lengwehasatit-Ortega [41] propuseram uma série de aproximações
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para a DCT de baixa complexidade. Entre tais aproximações, destaca-se a “aproximação de nível 1”

por ser uma transformada de comprimento 8 com complexidade multiplicativa nula. Essa transfor-

mada é ortogonal, ou seja, sua inversa é igual a sua transposta, requerendo 24 adições e 2 desloca-

mentos de bit para o seu cômputo. Essa transformada possui um bom desempenho considerando a

relação sinal-ruído de pico (PSNR) em compressão de imagens.

Um grupo de transformadas de baixa complexidade computacional de comprimento 8 que serão

amplamente estudados nesta dissertação são as transformadas BAS [27, 28, 34–37]. Essas transfor-

madas têm por característica não ter grande proximidade com a DCT em relação às métricas erro

quadrático médio [7] e erro de energia total [25], porém possuem altos ganhos de codificação uni-

ficado [38] e a eficiência [42], tornando-as adequadas para aplicações em compressão de imagens.

Além das transformadas de comprimento 8, a transformada proposta em [37] foi escalonada para os

comprimentos 16 e 32. Já em [28] foi dada uma expressão geral, para a transformada proposta, a fim

de obter seu escalonamento para qualquer comprimento N . Esse grupo de transformadas, em geral,

são variações de outras transformadas de baixa complexidade da literatura, principalmente da SDCT.

A DCT arredondada (RDCT) [25] é uma transformada de comprimento 8 que é obtida a partir da

aplicação de uma função de arredondamento na DCT exata. A complexidade computacional de seu

algoritmo rápido é de 22 adições. Já a RDCT modificada (MRDCT) [24] é uma transformada obtida

a partir da modificação conveniente da RDCT e exige apenas 14 adições para sua implementação. A

MRDCT é a transformada com menor complexidade computacional encontrada na literatura.

Outra aproximação da DCT é uma transformada criada para aplicação em imagens de rádio-

frequência [29], obtida a partir do argumento mínimo do erro de energia total, sendo o resultado de

um problema de otimização. Em [43] é proposta uma transformada que é uma modificação da matriz

proposta por Brahimi e Bouguezel [44]. Essa transformada necessita apenas 16 adições para o seu

cômputo e tem boas medidas de ganho de codificação e eficiência em relação ao seu baixo custo

aritmético.

Aplicando funções inteiras aos valores de entrada da DCT exata de comprimento 8 surgiu uma

classe de transformadas discretas de baixa complexidade computacional [33]. Essa classe considera

um parâmetro de busca que varia em um determinado intervalo e isso gera um grande número de

novas transformadas. Introduzindo as restrições de ortogonalidade, quase-ortogonalidade e, ainda,

no caso de não ocorrer uma dessas duas restrições, as transformadas inversas são simples e com baixa

complexidade. Desta forma, o grande número de transformadas geradas pelo método é reduzido a

poucas novas transformadas com boas propriedades.
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A partir da parametrização do algoritmo rápido de Feig-Winograd [21], em [26] foi obtida uma

nova classe de transformadas aproximadas da DCT de comprimento 8, sendo um subespaço matri-

cial que depende de parâmetros. Esse método consiste em realizar uma busca computacional consi-

derando que os parâmetros desse subespaço matricial possuem apenas valores, {0,±1/2,±1,±2}.

Desta forma, encontra-se um grande número de novas transformadas que são submetidas a um pro-

blema de otimização multicritério [45, 46]. Como resultado, encontram-se transformadas ótimas

segundo um conjunto de métricas de distância e qualidade, que inclui as seguintes medidas: erro

quadrático médio [7], erro de energia total [25], ganho de codificação unificado [38] e eficiência [42].

Considerando a minimização de medidas angulares, em [47] é proposta uma nova transformada

ortogonal de comprimento 8. Esta transformada possui custo aritmético de 24 adições e 6 deslo-

camentos de bit. O método de busca consiste em comparar as linhas da DCT exata com vetores

candidatos, onde seus elementos pertençam ao conjunto {0,±1/2,±1,±2}, a partir de uma certa

métrica angular. A linha escolhida é a que minimizar o ângulo entre os vetores a partir da métrica

escolhida. Ainda, essa transformada foi escalonada para comprimento 16 e 32 pelo método de Jridi,

Alfalou e Meher (JAM) [48], e para seus cômputos são necessárias 64 e 160 adições, respectivamente.

O método de Jridi, Alfalou e Meher [48] é um método de escalonamento de transformadas de

comprimentos menores para comprimentos maiores. Por esse método é possível obter transformadas

de comprimento 2N , a partir de transformadas de comprimento N . Ao propor o método em [48], os

autores também escalonam a transformada RDCT para comprimento 16 e 32, que necessitam de 60

e 152 adições, respectivamente.

Outras transformadas de comprimento 16 são dadas em [31, 49, 50]. Substituindo os valores de

entrada da DCT por valores do conjunto {0,±1} respeitando ortogonalidade, simetria em relação a

DCT e boas propriedades de compactação de energia, em [31] foi proposta uma aproximação para

DCT de comprimento 16 que exige 72 adições para o seu cômputo. A transformada proposta em [50]

é obtida a partir de aproximações por inteiros. Tal transformada é ortogonal e necessita 60 adições

para o seu cômputo. Em [49], é proposta uma transformada a partir de uma metodologia semelhante

a MRDCT e, a melhor de nosso conhecimento, é a transformada de comprimento 16 com menor

complexidade aritmética da literatura, necessitando apenas de 44 adições para o seu cômputo. A

comparação entre algumas dessas transformadas pode ser visualizada na Tabela 2.5 no Capítulo 2.
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1.3 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é: propor uma ampla classe de transformadas de comprimento

8 por meio da parametrização das transformadas propostas por Bouguezel, Ahmad e Swamy. Como

as transformada de comprimento 16 são pouco exploradas na literatura, também será proposta uma

classe de transformadas de comprimento 16. Ainda como parte do objetivo geral, as parametrizações

encontradas serão escalonadas pelo método de Jridi, Alfalou e Meher [48] para comprimentos 16 e

32, investigando e desenvolvendo algoritmos computacionalmente eficientes focados em compressão

de imagem e vídeo.

Para alcançar o objetivo geral proposto, nesta dissertação são pontuados os seguintes objetivos

específicos:

1. Revisão de literatura do estado da arte em transformadas aproximadas de complexidade multi-

plicativa nula;

2. Implementação computacional do método de compressão de imagens baseado em transforma-

das aproximadas;

3. Estudo e implementação computacional de diferentes algoritmos rápidos para fatoração em

matrizes esparsas da matriz da DCT;

4. Desenvolvimento e investigação de novas aproximações para a DCT de comprimento 8, 16 e

32;

5. Avaliação computacional da qualidade de aproximação e aplicação das transformadas desen-

volvidas em compressão de imagens.

1.4 Estrutura do documento

Esta dissertação está organizada da seguinte forma.

No Capítulo 2, são introduzidas as bases teóricas e as considerações do formalismo matemático

da KLT, e apresentada a DCT como aproximação assintótica da KLT. Posteriormente, são apresenta-

das as aproximações para a DCT de comprimento 8 consideradas neste trabalho e é feita uma revisão

na literatura de aproximações de baixa complexidade computacional para a DCT. Finalmente, é apre-

sentado e comparado o custo aritmético e medidas de avaliação destas aproximações.

O Capítulo 3 introduz um método geral para a obtenção de aproximações para a DCT em uma

nova fatoração baseada na série de aproximações BAS. Serão apresentados a estrutura matemática da
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classe de transformadas propostas e os algoritmos rápidos para as transformadas de comprimentos

8 e 16. Posteriormente, são propostos problemas de otimização multicritério sobre um conjunto de

medidas de avaliação com o objetivo de identificar soluções eficientes e identificar novas transfor-

madas ótimas dentro da classe de transformadas propostas. As aproximações obtidas são avaliadas e

comparadas com outras transformadas aproximadas já conhecidas. As novas parametrizações foram

escalonadas pelo método de Jridi, Alfalou e Meher [48] obtendo novas transformadas de compri-

mento 16 e 32. Todas as novas transformadas, conjuntamente com as transformadas que são referên-

cia na literatura, foram submetidas a uma análise de trade-off a fim de comparar o desempenho da

transformada e seu custo aritmético conjuntamente.

No Capítulo 4, é feita uma análise de compressão de imagens utilizando as transformadas ótimas

obtidas e as referências na literatura como comparação, considerando medidas objetivas de qualidade.

Finalmente, no Capítulo 5, são apresentadas as conclusões finais do presente trabalho.
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KLT E DCT

2.1 Introdução

N Este capítulo, é descrito o formalismo teórico da KLT e mostra-se que a DCT é assintoti-

camente equivalente a KLT. Tal equivalência é válida quando é considerado que o sinal de

entrada é um processo Markoviano de primeira ordem e o coeficiente de correlação do sinal tende

para a unidade (ρ → 1) [7, 51]. Como a KLT possui boas propriedades de compactação de energia e

de descorrelação do sinal, a DCT acaba herdando essas propriedades, o que faz dela uma ferramenta

de longa aplicação no contexto de compressão de imagens [7]. Será feita uma discussão sobre com-

plexidade computacional e como obter novas aproximações da DCT a partir de uma matriz de baixa

complexidade. A seguir são descritas aproximações da DCT úteis no contexto de compressão de ima-

gens e que possuem baixa complexidade computacional. Também é apresentada uma comparação

entre suas complexidades computacionais e medidas de avaliação.

2.2 A KLT e a DCT como aproximação assintótica

Sejam um sinal de entrada x = [x0, x1, . . . , xN−1]
⊤ e C é a matriz da transformada, temos:

y = C⊤ · x,

em que det(C) 6= 0 e y é o sinal no domínio da transformada que tende a ser descorrelacionado e

usualmente terá a energia concentrada nos primeiros coeficientes.
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A matriz de covariância de y é dada por:

Σy = E(y · y⊤) = diag(λ0, λ1, . . . , λN−1), (2.1)

em que E(·) é o operador valor esperado. Dada a Equação (2.1), temos:

Σy = E(y · y⊤) = E(C⊤ · x · x⊤ ·C) = C⊤ · E(x · x⊤) ·C = C⊤ ·Σx ·C.

Como deseja-se preservar a energia do sinal toma-se C ortogonal. Então, temos:

Σx = C⊤ ·Σy ·C.

Considerando o sistema

Σx · ck = λk · ck, (2.2)

com k = 0, 1, . . . ,N − 1 e sendo λk > 0 o autovalor de Σx associado ao autovetor ck, ao ordenar

os λk em ordem crescente então a matriz C é a KLT [7].

Assumindo que o sinal x é um processo Markoviano de primeira ordem, temos:

[Σx]m,n = ρ|m−n|,

em que ρ é o coeficiente de correlação de Pearson do sinal e sua magnitude é menor que a unidade

[7].

A m-ésima componente do k-ésimo autovetor que satisfaz o sistema de equações expresso em

(2.2) é:

ck,m =

√
2

N + λk

sin

[
µk

(
m+ 1− N − 1

2

)
+

(k + 1)π

2

]
,

e seu respectivo autovalor é

λk =
1− ρ2

1 + ρ2 − 2ρ cosµk

, (2.3)

em que µ = [µ1, . . . , µk]
⊤ são as raízes positivas da seguinte equação transcendental:

tanNµk =
−(1− ρ2) sinµk

(1 + ρ2) cosµk − 2ρ
.

Tomando ρ → 1, temos:

λk = 0,

tanNµk = 0.
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Desta forma, temos µk = kπ/N . Logo:

ck,m =

√
2

N
sin

[
kπ

N

(
m+ 1− N − 1

2

)
+

(k + 1)π

2

]
,

=

√
2

N
cos

(
kπ(2m+ 1)

2N

)
.

Porém, temos inconsistências para o cálculo de λk para k = 0 na Equação (2.3). Sabendo que:

tr(Σx) =
N−1∑

n=0

[Σx]n,n =
N−1∑

k=0

λk,

e que λ1 = λ2 = · · · = λN−1 = 0 e [Σx]n,n = 1 quando ρ → 1, temos:

N−1∑

k=0

λk = λ0 =
N−1∑

n=0

[Σx]n,n = N,

e então, como λ0 = N , temos

c0,m =

√
1

N
.

Assim, de forma geral, podemos definir os (k,m)-ésimos elementos da matriz da DCT da seguinte

maneira:

ck,m =

√
2

N
vk cos

(
kπ(2m+ 1)

2N

)
,

sendo,

vk =





1√
2
, se k = 0,

1, se k > 0.

Desta forma, a DCT é construída como uma aproximação assintótica da KLT quando a autocor-

relação tende à unidade. Como a DCT acaba sendo um caso particular da KLT, a DCT herda suas

boas propriedades [7].

2.3 Complexidade Computacional

A complexidade computacional de algoritmos depende de vários fatores, considerando desde

aspectos puramente matemáticos até detalhes de sua realização física em hardware ou implementação

em software [52]. Alguns fatores que gerenciam a complexidade computacional incluem [52]:

1. Simetrias.

Transformações de sequências com uma certa simetria podem ser salvos por algoritmos de pré

e pós-processamento. Portanto, a simetria do sinal de entrada pode influenciar na complexidade

computacional;
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2. Transformações múltiplas.

Em muitas aplicações, as transformadas não são computadas uma por vez, mas sim, mais de

uma por vez. Isso geralmente ocorre quando os problemas são colocados em mais de uma

dimensão espacial, como por exemplo, em filtragem de imagens bidimensionais ou em soluções

de problemas de valores limite em uma região tridimensional.

3. Operações adicionais.

São operação muitas vezes negligenciadas que afetam o cômputo da transformada. Exemplos

dessas operações são matrizes de armazenamento adicionais, computação e armazenamento de

potência, permutações, movimentos de dados, a aritmética e armazenamento necessários por

mapeamentos de índice.

4. Estratégias híbridas.

Consiste em computar transformadas de certo comprimento a partir de transformadas de com-

primentos menores. Seria difícil enumerar, analisar ou comparar as várias opções de transfor-

mações híbridas para um grande valor de N .

5. Arquitetura.

Transformadas residem em microchips dentro dos sistemas de navegação embarcados espaci-

ais. Portanto, é evidente que o desempenho da transformada depende de questões de hardware

e arquitetura. Algumas transformadas existentes se encaixam perfeitamente em algumas ar-

quiteturas (por exemplo, Cooley-Tukey base 2 [53] em uma arquitetura de hipercubo). Outras

arquiteturas podem exigir algoritmos totalmente novos. Esse fator assegura que nunca haverá

um melhor algoritmo, a resposta depende do ambiente e as ferramentas disponíveis.

6. Software.

Transformadas são utilizadas em softwares para tudo, desde microcomputadores até supercom-

putadores. Nenhum pacote será único a todos os aplicativos e ambientes de computação, o que

torna o seu custo imensurável.

7. Complexidade aritmética.

É composta pelas complexidades multiplicativa, aditiva, e outras operações como deslocamen-

tos de bit.

Combinar todos esses fatores em uma única figura de mérito é uma tarefa considerada intratável,

tanto por questões de mensuração, quanto por questões de dimensionalidade e combinação dos fa-

tores. Entretanto, dentre esses fatores, temos a complexidade aritmética que é uma medida objetiva,
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muito bem posta, determinística e explica parcialmente a capacidade de hardware. Desta forma a

complexidade aritmética será utilizada para aproximar e explicar parcialmente a complexidade com-

putacional.

2.3.1 Complexidade aritmética

Como foi dito anteriormente, a complexidade aritmética é composta pelas complexidades multi-

plicativa, aditiva, e outras operações como, deslocamentos de bit. Portanto a complexidade aritmética

pode ser descrita da seguinte forma:

complexidade aritmetica = g(complexidade multiplicativa, complexidade aditiva,

deslocamentos de bit, . . .),

em que g(·, ·, . . . , ·) é uma função que relaciona seus argumentos. Entre essas complexidades, a com-

plexidade multiplicativa é a que possui as operações mais custosas, pois essas operações consistem

em operações de ponto flutuante. Desta forma, implica em maiores exigências de hardware. Sendo

assim, podemos representar a complexidade multiplicativa como uma aproximação para a complexi-

dade aritmética, da seguinte forma:

complexidade aritmetica ≈ complexidade multiplicativa.

A complexidade multiplicativa é dada pelo número de operações de multiplicação.

Temos duas formas de multiplicações que são: as multiplicações triviais e as não-triviais. As mul-

tiplicações triviais são multiplicações que não necessitam de aritmética de ponto flutuante, como por

exemplo, multiplicações pelos elementos do conjunto {0,±1/2,±1,±2}. Os elementos {1/2,±2}
são apenas deslocamentos de bit quando se trabalha em base 2. Desta forma, apenas multiplicações

não-triviais incrementam a complexidade multiplicativa.

A complexidade multiplicativa recebeu um tratamento teórico por Heideman [54]. Em [54],

são demostrados vários resultados sobre a complexidade multiplicativa da transformada discreta de

Fourrier (DFT) [2], transformada discreta de Hartley (DHT) [55] e da DCT. É notável a obtenção

de cotas inferiores para a complexidade multiplicativa de tais transformadas discretas para qualquer

comprimento de bloco [54]. Desta forma, a complexidade multiplicativa mínima para a DCT de

qualquer comprimento N é dada por [54]:

M(DCTN) =
M(DFT4N)−M(DFT2N)

2
,
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em queM(·) representa a complexidade multiplicativa, DCTk é a DCT com comprimento k e DFTk

é a transformada discreta de Fourier [2] de comprimento k. Para a DCT de comprimentos que sejam

potências de 2 a cota inferior da complexidade multiplicativa é dada por [54]:

M(DCT2r) = 2r+1 − r − 2.

Desta forma, podemos ver na Tabela 2.1 a cota inferior da complexidade multiplicativa para diferen-

tes comprimentos da DCT que sejam potência de dois. Para atingir as cotas inferiores da Tabela 2.1

é necessária a utilização de algoritmos rápidos.

Tabela 2.1: Cota inferior da complexidade multiplicativa da DCT para diferentes comprimentos que sejam

potência de dois.

N Multiplicações

2 1

4 4

8 11

16 26

32 57

64 120

128 247

2.3.2 Algoritmos rápidos

Após a DCT ser proposta em [1], o método mais conveniente para a sua implementação era

através da transformada rápida de Fourier (FFT). Porém, implementar a DCT por este método requer

aritmética complexa. Como a DCT é amplamente utilizada, foram desenvolvidos algoritmos rápidos

para a sua implementação. Alguns dos algoritmos rápidos mais conhecidos são, Chen et al. [18],

Lee [19], Wang [56], Vetterli e Nussbaumer [57], Suehiro e Hatori [58], Hou [59], Arai et al. [60],

Loeffler el al. [20] e Feig-Winograd [21]. As complexidades aritméticas desses algoritmos rápidos

podem ser visualizadas na Tabela 2.2.

Na Tabela 2.2, podemos ver que o algoritmo rápido de Loeffler et al. [20] alcançou cota inferior

da complexidade multiplicativa para a DCT de comprimento 8 dada por [54]. Porém, apesar de alcan-

çar a complexidade multiplicativa mínima, tal complexidade ainda pode ser significativa para certas

aplicações como em processamento de quantidades massivas de dados [61, 62], severa limitação de

recursos [29], limitação em potência [63]. Exemplos dessas aplicações são: transmissão e proces-

samento de vídeo em tempo real [61, 62], sistemas de comunicação [7], aplicações de computação
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Tabela 2.2: Custo aritmético dos algoritmos para a DCT de comprimento 8

multiplicações adições

Arai et al. [60] 5+8 29

Loeffler et al. [20] 11 29

Lee [19] 12 29

Vetterli e Nussbaumer [57] 12 29

Hou [59] 12 29

Wang [56] 13 29

Suehiro e Hatori [58] 13 29

Chen [18] 16 26

Feig-Winograd [21] 22 28

móvel [7], redes de antenas inteligentes de rádio-frequência [29], redes de sensores sem fio [64],

entre outras. Nesse contexto, é impossível determinar algoritmo rápido com menor complexidade

para a DCT exata. Contudo, uma possível alternativa é calcular a DCT de forma aproximada com

complexidade multiplicativa menor que a cota inferior de [54].

2.3.3 Transformadas aproximadas

Quando se trabalha com aproximações para a DCT, deve-se encontrar resultados próximos a DCT

com complexidade multiplicativa menor que cota inferior proposta em [54]. Uma das características

da matriz da DCT, é que suas entradas são números irracionais. Portanto, é impossível implemen-

tar a DCT de forma exata em uma estrutura de hardware, tendo assim um erro embutido em sua

implementação [65]. Então calcular a DCT de forma aproximada, desde que seja uma aproxima-

ção razoável, não é um problema, pois mesmo a DCT exata possui um erro em seu cálculo quando

realizada fisicamente.

Aproximações para a DCT podem ser feitas através de matrizes cujos elementos sejam números

racionais. Números racionais podem ser representados de forma exata e finita em números binários,

portanto podem ser implementados de forma exata em estruturas de hardware. Porém, operação com

números racionais podem requerer aritmética de ponto flutuante. Uma alternativa para obter apro-

ximações com ausência de aritmética de ponto flutuante é encontrar matrizes onde seus elementos

de entrada sejam racionais diádicos [7]. Racionais diádicos podem ser representados da seguinte

forma [7]:

p

2k
, p ∈ Z, k ∈ N, p ∈ Z, p ímpar.



27

Essa é uma representação finita e exata em números binários e não necessitam de operações com

ponto flutuante. Portanto, aproximações provenientes de representações utilizando racionais diádi-

cos são muito úteis, como as aproximações baseadas em lifting scheme [22]. Porém, aproximações

cujas entradas da matriz são racionais diádicos ainda podem exigir um grande número de adições e

deslocamentos de bit.

Do ponto de vista computacional, uma alternativa para os racionais diádicos, é utilizar elementos

que não introduzam adições extras como elementos de entrada da matriz que será a aproximação. Tal

fato ocorre para potências de dois, ao multiplicar um valor por 2k, com k ∈ Z, tal cálculo irá requerer

apenas r deslocamentos de bit para sua implementação. Apesar deste método não introduzir adições

ou multiplicações não-triviais, ainda pode requerer uma quantidade significativa de deslocamentos

de bit.

De maneira a minimizar o número de somas e deslocamentos de bit, podem ser consideradas

aproximações que envolvem apenas elementos do conjunto {0,±1/2,±1,±2}. Tal cenário não in-

crementa o número de adições e os valores com entradas {±1/2,±2} introduzem apenas um des-

locamento de bit por entrada, incrementando apenas uma quantidade reduzida de deslocamentos de

bit.

2.4 Obtenção de transformadas aproximadas para a DCT

Ortogonalidade é uma propriedade desejável em aproximações para a DCT [7, 41]. Dada que

uma matriz é ortogonal temos que sua inversa é dada por sua transposta. Assim, uma matriz de baixa

complexidade terá sua inversa de baixa complexidade, o que não acontece na maioria dos casos para

matrizes não-ortogonais. Neste trabalho consideraremos as seguintes definições para ortogonalidade

e ortonormalidade.

Definição 1: Dizemos que uma matriz quadrada T é ortogonal se T ·T⊤ resulta em uma matriz

diagonal.

Definição 2: Dizemos que uma matriz quadrada T é ortonormal se T ·T⊤ = T⊤ ·T resulta na

matriz identidade.

A matriz da DCT é ortonormal. Portanto, uma maneira de encontrar aproximações da DCT é a

partir de uma matriz ortogonal T de baixa complexidade, com ausência de elementos multiplicativos,

e ortonormaliza-la a partir de uma matriz diagonal de ajuste. De acordo com o método de ortonorma-

lização baseado na decomposição polar [66], a matriz T é ortonormalizada por meio apenas de uma

matriz diagonal de ajuste S [67]. A partir da decomposição polar, a matriz diagonal de ajuste pode
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ser obtida por

S =

√
[T ·T⊤]

−1
, (2.4)

em que
√· denota a raiz quadrada matricial [68]. Então a aproximação para a DCT é dada por,

Ĉ = S ·T.

Em algumas aplicações, como em compressão de imagens, o cálculo da transformada é ape-

nas uma etapa de um procedimento maior e a matriz S pode ser incorporada em outras etapas do

procedimento, como pode ser visto no Apêndice A. Desta forma, a matriz S não irá incrementar a

complexidade computacional do processamento.

Quando temos uma matriz de baixa complexidade T que é não-ortogonal, a matriz S não será

uma matriz diagonal. Desta forma, a matriz S não poderá ser facilmente incorporada na etapa de

quantização. Quando T é não-ortogonal, para obter uma aproximação para a DCT, podemos genera-

lizar (2.4). Tal generalização é dada por [67]

S̃ =

√
[diag(T ·T⊤)]

−1
,

em que diag(·) retorna uma matriz diagonal cujos elementos são a diagonal principal da matriz dada

como argumento de entrada e se o argumento de entrada for um vetor retornará uma matriz diagonal

cujos elementos do vetor será a diagonal principal de uma matriz diagonal. Assim, para T não-

ortogonal, uma aproximação não-ortonormal para a DCT pode ser obtida por:

C̃ = S̃ ·T.

Neste método de obtenção de aproximações não-ortogonais para DCT, serão excluídos os elementos

fora da diagonal principal de T ·T⊤. Desta forma, será pedida energia ao construir a matriz diagonal

de ajuste S̃. Portanto, quanto mais elementos estiverem fora da diagonal principal da matriz T ·T⊤,

pior será a qualidade da aproximação.

Dado um vetorx = [x0, x1, · · · , xN−1]
⊤, sua transformada aproximadaX = [X0,X1, · · · ,XN−1]

⊤

é dada por:

X = C̃ · x = S̃ ·T · x,

e sua transformada inversa é dada por:

x = C̃−1 ·X = T−1 · S̃−1 ·X.
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Considerando ortogonalidade a transformada direta e inversa são dadas, respectivamente, por,

X = Ĉ · x = Ŝ ·T · x,

x = Ĉ⊤ ·X = T⊤ · Ŝ ·X.

Ainda, pode-se notar que a transformação inversa, no caso de ortogonalidade, tem as mesmas propri-

edades de baixa complexidade da transformação direta.

Dada uma matriz A, sua transformada bidimensional direta e inversa, são dadas, respectivamente,

por

B = C̃ ·A · C̃⊤,

A = C̃−1 ·B · (C̃⊤)−1.

Dado ortogonalidade, temos

B = Ĉ ·A · Ĉ⊤,

A = Ĉ⊤ ·B · Ĉ.

Como no caso unidimensional, no caso bidimensional, dado ortogonalidade, a transformada inversa

tem as mesmas propriedades de baixa complexidade da transformada direta.

2.5 Aproximações da DCT de comprimento 8

Nesta seção, serão apresentadas aproximações da DCT de baixo custo computacional, que são

amplamente utilizadas no contexto de processamento de imagem. Serão apresentadas apenas as

matrizes de baixa complexidade sem a matriz diagonal de ajuste.

2.5.1 Transformada de Walsh-Hadamard

Seja TWHT a matriz da transformada de Walsh-Hadamard (WHT) [39] de comprimento N , em

que os valores de seus elementos são apenas {±1} e satisfazem a seguinte equação:

TWHT ·T⊤
WHT = N · IN , (2.5)

em que IN é a matriz identidade de ordem N . De acordo com a Equação (2.5), pode-se verificar que

a WHT é uma transformada ortogonal. Particularmente, a WHT de comprimento 8 é induzida pela
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seguinte matriz:

TWHT =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1




.

Apesar da WHT não ser definida como aproximação da DCT, ela é muito usada em processa-

mento de imagem pela sua simplicidade e seu bom desempenho. Em particular, a WHT é largamente

utilizada em aplicações como codificação, compressão de imagem e análise espectral [39, 69, 70].

Por ter entradas apenas em {±1}, a WHT é de baixo custo computacional e o caso particular de com-

primento 8 necessita de 24 adições para o seu cômputo, assim como para o cômputo da sua inversa,

através do uso de um algoritmo rápido.

2.5.2 DCT Sinalizada

A SDCT [23] foi a primeira transformada da literatura de baixa complexidade que foi proposta

como aproximação da DCT. A SDCT é obtida a partir da aplicação da função sinal na DCT exata. A

função sinal é dada por:

sign(x) =





1, se x > 0,

0, se x = 0,

−1, se x < 0.

A SDCT de comprimento 8 é expressa de forma matricial da seguinte maneira:

TSDCT =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 1 1 −1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1




.
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A SDCT é uma transformada não-ortogonal, porém para o caso de comprimento 8, salvo por um

fator de 1/8, a sua inversa é de baixa complexidade e é dada por:

T−1
SDCT =

1

8




1 2 1 2 1 0 1 0

1 2 1 0 −1 −2 −1 0

1 0 −1 −2 −1 0 1 2

1 0 −1 0 1 2 −1 −2

1 0 −1 0 1 −2 −1 2

1 0 −1 2 −1 0 1 −2

1 −2 1 0 −1 2 −1 0

1 −2 1 −2 1 0 1 0




.

No caso de comprimento 8, a inversa também é de baixa complexidade, pois o fator 1/8 em aplica-

ções de compressão de imagens pode ser escrito como a matriz diagonal de ajuste S, e será absorvido

na etapa de quantização. Desta forma, a transformada direta necessita de 24 adições e a inversa de

20 adições e 4 deslocamentos de bit com a utilização de algoritmos rápidos. Como a SDCT é não-

ortogonal, para outros comprimentos, a inversa pode não ter baixa complexidade computacional.

2.5.3 Aproximação de nível 1 de Lengwehasatit e Ortega

Lengwehasatit e Ortega em [41] propuseram cinco aproximações para a DCT de baixa comple-

xidade aritmética. Essas transformadas foram propostas com intuito de minimizar o PSNR. A apro-

ximação de nível 1 é uma entre essas cinco transformadas propostas em [41] e é a única ortogonal e

de complexidade multiplicativa nula. Tal transformada é dada por:

TLO =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1

1
1

2
−

1

2
−1 −1 −

1

2

1

2
1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1

1

2
−1 1 −

1

2
−

1

2
1 −1

1

2

0 −1 1 −1 1 −1 1 0




.

Essa transformada possui boas medidas de qualidade sendo reconhecida na literatura por essas

propriedades [26]. Porém, dentre as transformadas aproximadas de complexidade multiplicativa nula,

essa transformada é conhecida por possuir um custo aritmético relativamente alto.

2.5.4 DCT arredondada e DCT arredondada modificada

A DCT arredondada (RDCT) [25] é uma aproximação da DCT de comprimento 8 resultante da

aplicação da função de arredondamento na matriz da DCT exata. Seja y ∈ R e ⌊y⌋ o arredondamento
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para o maior inteiro que não excede y, a função de arredondamento é dada por:

round(y) = ⌊x+ 0, 5⌋.

Em matrizes a função round(·) é aplicada elemento a elemento.

Desta forma, sendo C a matriz da DCT exata de comprimento 8, a matriz da RDCT é definida da

seguinte maneira:

TRDCT = round(2 ·C). (2.6)

Efetuando o cálculo da Equação (2.6), a matriz da transformada é dada explicitamente por:

TRDCT =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1

1 0 0 −1 −1 0 0 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1

0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 −1 1 −1 1 −1 1 0




.

Como as entradas desta transformada possuem apenas valores pertencentes ao conjunto {0,±1}, ela

necessita apenas de somas para o seu cômputo. Essa transformada é ortogonal, portanto a transfor-

mada inversa, assim como a transformada direta, também é de baixa complexidade.

A partir da RDCT, Bayer e Cintra [24] propuseram a DCT arredondada modificada (MRDCT) [24]

como uma nova aproximação para a DCT de comprimento 8. Essa transformada é, até o momento,

a aproximação da DCT com menor complexidade aritmética da literatura, necessitando apenas de 14

adições para o seu cômputo. Tal transformada é dada por:

TMRDCT =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 −1

1 0 0 −1 −1 0 0 1

0 0 −1 0 0 1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

0 −1 0 0 0 0 1 0

0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 0 0 −1 1 0 0 0




.

O grande número de entradas com valor zero explicam o baixo custo computacional associado.

2.5.5 Aproximação para RF imaging

A aproximação para RF imaging é uma aproximação da DCT com aplicação focada em imagens

de rádio frequência. Esta transformada é obtida a partir de um problema de otimização dado da
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seguinte forma [29]:

TRF = arg min
T′

ǫ(T′),

em que ǫ(·) é o erro de energia total [25]. É considerada uma parametrização a partir da DCT exata

e entradas do conjunto {0,±1,±2}. Desta forma, considera-se todas transformadas deste subespaço

matricial.

Resolvendo este problema de otimização, obtém-se a seguinte transformada de baixa complexi-

dade:

TRF =




1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 0 −1 −1 −2

2 0 0 −2 −2 0 0 2

1 0 −2 −1 1 2 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −2 0 1 −1 0 2 −1

1 −2 2 1 1 2 −2 1

0 −1 1 −2 2 −1 1 0




.

Essa transformada também é ortogonal e de baixa complexidade, com complexidade computacional

de 24 adições e 6 deslocamentos de bit.

2.5.6 Modificação da matriz de Brahimi-Bouguezel

Em [43] é proposta uma transformada a partir da modificação da matriz de Brahimi-Bouguezel

(BB) [44]. A transformada Brahimi-Bouguezel modificada (MBB) foi obtida a partir da substituição

de dois elementos da matriz de Brahimi-Bouguezel de zero para um. A matriz de Brahimi-Bouguezel

é dada por:

TBB =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 1 −1

1 0 0 −1 −1 0 0 1

0 0 −1 1 1 1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 0 0 0 1 −1

0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 0 0 −1 1 0 0 0




,
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e a MBB é dada por:

TMBB =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 1 −1

1 0 0 −1 −1 0 0 1

0 0 −1 0 0 1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 0 0 0 1 −1

0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 0 0 −1 1 0 0 0




.

A transformada MBB necessita apenas de 16 adições para seu cômputo, e difere da MRDCT apenas

em 4 entradas que são modificadas de zero para um, o que justifica sua baixa complexidade.

2.5.7 Aproximações baseadas em funções inteiras

Cintra, Bayer e Tablada (CBT) [33] propuseram uma série de aproximações da DCT baseadas

em funções de arredondamento que retornam como respostas números inteiros. Essas funções de

arredondamento em matrizes são aplicadas ponto a ponto. Todas as transformadas propostas se

encaixaram na seguinte fatoração:

TCBT =
1

2
· P̃ · K̃(γ) · B̃1 · B̃2 · B̃3,

em que P̃ é uma matriz de permutação, γ = (γ0, γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6)
⊤ é o vetor de parâmetros, B̃1,

B̃2 e B̃3 são matrizes distintas dadas em [33] e K̃(γ) é dado por:

K̂(γ) =




γ3 0 0 0 0 0 0 0

0 γ3 0 0 0 0 0 0

0 0 γ5 γ1 0 0 0 0

0 0 −γ1 γ5 0 0 0 0

0 0 0 0 γ4 −γ6 γ2 γ0

0 0 0 0 −γ0 γ4 −γ6 γ2

0 0 0 0 −γ2 −γ0 γ4 −γ6

0 0 0 0 γ6 −γ2 −γ0 γ4




.

A partir da metodologia utilizada, as matrizes encontradas que já existem na literatura são a

SDCT, RDCT e a aproximação para RF imaging. As novas transformadas (CBTj), encontradas de

acordo com os diferentes valores de γ, estão na Tabela 2.3.

Pode-se notar na Tabela 2.3 que o vetor γ possui, em algumas de suas entradas, o valor 3. Con-

tudo, mesmo não pertencendo ao conjunto {0,±1/5,±1,±2}, ele é de baixa complexidade e pode

ser expresso por 2 + 1, representando uma soma e um deslocamento de bit.
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Tabela 2.3: Transformadas obtidas a partir de arredondamentos por funções inteiras.

j γ Ortogonal?

1 [2 0 1 1 1 1 0]⊤ Sim

2 [2 2 1 1 1 0 0]⊤ Sim

3 [3 3 2 2 2 1 0]⊤ Sim

4 [1 1 1 1 1 1 0]⊤ Sim

5 [2 1 1 1 1 1 0]⊤ Sim

6 [3 2 2 2 1 1 1]⊤ Sim

7 [1 1 1 1 0 0 0]⊤ Não

8 [2 2 2 1 1 1 1]⊤ Não

9 [2 2 2 2 1 1 1]⊤ Não

2.5.8 Aproximações a partir da parametrização da fatoração de Feig-Winograd

Tablada, Bayer e Cintra [26] propuseram uma classe de aproximações da DCT baseadas no algo-

ritmo rápido de Feig-Winograd [21]. Os autores fatoram o algoritmo de uma maneira mais conveni-

ente que é dada por:

TFW =
1

2
·P ·K(γ) ·B1 ·B2 ·B3,

em que P é uma matriz de permutação, γ = (γ0, γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6)
⊤ é o vetor de parâmetros, B1,

B2 e B3 são matrizes distintas dadas em [26] e K(γ) é dado por:

K(γ) =




γ3 0 0 0 0 0 0 0

0 γ3 0 0 0 0 0 0

0 0 γ5 γ1 0 0 0 0

0 0 −γ1 γ5 0 0 0 0

0 0 0 0 −γ6 −γ4 −γ2 −γ0

0 0 0 0 γ4 γ0 γ6 −γ2

0 0 0 0 −γ0 γ2 −γ4 γ6

0 0 0 0 −γ2 −γ6 γ0 −γ4




.

Se os valores de γ pertencerem ao conjunto {0,±1/2,±1,±2} as transformadas deste subespaço

matricial serão todas de baixa complexidade aritmética. De acordo com os valores de γ, a SDCT, a

aproximação de nivel 1, a RDCT, MRCDT, a aproximação para RF imaging e a matriz de Haar [71]

pertencem a esse subespaço.

A fim de encontrar novas transformadas foi feita uma busca matricial neste subespaço conside-

rando o conjunto {0,±1/5,±1,±2} para os valores de γ. Dado o grande número de transformadas

geradas foi proposto um problema de otimização multicritério para selecionar apenas as transforma-



36

das ótimas. A partir do problema de otimização foram encontradas seis novas transformadas (FWj)

com diferentes valores de γ, dados na Tabela 2.4.

Tabela 2.4: Transformadas eficientes no subespaço FW a partir da solução do problema de otimização.

j γ Ortogonal?

1 [1 2 0 1 0 1 0]⊤ Sim

2 [0 1 1 1 1 0 0]⊤ Sim

3 [0 2 1 1 1 1 0]⊤ Sim

4 [0 2 2 1 1 1 0]⊤ Sim

5 [2 2 0 1 0 1 0,5]⊤ Sim

6 [1 1 1 1 0 0 0]⊤ Não

Todas s transformadas da Tabela 2.4 são de baixa complexidade aritmética, sendo cinco orto-

gonais e uma não ortogonal. Este grupo de transformadas, assim como no grupo de transformadas

baseadas em funções inteiras, tem seu algoritmo rápido baseado na fatoração de Feig-Winograd. Po-

rém, neste grupo foram selecionadas apenas as transformadas ótimas de acordo com a otimização

multicritério. Além disso, também não foi considerado o valor 3 como possível valor dos parâmetros

na busca computacional.

2.5.9 Aproximação baseada em medida angular

A aproximação baseada em medidas angulares (ABM) é uma transformada de comprimento 8

proposta em [47]. Neste trabalho também foram obtidas as suas versões escalonadas para compri-

mentos 16 e 32 a partir do método de Jridi, Alfalou e Meher [48]. A metodologia proposta consiste

em minimizar o ângulo entre as linhas da DCT exata e das transformadas aproximadas. As linhas

são consideradas vetores e as linhas das transformadas aproximadas possuem apenas valores que

remetem baixa complexidade computacional. Tal transformada de comprimento 8 é dada por:

TABM =




1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 0 0 −1 −2 −2

2 1 −1 −2 −2 −1 1 2

1 0 −2 −2 2 2 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

2 −2 0 1 −1 0 2 −2

1 −2 2 −1 −1 2 −2 1

0 −1 2 −2 2 −2 1 0




.

Essa transformada é ortogonal e apesar de ser baseada em medidas angulares não é a melhor

transformada na literatura em relação a medidas de avaliação propostas em [47], entretanto se destaca
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em várias outras medidas. A transformada ABM ainda foi escalonada para comprimentos 16 e 32

pelo método JAM.

2.6 Série de aproximações Bouguezel, Ahmad e Swamy

As transformadas propostas por Bouguezel, Ahmad e Swamy [27, 28, 34–37], que são denotadas

nesse trabalho como série de aproximações BAS, ou apenas série BAS, são aproximações para a DCT

exata e possuem baixa complexidade computacional. Em geral, essas transformadas são baseadas

na SDCT e seus elementos de entrada estão no conjunto {0,±1/2,±1,±2}. Apesar de, segundo

algumas métricas, essas transformadas não possuírem grande proximidade com a DCT, elas possuem

altos ganho de codificação e eficiência o que torna o seu uso apropriado para compressão de imagens.

2.6.1 BAS1

A transformada proposta em [34] será denotada nesse trabalho como BAS1. O método de obten-

ção desta transformada foi baseado em introduzir de maneira conveniente zeros e 1/2 em algumas

das entradas da matriz da SDCT. A BAS1 é dada por:

BAS1 =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 −1 −1

1 1/2 −1/2 −1 −1 −1/2 1/2 1

0 0 −1 0 0 1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 0 0 0 1 −1

1/2 −1 1 −1/2 −1/2 1 −1 1/2

0 0 0 −1 1 0 0 0




.

Essa transformada é ortogonal e necessita de 18 adições e 2 deslocamentos de bit para o seu cômputo

a partir de um algoritmo rápido.

2.6.2 BAS2

Denotaremos por BAS2 a transformada proposta em [35]. Seu método de obtenção é semelhante

ao método de obtenção da BAS1, porém neste caso são introduzidos zeros de forma conveniente em
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algumas das entradas da SDCT. Desta forma, a BAS2 é dada por:

BAS2 =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 0 −1 0 0 1 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 1 0 0 −1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1




.

O algoritmo rápido dessa transformada demanda 21 adições. A BAS2 é não ortogonal, porém possui

inversa que apresenta apenas termos que implicam em baixa complexidade computacional. Sua

inversa é dada por:

BAS−1
2 =




1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 0 −1 −1 −2

2 1 −1 −2 −2 −1 1 2

1 0 −2 −1 1 2 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −2 0 1 −1 0 2 −1

1 −2 2 −1 −1 2 −2 1

0 −1 1 −2 2 −1 1 0




.

Essa matriz tem como entrada apenas os valores em {0,±1,±2} e, a partir de um algoritmo rápido,

necessita de 21 adições e 3 deslocamentos de bit para o seu cômputo.

2.6.3 BAS3

A transformada introduzida em [36], assim como a BAS2, foi baseada na introdução de zeros em

algumas das entradas da SDCT e será denotada por BAS3. A BAS3 é dada por:

BAS3 =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

0 0 −1 0 0 1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 0 0 0 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

0 0 0 −1 1 0 0 0




,

sendo ortogonal e requerendo apenas 18 adições para o seu cômputo através de um algoritmo rápido.

2.6.4 BAS4

Em [37], foram propostas transformadas de comprimento 8, 16 e 32 baseadas na modificação da

transformada de nível 4 de Lengwehasatit e Ortega [41]. A aproximação proposta de comprimento 8
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será denotada neste trabalho por BAS4. A matriz da transformada BAS4 é dada por:

BAS4 =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

2 1 −1 −2 −2 −1 1 2

2 1 −1 −2 2 1 −1 −2

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 −2 2 −1 −1 2 −2 1

1 −2 2 −1 1 −2 2 −1




.

Essa matriz é ortogonal e a partir de um algoritmo rápido baseado no algoritmo rápido da WHT

necessita de 24 adições e 4 deslocamentos de bit para o seu cômputo.

A transformada de comprimento 16 proposta em [37] é dada por:

BAS416 = P16 ·


BAS4 08

08 BAS4


 ·


I8 I8

I8 −I8


 ·


I8 08

08 I8


 ,

em que P16 é uma matriz de permutação dada em [37], 0k é uma matriz de zeros, Ik é a matriz

identidade e Ik é a matriz contra identidade, todas de ordem k. Já a matriz da transformada de

comprimento 32 proposta em [37] é dada por:

BAS432 = P32 ·


BAS416 016

016 BAS416


 ·


I16 I16

I16 −I16


 ·


I16 016

016 I16


 ,

em que P32 é uma matriz de permutação dada em [37]. As transformadas BAS416 e BAS432 têm

complexidades aritméticas de 64 adições e 8 deslocamentos de bit e 160 adições e 16 deslocamentos

de bit, respectivamente.

2.6.5 BAS5(a)

Em [27], foi proposta uma transformada paramétrica que neste trabalho denotaremos de BAS5.

Esta transformada é uniparamétrica, tem comprimento 8 e é dada por:

BAS5(a) =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 −1 −1

1 a −a −1 −1 −a a 1

0 0 1 0 0 −1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

0 0 0 1 −1 0 0 0

1 −1 0 0 0 0 1 −1

a −1 1 −a −a 1 −1 a




.

A partir de um algoritmo rápido, essa transformada requer 18 adições e duas multiplicações. Porém,

os autores sugerem utilizar a = 0, 1/2, 1. Desta forma, a transformada é ortogonal e necessita de 16

adições para a = 0, 18 adições para a = 1 e 18 adições e 2 deslocamentos de bit para a = 1/2.
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2.6.6 BAS6

Neste trabalho, denotaremos por BAS6 a transformada proposta em [28]. A BAS6 é obtida da

permutação das linhas da transformada de Hadamard [39] baseada na SDCT. Tal transformada é dada

por:

BAS6 =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1




.

É de fácil verificação que a aproximação BAS6 é a própria WHT, ou seja, a WHT é tratada como

uma aproximação da DCT. Desta forma, a mesma herda as suas propriedades, é ortogonal e necessita

de 24 adições para o seu cômputo. Em [28] é dada expressão para escalonar a BAS6 para qualquer

comprimento N , tal expressão é dada por:

ĈN (n, k) = (−1)
∑

r−1
i=0 (ni+ni+1)kr−i−1 ,

em que 0 ≤ n, k ≤ N − 1, n e k são dígitos binários dados por, n = nr−12
r−1 + nr−22

r−2 + . . .+

n12 + n0, k = kr−12
r−1 + kr−22

r−2 + . . . + k12 + k0, 0 ≤ i ≤ r − 1 e r = log2 N é um número

inteiro positivo. Os casos particulares de comprimentos 16 e 32 necessitam de 64 e 160 adições para

o seu cômputo, respectivamente. Ainda, existe outra transformada de baixa complexidade proposta

em [28], porém, a mesma é uma aproximação para a DHT e não será considerada neste trabalho.

2.7 Comparação entre as aproximações de comprimento 8

Nesta seção, será explorada a complexidade aritmética e algumas medidas de qualidade das trans-

formadas aproximadas descritas anteriormente. Tais transformadas serão avaliadas em relação à me-

didas de aproximação com a DCT, como o erro quadrático médio [7] e o erro de energia total [25], e

medidas de codificação, como o ganho de codificação unificado [38] e a eficiência [42].

2.7.1 Medidas de qualidade

Para avaliação de desempenho das transformadas consideradas foram utilizadas as seguintes me-

didas: erro quadrático médio (MSE), erro de energia total (ǫ), ganho de codificação unificado (C∗
g )
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e eficiência de transformação (η). O erro quadrático médio [7] e o erro de energia total [25] são

medidas de proximidade da DCT e medem empiricamente a distância entre as matrizes aproximadas

e a DCT exata. Já o ganho de codificação [38] e eficiência da transformada [42], são medidas de

codificação, e medem o poder de descorrelação e compactação de energia.

Seja C uma matriz de transformação exata e Ĉ uma matriz que aproxima C. Uma medida que

mensura o erro na saída entre a aproximação Ĉ e C é o MSE, e é dado por [7]:

MSE(Ĉ) =
1

N
· tr
{
(CN − Ĉ) ·R(x) · (CN − Ĉ)⊤

}
,

em que tr(·) é a função traço [72].

A similaridade entre a transformada aproximada e a matriz exata pode ser dada pelo erro de

energia total [25]:

ǫ(Ĉ) = π · ||CN − Ĉ||2.

O ganho de codificação unificado de uma transformada Ĉ é dado por [38]:

C∗
g (Ĉ) = 10 · log10

{
N∏

k=1

1
N
√
Ak ·Bk

}
,

em que Ak = su
{
(h⊤

k · hk)⊙R(x)
}

, hk é o k-ésimo vetor linha de Ĉ, a função su(·) retorna a

soma dos elementos de seu argumento matricial, ⊙ é o produto matricial de Hadamard [72], R(x) é a

matriz de covariância de um processo Markoviano de primeira ordem, Bk = ‖gk‖2 e gk é o k-ésimo

vetor linha de Ĉ−1.

Outra medida de codificação é a eficiência da transformada, dada por [42]:

η(Ĉ) = 100

∑N

i=1 |ri,i|∑N

i=1

∑N

j=1 |ri,j |
,

em que ri,j é o (i, j)-ésimo elemento de (Ĉ ·R(x) · Ĉ⊤). Essas duas últimas medidas dizem respeito

o desempenho em compressão de dados e não medem a proximidade da aproximação com a DCT.

2.7.2 Avaliação

Ao escolher uma transformada aproximada para aplicações, em geral, não se deve dar atenção

exclusivamente à complexidade aritmética da transformada. Também deve-se considerar outras me-

didas de avaliação, que irão indicar o quão boa cada transformada é para cada aplicação. Nesse

sentido, deve-se ponderar o custo aritmético de cada transformada com alguma medida de qualidade.

Na Tabela 2.5, podemos observar a complexidade aritmética e as medidas de qualidade das apro-

ximações discutidas nas Seções 2.5 e 2.6. Nota-se que a aproximação MRDCT possui o menor custo
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aritmético e a aproximação CBT5 possui o maior custo aritmético entre todas as transformadas lista-

das. Ainda, observando a Tabela 2.5, podemos notar que medidas de avaliação, em geral, melhoram

de acordo com o aumento da complexidade aritmética das transformadas. Nota-se, também, que

as transformadas da série BAS possuem, em geral, maior ganho de codificação e eficiência que as

transformadas concorrentes com o mesmo custo aritmético. Dado este fato, frisa-se a necessidade se

generalizar a série da aproximações BAS em uma ampla classe.

As correlações de Pearson entre as medidas de avaliação e a complexidade aditiva das transfor-

madas aproximadas são apresentadas na Tabela 2.6. O MSE e o ǫ, que são medidas de proximidade

com a DCT, são correlacionados com coeficiente de correlação de 0,75. Assim como as medidas

de proximidade com a DCT, as medidas que avaliam a codificação, que são η e C∗
g , também são

correlacionados com coeficiente de correlação de 0,68. As medidas MSE, ǫ e C∗
g possuem correla-

ção significativa em relação à complexidade aditiva com nível de significância de 5%, porém MSE

e ǫ possuem correlação negativa com a complexidade aditiva e C∗
g possui correlação positiva com a

complexidade aditiva. Ou seja, quanto maior o número de adições maior é o C∗
g , e quanto menor é o

número de adições maior é o MSE e o ǫ.

Foram consideradas regressões entre as medidas de avaliação e a complexidade aditiva. Quatro

modelos de regressão linear simples são considerados, onde em todos eles a complexidade aditiva

é o regressor. Em cada um dos modelos a variável dependente considerada é uma das medidas de

avaliação. Tais resultados são apresentados na Tabela 2.7. A partir destes resultados é possível

concluir que o aumento de uma adição impacta no aumento médio de 0,066 em relação ao C∗
g . O η

tem o aumento médio de 0,325 ao utilizar uma transformada aproximada que necessite uma adição a

mais para o seu cômputo. Ao utilizar uma transformada que necessite de uma adição a mais o MSE

terá um decréscimo esperado de 0,822. Finalmente, para o ǫ, ao aumentar uma adição o ǫ irá diminuir

em média 0,003.

Nos próximos capítulos serão propostas novas aproximações para a DCT. Essas aproximações

serão obtidas através da parametrização das transformadas que foram discutidas na Seção 2.6 e de

outra parametrização baseada nas transformadas de comprimento 16 propostas em [28, 37]. Após a

obtenção de uma transformada multiparamétrica serão considerados valores dos parâmetros que per-

tencem ao conjunto {0,±0, 5,±1,±2}. As transformadas obtidas serão transformadas concorrentes

com as transformadas discutidas nas Seções 2.5 e 2.6 e que tem suas complexidades aritméticas

expressas na Tabela 2.5.
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Tabela 2.5: Custo aritmético e medidas de avaliação das aproximações consideradas.

Aproximação ǫ MSE C∗
g η Mult. Ad. Desloc. bit

MRDCT [24] 8,66 0,06 7,33 80,90 0 14 0

BBM [43] 6,85 0,03 7,91 85,64 0 16 0

BAS5(0) [27] 26,86 0,07 7,91 85,64 0 16 0

FW1 [26] 7,73 0,06 7,54 81,99 0 16 2

BAS5(1) [27] 26,86 0,07 7,91 85,38 0 18 0

BAS3 [36] 6,85 0,03 7,91 85,38 0 18 0

CBT7 [33] 3,31 0,02 7,81 83,08 0 18 0

FW2 [26] 8,66 0,06 7,37 81,18 0 18 0

FW6 [26] 3,32 0,02 6,05 83,08 0 18 0

BAS1 [34] 5,93 0,02 8,12 86,86 0 18 2

BAS5(1/2) [27] 26,40 0,07 8,12 86,86 0 18 2

FW3 [26] 7,73 0,06 7,58 82,27 0 20 2

FW4 [26] 7,53 0,05 7,56 82,70 0 20 6

FW5 [26] 7,41 0,05 7,58 83,08 0 20 10

BAS2 [35] 4,19 0,02 6,27 83,17 0 21 0

RDCT [25] 1,79 0,01 8,18 87,43 0 22 0

CBT1 [33] 8,60 0,04 8,14 86,80 0 22 4

CBT2 [33] 1,79 0,01 8,14 86,80 0 22 6

SDCT [23] 3,32 0,02 7,79 82,62 0 24 0

BAS6 [28] 35,06 0,10 7,95 85,31 0 24 0

CBT4 [33] 1,79 0,01 8,18 87,16 0 24 0

Aproximação de nível 1 (LO) [41] 0,87 0,01 8.39 88,70 0 24 2

BAS4 [37] 4,09 0,02 8,33 88,22 0 24 4

CBT5 [33] 1,79 0,01 8,14 86,54 0 24 4

Aproximação para RF imaging [29] 2,41 0,10 6,67 60,36 0 24 6

ABM [47] 1,22 0,01 8,63 90,46 0 24 6

CBT8 [33] 0,58 0,00 8,48 89,70 0 28 10

CBT9 [33] 0,58 0,00 8,48 89,70 0 28 12

CBT3 [33] 0,53 0,00 8,50 91,01 0 30 16

CBT6 [33] 0,59 0,00 8,53 89,37 0 32 12

DCT (Loeffler et al.) [20] 0 0 8,83 93,99 11 29 0

DCT (Chen) et al. [18] 0 0 8,83 93,99 16 26 0

DCT (Feig e Winograd) [21] 0 0 8,83 93,99 22 28 0

DCT (pela definição) [1] 0 0 8,83 93,99 64 56 0
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Tabela 2.6: Correlação de Pearson entre as medidas de avaliação e o número de adições exigidos por cada

aproximação. Entre parênteses o p-valor.

Ad. C∗
g η MSE ǫ

Ad. - - - - -

C∗
g 0,47 (0,01) - - - -

η 0,28 (0,13) 0,68 (0,00) - - -

MSE -0,49 (0,01) -0,39 (0,03) -0,62 (0,00) - -

ǫ -0,40 (0,03) -0,04 (0,84) -0,03 (0,89) 0,75 (0,00) -

Tabela 2.7: Estimativa dos parâmetros para análises de regressão entre as medidas de avaliação e a comple-

xidade aditiva.

ǫ MSE C∗
g η

Parâmetro estimado
-0,003 -0,822 0,066 0,352

do regressor

Intercepto estimado 25,022 0,104 6,411 77,328
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PARAMETRIZAÇÃO DAS BAS

3.1 Introdução

A DCT de comprimento 8 tem grande importância, pois é empregada no padrão JPEG [12]. Já

a DCT de comprimento 16 tem como importância a aplicação em padrões de vídeo, como

o HEVC [14]. Desta forma, torna-se relevante o estudo de transformadas aproximadas devido ao

gargalo computacional em aplicações que necessitam o processamento de quantidades massivas de

dados, severa limitação de recursos e limitação em potência. Tais restrições existem em: transmissão

e processamento de vídeo em tempo real [61, 62], sistemas de comunicação [7], aplicações de com-

putação móvel [7], redes de antenas inteligentes de rádio-frequência [29] e redes de sensores sem

fio [64].

Dado este fato, serão propostas duas novas classes parametrizadas de transformadas discretas a

partir da série de aproximações BAS. As classes propostas endereçarão transformadas de compri-

mento 8 e 16, respectivamente. Adicionalmente, buscar-se-á por algoritmos rápidos para as trans-

formadas contidas nas classes propostas. As classes propostas serão dependentes de parâmetros, e

de acordo com os valores desses parâmetros são geradas diversas transformadas, o que nos leva a

um problema de otimização que tenha como resultado aproximações com o melhor desempenho em

compressão de imagens. Neste problema de otimização, será levado em conta o custo aritmético da

transformada e algumas medidas amplamente conhecidas no contexto de compressão de imagens.

Todas as transformadas encontradas também serão escalonadas pelo método de Jridi, Alfalou e

Meher (JAM) [48], ou seja, serão geradas transformadas de comprimento 2N a partir de transfor-

madas de comprimento N . O método JAM é uma alternativa para obtenção de transformadas de
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comprimentos maiores. Tal fato é de grande importância, pois no padrão de vídeo HEVC [14] são

necessárias transformadas de comprimento 8, 16 e 32. São poucos os estudos que trabalham com

transformadas de complexidade multiplicativa nula de comprimento 32, como em [28, 37, 47, 48].

As novas transformadas encontradas serão comparadas com transformadas já arquivadas na li-

teratura em relação a medidas de avaliação da transformada (erro de energia total, erro quadrático

médio, ganho de codificação e eficiência). Desta forma, serão selecionadas as melhores transforma-

das para diferentes complexidades aritméticas.

3.2 Parametrização de comprimento 8

A parametrização da série de aproximações BAS é feita a partir de uma inspeção dos valores

das entradas das matrizes das transformadas ortogonais da série de aproximações BAS, ou seja, das

matrizes das transformadas BAS1, BAS3, BAS4, BAS5(a) e BAS6. A transformada BAS2 é não

ortogonal e parece ter outra natureza das demais transformadas, portanto, não foi considerada na

parametrização. A fim de manter simetria e padrões, para realizar a parametrização, a matriz da

transformada BAS4 teve a segunda, a quarta, a sétima e a oitava linhas multiplicadas por 1/2. A

matriz da transformada BAS5(a) teve um inversão entre a sétima e a oitava linha. Foram observados

os padrões, e as entradas que são fixas em todas transformadas se mantiveram iguais. Já as entradas

que mudam com os mesmos padrões entre as diferentes transformadas se tornaram diferentes parâ-

metros de acordo com os diferentes padrões de mudança. Desta forma, a classe proposta é dada pela

seguinte matriz paramétrica:

T8(a) =




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1

1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1

a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5

a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2

a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7




, (3.1)

em que a = [a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8]
⊤ é o vetor de parâmetros da classe parametrizada BAS de

comprimento 8.

A depender do valor do vetor paramétrico a, a matriz dada na Equação (3.1) gera diferentes

matrizes. Entre o conjunto de transformadas geradas estão as transformadas ortogonais da série BAS,

que são casos particulares da classe proposta. Espera-se que variando o valor do vetor paramétrico a
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surjam novas boas transformadas.

A matriz parametrizada nos leva naturalmente ao seguinte mapeamento:

BAS8 : R
8 −→ M8(R)

a −→ T8(a),

em que a = [a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8]
⊤ ∈ R

8 e M8(R) denota o grupo das matrizes de ordem 8

com elementos em R.

Como pôde ser visto anteriormente, cada vetor a ∈ R
8 fornece uma matriz de baixa comple-

xidade e quando normalizadas poderão ser aproximações para a DCT exata, dada pela matriz para-

metrizada dada em (3.1). Na Tabela 3.1, são apresentadas as matrizes que são casos particulares de

parametrização BAS.

Tabela 3.1: Casos particulares da classe parametrizada BAS.

a Transformada

[0,1/2,0,1,1,0,0,1]⊤ BAS1

[0,1,0,1,1,0,0,1]⊤ BAS3

[1,1/2,1/2,1/2,1,1,1/2,1/2]⊤ BAS4

[0,a,0,− 1,0,1,1,0]⊤ BAS5(a)

[1,1,1,1,1,1,1,1]⊤ BAS6

3.2.1 Algoritmo rápido

Fatorando a matriz parametrizada em (3.1) de uma maneira semelhante a decimação na frequên-

cia de Cooley-Tukey base-2 [53], teremos um algoritmo rápido geral para a classe de transformadas

parametrizada. Essa fatoração é dada da seguinte maneira:

T8(a) = PK(a)A2A1,

em que:

A1 =




1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 −1 0 0 0

0 0 1 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 0 0 −1 0

1 0 0 0 0 0 0 −1




,
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A2 =




1 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0 0 0

1 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1




,

K(a) =




1 1 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 a2 1 0 0 0 0

0 0 −1 a2 0 0 0 0

0 0 0 0 a1 a1 1 1

0 0 0 0 a6 −a1 −a5 a5

0 0 0 0 −a1 −a4 a3 a1

0 0 0 0 −a8 a1 −a6 a7




,

P =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1




,

em que P é uma matriz de permutação. Tal fatoração gera matrizes com estrutura “borboleta”. Ma-

trizes com essa estrutura tem a complexidade aritmética reduzida. Além das matrizes com estrutura

“borboleta”, essa fatoração irá gerar uma matriz bloco diagonal que carregará a maior parte da com-

plexidade aritmética. No caso da fatoração da matriz parametrizada proposta, a matriz bloco diagonal

criada é a matriz K(a), de forma semelhante ao subespaço Feig-Winograd em [26].

O algoritmo rápido pode ser representado pelo diagrama de fluxo e sinal da Figura 3.1. Nesta

representação cada seta será chamada de ramo e o encontro entre dois ramos será chamado de nó.

Cada ramo representa uma multiplicação não-trivial [53], mas como nesse trabalho serão conside-

rados apenas elementos do conjunto {0,±1/2,±1,±2}, ramos representarão multiplicações triviais

e não serão computadas. Quando dois ramos se encontram e formam um nó, será calculada a soma

dos elementos desses ramos [53]. Representar os algoritmos rápidos dessa forma pode ser muito útil

pois quando deseja-se implementar essas matrizes em hardware é oferecida uma boa visualização

dos circuitos necessários.
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(a) Algoritmo rápido.
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(b) Bloco A.

Figura 3.1: Caso geral do algoritmo rápido de comprimento 8, relacionando os dados de entrada xn, n =

0, 1, 2, . . . , 7, aos coeficientes da saída Xk, k = 0, 1, 2, . . . , 7. Setas tracejadas representam multiplicação por

−1.

3.2.2 Complexidade computacional

A complexidade computacional da matriz parametrizada proposta é dada pela complexidade

aritmética do algoritmo rápido. Considerando que os valores de a sejam os valores do conjunto

{0,±1/2,±1,±2}, serão necessárias apenas somas e deslocamentos de bit para o cômputo da com-

plexidade aritmética e a classe de matrizes proposta será finita e livre de multiplicações em sua

complexidade aritmética.

De acordo com o algoritmo rápido dado na Figura 3.1, a complexidade aditiva A(a) e de deslo-

camento de bit S(a) são dadas pelas seguintes expressões, respectivamente:

A(a) = 28−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [6, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1]⊤ e I{·} é a função indicadora.

Esse algoritmo rápido é geral e não computa a complexidade aditiva mínima para todas as trans-

formadas da classe parametrizada proposta, podendo ser simplificado, e a partir de nove restrições

podem ser gerados algoritmos rápidos mais eficientes de acordo com o valor dos parâmetros. Dadas

essas restrições, a matriz T(a) pode ser fatorada de maneira mais simplificada que a forma geral e

as matrizes A2 e K(a) serão alteradas. Essas nove restrições e suas complexidades aditivas e de

deslocamentos de bit são descritas da seguinte maneira:
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1. ±a1 = ±a4 = ±a6 = ±a8:

A(a) = 26−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [6, 2, 1, 0, 2, 0, 1, 0]⊤;

2. (±a1 = ±a3 = ±1) ∧ (±a5 = ±a6 = ±a8):

A(a) = 26−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [0, 2, 0, 1, 3, 0, 1, 0]⊤;

3. (±a1 = ±1) ∧ (±a5 = ±a6) ∧ (±a7 = ±a8):

A(a) = 26−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [0, 2, 1, 1, 3, 0, 1, 0]⊤;

4. (±a1 = ±a5 = ±a6 = ±1) ∧ (±a3 = ±a4):

A(a) = 26−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [0, 2, 1, 0, 0, 0, 1, 1]⊤;

5. ±a1 = ±a4 = ±a5 = ±a7 = ±1:

A(a) = 26−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [0, 2, 1, 0, 0, 2, 0, 1]⊤;
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6. (±a1 = ±a3) ∧ (±a6 = ±a7):

A(a) = 26−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [6, 2, 0, 1, 1, 2, 0, 1]⊤;

7. ±a1 = ±a3 = ±a4 = ±a6 = ±a7 = ±a8:

A(a) = 24−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [6, 2, 0, 0, 1, 0, 0, 0]⊤;

8. ±a1 = ±a3 = ±a4 = ±a5 = ±a6 = ±a7 = ±a8 = ±1:

A(a) = 24−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0]⊤;

9. (±a1 = ±a5 = ±a6 = ±1) ∧ (±a3 = ±a4) ∧ (±a7 = ±a8):

A(a) = 24−
8∑

i=1

wiI{0}(ai),

S(a) =
8∑

i=1

wiI{ 1
2 ,2}(ai),

em que w = [0, 2, 1, 0, 0, 0, 1, 0]⊤ .

De acordo com as expressões que dão a complexidade aritmética das transformadas da classe

parametrizada temos que 16 ≤ A(a) ≤ 28 e 0 ≤ S(a) ≤ 16. Desta forma, o limite inferior para

a complexidade aritmética das transformadas da classe parametrizada de comprimento 8 é de 16

adições e o limite superior é de 28 adições e 16 deslocamentos de bit.
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3.2.3 Ortogonalidade e ortonormalidade

Dada a classe parametrizada de matrizes, as aproximações ortonormais para a DCT são dadas

por [24, 25, 29, 67]:

Ĉ(a) = S(a) ·T8(a),

em que

S(a) =

√[
T8(a) ·T8(a)

⊤
]−1

.

Para a classe parametrizada, temos:

T8(a) ·T8(a)
⊤
=




8 0 0 0 0 0 0 0

0 τ1 0 τ6 0 τ7 0 τ8

0 0 τ2 0 0 0 0 0

0 τ6 0 τ3 0 τ9 0 τ10

0 0 0 0 8 0 0 0

0 τ7 0 τ9 0 τ4 0 τ11

0 0 0 0 0 0 τ2 0

0 τ8 0 τ10 0 τ11 0 τ5




,

em que




τ1 = 4a21 + 4,

τ2 = 4a22 + 4,

τ3 = 4a21 + 2a23 + 2a24,

τ4 = 2a26 + 4a25 + 2a21,

τ5 = 2a28 + 2a27 + 2a26 + 2a21,

τ6 = 2a1 − 2a21 + 2a3 − 2a1a4,

τ7 = 2a1a6 − 2a21,

τ8 = 2a21 − 2a6 + 2a7 − 2a1a8,

τ9 = 2a1a4 + 2a1a5 − 2a3a5 − 2a1a6,

τ10 = 2a1a8 + 2a1a7 − 2a3a6 − 2a1a4,

τ11 = 2a5a7 + 2a5a6 − 2a21 − 2a6a8.

.

Para garantia de ortogonalidade precisamos que τ6, τ7, τ8, τ9, τ10 e τ11 sejam iguais a zero.

Dada a ortogonalidade de uma matriz, S(a) é uma matriz diagonal e a aproximação ortonormal

Ĉ(·) também será de baixa complexidade, pois a matriz S(a) será suprimida na etapa de quantização
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[24, 25, 27, 31, 34, 36, 41]. Para a classe parametrizada, temos:

S(a) = diag

(
1

2
√
2
,

1√
τ1
,

1√
τ2
,

1√
τ3
,

1

2
√
2
,

1√
τ4
,

1√
τ2
,

1√
τ5

)
.

Os valores de a que garantem ortogonalidade são os que resolvem o seguinte sistema não linear

de equações:




a1 − a21 + a3 − a1a4 = 0

a1a6 − a21 = 0

a21 − a6 + a7 − a1a8 = 0

a1a4 + a1a5 − a3a5 − a1a6 = 0

a1a8 + a1a7 − a3a6 − a1a4 = 0

a5a7 + a5a6 − a21 − a6a8 = 0

. (3.2)

As soluções do sistema de equações dado em (3.2) são dadas por,
{
{a1 = a3 = a6 = a7 = 0, (a4, a5, a8 ∈ R)},

{a1 = 0, a7 = a6, a8 = 2a5, (a4, a5 ∈ R)},

{a1 = a5 = a6 = 1, a3 = a4 = a7 = a8},
{
a3 = a8 =

(a1 − 1)a1
a1 + 1

, a4 = a7 =
a1 − a21
a1 + 1

, a5 = a21, a6 = a1

}}
. (3.3)

Pelas soluções dadas em (3.3), nota-se que o sistema de equações dado em (3.2) tem infinitas solu-

ções.

Quando uma matriz é de baixa complexidade, mas não é uma matriz ortogonal, não temos ga-

rantia que sua inversa será de baixa complexidade. Por esse motivo é desejável ortogonalidade, pois

como a inversa de uma matriz ortogonal é a sua transposta, temos a garantia que a inversa de uma

matriz ortogonal é de baixa complexidade.

Uma medida para desvio de diagonalidade de uma matriz T é dada por [73]:

δ(T) = 1− ||diag(T · T⊤)||2F
||T · T⊤||2F

,

em que || · ||F é a norma matricial de Frobenius [74]. Temos 0 ≤ δ(·) ≤ 1, quando δ(·) é zero T

é uma matriz ortogonal, e quanto mais distante de zero for esse valor, maior é o desvio de diagona-

lidade. Quanto maior for o desvio de diagonalidade, maior será a quantidade de elementos fora da

diagonal da matriz S(a). A SDCT e a aproximação BAS2 são não-ortogonais, são boas aproxima-

ções para a DCT, e têm medida de diagonalidade de 0,2 e 0,1774, respectivamente. Quando o valor
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de δ(·) é baixo, menor será a perda dos elementos fora da matriz ajuste e melhor será a qualidade

da aproximação. Quando o valor de δ(·) for muito alto terá muita perda pela grande quantidade de

elementos fora da matriz de ajuste e não resultará em uma boa aproximação para a DCT.

Na Seção 3.4 será feita uma busca na classe parametrizada proposta. Nessa busca serão consi-

deradas as matrizes da classe proposta, a complexidade aditiva, e medidas de qualidade da transfor-

mada. Assim espera-se encontrar novas transformadas com um bom desempenho em compressão de

imagem pertencentes a classe proposta.

3.3 Parametrização de comprimento 16

A melhor de nosso conhecimento, não existe na literatura nenhuma parametrização de aproxima-

ções da DCT de comprimento 16. Portanto, iremos parametrizar as transformadas de comprimento 16

propostas por Bouguezel, Ahmed e Swamy. Para essa parametrização foram generalizadas as trans-

formadas propostas em [28, 37]. Também foram feitas permutações nas linhas da transformada BAS

proposta em [37], com intuito de facilitar a parametrização. A parametrização BAS de comprimento

16 é dada por:

T16(a) =




1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1
a −a −1 1 −1 1 a −a a −a −1 1 −1 1 a −a
a 1 −1 −a −a −1 1 a a 1 −1 −a −a −1 1 a
a a 1 1 −1 −1 −a −a a a 1 1 −1 −1 −a −a
1 1 −a −a a a −1 −1 1 1 −a −a a a −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
a 1 −1 −a a 1 −1 −a −a −1 1 a −a −1 1 a
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1
1 −a a −1 −1 a −a 1 1 −a a −1 −1 a −a 1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1
1 −a a −1 1 −a a −1 −1 a −a 1 −1 a −a 1
1 −1 a −a a −a 1 −1 1 −1 a −a a −a 1 −1




. (3.4)

A matriz dada em (3.4) nos leva naturalmente ao seguinte mapeamento:

BAS18 : R −→ M16(R)

a −→ T16(a),

em que a ∈ R e M16(R) denota o grupo das matrizes de ordem 16 com elementos em R.

Note que a matriz dada em (3.4) tem apenas um parâmetro. Desta forma, essa matriz para-

metrizada, considerando as entradas em {0,±1/2,±1,±2}, terá apenas 7 matrizes e suas versões

permutadas. As versões permutadas são todas as permutações possíveis entre as linhas da matriz

dada em (3.4). Serão sugeridas permutações mais eficientes em relação a compactação de energia de

acordo com o método a seguir.
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3.3.1 Concentração de energia

A DCT tem a propriedade de descorrelação de energia do vetor transformado que é herdada da

KLT. Portanto, espera-se que as aproximações da DCT, também tenham essa propriedade. Ao aplicar

a transformada, cada linha da matriz da transformada retém um percentual de energia diferente. Para

maior concentração de energia do sinal transformado, espera-se que cada linha da transformada rete-

nha energia em uma ordem decrescente, ou seja, a primeira linha retêm mais energia que a segunda,

a segunda retêm mais energia que a terceira, até a linha N − 1 que retêm mais energia que a linha

N . Desta forma, ao aplicar a transformada em um sinal, o sinal transformado concentrará a energia

nos primeiros coeficientes. Ao criar a matriz parametrizada dada em (3.4), foram necessárias per-

mutações nas linhas da transformada BAS proposta em [37], com isso a concentração de energia das

linhas das matrizes da classe parametrizada dada em (3.4) foi alterada. A concentração de energia é

dada por:

E =
V ⊙V

〈V,V⊤〉 ,

em que

V = T · v,

dado que ⊙ é a multiplicação elemento a elemento de uma matriz, 〈·,·〉 é o produto interno de duas

matrizes, v = [v1, v2, . . . , vN ]⊤ é um sinal que segue um processo Markoviano de primeira ordem,

T é a transformada de interesse e E = [E1, E2, . . . , EN ]⊤ é um vetor que armazena a concentração

de energia de cada linha.

Para sugerir uma nova permutação para as linhas da transformada é proposto o seguinte algo-

ritmo:

1. Gera-se R sinais aleatórios de acordo com um processo Markoviano de primeira ordem com

ρ = 0,95;

2. Para cada sinal gerado, calcula-se a concentração de energia das linhas da transformada;

3. Calcula-se a média da concentração de energia de cada linha;

4. Estima-se o percentual de concentração de energia de cada linha;

5. Gera-se uma matriz de permutação de acordo com o percentual de energia armazenado em cada

linha.

Desta forma, a linha que concentra mais energia será a primeira linha, a segunda linha será a que

concentra mais energia com exceção da primeira linha, até a última linha que é a linha que concentra
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menos energia. Quanto maior o valor de R maior será a precisão da estimativa de Monte Carlo da

concentração de energia de cada linha da transformada.

3.3.2 Algoritmo rápido

Para obtenção de um algoritmo rápido geral para a classe de transformadas parametrizada, fatora-

se a matriz parametrizada T16(a) de uma maneira semelhante a decimação na frequência de Cooley-

Tukey base-2 [53]. Tal fatoração, a menos da matriz de permutação, é dada da seguinte maneira:

T16(a) = PK(a)A3A2A1,

em que:

A1 =


I8 I8

I8 −I8


 ,

A2 = diag




I4 I4

I4 −I4


 ,


I4 I4

I4 −I4




 ,

A3 = diag




I2 I2

I2 −I2


 ,


1 1

1 −1


 ,


1 1

1 −1


 ,


I2 I2

I2 −I2


 ,


I2 I2

I2 −I2




 ,

K(a) = diag



[
1 1

1 −1

]
,

[
1 a

−a 1

]
,




1 0 a 0

0 1 0 −a

−a 0 1 0

0 −a 0 −1


 ,

[
1 1

1 −1

]
,

[
1 a

−a 1

]
,

[
1 1

1 −1

]
,

[
1 1

1 −1

]

 ,

IN é a matriz identidade de ordem N , IN é a matriz contra-identidade de ordem N , que é dada da

seguinte forma,

IN =




0 0 0 0 1

0 0 0 1 0
...

...
... 0 0

0 1 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0




,

e P é uma matriz de permutação proveniente do algoritmo proposto em 3.3.1. A concentração de

energia referente a cada linha mudou com as permutações das linhas da transformada BAS proposta

em [37]. A Figura 3.2 ilustra o algoritmo rápido em forma de diagrama de fluxo e sinal.
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Figura 3.2: Algoritmo rápido da matriz parametrizada BAS de comprimento 16, relacionando os dados de

entrada xn, n = 0, 1, 2, . . . , 15, aos coeficientes da saída Xk, k = 0, 1, 2, . . . , 15. Setas tracejadas represen-

tando multiplicação por −1.

3.3.3 Complexidade computacional

Como já discutido, a complexidade computacional da classe parametrizada com comprimento

16 é estimada por meio por sua complexidade aritmética. Considerando o algoritmo rápido dado na

Figura 3.2, a complexidade aditiva e de deslocamento de bit é dada da seguinte maneira, respectiva-

mente:

A(a) = 64− wI{0}(a),

S(a) = wI{ 1
2 ,2}(a),

em que w = 8. É fácil observar que as matrizes da classe parametrizada terão complexidade de 56

adições, 64 adições, ou 64 adições e 8 deslocamentos de bit.

3.3.4 Ortogonalidade e ortonormalidade

Para a classe parametrizada de comprimento 16 temos:

T16(a) ·T16(a)
⊤ = diag (8,8,8,τ ,τ ,τ ,τ8,8,τ8,8,τ ,8,τ ,τ) ,
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em que τ = 8a2 + 8. Nota-se que todas as matrizes da classe parametrizada de comprimento 16 são

ortogonais, assim a sua inversa é dada pela transposta. Para uma aproximação ortonormal temos:

S(a) =
1

2
√
2
diag

(
1,1,1,2

√
2

τ
,2

√
2

τ
,2

√
2

τ
,2

√
2

τ
,1,1,2

√
2

τ
,1,1,2

√
2

τ
,1,2

√
2

τ
,2

√
2

τ
.

)
.

3.4 Resultados da Busca

Nesta seção, será explorado o problema de otimização multicritério [45, 46] e a ordem de Pa-

reto [46]. Dado isso, serão encontradas as transformadas ótimas das classes parametrizadas dados

em (3.1) e (3.4). As transformadas ótimas encontradas serão comparadas com as transformadas con-

correntes já arquivadas na literatura.

3.4.1 Otimização multicritério

Aqui iremos considerar um problema de otimização considerando os seguintes critérios:

⊲ Erro quadrático médio (MSE) [7];

⊲ Erro de energia total (ǫ) [25];

⊲ Ganho de codificação unificado (C∗
g ) [38];

⊲ Eficiência (η) [42].

No contexto de compressão de imagens, algumas transformadas podem ter bons valores em cer-

tas medidas particulares e valores não tão bons em outras medidas. Consideramos um problema de

otimização utilizando todas essas medidas ao invés de considerá-las separadamente. Portando, ire-

mos abordar o mesmo problema de otimização multicritério considerado em [26], que consiste no

seguinte problema de minimização [45, 46],

min
a

(ǫ(Ĉ),MSE(Ĉ),−C∗
g (Ĉ),−η(Ĉ)). (3.5)

Como C∗
g (Ĉ) e η(Ĉ) devem ser maximizados no problema de minimização serão considerados os

seus valores negativos.

3.4.2 A ordem de Pareto R
p

Em problemas de otimização simples, minimizar está relacionado diretamente com a ordem canô-

nica ≤ em R [46]. Em problemas de otimização multicritério temos um problema de otimização em
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R
p, não existindo uma ordem canônica em R

p com p ≥ 2 [46]. Para definição de mínimo em (3.5),

necessitamos determinar previamente alguma ordem em R
p.

Definindo que o conjunto C ⊂ R
p (p ≥ 2) é um cone, se para cada elemento d ∈ C e todo número

real α > 0, satisfaz αd ∈ C. Dado que, em geral, ordens são definidas em um cone. Consideraremos

o seguinte cone:

C = R
p
+ = {(x1, . . . , xp) ∈ R

p : xi ≥ 0 ∀i e xj 6= 0 para algum j}.

Definimos, assim, uma nova relação binária “ ≤ ” em Rp (p ≥ 2) por:

x ≤ y ⇐⇒ x− y ∈ R
p
+,

de forma alternativa, pode ser escrito da seguinte maneira,

x ≤ y ⇐⇒ xi ≤ yi ∀i e xj < yj para algum j. (3.6)

Tal ordem parcial do cone R
p
+ é conhecida como ordem de Pareto em R

p [46]. Portanto, a

otimalidade de Pareto [46] é definida como a otimização multicritério conceituada com respeito a

esta ordem.

3.4.3 Solução do problema de otimização

Para resolver o problema de otimização proposto na Equação (3.5), consideraremos a ordem

de Pareto [46] dada em (3.6). Considerando que as entradas de a são os valores do conjunto

{0,±1/2,±1,±2} para a parametrização de comprimento 8, teremos 78 = 5764801 matrizes a

serem consideradas no problema de otimização. Já na parametrização de comprimento 16 teremos

71 = 7 matrizes a serem investigadas.

Para cada uma das matrizes serão calculadas as medidas de erro de energia total, erro quadrático

médio, ganho de codificação unificado e eficiência da transformada. As matrizes selecionadas serão

as matrizes que minimizam pelo menos uma das medidas citadas anteriormente para cada uma das

complexidades aritméticas.

Desta forma, sendo o conjunto de soluções eficientes no sentido da otimalidade de Pareto [46] é

definido, segundo (3.5), por:

a∗ = arg min
a

θ(Ĉ(a)),

sendo θ(·) uma função que representa qualquer uma das medidas utilizadas na otimização multi-

critério, e Ĉ a transformada aproximada avaliada. Tal operação será realizada para as diferentes

complexidades aditivas do conjunto de matrizes parametrizadas.
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3.4.4 Resultados da busca para transformadas de comprimento 8

Na Tabela 3.2, estão as soluções ótimas referentes a otimização multicritério para a parametriza-

ção com comprimento 8.

Tabela 3.2: Soluções das transformadas ortogonais ótimas de comprimento 8.

Ĉj a∗j Descrição

Ĉ1 [0,0,0,1,1,0,0,1]⊤ [43]

Ĉ2 [0,1,0,1,1,0,0,1]⊤ BAS3

Ĉ3 [0,0,0,1,1/2,1,1,1]⊤ Nova

Ĉ4 [0,0,0,1,1,1,1,2]⊤ Nova

Ĉ5 [0,1/2,0,1,1,0,0,1]⊤ BAS1

Ĉ6 [1,0,0,0,1,1,0,0]⊤ Nova

Ĉ7 [0,1,0,1,1,1,1,2]⊤ Nova

Ĉ8 [0,1,0,1,1/2,1,1,1]⊤ Nova

Ĉ9 [0,1/2,0,1,1,1,1,2]⊤ Nova

Ĉ10 [0,1/2,0,1,1/2,1,1,1]⊤ Nova

Ĉ11 [1,0,1,1,1,1,1,1]⊤ Nova

Ĉ12 [1,1/2,0,0,1,1,0,0]⊤ Nova

Ĉ13 [1,0,1/2,1/2,1,1,1/2,1/2]⊤ Nova

Ĉ14 [1,1/2,1,1,1,1,1,1]⊤ Nova

Ĉ15 [1,1/2,1/2,1/2,1,1,1/2,1/2]⊤ BAS4

As transformadas Ĉj são as transformadas aproximadas que estão na fronteira de Pareto da ma-

triz parametrizada proposta, com j = 1, 2, . . . , 15. De acordo com a Tabela 3.2, pode-se notar que as

transformadas Ĉj com, j = 2, 5, 15, são transformadas da série de aproximações BAS. A transfor-

mada Ĉ1 é uma transformada que foi obtida a partir de uma modificação da transformada proposta

em [44] e como um dos autores da série de aproximações BAS é colaborador desse trabalho esta

transformada pode ter a mesma natureza. As demais transformadas apresentadas na Tabela 3.2, a

melhor de nosso conhecimento, não estão presentes na literatura.

Avaliação das transformadas ótimas

Foram calculadas as medidas de proximidade, a complexidade aritmética (A) e a complexidade

de deslocamento de bit (S) para todas transformadas ótimas consideradas através da otimização

multicritério. Na Tabela 3.3 estão apresentadas as medidas de proximidade e o custo aritmético das

transformadas ótimas consideradas.
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Tabela 3.3: Medidas de avaliação das transformadas ótimas de comprimento 8.

Ĉj ǫ(a∗j ) MSE(a∗j ) C∗
g (a

∗
j ) η(a∗j ) A(a∗j ) S(a∗j )

Ĉ1 6,85 0,03 7,91 85,64 16 0

Ĉ2 6,85 0,03 7,91 85,38 18 0

Ĉ3 5,79 0,03 7,91 85,78 18 1

Ĉ4 5,05 0,03 7,91 85,51 18 1

Ĉ5 5,93 0,02 8,12 86,86 18 2

Ĉ6 6,85 0,03 7,93 85,80 20 0

Ĉ7 5,05 0,03 7,91 85,25 20 1

Ĉ8 5,79 0,03 7,91 85,52 20 1

Ĉ9 4,12 0,02 8,12 86,73 20 3

Ĉ10 4,87 0,02 8,12 87,01 20 3

Ĉ11 5,05 0,02 7,95 85,58 22 0

Ĉ12 5,93 0,02 8,14 87,02 22 2

Ĉ13 5,02 0,02 8,12 86,96 22 2

Ĉ14 4,12 0,02 8,15 86,79 24 2

Ĉ15 4,09 0,02 8,33 88,22 24 4

De acordo com os valores apresentados na Tabela 3.3, destaca-se que a transformada Ĉ15, entre

as transformadas consideradas, possui as melhores medidas de avaliação em todas as métricas, porém

é a que possui a maior complexidade aritmética. A transformada que possui menor complexidade

aritmética é a transformada Ĉ1. Entre as novas transformadas propostas, excluindo a transformada

Ĉ15, a transformada que possui menor erro de energia total e erro quadrático médio é a transformada

Ĉ9, e a que possui maior ganho de codificação é a transformada Ĉ14. Já a que possui maior eficiência

é a transformada Ĉ12.

As novas transformadas encontradas serão comparadas com outras aproximações que não per-

tencem à classe parametrizada. As transformadas consideradas são: FW6 (18 adições), FW5 (20

adições e 10 deslocamentos de bit), RDCT (22 adições), aproximação de nível 1 de Lengwehasatit

e Ortega (24 adições e 2 deslocamentos de bit), ABM (24 adições e 6 deslocamentos de bit), além

de todas as transformadas da série de aproximações BAS ortogonais. As medidas de avaliação das

transformadas citadas e sua complexidade computacional são apresentados na Tabela 3.4. Por meio

da Figura 3.3 podemos avaliar conjuntamente as medidas de qualidade com o custo das transforma-

das. Ainda podemos comparar alguma transformada com as transformadas concorrentes. A linha

pontilhada na Figura 3.3 é a fronteira de Pareto para a classe parametrizada proposta.

De acordo com a Figura 3.3, pode-se ver a comparação das transformadas propostas com as
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Tabela 3.4: Medidas de avaliação para as transformadas da série de aproximações BAS e demais transforma-

das consideradas para a comparação entre as transformadas de comprimento 8.

Transformada ǫ MSE C∗
g η A S

BAS5(0) [27] 26,86 0,07 7,91 85,64 16 0

FW6 [26] 3,32 0,02 6,05 83,08 18 0

BAS3 [36] 6,85 0,03 7,91 85,38 18 0

BAS5(1) [27] 26,86 0,07 7,91 85,38 18 0

BAS5(1/2) [27] 26,40 0,07 8,12 86,86 18 2

BAS1 [34] 5,93 0,02 8,12 86,86 18 2

FW5 [26] 7,41 0,05 7,58 83,08 20 10

RDCT [25] 1,79 0,01 8,18 87,43 22 0

BAS6 [28] 35,06 0,10 7,95 85,31 24 0

aproximação de nível 1 (LO) [41] 0,87 0,01 8.39 88,70 24 2

BAS4 [37] 4,09 0,02 8,33 88,22 24 4

ABM [47] 1,22 0,01 8,63 90,46 24 6

transformadas já arquivadas na literatura. Para 16 adições a transformada proposta em [43] possui

os melhores resultados em relação ao erro quadrático médio e erro de energia total, e empata com a

BAS5(0) em relação ao ganho de codificação e eficiência da transformada. Entre as transformadas

que necessitam de 18 adições, a transformada FW6 possui os melhores resultados em relação ao erro

quadrático médio e erro de energia total, já em relação ao ganho de codificação e eficiência a BAS1

possui os melhores resultados. Já para as transformadas que necessitam 20 adições, a transformada

Ĉ9 possui as melhores medidas para erro quadrático médio, erro de energia total e ganho de co-

dificação, já para eficiência a melhor transformada é a Ĉ10. Para 22 adições a RDCT é a melhor

transformada em relação a todas as medidas. Por fim, para 24 adições a transformada de nível 1

proposta por Lengwehasatit e Ortega possui a melhor medida em relação ao erro quadrático médio e

a transformada ABM possui os melhores resultados em relação as demais medidas. Nota-se que as

transformadas de 16, 18 e 20 adições provenientes da série BAS parametrizada, em geral, possuem

os melhores resultados em relação ao ganho de codificação e eficiência da transformada.

Ainda, cabe notar que a transformada BAS5(0) é a mesma transformada proposta em [43],

BAS5(1) é a mesma BAS3 e a transformada BAS5(1/2) é a mesma BAS1 a menos da seguinte matriz
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Ĉ10
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Ĉ9
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Ĉ8

Ĉ9
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(d) Eficiência da transformada.

Figura 3.3: Gráficos de avaliação das transformadas ótimas propostas de comprimento 8. A linha pontilhada

é a fronteira de Pareto para a matriz parametrizada de comprimento 8 proposta.
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de permutação:

P =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0




.

Por este motivo, possuem os mesmos valores de ganho de codificação e eficiência e diferenciam os

valores em relação às medidas de erro quadrático médio e erro de energia total que são medidas de

proximidade com a DCT. Ainda, tais relações podem sem expressas da seguinte maneira,

TBB = P · BAS5(0),

BAS3 = P · BAS5(1),

BAS1 = P · BAS5(1/2).

3.4.5 Resultados da busca para transformadas de comprimento 16

As soluções ótimas para essa parametrização são as que têm como solução a = 0, a = 1 e a = 2

com os seguintes esquemas de permutação cíclica: (1)(2)(3)(4 7 15 16)(5 13 10 11 12)(6 8)(9)(14),

(1)(2)(3)(4 6 8 7 10 11 12)(5)(9)(13)(14)(15)(16) e (1)(2)(3)(4 6 10 11 12)(5)(7 8)(9)(13 14

15 16), respectivamente. Para a = 1 temos a transformada proposta em [28] e para a = 2 temos

a transformada proposta em [37], porém são suas versões permutadas e suas medidas mudam em

relação ao erro quadrático médio e erro de energia total. Para a = 0, com a permutação sugerida,

temos uma nova transformada.

Avaliação das transformadas ótimas

Foram calculadas as medidas de proximidade e a complexidade aritmética para todas transfor-

madas ótimas consideradas através da otimização multicritério. Na Tabela 3.5 estão apresentadas as

medidas de proximidade e o custo aritmético das transformadas ótimas consideradas.

De acordo com a Tabela 3.5, nota-se que a transformada decorrente de a = 2 possui as melhores

medidas para ganho de codificação e eficiência e para a = 1 possui as melhores medidas para erro de

energia total e erro quadrático médio. A transformada com a = 0 é superada em todas as métricas,

mas se aproxima muito da transformada que tem a = 1 em ganho de codificação e possui melhor

resultado em relação a eficiência, exigindo 8 adições a menos para o seu cômputo.
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Tabela 3.5: Medidas de avaliação das transformadas ótimas com comprimento 16.

a∗ ǫ MSE(a∗) C∗
g (a

∗) η(a∗) A(a∗) S(a∗)
0 51,87 0,09 8,17 70,80 56 0

1 17,43 0,06 8,19 70,65 64 0

2 44,83 0,08 8,52 73,63 64 8

Tabela 3.6: Medidas de avaliação para as transformadas da série de aproximações BAS e demais transforma-

das consideradas para a comparação entre as transformadas com comprimento 16.

Transformada ǫ MSE C∗
g η A S

SOBCM [49] 41,00 0,09 7,86 67,61 44 0

SBCKMK [50] 30,32 0,06 8,29 70,83 60 0

JAM [48] 14,74 0,05 8,43 72,23 60 0

BAS-2013 [28] 54,62 0,13 8,19 70,64 64 0

BAS-2010 [37] 16,41 0,056 8,52 73,63 64 8

ABM (JAM) [47] 13,70 0,05 8,88 76,81 64 12

BCEM [31] 8,08 0,05 7,84 65,28 72 0

Na Tabela 3.6, vemos que a transformada que requer menor custo na literatura é a SOBCM,

porém possui as piores medidas de eficiência e ganho de codificação. As transformadas com a = 1 e

a = 2 são as mesmas transformadas BAS-2013 e BAS-2010, respectivamente, com permutações em

suas linhas e possuem os mesmos valores de ganho de codificação e eficiência. Porém, em relação

as medidas de proximidade da DCT, possuem resultados diferentes devido a permutação proposta. A

transformada ABM escalonada pelo método JAM possui as melhores medidas em relação a ganho de

codificação e eficiência e a transformada BCEM possui os melhores resultados para as medidas de

proximidade da DCT.

3.5 O Método de Jridi-Alfalou-Meher

Em [48] Jridi, Alfalou e Meher propuseram um método de escalonamento de aproximações da

DCT. Com este método, a partir de uma transformada de comprimento N
2

de baixa complexidade,

pode-se obter uma transformada de comprimento N também de baixa complexidade. A matriz da
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transformada de comprimento N de baixa complexidade será obtida da seguinte maneira:

TN = M
per
N


TN

2
0N

2

0N

2
TN

2


Madd

N , (3.7)

em que TN

2
é a matriz de comprimento N

2 de baixa complexidade, 0N

2
é uma matriz de zeros de

ordem N
2

. Já Madd
N é uma matriz de adições e M

per
N é uma matriz de permutação, ambas são de

ordem N e são dadas, respectivamente, por:

Madd
N =


IN

2
IN

2

IN

2
−IN

2


 ,

M
per
N =


PN−1,N2

01,N2

01,N2
PN−1,N2


 .

Ainda, 01,N2
é uma matriz de zeros de ordem 1 × N

2 e PN−1,N2
é uma matriz de ordem N − 1× N

2

cujas linhas são dadas por:

PN−1,N2
=





01,N2
, se i impar

IN

2

(
i
2

)
, se i par

,

em que IN

2

(
i
2

)
é a
(
i
2

)
-ésima linha da matriz identidade de ordem N

2
× N

2
.

De acordo com a Equação (3.7), é possível encontrar uma equação para a complexidade aritmé-

tica das transformadas escalonadas. Como a matriz Mper
N é uma matriz de permutação, ela não altera

a complexidade aritmética, já a matriz Madd
N possui N adições e a matriz

TN

2
0N

2

0N

2
TN

2




possui duas vezes o número de adições de TN

2
. Desta forma, o número de adições necessárias para

o cômputo de TN é dado por:

A(TN) = 2A
(
TN

2

)
+N,

em que A(·) é uma função que retorna o número de adições necessárias para o cômputo da transfor-

mada que será dada como argumento de entrada. De forma análoga, para o cálculo do número de

deslocamentos de bit necessários, temos:

S(TN ) = 2S
(
TN

2

)
,

em que S(·) é uma função que retorna o número de deslocamentos de bit necessários para o cômputo

da transformada que será dada como argumento de entrada.
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3.5.1 Escalonamento da parametrização BAS de comprimento 8 para 16

A partir do escalonamento da transformada parametrizada de comprimento 8 pelo método JAM

temos a seguinte transformada parametrizada de comprimento 16:

T16(a) =




1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 −1 −1 −a1 −a1 a1 a1 1 1
1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1
1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1
1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1

a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 −a1 −a3 a4 a1 −a1 −a4 a3 a1
a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1

a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 −a5 a5 a1 −a6 a6 −a1 −a5 a5
a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5
a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2
a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2
a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 −a7 a6 −a1 a8 −a8 a1 −a6 a7
a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7




. (3.8)

De acordo com a Tabela 3.7 podemos ver a avaliação das transformadas escalonadas pelo mé-

todo JAM. Todas as transformadas encontradas são novas na literatura. Essas transformadas serão

comparadas com as transformadas da Tabela 3.5 e da Tabela 3.6. Existiam na literatura apenas

transformadas que exigiam 44, 60, 64 e 72 adições para o seu cômputo entre as transformadas de

comprimento 16. Este trabalho introduziu transformadas que exigem 48, 52, e 56 adições, além de

transformadas que exigem 60 e 64 adições.

A transformada Ĉ1 é a única da literatura com 48 adições e pode ser comparada com a trans-

formada SOBCM que possui 44 adições. A transformada Ĉ1 possui medidas consideravelmente

melhores que a transformada SOBCM e possui apenas 4 adições a mais. Entre as transformadas com

52 adições a transformada Ĉ4 possui a melhor medida em relação ao erro de energia total e a transfor-

mada Ĉ5 possui as melhores medidas para erro quadrático médio, ganho de codificação e eficiência.

Já para as transformadas que possuem 56 adições a transformada Ĉ9 possui as melhores medidas

para todas as métricas. Para as transformadas que necessitam de 60 adições a transformada JAM

possui as melhores medidas para erro de energia total, erro quadrático médio e ganho de codificação

e a transformada Ĉ13 possui a melhor medida para eficiência. A transformada ABM escalonada

pelo método JAM possui as melhores medidas para todas as métricas entre as transformadas que

necessitam 64 adições.

3.5.2 Escalonamento das parametrizações BAS de comprimento 16 para 32

Escalonando a transformada parametrizada dada na Equação 3.9, temos a seguinte transformada

escalonada para comprimento 32:
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Tabela 3.7: Medidas de avaliação das transformadas ótimas da parametrização BAS de comprimento 8 esca-

lonadas para comprimento 16 a partir do método JAM.

Ĉj ǫ(a∗) MSE(a∗) C∗
g (a

∗) η(a∗) A(a∗) S(a∗)
Ĉ1 25,13 0,07 8,16 70,98 48 0

Ĉ2 24,27 0,07 8,16 70,80 52 0

Ĉ3 21,75 0,07 8,16 71,25 52 2

Ĉ4 20,88 0,06 8,16 71,48 52 2

Ĉ5 23,02 0,06 8,37 71,83 52 4

Ĉ6 22,46 0,06 8,18 71,29 56 0

Ĉ7 20,02 0,06 8,16 71,30 56 2

Ĉ8 20,89 0,06 8,16 71,06 56 2

Ĉ9 18,77 0,06 8,37 72,34 56 6

Ĉ10 19,64 0,06 8,37 72,10 56 6

Ĉ11 18,29 0,06 8,19 70,83 60 0

Ĉ12 20,35 0,06 8,38 72,14 60 4

Ĉ13 18,52 0,06 8,36 72,63 60 4

Ĉ14 16,18 0,06 8,40 71,67 64 4

Ĉ15 16,41 0,06 8,57 73,51 64 8

T32(a) =





























































































































1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

a −a −1 1 −1 1 a −a a −a −1 1 −1 1 a −a −a a 1 −1 1 −1 −a a −a a 1 −1 1 −1 −a a

a −a −1 1 −1 1 a −a a −a −1 1 −1 1 a −a a −a −1 1 −1 1 a −a a −a −1 1 −1 1 a −a

a 1 −1 −a −a −1 1 a a 1 −1 −a −a −1 1 a a 1 −1 −a −a −1 1 a a 1 −1 −a −a −1 1 a

a 1 −1 −a −a −1 1 a a 1 −1 −a −a −1 1 a −a −1 1 a a 1 −1 −a −a −1 1 a a 1 −1 −a

a a 1 1 −1 −1 −a −a a a 1 1 −1 −1 −a −a −a −a −1 −1 1 1 a a −a −a −1 −1 1 1 a a

a a 1 1 −1 −1 −a −a a a 1 1 −1 −1 −a −a a a 1 1 −1 −1 −a −a a a 1 1 −1 −1 −a −a

1 1 −a −a a a −1 −1 1 1 −a −a a a −1 −1 −1 −1 a a −a −a 1 1 −1 −1 a a −a −a 1 1

1 1 −a −a a a −1 −1 1 1 −a −a a a −1 −1 1 1 −a −a a a −1 −1 1 1 −a −a a a −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1

a 1 −1 −a a 1 −1 −a −a −1 1 a −a −1 1 a a 1 −1 −a a 1 −1 −a −a −1 1 a −a −1 1 a

a 1 −1 −a a 1 −1 −a −a −1 1 a −a −1 1 a −a −1 1 a −a −1 1 a a 1 −1 −a a 1 −1 −a

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 −a a −1 −1 a −a 1 1 −a a −1 −1 a −a 1 1 −a a −1 −1 a −a 1 1 −a a −1 −1 a −a 1

1 −a a −1 −1 a −a 1 1 −a a −1 −1 a −a 1 −1 a −a 1 1 −a a −1 −1 a −a 1 1 −a a −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1

1 −a a −1 1 −a a −1 −1 a −a 1 −1 a −a 1 1 −a a −1 1 −a a −1 −1 a −a 1 −1 a −a 1

1 −a a −1 1 −a a −1 −1 a −a 1 −1 a −a 1 −1 a −a 1 −1 a −a 1 1 −a a −1 1 −a a −1

1 −1 a −a a −a 1 −1 1 −1 a −a a −a 1 −1 −1 1 −a a −a a −1 1 −1 1 −a a −a a −1 1

1 −1 a −a a −a 1 −1 1 −1 a −a a −a 1 −1 1 −1 a −a a −a 1 −1 1 −1 a −a a −a 1 −1





























































































































. (3.9)

Na Tabela 3.8 temos as medidas de avaliação das transformadas encontradas a partir da classe

parametrizada dada na Equação 3.9.

Como para a parametrização dada na Equação 3.4 tiveram que ser feitas permutações em uma das

matrizes, para as novas transformadas encontradas sugerimos as seguintes permutações: (1)(2)(3)(4)

(5)(6)(7 13 29 31 32 8 14 11 15 30)(9 25 19 18 21 23)(10 26 27 28 20 22 24)(12 16)(17),
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Tabela 3.8: Medidas de avaliação das transformadas ótimas.

a∗ ǫ(a∗) MSE(a∗) C∗
g (a

∗) η(a∗) A(a∗) S(a∗)
0 133,00 0,15 8,24 55,97 144 0

1 78,06 0,13 8,27 55,91 160 0

2 124,71 0,18 8,59 58,37 160 16

(1)(2)(3)(4)(5)(6)(711 15 13 19 21 23 24 25 8 12 16 14 20 22)(9)(10)(1718)(26)(27)(28)(29)(30)

(31)(32) e (1)(2)(3)(4)(5)(6 11 19 21 22 23 7)(8 12 20 24 27 31 29 26 28 32 30 25)(9)(10)(13 15)

(14 16)(17)(18), para a = 0, a = 1 e a = 2, respectivamente.

A partir do escalonamento da transformada da Equação 3.8 pelo método JAM temos a seguinte

transformada parametrizada de comprimento 32:
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T32(a) =




1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 −1 −1 −a1 −a1 a1 a1 1 1 1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 −1 −1 −a1 −a1 a1 a1 1 1
1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 −1 −1 −a1 −a1 a1 a1 1 1 −1 −1 −a1 −a1 a1 a1 1 1 1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1
1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 −1 −1 −a1 −a1 a1 a1 1 1 −1 −1 −a1 −a1 a1 a1 1 1
1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1 1 1 a1 a1 −a1 −a1 −1 −1
1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1
1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1
1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1
1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1 1 a2 −a2 −1 −1 −a2 a2 1 −1 −a2 a2 1 1 a2 −a2 −1

a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 −a1 −a3 a4 a1 −a1 −a4 a3 a1 a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 −a1 −a3 a4 a1 −a1 −a4 a3 a1
a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 −a1 −a3 a4 a1 −a1 −a4 a3 a1 −a1 −a3 a4 a1 −a1 −a4 a3 a1 a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1
a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 −a1 −a3 a4 a1 −a1 −a4 a3 a1 −a1 −a3 a4 a1 −a1 −a4 a3 a1
a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1 a1 a3 −a4 −a1 a1 a4 −a3 −a1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1

a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 −a5 a5 a1 −a6 a6 −a1 −a5 a5 a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 −a5 a5 a1 −a6 a6 −a1 −a5 a5
a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 −a5 a5 a1 −a6 a6 −a1 −a5 a5 −a5 a5 a1 −a6 a6 −a1 −a5 a5 a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5
a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 −a5 a5 a1 −a6 a6 −a1 −a5 a5 −a5 a5 a1 −a6 a6 −a1 −a5 a5
a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5 a5 −a5 −a1 a6 −a6 a1 a5 −a5
a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2
a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2
a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2
a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2 a2 −1 1 −a2 −a2 1 −1 a2 −a2 1 −1 a2 a2 −1 1 −a2
a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 −a7 a6 −a1 a8 −a8 a1 −a6 a7 a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 −a7 a6 −a1 a8 −a8 a1 −a6 a7
a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 −a7 a6 −a1 a8 −a8 a1 −a6 a7 −a7 a6 −a1 a8 −a8 a1 −a6 a7 a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7
a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 −a7 a6 −a1 a8 −a8 a1 −a6 a7 −a7 a6 −a1 a8 −a8 a1 −a6 a7
a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7 a7 −a6 a1 −a8 a8 −a1 a6 −a7




.

(3.10)
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Na Tabela 3.9, podemos observar as medidas de avaliação das transformadas de comprimento 32

encontradas a partir da classe parametrizada dada na Equação 3.10.

Tabela 3.9: Medidas de avaliação das transformadas ótimas da parametrização BAS de comprimento 16

escalonadas para comprimento 32 a partir do método JAM.

Ĉj ǫ(a∗) MSE(a∗) C∗
g (a

∗) η(a∗) A(a∗) S(a∗)
Ĉ1 68,13 0,13 8,23 56,18 128 0

Ĉ2 65,78 0,13 8,23 56,05 136 0

Ĉ3 60,57 0,13 8,23 56,43 136 4

Ĉ4 59,47 0,13 8,23 56,78 136 4

Ĉ5 63,93 0,12 8,44 56,72 136 8

Ĉ6 60,69 0,12 8,25 56,47 144 0

Ĉ7 57,12 0,12 8,23 56,65 144 4

Ĉ8 58,22 0,12 8,23 56,31 144 4

Ĉ9 55,27 0,12 8,44 57,33 144 12

Ĉ10 56,37 0,12 8,44 56,98 144 12

Ĉ11 52,23 0,12 8,27 56,03 152 0

Ĉ12 56,49 0,12 8,46 57,01 152 8

Ĉ13 52,93 0,12 8,44 57,57 152 8

Ĉ14 48,04 0,12 8,48 56,57 160 8

Ĉ15 48,73 0,12 8,65 58,14 160 16

Na Tabela 3.10, temos todas transformadas de comprimento 32 que, a melhor de nosso conheci-

mento, foram propostas na literatura e serão comparadas com as novas transformadas encontradas.

Tabela 3.10: Medidas de avaliação para as transformadas da série de aproximações BAS e demais transfor-

madas consideradas para a comparação de comprimento 32.

Transformada ǫ MSE C∗
g η A S

JAM 48,10 0,11 8,50 56,97 152 0

BAS-2013 192,18 0,76 8,27 55,91 160 0

BAS-2010 117,07 0,24 8,50 58,50 160 16

ABM (JAM) 46,27 0,11 8,95 61,03 160 24

De acordo com a Tabela 3.9, a Tabela 3.8 e a Tabela 3.10 pode-se ver os resultados das medidas

de avaliação das transformadas propostas e das transformadas já arquivadas na literatura que serão

utilizadas para comparação dos resultados. Temos uma nova transformada que necessita de 128 adi-

ções para o seu cômputo, sendo a transformada com menor complexidade aritmética na literatura
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para transformadas de comprimento 32. Todas transformadas que exigem 136 adições são novas

transformadas e também não possuem concorrentes. A transformada Ĉ4 possui os melhores resul-

tados para erro de energia total e eficiência e a transformada Ĉ5 os melhores resultados para erro

quadrático médio e ganho de codificação. Todas transformadas que necessitam 144 adições também

são novas e não possuem concorrentes. A transformada Ĉ6 possui o melhor resultado em relação ao

erro quadrático médio e a transformada Ĉ9 os melhores resultados para erro de energia total, ganho

de codificação e eficiência. Entre as transformadas que necessitam 152 adições a transformada JAM

possui os melhores resultados para erro de energia total, erro quadrático médio e ganho de codifi-

cação e a transformada Ĉ13 o melhor resultado para eficiência. A transformada ABM escalonada

pelo método JAM possui os melhores resultados em todas as métricas entre as transformadas que

necessitam 160 adições para o seu cômputo.

3.6 Análise de trade-off

É muito difícil analisar a complexidade computacional de uma transformada conjuntamente com

a seu desempenho. Desta forma, em [75] é proposta a análise de trade-off. Esta métrica avalia

conjuntamente o desempenho da transformada e seu custo aritmético através de uma combinação

convexa. Tal medida é sugerida da seguinte forma [75]:

f = γ · (custo computacional normalizado) + (1− γ) · (desempenho normalizado),

em que γ ∈ [0, 1]. O desempenho normalizado é obtido através da normalização de qualquer mé-

trica de desempenho, como as descritas na Subseção 2.7.1. Para normalizar basta dividir a métrica

de desempenho escolhida de cada transformada que será considerada na análise pela métrica de de-

sempenho máxima das transformadas consideradas. A métrica de desempenho utilizada deve ser do

tipo que sua otimização é dada pela minimização do valor, caso contrário deve ser utilizado o valor

negativo da métrica considerada. A medida f deve ser minimizada.

O custo computacional é definido pelo custo aritmético, que é dado da seguinte maneira:

(custo aritmetico) = M + βA,

em que M é o número de multiplicações exigidas, A o número de adições e β ∈ [0, 1]. Para norma-

lização basta dividir o custo aritmético de cada transformada pelo custo aritmético da transformada

que tem maior custo entre as transformadas consideradas na análise. Para interpretação dessa análise

temos o β que define o peso ao número de adições utilizadas e γ que pondera o custo total em relação

ao desempenho da transformada.
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Na Figura 3.4 temos o resultado da análise de trade-off das transformadas propostas e das trans-

formadas utilizadas como comparação para as comprimento 8, 16 e 32. Como o interesse desse

trabalho é melhor qualidade na compressão de imagens e não proximidade com a DCT, na análise de

trade-off foi utilizado o ganho de codificação como medida de desempenho, assim como em [75].

De acordo com a Figura 3.4(a), podemos visualizar as transformadas de comprimento 8 apontadas

pela análise de trade-off, que são as transformadas MRDCT, Ĉ1, BAS1, ABM e a DCT exata. Já para

comprimento 16 temos as transformadas SOBCM, Ĉ1, Ĉ5 e ABM. Finalmente, para comprimento

32 foram selecionadas as transformadas, Ĉ1, Ĉ5 e ABM. Para a escolha das transformadas devem

ser escolhidos valores de β e γ que sejam adequados de acordo com a aplicação que deseja-se utilizar

tais transformadas.
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Figura 3.4: Análise de trade-off para transformadas de diferentes comprimentos.
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EXPERIMENTO

COMPUTACIONAL

F Oram feitos experimentos de compressão de imagem com as transformadas ótimas obtidas no

Capítulo 3, assim como com as suas versões escalonadas. As imagens comprimidas foram

submetidas a métricas de avaliação as quais medem a qualidade da compressão de imagens, tais

como a relação sinal-ruído de pico (PSNR) e o índice de similaridade estrutural médio (MSSIM).

4.1 Metodologia

Com o objetivo de avaliar o desempenho das aproximações selecionadas, adotamos a compressão

de imagens tipo JPEG baseada em 45 imagens de 8 bits de tamanho 512 × 512 pixels em escala de

cinza, obtidas do banco de imagens público “The USC-SIPI Image Database” [76]. O método de

compressão de imagens utilizado segue o seguinte passo-a-passo:

1. Cada imagem foi dividida em blocos de comprimento 8, 16 e 32, de acordo com o comprimento

da transformada considerada;

2. Posteriormente, a cada bloco foi submetido às transformadas propostas;

3. Empregando-se a sequência zig-zag padrão [65], r coeficientes iniciais de cada bloco foram

retidos e usados para reconstruir a imagem [25];

4. Os demais coeficientes são atribuídos com valor zero;

5. Aplica-se a transformada inversa em cada bloco;

6. Recompõe-se os blocos comprimidos em seus respectivos lugares.
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Transformadas com comprimento 8 fornecem 64 coeficientes no domínio da transformada para

cada bloco enquanto que, transformadas de comprimento 16 fornecem 256 coeficientes e transfor-

madas de comprimento 32 fornecem 1024 coeficientes para cada bloco. Foi adotado 1 ≤ r ≤ 48,

1 ≤ r ≤ 192 e 1 ≤ r ≤ 768 para as transformadas de comprimento 8, 16 e 32, respectivamente. Tais

valores de r indicam compressão de 25% à, aproximadamente, 99%. O percentual de compressão da

imagem (PCI) é dado por:

PCI = 1− r

N2

Após a compressão a qualidade da imagem compactada foi avaliada a partir da PSNR e do MS-

SIM. A metodologia apresentada anteriormente é também descrita em [23, 27, 34–37]. Diferente-

mente dos experimentos de compressão do tipo JPEG realizados em [23, 27, 34–37], utilizaremos a

média das medidas de avaliação de qualidade de imagens considerando o conjunto das 45 imagens

como em [24, 25, 31]. Utilizando esse tipo de experimento os resultados serão menos afetados pela

variabilidade dos dados de entrada, proporcionando, uma metodologia mais robusta [77].

A PSNR e o MSSIM medem a degradação da imagem compactada. O PSNR é uma medida am-

plamente utilizada em processamento de imagens [78] e o MSSIM é considerado como um método

complementar para avaliação da qualidade de imagens [79]. O MSSIM considera luminância, con-

traste e estrutura da imagem para quantificar a degradação da imagem, resultando numa medida de

qualidade subjetiva [80]. O PSNR é dado por:

PSNR = 10 log10

(
MAX

MSE

)
,

sendo que

MSE =

∑N

i=1

∑N

j=1(Ai,j −Bi,j)
2

N2
,

em que A é a imagem original, B é a imagem reconstituída através de alguma transformada, e MAX é

o valor máximo possível dos elementos de A e B. Neste contexto, como trabalharemos com imagens

em escala de cinza com 8 bits, temos MAX = 28 − 1. Já o MSSIM é dado por:

MSSIM =
1

M

M∑

j=1

SSIM(aj ,bj),

em que aj e bj são os j-ésimos blocos de A e B identicamente ordenados, respectivamente, e M é

o total de blocos. Em imagens de tamanho 512 × 512 temos 4096, 1024 e 256 blocos por imagem

utilizando transformadas de comprimento 8, 16 e 32, respectivamente. O cálculo do SSIM, ou seja,
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o cálculo para cada bloco, é dado por:

SSIM(aj,bj) =
(2µaµb + C1)(2σab + C2)

(µ2
a + µ2

b + C1)(σ2
a + σ2

b + C2)
,

em que µa é a média dos elementos do bloco aj , µb é a média dos elementos do bloco bj , σa é o

desvio padrão dos elementos do bloco aj , σb é o desvio padrão dos elementos do bloco bj , σab é a

covariância entre os blocos aj e bj , C1 = 6,5025 e C2 = 58,5225 [80].

A fim de melhor visualização dos resultados do experimento computacional, também foi consi-

derado o erro absoluto percentual (APE) relativo à DCT das medidas de PSNR e MSSIM. O APE é

calculado segundo a seguinte expressão:

APE =

∣∣∣∣∣
C − T

T

∣∣∣∣∣,

em queC e T são os valores de PSNR ou MSSIM considerando a DCT exata e uma dada aproximação

T, respectivamente.

4.2 Resultados e discussão

Aqui foram apresentados os resultados da avaliação das transformadas em relação ao PSNR e ao

MSSIM. Serão consideradas separadamente as transformadas de comprimento 8, 16 e 32. Ainda será

considerada um comparação entre as transformadas de comprimento 8 que necessitam 20 adições

para o seu cômputo. Nesta seção, serão apresentados os resultados de forma quantitativa, ou seja,

foram realizadas simulações e os resultados serão apresentados em forma de gráficos representando

o PSNR e MSSIM para diferentes valores de r. No Apêndice B, os resultados dessa Seção foram

parcialmente apresentados de foma qualitativa, e podem ser visualizadas as imagens comprimidas.

4.2.1 Comprimento 8

Na Figura 4.1, podemos visualizar as medidas de avaliação em relação a compressão de imagens

das transformadas de comprimento 8 consideradas. Como esperado, o desempenho das transforma-

das em relação às medidas de compressão de imagem tiveram o mesmo comportamento que a medida

de ganho de codificação. Desta forma, como podemos ver nas Figuras 4.1(a), 4.1(b), 4.1(c) e 4.1(d),

a transformada ABM teve os melhores resultados e a transformada FW6 os piores. Entre as trans-

formadas comparadas que necessitam 18 adições para o seu cômputo, a transformada BAS1 possui

melhor comportamento em relação à PSNR e ao MSSIM. Já para as transformadas que necessitam
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Figura 4.1: Medidas de avaliação das transformadas ótimas propostas com comprimento 8 com relação a

compressão de imagem variando o valor de r.
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de 24 adições, a transformada ABM possui melhor comportamento. Em geral, as transformadas de-

monstram ter melhor comportamento em relação à PSNR e ao MSSIM conforme o aumento de sua

complexidade aritmética, com exceção da transformada FW6. Porém, isso já era esperado, pois a

aproximação FW6 é a transformada que possui menor ganho de codificação.

Nas Figuras 4.1(e) e 4.1(f), podemos ver o ganho de PSNR e MSSIM por adição. A transformada

Ĉ1 possui o maior ganho por adição e a transformada ABM, apesar de ter as melhores medidas de

maneira geral, possui o menor ganho por adição. A transformada Ĉ9 tem um comportamento me-

diano em relação ao ganho de codificação, PSNR, MSSIM e ganho de PSNR e MSSIM por adição,

sendo uma boa alternativa sugerida neste trabalho. Também, para valores 10 ≤ r ≤ 20, a transfor-

mada Ĉ9 possui valores de PSNR próximos ou até melhores que a transformada RDCT que possui

22 adições. Em relação ao MSSIM, para valores de r ≥ 16, os resultados, em geral, são próximos.

4.2.2 Comprimento 16

Visualizando a Figura 4.2 podem ser vistas as medidas de avaliação das transformadas de com-

primento 16 consideradas em relação à compressão de imagens. De acordo com as Figuras 4.2(a),

4.2(b), 4.2(c) e 4.2(d), a transformada ABM teve os melhores resultados e a transformada Ĉ4 os

piores. Entre as transformadas que necessitam 52 adições para o seu cômputo, de maneira geral,

a transformada Ĉ5 possui melhor comportamento em relação à PSNR e ao MSSIM. Considerando

as transformadas que necessitam 60 adições para o seu cômputo, para r < 50 a transformada JAM

possui melhor comportamento. Já para 95 < r < 150 a transformada Ĉ13 possui melhor comporta-

mento, para outros valores de r elas possuem valores de PSNR e MSSIM muito próximos. Em geral,

as transformadas tem melhores resultados de PSNR e MSSIM conforme o aumento da complexidade

aritmética.

As Figuras 4.2(e) e 4.2(f), mostram que a transformada Ĉ1 possui o maior ganho por adição e a

transformada ABM, apesar de ter as melhores medidas, de maneira geral, possui o menor ganho por

adição. A transformada Ĉ9 tem um comportamento mediano em relação ao ganho de PSNR e MS-

SIM por adição e um desempenho mediano em relação à compressão de imagem em relação a todas

as transformadas. Ainda, se destaca a transformada Ĉ5 que possui um alto ganho de PSNR e MS-

SIM por adição e um comportamento geral médio bom em relação ao PSNR e MSSIM, necessitando

apenas 2 adições a mais que a transformada Ĉ1.
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Ĉ13

JAM

ABM

(b) MSSIM.

0 50 100 150

0
.0

0
0
.0

2
0
.0

4
0
.0

6
0
.0

8
0
.1

0

r

A
P

E
 (

P
S

N
R

)

Ĉ1

Ĉ4

Ĉ5
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Figura 4.2: Medidas de avaliação das transformadas ótimas propostas com comprimento 16 com relação a

compressão de imagem variando o valor de r.
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4.2.3 Comprimento 32

De acordo com a Figura 4.3, podemos visualizar as medidas de avaliação das transformadas de

comprimento 32 em relação a compressão de imagens. Podemos ver que as transformadas esca-

lonadas de comprimento 16 para comprimento 32 se comportam de maneira muito semelhante às

transformadas escalonadas de comprimento 8 para comprimento 16. As transformadas Ĉ1, Ĉ4, Ĉ5,

Ĉ6 e Ĉ9 possuem complexidade aritmética mais baixa que as transformadas de comprimento 32 exis-

tentes na literatura e a transformada Ĉ1 possui menor complexidade aritmética. As transformadas

Ĉ4 e Ĉ5 necessitam 136 adições para o seu cômputo, porém a transformada Ĉ5 possui, em geral,

melhores resultados em relação à PSNR e ao MSSIM. Para as transformadas que necessitam 144

adições temos as transformadas Ĉ6 e Ĉ9. Em geral, a transformada Ĉ9 tem melhor comportamento

em relação à PSNR e ao MSSIM. Podemos ver que a transformada Ĉ13 ainda pode ser concorrente

para a transformada JAM para alguns valores de r, sendo que e as duas transformadas necessitam

152 adições para o seu cômputo.

Podemos ver o ganho de PSNR e MSSIM por adição nas Figuras 4.3(e) e 4.3(f). A transformada

Ĉ1 possui o maior ganho por adição e a transformada ABM possui o menor ganho por adição. As

transformadas Ĉ6 e Ĉ9 tem um comportamento mediano em relação ao ganho de PSNR e MSSIM

por adição e um desempenho mediano em relação a compressão de imagem em relação a todas as

transformadas, porém a transformada Ĉ9, tem um comportamento melhor.

4.2.4 Comparação entre as transformadas com comprimento 8 e que necessitam 20 adições

para seu cômputo

Aqui destacamos duas das transformadas de 20 adições propostas comparadas com a transfor-

mada referência de 20 adições da literatura. Na Figura 4.4 podem ser vistas as medidas de avaliação

em relação a compressão de imagens das transformadas de comprimento 8 que necessitam 20 adições.

De acordo com a Figura 4.4 podemos ver que as duas transformadas propostas possuem resultados

melhores que a transformada que é referência na literatura. Ainda, podemos ver que a transformada

Ĉ9 possui valores de MSSIM e PSNR melhores ou iguais à transformada Ĉ10.
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Ĉ6

Ĉ9
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Figura 4.3: Medidas de avaliação das transformadas ótimas propostas com comprimento 32 com relação a

compressão de imagem variando o valor de r.
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Figura 4.4: Medidas de avaliação das transformadas ótimas propostas com comprimento de 20 adições com

relação a compressão de imagem variando o valor de r.
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CONCLUSÕES

N Este trabalho, foram obtidas diferentes aproximações de baixa complexidade para a DCT de

comprimentos 8, 16 e 32 para serem aplicadas principalmente no contexto de compressão de

imagens. A obtenção destas transformadas baseou-se na parametrização da classe de aproximações

BAS de comprimento 8 e 16 e seus escalonamentos pelo método JAM. Transformadas de baixa

complexidade podem ser implementadas em hardware e são atrativas por requerer baixo custo e

baixa demanda de potência, assim como transmissão e processamento de imagem e vídeo em tempo

real. Também podem ser utilizadas em equipamentos portáteis que requerem baixo custo e baixo

consumo de energia, entre outros.

Nos Capítulos 1 e 2, foram apresentadas uma introdução e as considerações teóricas da KLT e

a DCT como aproximação assintótica da KLT, assim como apresentação de diversas aproximações

para a DCT que estão presentes na literatura. Esses capítulos motivam o uso de aproximações de

baixa complexidade no contexto de compressão de imagens, assim como provêm uma revisão geral

da literatura nesse contexto.

As contribuições desta dissertação estão no Capítulo 3, onde foram propostas duas novas clas-

ses de transformadas parametrizadas baseada na série BAS de comprimento 8 e 16. Essa nova classe

parametrizada de transformadas contém um grande número de transformadas potencialmente interes-

santes. Foi proposto um problema de otimização multicritério a fim de selecionar as transformadas

que tenham um desempenho ótimo em relação a medidas de avaliação, tais como: erro de energia,

erro quadrático médio, ganho em codificação e eficiência da transformada. As transformadas obtidas

a partir do problema de otimização foram escalonadas pelo método JAM e obtivemos suas versões

escalonadas com comprimento 16 e 32. Todas transformadas obtidas foram comparadas com ou-
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tras aproximações já listadas na literatura e que não pertencem a classe multiparamétrica proposta.

Foi proposto um algoritmo rápido geral e todas as transformadas propostas possuem praticamente

a mesma estrutura de algoritmo rápido e podem ser implementadas com modificações mínimas de

hardware. Ainda, foi feita uma análise de trade-off para avaliar conjuntamente o custo das transfor-

madas e seus desempenhos.

No Capítulo 4, todas as transformadas obtidas foram avaliadas e comparadas, no contexto de

compressão de imagem, com outras transformadas em relação ao PSNR e MSSIM. Essas medidas

proporcionam valores que permitem comparar a qualidade de compressão das transformadas pro-

postas. Tais medidas evidenciam que as transformadas obtidas são adequadas para aplicações no

contexto de compressão de imagens. Ainda, de forma mais específica, para comprimento 8 foi en-

contrada uma nova transformada que necessita de 20 adições para seu cômputo, mostrando melhor

desempenho que as transformadas conhecidas na literatura que exigem 20 adições. Já para transfor-

madas de comprimento 16 e 32 foram encontradas várias transformadas novas de baixa complexidade

que podem se tornar referências para transformadas com suas complexidades aritméticas.
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QUANTIZAÇÃO EM

TRANSFORMAÇÕES 2-D

Seja A um bloco N ×N , então a sua transformação 2-D por uma aproximação Ĉ é dada por:

B = Ĉ ·A · Ĉ⊤,

B = S ·T ·A ·T⊤ · S.

Considerando

B̂ = T̂ ·A · T̂⊤,

temos,

B = S · B̂ · S,

B = R̂⊙ B̂,

sendo o operador ⊙ a multiplicação matricial ponto-a-ponto e,

R = diag(Ŝ) · diag(Ŝ)⊤.

Em aplicações de compressão de imagem é fornecida uma matriz de quantização Q [65]. A

depender da aproximação considerada teremos diferentes matrizes Q. Em aplicações de compressão

de imagens uma matriz de coeficientes quantizados B̄ é calculada a partir de [65]:

B̄ = round(B÷Q),

em que ÷ denota divisão matricial elemento a elemento.
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Desta forma, temos,

B̄ = round(R⊙ B̂÷Q),

B̄ = round(B̂÷ Q̃),

em que Q̃ = Q÷R.

Portanto, podemos ver que a matriz diagonal de ajuste das transformadas aproximadas pode ser

suprimida na etapa da quantização.



95

IMAGENS COMPRIMIDAS

Aqui os resultados serão apresentados de maneira qualitativa e as imagens comprimidas po-

dem ser visualizadas. Nas Figuras B.1, B.2, B.3 e B.4, podem ser visualizadas as imagens com-

primidas com as transformadas de comprimento 8 consideradas e r = 5, 10, 20, 30, respectiva-

mente. Nas Figuras B.5, B.6, B.7 e B.8, podem ser visualizadas as imagens comprimidas com as

transformadas de comprimento 16 consideradas e r = 20, 40, 80, 120, respectivamente. Nas Figu-

ras B.9, B.10, B.11 e B.12, podem ser visualizadas as imagens comprimidas com as transformadas

de comprimento 32 consideradas e r = 5, 10, 20, 30, respectivamente. Os valores de r considerados

para os diferentes comprimentos das transformadas indicam, aproximadamente, compressão de 92%,

84%, 69% e 53%. Foi considerada a imagem Lena padrão.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) BAS1. (e) FW6. (f) FW5.

(g) Ĉ9. (h) Ĉ10. (i) RDCT.

(j) LO. (k) ABM.

Figura B.1: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 8 consideradas e r = 5.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) BAS1. (e) FW6. (f) FW6.

(g) Ĉ9. (h) Ĉ10. (i) RDCT.

(j) LO. (k) ABM.

Figura B.2: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 8 consideradas e r = 10.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) BAS1. (e) FW6. (f) FW5.

(g) Ĉ9. (h) Ĉ10. (i) RDCT.

(j) LO. (k) ABM.

Figura B.3: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 8 consideradas e r = 20.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) BAS1. (e) FW6. (f) FW5.

(g) Ĉ9. (h) Ĉ10. (i) RDCT.

(j) LO. (k) ABM.

Figura B.4: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 8 consideradas e r = 30.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) Ĉ4. (e) Ĉ5. (f) Ĉ9.

(g) Ĉ10. (h) JAM. (i) ABM.

Figura B.5: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 16 consideradas e r = 20.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) Ĉ4. (e) Ĉ5. (f) Ĉ9.

(g) Ĉ10. (h) JAM. (i) ABM.

Figura B.6: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 16 consideradas e r = 40.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) Ĉ4. (e) Ĉ5. (f) Ĉ9.

(g) Ĉ10. (h) JAM. (i) ABM.

Figura B.7: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 16 consideradas e r = 80.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) Ĉ4. (e) Ĉ5. (f) Ĉ9.

(g) Ĉ10. (h) JAM. (i) ABM.

Figura B.8: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 16 consideradas e r = 120.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) Ĉ4. (e) Ĉ5. (f) Ĉ6.

(g) Ĉ9. (h) Ĉ13. (i) JAM.

(j) ABM.

Figura B.9: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 32 consideradas e r = 80.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) Ĉ4. (e) Ĉ5. (f) Ĉ6.

(g) Ĉ9. (h) Ĉ13. (i) JAM.

(j) ABM.

Figura B.10: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 32 consideradas e r = 160.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) Ĉ4. (e) Ĉ5. (f) Ĉ6.

(g) Ĉ9. (h) Ĉ13. (i) JAM.

(j) ABM.

Figura B.11: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 32 consideradas e r = 320.
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(a) Original. (b) DCT. (c) Ĉ1.

(d) Ĉ4. (e) Ĉ5. (f) Ĉ6.

(g) Ĉ9. (h) Ĉ13. (i) JAM.

(j) ABM.

Figura B.12: Imagens comprimidas com as transformadas de comprimento 32 consideradas e r = 480.
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