CALCULO L1 — PRIMEIRA LISTA DE~EXERCfCIOS
PROBLEMAS DE DERIVACAO

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

1. INTRODUGAO

Todos os problemas apresentados nesta lista foram retirados de provas realizadas na
disciplina Calculo 1 na Area II no final da década de 80 e inicio da década de 90. Foram
colecionados pelo professor da disciplina por volta de 1992 que, por quatro anos seguidos,
lecionou Célculo 1. Estes exercicios servem de complemento aos apresentados nas notas
de aulas. Antes de cada exercicio vem a indicacao de que prova foi retirado, por exemplo,
(1.89.1.pe): problema retirado do primeiro exercicio (pe) de Célculo 1 (I) do primeiro
semestre (1) de 1989 (89).

2. CALCULO DE DERIVADAS PELA DEFINIGAO

2.1. Problemas resolvidos.
(1) (1.89.1.pe) Dada a fungao f definida por:
osent para x # 0
f(x)_{o parax =0

Calcule a derivada de f para x = 0 pela definigao.
Solugao: Pela definicao temos que

vy e F(@) = f(0)
F0) = glnlir(l) x—0
. zsent
e R

= lim z'sen—.
T

x—0

Como, para x # 0,

1
e < rtsen— < :v4,
T

temos pelo lema do sanduiche que

lim z*sen— = 0,
x—0 x

ja que —z* e z* tendem a 0 quando z tende a 0. Logo f(0) = 0.
(2) (1.92.1.pe) Considere a funcao

T rz <1
f(x)_{a—i—bxz r>1 "

Determine a e b de modo que f(z) seja diferenciavel.
1
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Primeira solugao: Observe que a derivada de f(z) para z # 1 é igual a

1 r <1
f(:zc)—{ 200 r>1 "
Temos um problema no ponto x = 1 pois perto deste ponto f(z) é dada por duas
equacoes distintas. Temos de calcular a derivada neste ponto pela definicao
- fle) = ()
(1) = lim —————~.
£Q1) = lim —=—"—
Observe que
fle)—f1) 1 r<1
r—1 | (a=14+b2®)/(z—1) z>1

Para que f’(1) exista temos de ter

{5 R 1) R 1 I 10
z—1— r—1 z—1+ Tz —1
e dai

— 1+ ba?
1= Jipy 2207
z—1+  x—1
Como o denominador tende a 0, entao o numerador também tem de tender a 0
quando x tende a 1. Logoa—1+b=00oua—1= —bedal

a—14bx*>=—b+br* =0b(z*—1)

2 2
TR T e U P o) S SRR A P
z—1+t rz—1 z—1t T — z—1t
Logob:%eazl—b:%.
Segunda solucao: Vamos usar o resultado: se h e g sao duas funcoes definidas
em um intervalo aberto I continuas e diferenciaveis em a € I, entao a funcao

_J9@) z<a
f(x)—{ h(z) x>a
definida no intervalo I tem derivada em x = a se s6 se h(a) = g(a) e h'(a) = ¢'(a)
(isto é, no ponto de juncao das duas fungoes elas possuem o mesmo valor e a
mesma derivada).
Isso ocorre porque para f(z) ser diferencidvel em = = a, tem de ser continua
neste ponto e dai

lim f(z) = lim f(z) = f(a).

r—a

Pela definicao de f e por h e g serem continuas em x = a temos

lim f(z) = lim g(z) = g(a)

lim f(z) = lim h(x) = h(a)

e daf h(a) = g(a). Para f ser diferencidvel em x = a temos de ter

o @ = fle) @) - f)
Mas r—a r—a
i T =@ @) —ga)

r—a~ r —a r—a~ r —a
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ST @) h@) —gla) | h) b
z—at Tr—a z—at r—a z—a™t Tr—a
Logo h/'(a) = ¢'(a).
Aplicando este resultado neste problema, onde g(x) = z e h(z) = a+ bx? temos
l=g(1)=h(1)=a+bel=g(1)=1(1)=2b. Edaia=b=1.

= h'(a).

2.2. Problemas propostos.
(1) (1.83.1.se) Considere a funcao f definida por:

f(:c)—{ 1+ — sex>0,z#2 .

T 2P 45 sex <0

(i) f é continua em = = 0?7 (Justifique sua resposta)
(ii) A curva y = f(x) tem tangente em = = 07 (Justifique sua resposta)
(iii) Determine a equagdo cartesiana da reta normal a curva y = f(x) em = = 1.
(iv) Esboce o gréfico da curva y = f(x).
(2) (1.86.1.pe) Seja f a funcao definida por

2?2+1 sex<1

f(x):{g sex >1

(i) Esboce o grafico de f.

(i) f é derivavel em z = 17 Justifique.

(iii) f é continua em x = 17 Justifique.
(3) (1.86.2.pe) Seja a fungao:

20 +3 x< -1
flz)=< 2? —1l<ax<1 .
20 —1 x>1

(i) Esboce o grafico de f.
(ii) Calcule, usando a defini¢do, as derivadas laterais de f nos pontos =z = 1 e
x = —1 e decida se f é ou nao diferenciavel nestes pontos.

(4) (1.87.1.pe) Considere as fungoes f e g definidas em [—1, 2] por:

flz) = x? se —1 <<l
)= 2—x sel<x<2

(2) = r+1 se —1<zx<0
g\r) = (r—1)% se0<x<2 ‘

(i) Defina e esboce o gréfico da fungao composta h = f o g.
(ii) Estude a continuidade e a diferenciabilidade de h = f o g nos pontos x = 0 e
=1
(5) (1.87.1.pe) (i) Sejam f, g e h fungoes satisfazendo a condigao seguinte:
f(x) < g(x) < h(z) para todo = € R.
Suponha que f e h sdo derivdveis em z( e suponha também que f(zo) = h(zo) e
f(xo) = h'(zo). Mostre que g é derivavel em xq e que f'(xg) = ¢'(x0).
(ii) Dé a interpretacao geométrica do item anterior.
(iii) Prove que a fungao F' definida por

5/3 ¢ o L
x2Psen, w#0

”@:{o =0
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é derivavel no ponto x = 0. (Utilize o primeiro item desta questao.)
(6) (1.92.2.pe) Resolva apenas um dos itens abaixo:
(i) Ache valores para a e b de modo que

h(z) = 224+b sex <1
V= ayzr osex>1

tenha derivada em x = 1. Faga um esboco do grafico de h.
(ii) Seja h uma fungao real definida por

h(x) :{ (22 — 4)senz— se x # 2
P sex =2

Calcule o valor de p de modo que h seja continua em x = 2. Mostre que nao
existe real p tal que h seja derivavel em x = 2.
(7) (1.9%9.2.peo) Sejam f e g duas fungoes de R em R satisfazendo as seguintes
condigoes:
(i) g(xz) = xf(x) + 1, para todo z € R.
(ii) g(a +b) = g(a)g(b), para todo a,b € R.
(i) lim, o f(x) = 1.
Calcule ( . (@)
/ . glr+n)—gx
g'(x) = lim Y :

3. REGRAS DA SOMA, PRODUTO E QUOCIENTE
3.1. Problemas resolvidos.
(1) (1.88.2.sc) Ache as retas tangente e normal a curva

3
- +f em (2,10).

y:

Solugao: Para se encontrar as retas tangente e normal a curva em um determi-
nado ponto, temos de achar os seus coeficientes angulares. O coeficiente angular
da reta tangente ao grafico de uma funcao é dado pela sua derivada no ponto.
Usando a regra do quociente obtemos
, B+ 1) (z—1)— (P +2)(1) 22%—-322-1
N (z —1)? (1)

Temos que y'(2) = 3 e a reta tangente a curva no ponto (2,10) é

y —yo =y (20)(x — o)
y—10=3(z —2)

y =3z +4.
Se m for o coeficiente angular da reta normal a curva no ponto (2, 10) temos que
1 1
_ M =3

e a reta normal é

y—yozm(:c—xo)

1
y—10=—3(x—2)
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r 32

(2) (1.92.1.pe) Encontre as retas tangentes a curva y = 23 — 222 4+ 242 que passam
pelo ponto (0,0).
Solucgao: O coeficiente angular da reta tangente a esta curva em um ponto de
coordenada = =t é dado por y/(t), onde

Y (t) = 3t* — 4t + 24.
A reta tangente a esta curva no ponto de coordenada x =t é dada por
y—y(t) =y )z —1)
y — (12 — 2t 4+ 24t) = (3t* — 4t + 24)(x — t).
Esta reta passa pelo ponto (0,0) se somente se
0— (% — 2% + 24t) = (3t> — 4t +24)(0 — t)
—1% + 2% — 24t = —3t° + 4t* — 24t

23 — 22 = ()
2t2(t — 1) =0
t=0out=1.

Para t = 0 obtemos a reta
y—0=24(z—0)
y = 24z.
Para t = 1 obtemos a reta
y—23=23(x—1)
y = 23z.
(3) (1.87.1.pe) Seja P = (x¢,yo) um ponto da curva dada por

1
y=—, x>0.
x

Sejam A e B os pontos em que a reta tangente a curva em P intercepta os eixos
coordenados Ox e Oy. Calcule a area do triangulo OAB.
Solugao: Primeiro iremos encontrar a reta tangente a curva neste ponto. Sua
equacao ¢ dada por
Y — Yo =Y (z0)(x — z0).
Mas /(o) = —1/22 e yo = 1/x0. Logo esta reta é

1 1

y—;():—x—g(ﬁ—%)

2 —
gy — o = —(x — x0)
T2y 4+ — 219 = 0.
Para encontrar a intersecao desta reta com o eixo Ox fazemos y = 0
r—2x9=0

T = 2x.
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O ponto A tem coordenadas (2xg,0). Para encontrar a interse¢ao com o eixo Oy
fazemos x = 0
xiy — 220 =0
21’0 2

O ponto B tem coordenadas (0, x%)

Como AOB ¢é um triangulo retangulo com catetos OA e OB temos que sua area
¢é igual a

1 1 2

Zo

3.2. Problemas propostos.

(1) (1.87.1.pe) Suponha que uma reta r nao vertical corta a pardbola y = az? +bx +c
num unico ponto P. Prove que neste ponto P a reta r tem que tangenciar a
parabola.

(2) (1.88.2.pe) (i) Determine @ > 0 de modo que a pardbola y = az® intersepte
ortogonalmente a hipérbole y = %

(i) Determine b > 0 de modo que a pardbola y = 1 — x? tangencie a hipérbole
y=12

(3) (1.90.1.¢f) Determine a,b e ¢ de modo que as curvas y = 22 +ar+bey =Inx—c,
se interceptam no ponto (1,2) e tenham a mesma tangente neste ponto.

(4) (1.91.1.pe) Determine as equagoes das retas que passam pela origem e que cortam
o grafico da funcao y = 2% — 22 perpendicularmente.

(5) (1.92.2.pe) Encontre as retas tangente e normal & curva

_x—i—l
y_x—l

no ponto (0, —1).
(6) (1.92.2.pe) Ache as tangentes a curva y = x® — x que passam pelo ponto (1, —1).
(7) (1.97.%7.peo) (i) Obtenha as retas tangentes as curvas

r+1
y:

xXr
=20 + 2 —1
o1 fYT Ay

no ponto (0, —1).
(ii) Mostre que as curvas acima interceptam-se em angulo reto no ponto (0, —1).

4. REGRA DA CADEIA

4.1. Problemas resolvidos.

(1) (1.91.2.pe) Seja f(x) = (x + 1)*(x — 2), definida para z > 1. Calcule a derivada
da funcéo inversa de f(x) no ponto 0.
Solugao: Seja g(z) a fungao inversa de f(z). Pela defini¢ao da fungao inversa,

temos que
9(f(x)) ==
e usando a regra da cadeira para derivar esta expressao obtemos

g(f(@)f(x) =1
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pois f(x) = 23—3z—2 ¢ f'(z) = 32 —3. Como queremos encontrar ¢'(0), devemos
encontrar um = > 1 tal que f(z) = 0. Observe que isto ocorre para x = 2. Logo

5. FUNCOES IMPLICITAS

5.1. Problemas resolvidos.

(1) (1.91.2.pe) Determine a equagao da reta normal a curva
Ty 4yt — gyt —r—6=0

no ponto (1,1).

Solugao: Para encontrar a reta normal a curva neste ponto devemos determinar
o seu coeficiente angular. Vamos supor que y é funcao de x numa vizinhanca deste
ponto e derivar implicitamente

7?4y —yrt —r—6=0
7(3y%y 2 + 229°) + 2yy' 2 + 32%y? — (yat +42y) — 1= 0.
Substituindo z = 1 e y = 1 nesta equacao temos
21y +14+2y +3—y' —4—-1=0

22y +12=0

6

11’

que ¢ o coeficiente angular da reta tangente a curva neste ponto. Como a reta
normal é perpendicular a tangente, temos que seu coeficiente angular é

1 11
m —= —— —= —
y 6

y =-

e a sua equagao €
Yy — Yo = m(z — o)
11
—1l=—(x—-1
Y c(@—1)
6y — 11z +5=0.
(2) (1.89.1.pe) Ache as equagoes das retas tangentes a elipse de equagao 5z + 2xy +
y? = 1, que sdo paralelas a reta x +y — 3 = 0.
Solugao: Primeiro vamos encontrar o coeficiente angular da reta tangengente
a esta elipse em um ponto genérico. Vamos supor que y é funcao de x e derivar
implicitamente

52% + 2ry + 9% =1
10z + 2y + 22y’ + 2yy’ = 0
2y'(x +y) = —2(y + 5z)

p Y+ ox
Yy ==
T+y

para x +y # 0.
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Para que duas retas sejam paralelas, elas tém de ter o mesmo coeficiente angular.

Como o coeficiente angular de x +y — 3 = 0 é —1, temos de encontrar os pontos
de coordenadas (x,y) na elipse onde
J = _y+oz _ 4
Tty
y+or=x+y
xz =0.

Como o ponto (z,y) estd na elipse temos que
52% + 2y +y° =1
Y =1ley=1louy=—1.
Logo os pontos da elipse onde as retas tangentes sao paralelas a x +y — 3 = 0 sao
(0,1) e (0,—1). No ponto (0,1) a reta é
Yy — Yo = m(x — zo)
y—1=—-1(z—0)
y+x—1=0.
No ponto (0, —1) a reta é
Yy — Yo = m(z — xo)
y+1=—1(x—0)
y+xz+1=0.

5.2. Problemas propostos.

(1) (I1.85.1.se) Determine a equagao cartesiana da reta tangente a curva y*+z2y+2 = 0
no ponto (1, —1).

(2) (1.86.1.pe) Ache as equagoes das retas tangentes A elipse 3z2 + 93> = 1 paralelas
areta y = .

(3) (1.86.1.scpe) Encontre a equacio da reta normal & curva 2z3 + 2y — 92y = 0 no
ponto (2,1).

(4) (1.86.1.scpe) Determinar a derivada da fungao y com relagao a varidvel x, quando

—_

(5) (1.86.2.pe) (i) Encontre os pontos onde a curva z% + zy + y*> = 7 corta o eixo dos
x e mostre que as tangentes a curva nestes pontos sao retas paralelas.
(ii) Dé as equagoes dessas retas tangentes.
(6) (I1.88.2.pe) Determine as equagoes das retas tangente e norma a curva xty3 + 27 +
y* = 2+ 1 no ponto (0,1).
(7) (1.92.1.pe) Determine a equacao da reta normal a curva 23y — 3y*> —4x — 2y = 0
no ponto (0,0).
(8) (1.92.1.¢f) Calcule a reta tangente a curva 223y — xy* — 1 = 0 no ponto (1, 1).
(9) (1.92.2.sc) Mostre que o comprimento do segmento de qualquer reta tangente a
curva , , .
r3 +y3 =a3,a >0,
compreendido entre os eixos coordenados ¢ igual a a.
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6. FUNCOES TRIGONOMETICAS E SUAS INVERSAS

6.1. Problemas resolvidos.
(1) (1.91.1.pe) Seja f a funcao definida por:

13cost sex #0
f<x)_{0 Y sex=0"
Mostre que:

(i) f é derivavel.
(i) f" é continua.
(iii) Nao existe f”(0).
Solugao: (i) Uma funcdo f é dita derivavel quando possui derivada para todo
x € R. Para z # 0 temos que pela regra do produto

f(x) = (xg),Casé + 2° <cosl)/

T

e pela regra da funcao composta

1 IRWARY
f'(z) = 32°cos— + 2° (—sen—) (—)
T r) \x

1
f'(z) = 32°cos— + xsen—.
T T

Basta checar agora que f’(0) existe. Vamos usar a defini¢ao para verificar isto:
f(x) = f(0) r3cost

f(0) = lim = lim ——2 = lim 2%cos .
x—0 x — O x—0 x x—0 x

e finalmente

Como —1 < cost: < 1, multiplicando esta desigualdade por z2 segue que
X
—x? < r2cos— < x?
x
e pelo lema do sanduiche
lim 2%cos— = 0.
x—0 x

Logo f'(0) existe e é igual a 0.
(ii) Para x # 0 é imediato que f’ é continua neste ponto, pois soma, produto e
composicao de fungoes continuas é continua. Para x = 0 temos de verificar que

lim /'(x) = f'(0) = 0.
Observe que

1 1
3x2cos— + xsen—

[f'(@)] =

x x
1 1
< |32%cos=| + |xsen—
x x
, 1
< 3lz|* |cos—| + |z| |[sen—
x x

< 3|z)* + ||
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Logo
lim f'(x) =0,

z—0
j4 que 3|z|* + |z| — 0 quando = — 0.
(iii) Vamos calcular f”(0) pela definigao

" T f,<x> — f/(())
f7(0) = lim 0

x—0 xr —

SIQCOS% + ZESGH% -0

= lim
r—0 x

1 1
1"(0) = lim 3zcos— + sen—.
T— T T

Como —3x < 3:76003% < 3z, pelo lema do sanduiche temos

. 1

lim 3xcos—.

r—0 x
Como % tende a oo quando x tende a 0, segue que sen% oscila quando x tende a
0. Logo o limite

lim sen— = 0.
x—0 x

nao existe e consequentemente f”(0).

6.2. Problemas propostos.
(1) (1.91.2.pe) Considere a fungao f : R — R dada por:

f(m)—{x—i_% se x # 0

11 secx=0 "

(i) Verifique, pelo método da razao incremental (i.e. pela definigdo de derivada)
que f'(0) = 1.
(ii) Mostre que a fungao derivada de f é continua.

Atencao: para o célculo dos limites acima é melhor usar a regra de L’Hopital
(que sé serd vista na préxima unidade). Fazer o célculo do limite diretamente
¢ complexo, pois envolve a manipulagao da desigualdade que obtemos quando
provamos que

senw
=1

lim
x—0
(2) (1.92.2.¢f) (i) Encontre a reta tangente ao grafico da curva
y=2a"—-3234+2—-9

no ponto (—1, —6).
(i) Calcule a derivada da fungao
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7. EXPONENCIAIS E LOGARITMOS

7.1. Problemas resolvidos.
(1) (1.91.1.pe) Verifique que o grafico da fun¢ao y = f(x), definida implicitamente
pela equacao

Vst In(ay + cos’x) = 2z + 1,

passa pela origem. Determine o valor de a para que a reta tangente a este grafico
na origem seja bissetriz do primeiro quadrante.

Solucgao: Primeiro vamos verificar que o grafico desta funcao passa pela origem,
isto é, 0 = f(0). Isto é imediato, pois o lado esquerdo da igualdade é igual a
e’ + In(cos*0) = 1+ 0 = 1. Temos de encontrar o coeficiente angular da reta
tangente, e para isto iremos derivar implicitamente esta equacgao

Vs 4 In(ay + cos*r) = 2z + 1

ay' — 2cosxsenx

ysenx [,/ —
+ + =2
e (y'senz + ycosx) pT—
Para x =0 e y = 0 temos
/
-0
60(0+0)+ay1 =2

ay’z?ouy':a.

Para a reta tangente ser a bissetriz do primeiro quadrante, o seu coeficiente angular
tem de ser igual a 1 e dai

, 2
y:—:]_
a

ea=2.

7.2. Problemas propostos.

(1) (1.86.1.¢f) Ache a reta tangente & curva log(y? + 1) — ¥ ¥ = 4% — 5 no ponto
(1,0) onde y é uma funcao de z.

(2) (1.88.1.pe) Neste problema, f(z) = e* e g(x) = log =, onde log denota o logaritmo
neperiano ou natuaral.
(i) Determine o valor de a tal que a reta tangente ao gréafico de f passando por
(a,e”) e areta tangente ao grafico de g passando pelo ponto (e, a) sejam paralelas.
(ii) Mostre que se b # a (a determinado acima), entdo as retas tangentes nos
pontos (b, e’) e (e%, b) se encontram sobre a reta y = .
(iii) Faca uma figura e interprete geometricamente o resultado do item anterior.

(3) (1.90.1.¢f) Determine a,b e ¢ de modo que as curvas y = 22 +ar+bey =Inx—c,
se interceptam no ponto (1,2) e tenham a mesma tangente neste ponto.

(4) (1.91.1.ef) Ache a equagao da reta tangente ao grafico da funcao

f(.T) _ 3(l—sen9)/(1+cose)

no ponto P = (0,+/3).
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8. EXERCICIOS FINAIS SOBRE REGRAS DE DERIVAGAO

8.1. Problemas resolvidos.
(1) (1.91.1.pe) Considere a fungao

(Vz + tgr)0 (210 + xﬂ‘”)zf’o(senx + secw)®™

(In(z2+1) — \/LE)M(arctgx + arcsenx)16

Calcule a derivada f’ num ponto x onde f é derivavel.

Sugestao: Use derivacao logaritmica.

Observagao: Nao é preciso simplificar.

Solucgao: Primeiro vamos explicar o que é derivacao logaritmica. Suponha que
fi(z), fo(x), ..., fu(z) sdo fungdes e que ny,ng,...,n; sdo inteiros. Considere a
funcao

flx) =

flx) = fi(x)™ fa(z)" - - - fro(x)™.

Tirando logaritmos de ambos os lados obtemos
Inf(x) = niinfi(x) + nalnfo(x) + - - - + ngln fir(x).
Derivando esta expressao obtemos a derivada de f

ffle) _ filz) | fo(2) fix)

@ "R R T T M @)
vy o (o B @) )
F() = £ >( L kfk(x)).

Vamos aplicar este resultado em nosso caso, onde

f@) = (fa@)™ (f2(2) 0 (f3(2))™ (fal@) " (fs(2)) "

filz) = Ve+tge
folz) = 20+ V2
fs(z) = senx + secx
fi(z) = In(z*+1)— \/LE
fs(x) = arctgx + arcsenzx.
Neste caso a derivada de f(x) é
fi@) | 95022) | 500

! / /
fi(z) fo(z) fa(z) fa(z) fs(z)

Necessitamos apenas calcular as derivadas das f;(x) e substituir na expressao
acima.
(i) Derivada de fi(x).

Sabemos que as derivadas das fungoes 1/ e tgx sao respectivamente ﬁi e sec? .
Como a derivada da soma é a soma das derivadas obtemos que

filz) = % + sec? z.

(i) Derivada de fy(x).

A derivada de z'%° ¢ 1502%°. Para encontrarmos a derivada de zV2*, usamos
sua definicao

h(x)

V2
V2 — 6lnx — ex/i;tlnx —e ’

g(z) =1
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onde h(z) = v2xlnz. Como a derivada de e” é igual a e, usando a regra da
cadeia obtemos que
J'(x) = "D () = 2V W (z).

Mas a derivada de x e [nx sao respectivamente 1 e % e pela regra do produto temos
que

W(z) = vV2((z)Inz + z(inx)) = V2(inx + 1).
Consequentemente
g (x) = V22V (Inz + 1).

Como a derivada da soma é a soma das derivadas obtemos
fo(@) = 1502 + V22V (Inz + 1).
(iii) Derivada de f3(x).

Como as derivadas das funcoes senx e secx sao respectivamente cosz e secxtgr
e a derivada da soma é a soma das derivadas, temos que

f4(x) = cosx + secxtgz.

(iv) Derivada de fy(z).
Pela regra da cadeia temos que a derivada de In(z? + 1) é igual a

1 5 2x
T = )
| 2+ 1

A derivada de \/Li =271/? éigual a —127%/2 e daf

2x 1
/ — - ,.—3/2
faw) = 7 a7

(v) Derivada de f5(x).
Como as derivadas de arctgz e arcsenx sao respectivamente ﬁ e \/1;_7 temos
que
1 1
() = - :

Agora ¢ s6 subtituir tudo na expressao de f'(x)...

8.2. Problemas propostos.
(1) (1.83.1.se) Calcule a derivada das seguintes fungoes:

f(z) = sen[l + cos*(2x — 1)).

g(x) = \/Z

(2) (1.83.1.se) Calcule a derivada das seguintes fungoes:

fz) = (" +tgx)®, 0 <z < g

g(x) = log[1 + sen*(1 + 2?)], = € R.

(3) (1.83.1.s¢) Seja f(x) = arcsen(z? — 1).

(i) Determine o dominio de definigao de f(z).
(ii) Calcule f'(x).
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(4) (1.86.1.pe) Calcule a derivada das fungoes abaixo: (nao precisa simplificar)

f(z) = arctg(vV'1 — x2).

() 14 22
T) = sen .
g 1 — 22

h(z) = 23cos®(sen x).
(5) (1.86.2.pe) (i) E dada uma funcao g(x) = arctan(f(logz)), sabendo-se que f é
uma fungao diferencidvel tal que f'(0) = f(0) = 1. Calcule ¢'(1).
(ii) Derive:

f(z) = sen®(Vtan? + 2).
671‘
(6) (1.87.1.pe) Calcule a derivada das fungoes

V1—a?
x

f(a:)zarccosa:—arctg( ) , —l<z<lz#0.

g(x) = S;gf +In(2+e ), z€R.

(7) (1.87.1.pe) Calcule a derivada de:

f(z) = arcsen(cos x), 0 < x < .

Inx

.87.2.¢f) Use as regras de derivacdo que vocé conhece para achar f'(z) se:
8) (1.87.2 U de derivaca 6 h h !
f(x) = (senz)*"* 4+ 1og(2® + tan(1 — 2%)) + arctgV'1 — 2.

(9) (1.88.1.pe) (i) Calcule:
d log(1+ sen’z)
dr 14 cos’z

(ii) Calcule:
d
— arctg ev®.
dx

d 1
—exp(w—i_ ), x # 1.

(10) (1.88.2.pe) Calcule

dx z—1

d
%[cos(\/%jL Inx)]?, x> 0.

(11) (1.89.1.pe) Calcule a derivada das seguintes fungoes:

9 e’ +1
flz) = (2" + 2 — 1)cos (e—x+ 1) :

g(x) = V" + arctg(log(z®> + 1)), = > 0.
)

(Lembre-se que log z é o logaritmo neperiano.
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(12) (1.89.2.ef) Derivar a seguinte fungao:
senx + tgx

LG e garcsenz.
/) 1+ /x -
(13) (1.92.1.pe) Derive as seguintes fungoes:
r+1
= t .
f(z) = arctg ——71

g(x) = (z + e *)?cosbu.
(14) (1.92.2.pe)Calcule a derivada das seguintes fungoes:
(Vx+z)(z® — 322 +9)
f(z) = 5 ;
¢+ 1
g(x) = sen?(2x + 1) + tg*(2® + cosx).
(15) (1.272.2.peo) Use as regras de derivagao que vocé conhece para obter f'(x) sabendo

que:
2?2 —1
— 1 Secr .
f(z) = (1 4 cosx)*** + P
16) (1.92.2.29) Derivar a seguinte funcao:
g G
arcsenx 1 + Cosx
fa) = + 1 — senx’

9. TAXAS DE VARIACAO

9.1. Problemas resolvidos.

(1) (1.86.1.ef) A altura h e o raio r da base de um cone circular reto estao variando a
uma taxa constante de 2m/s e 1m/s respectivamente. A que taxa estard variando
o volume do cone no instante em que h = 1m e r = 1m.
Solugao: Se V for o volume do cone circular reto, entao

Como 7 e h sao fungoes do tempo temos que

v _ (QTﬂh_'_ th) .

@t 3\Ta" T a
Como % =1m/se % =2m/s, quando r = Im e h = 1lm, temos
av 4m
%—?m /8.

(2) (I1.86.2.pe) Um ponto do primeiro quadrante move-se sobre a parabola y = z? de
maneira que se distancia da origem a 3mm/seg. A que taxa estdo variando as
suas coordenadas no instante em que tem abscissa 2mm?

Solugao: Suponha que no instante ¢ as coordenadas deste ponto sejam (z(t), y(t)).
Como este ponto move-se sobre a parabola y = x? temos que

y(t) = x(t)”.
Se D(t) é a distancia deste ponto afe a origem no instante ¢ temos que

D'(t) = 3mm/seg.
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Mas
D(t) = va(t)* +y(t)* = Vy(t) + y(t)
pois o ponto estd sobre a parabola. Logo pela regra da cadeia
/ 2 /
Dty =Y (t) +2y(t)y'(t)
2¢/y(t) +y(t)?
Para x(t) = 2mm temos y(t) = 4mm e dai
YO8y (@)

2v4+ 16 4/5
y'(t) = %gmm/seg e
y'(t) = 2x(t)a'(t)
% = 42/(t) e daf

5
' (t) = ?mm/seg.

(3) (1.88.1.pe) Considere a figura:

C
B
[0
O 0 By

Sabe-se que o ponto A esta fixo e os pontos B e C' movem-se de tal modo que
o angulo « é constante e igual a ¢, e 0 angulo 6 tem taxa de variagao constante e
igual a 0,1 radiano por segundo. A distancia de O a A é 1 metro. Calcule a taxa
de variagao da distancia de B a C' quando 6 = %. (Note que C' e B pertencem a
reta perpendicular a OA.)
Solugao: Observe que

AB
AC

Logo
0 = arctg(AB) e
0+ a = arctg(AC);
0 = arctgx e
0+ a=arctg(z+y).
Como 0, x e y variam com relacao ao tempo temos
de 1 dx
dat  1+azdt ©
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db n da 1 dx n dy
dt dt 1+ (xz+y?2\dt dt)’
Como « é constante, temos que

da
— =0.
dt
Quando@z%,temosquex:\/%me:c—i-y:\/gmedai
1 d
0,1= 2
1+<ij dt
V3
1 de dy
1 — i
01+0= g (o i)
Logo
dz 4m/se
dt 30
dm+dy 4
dt dt 1()
d
di /3— m/s

que ¢ a variagao da distancia entre BeC (que é igual a y) com relac¢ao ao tempo,
quando 0 = ¢

9.2. Problemas propostos.

(1) (1.86.1.scpe) Oleo esté sendo despejado no interior de um tanque em forma de cone
invertido, a taxa de 3mm3/min. Se o tanque tem raio 2.5m no topo e profundidade
10m, com que velocidade varia a profundidade do 6leo quando atinge 8m.

(2) (1.87.1.pe) Calcule 2'(ty) e y'(ty) onde z(t) e y(t) s@o as coordenadas de um ponto
que se desloca sobre a curva dada por y>—xz? = 5,y > 0, sabendo-se que x(ty) = 2 e
que a taxa de varia¢ao do quadrado da distancia de (x(t), y(t)) & origem é constante
e igual a 2.

(3) (1.89.1.pe) Um tanque horizontal tem 32m de comprimento e suas extremidades
tém a forma de trapézios isosceles com 8m de altura, base menor igual a 8m e base
maior igual a 12m. A 4gua estd sendo despejada no tanque a taxa de 20m3 /min,
com que velocidade esta subindo o nivel da agua quando a agua estiver a 4m do
fundo?

(4) (1.91.2.pe) Resolva apenas uma das seguintes questoes:

(i) Se uma bolinha de naftalina evapora-se a uma taxa proporcional a drea de sua
superficie, mostre que o seu raio decresce a uma taxa constante.

(ii) Despeja-se areia sobre um monte em forma de cone & taxa constante de
1,4m3/min. As forcas de atrito na areia sao tais que a altura do monte é sempre
igual ao raio de sua base. Com que velocidade a altura do monte aumenta quando
ele tem 1, 5m de altura.

(5) (1.91.2.ef) Um baldo sobe verticalmente com velocidade v e um observador, a certa
distancia z, vé o balao sob um angulo de elevagao 6. Ache a taxa de variagao g d9
em termos de v,0 e .

(6) (1.92.2.5e) O volume de um dado baldo esférico cresce & taxa constante de 100cm?/seg.
Ache a velocidade com que o raio aumenta quando ele é igual a 5cm.
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